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INTRODUCTION

Notre intéret pour I’étude de 'interaction d-sphérique et ses généralisations
tient d’abord au fait que ces interactions sont exactement solubles en ce
sens qu’on peut déterminer analytiquement explicitement leurs résolvants et
par conséquent leurs spectres, leurs fonctions propres de méme que leurs
résonances et les éléments de la théorie de la diffusion par ses interactions.

Ensuite l'interaction d-sphérique a été beaucoup utilisée dans plusieurs
domaines de la physique; notamment en physique nucléaire, en physique de
I’état solide et en physique moléculaire [1].

Plus récemment, les interactions é-sphérique ont été utlisées pour constru-
ire un modele mathématique des quarkonia lourds en physique des particules
élémentaires [2].

Sur le plan mathématique, une définition rigoureuse de 1’Hamiltonien
correspondant a cette interaction a été donnée dans [3]. Cette définition est
basée sur la théorie des extensions auto-adjointes d’opérateurs symétriques
fermés dans un espace de Hilbert.

T.Ikebe et S.Shimada [4] ont défini, il n’y a pas longtemps, I'interaction §-
sphérique en utilisant la théorie des formes symétriques fermées semi bornées
inférieurement.

Les résultats obtenus pour l'interaction é-sphérique ont été généralisés
aux cas de l'interaction d-sphérique de 2°™¢ espece et de l'interaction ¢-
sphérique de 1°7¢ et 2°™¢ especes a support sur N spheres concentriques avec
des conditions frontieres séparées et non séparées.

D’autre part, les Hamiltoniens correspondant aux interactions é-sphérique
de 1°7¢ espece ont été obtenus comme limite, au sens de la convergence en
norme des résolvants, d’une famille d’Hamiltoniens d’échelle de courte portée
H..

Notre contribution a ’etude des interactions §-sphérique a consisté a :



1. Etudier la théorie de la diffusion pour les interactions é-sphérique de
17 et 2°¢ especes a support sur N spheres concentriques avec condi-
tions frontieres séparées et non séparées.

2. Etudier la théorie de la diffusion pour la paire (H., H,) et a montrer
que les éléments de la théorie de la diffusion pour H, convergent vers
ceux de Hy,y (ry quand € — 04 [Voir sections 1.1.3 B) et 1.2.2].

3. Etudier la théorie de la diffusion pour 'interaction 4- sphérique de 2°™¢

espece plus une interaction coulombienne.

Tous ces résultats nouveaux ont fait I'objet de deux articles dont 1'un est
deja accepté pour publication au Journal of Mathematical Physics.

Une autre interaction sphérique exactement soluble est l'interaction é'-
sphérique dont nous présentons ici 'étude ainsi que celle de certaines de ses
généralisations. A notre connaissance tous les résultats de cette étude sont
nouveaux.

Ce travail est composé de cing (5) chapitres et de deux (2) appendices.

Le chapitre I, composé de deux parties, est consacrée dans sa premiere
partie au rappel de la définition de I'Hamiltonien quantique décrivant une in-
teraction d-sphérique de 1°7¢ espece a support sur une sphere et a la définition
de certaines de ses généralisations.

La deuxieme partie présente ’étude de la théorie de la diffusion pour cer-
tains des Hamiltoniens dont les définitions ont été rappelées dans la premiere
partie.

Le chapitre 11, aussi composé de deux parties, rappelle dans sa premiere
partie d’abord la définition de 'interaction d-sphérique de 2°™¢ espece a sup-
port sur une sphere et celle de certaines de ses généralisations, puis mon-
tre la construction de l'interaction é-sphérique de 2°™¢ espece a support sur
N spheres concentriques avec des conditions frontieres non séparées. La
deuxieme partie contient la théorie de la diffusion pour chacun des modeles
indiqués ci dessus.

Le chapitre IIT est consacré a 1’étude d’une particule neutre dans une
interaction §’-sphérique de 17 espece.

La section 3.1 donne, en dimension n = 3, la définition de 'Hamiltonien
quantique décrivant une interaction §’-sphérique de 1°" espece a support sur
une sphere formellemnt donné par 'expression:

H=-A+a&(jz] -R);z € IR, 6€ IR, R>0 (0.1)



en termes d’extensions auto-adjointes d’opérateurs symétriques. Apres avoir
montré que les indices de défaut de I'Hamiltonien radial correspondant a (0.1)
pour r # R ne peuvent étre que (2,2), nous avons considéré dans L*(IR?)
'opérateur symétrique fermé et non négatif

H = -A
D(H {fe H**(IR)/f (0K(O,R)) = f' (9K(0, R)) = 0} (0.2)

1l

ou K (O, R) représente la surface de la sphere de centre ’origine de I B? et de
rayon R. A l'aide de la décomposition (1.7) on montre que (0.1) correspond
a la famille suivante d’extensions auto-adjointes de H:

Hi=@U ha0 @1 5 a={&), ; =0,1--- a&€lIR (0.3)
=0

ou ’'Hamiltonien partielle h; 5, est défini par (3.16).

La section 3.2 contient les propriétés principales de I'interaction §’-sphérique
de 1°¢ espece a support sur une sphere; notamment ’équation résolvante de
Hj et les propriétés spectrales de h; 5,.

La section 3.3 est consacrée a la discussion sur I'existence des résonances
de h;s,, définies comme étant les poles du noyau du résolvant de h; ,, situés
dans le demi plan Imk < 0.

La section 3.4 présente I’étude de la théorie de la diffusion pour l'interaction
définies par (0.3). La section 3.5 porte sur I’étude de I'interaction é’-sphérique
de 1°7° espece a support sur une sphere plus une interaction coulombienne et
la section 3.6 sur celle de I'interaction §’-sphérique de 1°"° espece a support
sur N spheres concentriques avec conditions frontieres séparées.

Le chapitre IV présente dans 1’ordre I’étude des interactions §'-sphérique
de 2°™¢ espece a support sur une sphere, a support sur une sphere plus
une interaction coulombienne et a support sur N spheres concentriques avec
conditions frontieres séparées.

Le chapitre V présente quelques problemes ouverts sur 1’étude des inter-
actions é'-sphérique.

L’appendice A contient quelques éléments de la théorie générale des ex-
tensions auto-adjointes d’opérateurs symétriques et I’appendice B quelques
éléments sur la convergence des opérateurs non bornés.



Chapitre 1

Les interactions d-sphérique de
1¢7¢ espece

Dans ce chapitre nous passons d’abord en revue les définitions et propriétés
principales de 'interaction é-sphérique de 1°7¢ espece et de ses généralisations.
Ensuite, nous présentons les résultats nouveaux obtenus [5] a partir d’une
étude systématique de la théorie de la diffusion pour des interactions de
type § a support sur /V spheres concentriques avec des conditions frontieres
séparées et non séparées et pour des interactions décrites par |’Hamiltonien

H. .

1.1 Principales définitions et propriétés de
P'interaction d-sphérique de 1“° espéece

Dans cette section nous présentons successivement le modéle é- sphérique de
1°7¢ espece, le modele §-sphérique couplé avec un potentiel de Coulomb [3]
et le modele §-sphérique a support sur N spheres avec conditions frontieres
séparées [6] et non séparées [7].

1.1.1 Interaction §-sphérique de 1 espece

L’interaction §-sphérique de 1°7¢ espece appelée aussi potentiel delta de sur-
face [8], potentiel delta modifié [9] ou potentiel sphérique [3] se caractérise
par deux conditons frontieres obtenues de la fagon suivante.

-~



Considérons I’équation de Schrodinger radiale pour le potentiel §-sphérique:

2l
ES

dr? r?

+ 0515(’!‘ — R) fg(k,?’) = szl(k} T) (11)

ot la fonction d’onde fi(k,r) est supposée continue au point r = R, c’est-a-
dire
filk, By) = ik, R_) = filk, ). (1.2)
Si on "integre” I’équation (1.1) der = R —¢ ar = R + ¢ puis on fait
tendre € vers zéro, on obtient la condition suivante

fl'(k? R+) - f{,(ka R—-) = Oélfl(k, R) (13)

En dimension physique n = 3 'Hamiltonlen quantique décrivant cette inter-
action est formellement donné par

H =-A+4aé(r—R), R>0. (1.4)

Un Hamiltonien quantique doit eétre représenté par un opérateur auto- ad-
joint dans un espace de Hilbert. Suivant [3], nous allons rappeler la définition
mathématique de 'expression (1.4). Cette définition est basée sur la théorie
des extensions auto-adjointes d’opérateurs symétriques fermés dans un espace

de Hilbert.

Une autre définition basée sur la théorie des formes symétriques fermées,
semi bornées inférieurement a été proposée réecemment par lkebe et Shimada

[4].
Pour donner la définition mathématique de (1.4) nous procédons comme
suit:
Considérons dans L*(I R?) l'opérateur symétrique et non négatif:
H = -A
D(H) = C*(IR*\3K(O,R)). (1.5)

Suivant par exemple [10] on montre que la fermeture de H, notée E, est
donnée par : ’
[
D(H {f e H**(IR")/f (0K(O0, R)) = 0}. (1.6)

i

3



ou H™™(1) est I'espace de Sobolev local d’indices (m,n) et A(O, R) la boule
fermée de centre l'origine de [R*® et de rayon R. La symétrie sphérique
du probleme permet la décomposition suivante de L*(/R?) par rapport aux
moments angulaires:

LHIRY) = U LH(0,00);dr) @ [V, ..., Y]] (1.7)
(=0
ot les harmoniques sphériques Y™, [ € IN, —l < m < [, constituent

une base de L*(S?) (5% est la sphere unité de TR%) et [...] I'espace linéaire
engendré par les vecteurs de L(5?). Dans la décomposition (1.7) U désigne
Vopérateur unitaire:

U : L((0,00);7dr) — L*((0,00)); f = (Uf) (r) = 7f(r) .7 > 0. (1.8)

La décomposition (1.7) permet d’écrire H sous la forme

H=U"We!1 (1.9)

(=0
ott les opérateurs h; définis dans L2((0,00)) sont donnés par
a1
dTZ 7.2
D(h) = {f € L*((0,00))/, ' € ACk.((0,00)); f(04) = 0 5i = 0
S(Re) = 0;—f" +1(l+ Dr7?f € L*((0,00))},L € IN  (1.10)

h =

ou AC,() est 'ensemble des fonctions localement absolu_ment continues
sur @ C IR, et f(zy) = limeyo, f(z £ ¢€). L’adjoint H de H est défini par:

H =PU 'hTal (1.11)
=0

ou

-v—* & N 1(& 1)
. dr? r2
D(h) = {f€L*(0,00))/f,f" € ACie((0,00) \ {R}); f(04) =0 'si L =0;
f(Ry) = f(R-) = f(R); =" + Ul +1)r 2] € L3((0.00))},
l€IN ] (1.12)



L’équation
b du(k) = k2u(k) , du(k) € D(ky ), Imk >0 , L€ IN (1.13)

admet la solution unique

di(k,7) = G (kB (k,r) 7 <R (1.14)
’ FO% RGO (k,r) r>R
ou
3 k ~l=1/2
F ) = T (z+ 5) (5) P2 I 1o (k) (1.15)
. T 3 -1 k‘ l+1/2
Gk, r) = ~5il (z+ 5) (-2-> P2 (k) (116)

et J,(z); H®(z) sont respectivement des fonctions de Bessel et de Hankel
de 2°™¢ espece d’ordre v [11].

F,(o) et G?D) ont été choisies de sorte que PE(GEO)(k, r), Fi(o}(k, r)) =1

On traduit cette propriété en disant que h; posséde les indices de défaut

(1,1).
Dés lors, selon la théorie générale d’extensions auto-adjointes d’opérateurs

symétriques fermés [12], toutes les extensions auto-adjointes de h; sont données
par une famille & un parametre d’opérateurs auto-adjoints dans L*((0, c0)).

D’apres [3], les extensions auto-adjointes de h; sont données par:

Il

&+ 1)
T dr? + r?
D(hia) = {f€L*(0,00))/f f € ACie((0,00) \ {R}); f(0+) = 0'si L =0;
f(By) = f(R) = f(R); f'(Ry) — [(R-) = auf(R);
~f" I+ 1)r72f € L¥((0,00)) } , —00 < ay < o0, [ € IN (1.17)

hl,a;

Le domaine de h;,, contient les conditions frontieres (1.2) et (1.3) qui
caractérisent le potentiel §-sphérique. h;,, correspond donc a I’'Hamiltonien
quantique radial décrivant le potentiel V/(r) = ayd(r — R).

10



Le cas oy = 0 conduit a I’'Hamiltonien libre h;, pour un moment angulaire
[ fixé, tandis que oy = oo décrit une condition frontiére de Dirichlet au point

r=R.
Posons & = {¢}icrn et introduisons dans L*(IR?) opérateur

He=PU  h,Uo1 (1.18)
{=0

Par définition H, représente 'interaction é-sphérique et fournit donc la
définition mathématique de 'expression (1.4).
Le cas a = 0 donne ’Hamiltonien libre

H,=-A ; D(H,) =H"*IR (1.19)

La formule de Krein [12] et un calcul direct (cfr [3]) donnent le résolvant
de hl,oq

(hiay = K7 = (hio — K57+ (k) (1K), ) dulk)

k€ plhiy), Imk>0,l€IN (1.20)

ou
(k) = —ey1 + arqii (R, R)] ™ (1.21)

et
gik = (hio— k)" Imk>0 (1.22)

est le résolvant libre de noyau intégral

Gfo)(k,r)Ff(o)(k,r') , v <r

axlr, ) “7{ FO e, )G (k) v 2> r

Les relations (1.18) et (1.20) permettent d’écrire le résolvant de H,:

~ {
(Ho = k)7 = (Ho k)" + D @ wk) (17 a(-B)y;",.) x

(=0 m=-{

x|\ e (R 5 kP e p(Ha), Imk > 0 (1.24)

11



1.1.2 Interaction é-sphérique plus une interaction coulom-
bienne

Nous présentons ici le modele [3] correspondant au couplage de 'interaction
§-sphérique et d’une interaction coulombienne. L’Hamiltonien quantique du
systeme est formellement donné par

Hy=—-A+7lz|™' +ad(|z| - R),y € IR,R> 0 (1.25)

L’étude de H, peut se faire en suivant le dévéloppement de la section
1.1.1 apres avoir remplacé H, par I’'Hamiltonien de Coulomb

H, = -A+~lz|™" ,D(H,) = H**(IR?),v € IR. (1.26)

Nous nous contenterons d’en donner les résultats essentiels.
Soit 'opérateur symétrique, fermé et non négatif donné par

D(H,) = {f € H**(IR*)/f (0K(O, R)) = 0} (1.27)
ﬁw = —A+4vlz|™!
_ éog U~'h U 91 (1.28)

1l
=}

ou Em est défini dans L%((0,00)) par

_‘% S o
D(hiy) = {f€L*(0,00))/f,f € AC1c((0,00)); f(04) = 0 si = 0
f(Rs) = 0;=f" + 1L+ 1)r™* f + 477" f € L*((0,00))}

leIN, yeIR (1.29)

hln

Puisque

D(hy,) = {f € L7((0,00))/f, f' € AC10c((0,00) \ {R}); f(04) = 0'si [ = 0;

J(Re) = f(R-) = f(R); =" + UL+ 1)r™* f + 4771 [ € L*((0,00)) }
le IN, ye IR (1.30)

12



I’équation

f (k) = Kdun(k), di4(k) € D(hy,) , Imk? £0, Imk >0 , L€ IN
(1.31)

admet 'unique solution

Gk, R)F2 (k,r) ,r <R

1.32
F(”)(k RYG (k,r) ,r >R (1.32)

(f)‘(‘r(k? T) - {

ou

F,{i)(k,r) = Hegp(—ikr), Fy (f +1 - —zl; 20 + 2; Qikr) (1.33)

2k
Gi?(k?r) = [(20+2)7'T (! +1- 5,{) (2ik)  exp(ikr) x
U (z 1 -2—};-,21 + .,,zm) (1.34)

sont les fonctions régulicre et irrégulicre associées & hy, et | Fi(a;b; z) (resp.
U(a;b;z)) est la fonction hypergéomeétrique confluente réguliere (resp.irréguliere)
[11]. L'opérateur A a donc pour indices de défaut (1,1) et d’apres [3] toutes
ses extensions auto-adjointes sont données par:

5;5 n l(l;: 1) N }
Dlhier) = {f € LH(0,000)/f, f' € ACuu((0,00) \ {R}); £(04) = 0 L =0
f(Ry) = f(R-) = f(R); f{(Ry) — f(R-) = auf(R);
—f I+ D2 f e f e L3O, oo))}?
—oc<o<oo,yelIR,leIN (1.35)

ht'nfxof: = -

Le cas a; = 0 conduit a I’Hamiltonien de Coulomb h;., pour un moment
angulaire [ fixé.

Le modele (1.25) est donc représenté par ’'Hamiltonien défini dans L*(1 R?)
par

Hya=PU  hinuU®1 (1.36)

{=0

13



Introduisons le résolvant de Coulomb
Gingk = (hiy — k)" k£ —iy/2n,n € IN, Imk > 0,l € IN (1.37)
qui a pour noyau intégral

Gk, )R (k') (1" <7

1.38
FO Uk, )G (kyry v > (1-38)

Groyk(r, 1) = {
La formule de Krein [12] nous donne le résolvant de h; , q,

(Mo — }‘:2)”1 = (ho— k)7 —afl + a9y, k( K, R)]‘l (Qin("?‘;)a ) Gi~(F)
k* € p(hiye,), Imk>0,y€ IR
—co<a <oo,leIN (1.39)

1.1.3 Interaction d-sphérique a support sur N spheéres
concentriques

A. Conditions frontieres séparées
Toute cette section est basée sur le dévéloppement fait dans [6].
A.1 Définition du modéle

Considérons en dimension n = 3 une particule neutre dans une interaction
d-sphérique a support sur N spheres concentriques de rayons 0 < R; < --- <
Ry. L’Hamiltonien quantique décrivant cette interaction est formellement
donné par

N
Hy=-A+ zaj(g({xl - R)). (1.40)

Considérons dans L%(1R?) I'opérateur symétrique, fermé et non négatif

hacad N e —————
Hpy = —A|Ce (1123\ J 9K(0, R,-))?l <SJEN (1.41)
1=l

ou K(O, R;) est la boule fermée de rayon R; centrée a I'origine de IR’ La

décomposition (1.7) permet d’écrire H{R} sous la forme

Hipy = DU byl @ 1 (1.42)
- i=0
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ou

& l{l+1
S

hum = —gEt
Dlhiimy) = {F € L((0,00))/f, ' € ACuel((0,00)); S(04) =0si [ =0;

f(Rig) = 0; —f"+ UL+ 1)r2f € L*((0,00))} ; L € IN
{<j<NJ{R}={Ri, -, Ry} (1.43)

[’adjoint ER} de E{R} est donné par

H{R} :@&’lh&{}q}(}{gl (144)
=0
ou
- &+ 1)
hmy = —oEt T

D(;;:,{R}) = {f € Lz(({),oo))/f’ [ € ACe((0,00) \ {R})v f(04)=0si1=0;

f(Ry) = f(By-) = f(R); = f" + Ul + 1)r2 f € L*((0,00))},
l€IN (1.45)

I’équation
b rybu(K) = K2du(k) , 6u(k) € Dby qy)  Imk >0, € IN
admet N solutions linéairement indépendantes:

Gk, RYFO(k,r) ,r <R;
d)(,j(k"r) = { £(o)(_ J) 1(0)( ) -7
Fl (kiR.’f}G;’ (k,?‘) ,T_>_Rj
Imk>0,leIN,j=1,..,N. (1.46)

L’opérateur ;;,,{R} a donc pour indices de défaut (N, N) et toutes ses

extensions auto-adjointes sont données par une famille & N? parameétres
d’opérateurs auto- adjoints [12].
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On présente ici une famille particuliere a V parameétres d’extensions auto-
1L p

adjointes de h,y{n} correspondant a (1.40) et définie par:

& l{l+1
RSV

dr? r?

hitaniry =

,D(hl,{a;},{R}) = {f € LZ((Ov OO))/f? f’ € ACloc((va) \ {R})’ f(0+) =0sil= 0;

f(R;+) = f(R;-) = f(R;): f'(Rj+) — f/(Bj-) = au f(R;);
—f"+ll+ 1) f e LQ(({LOO))} Aat = {au - an}
e <ag<oo,1<j< N, leIN

Par définition 'opérateur Hi,,) (ry donné dans L*(1R®) par

Hiapiry = DU higay il @1 (1.48)
[=0

décrit 'interaction é-sphérique a support sur N spheres concentriques de
rayons 0 < Ry < --- < Ry et représenté par (1.40).

Le théoreme suivant donne le résolvant de hj (4} (R}

Théoreme 1.1 Si ay # 0,7 =1,..., N, alors le résolvant de hy (o) (ry est
donné par

Bty =K = (o= k)7 3 () (=), ) ()

7.3'=1
k* ¢ p(hg,{a‘}'{m), Imk >0, leIN (1.49)
ou
(R = —loq 855 + gun( By, Ri))Fiey (1.50)

Le résolvant de Hy,; (r) est donné par :

o0

(1.47)

{ N
(Hiap iy = k) = (Ho=k)'+ @D @ 3 pirk) (e (-B)Y™,.) %

=0 m=~13,37'=1

x|\ (k)Y K€ p(Hiayqry), Imk >0, L€ IN

(1.51)

A.2 Interaction §-sphérique a support sur N sphéres concentriques comme
limite d’interactions locales d’échelle de courte portée
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Dans cette section nous montrons comment h; (.} (r} peut étre obtenu
comme limite d’une suite d’Hamiltoniens décrivant des interactions locales
d’échelle de courte portée.

Considérons une fonction Aj : [0,00) — [R,[ € IN, analytique au
voisinage de 0 avec A\;/(04) = 0 et le groupe unitaire des dilatations définies

dans L*((0,00)) par:

(U.f) (r) = e—l/"-’f( ) e>0, f € LX((0,00)). (1.52)

r
5

Supposons que Vj = 1,...,. N V; : IR — [R est une fonction mesurable,

V; =0 pour r <0, V; € L'((R;,00)), et définissons

vi(r) = [Vi(OIY? () = V()| 2sgn[Vi(r)] (1.53)
Introduisons ensuite les opérateurs ci-apres dans L2((0, c0))V

Bue(k) : L*((0,00))N — L*((0,00))"

[Bl’s(k)(gl’ ""gN)]j = N1 Bies (K)gi, 95 € L*((0,00)) (1.54)

ou

BI‘,_-,J'J'/(IC) = /\j1(5)ajgl,k1}j’ LJE > 0, Imk > 0, j,jl = 1,...,N (155)

1 1 .
ui(r) = u; (T - “Rj> , Ui(r) = vy (r - —RJ-> ,e>0,7=1,..,N (1.56)
3 5

En suivant [10], nous pouvons montrer que les opérateurs By j;(k), 7,

i =
1,..., N se prolongent en des opérateurs de Hilbert-Schmidt pour Imk >
0,k #0.

Définissons dans L*((0, c0)) et au sens des formes quadratiques [13] ’opérateur:
. 1
hae) = hipt S A(e)V; (r - gRJ-) e>0 (1.57)
1=1
Le résolvant de h;(€) est donné par:

N

(hi(e) = k*)™" = gux— > (guev;)1 + By (k)™ (50 918)
Ji'=1
e>0,k%cplhle)), Imk >0 - (1.58)
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Introduisons ensuite les Hamiltoniens h;, et H, définis respectiverment dans

L*((0,e0)) et L*(IR®) par:

. N r—R;
hie = e Uhile)U]! =h1,o+6_2§:/\j1(6)‘9( e ]) (1.59)

i=1

i

H. DU TR (1.60)
1=0

Le résolvant de h;, est donné par:

N
(hie = K0 = gqe—e™" Y A (K1 + Bire(k))5; A it(e)Cre. i (K),

n1'=1

>0, k* € plhi.), Imk >0 (1.61)

ou Ar.j(k), Bieji(k) et Cie;(k) sont des opérateurs de Hilbert-Schmidt
définis ci apres a l'aide de leurs noyaux intégraux

Are(k,r 'y = gue(rer’ + Ry)vi(r') (1.62)
Biejilk,r,r") = e Nu(e)uj(r)gixler + Rj,er’ + Ry )ve(r') (1.63)
Creilk,r,my = wj(r)gieler + R;,r'), Imk > 0. (1.64)

Le théoreme suivant est démontré.

Théoreme 1.2 Supposons que pour tout j = 1,..., N, V; : IR — IR, est
mesurable, V; = 0 pour r < 0, et V; € LY((R,,o0)). Alors h;, converge dans
la topologie forte des résolvants vers hy (4,},(r) quand € — 04, c’est-a-dire, si
k? € p(hi(a).qry) alors k* € p(hy.) pour € assez petit et

n-— el_igi(hl.e — k)7 = (higary — K7 (1.65)

ou -
oy = ,\;,(0)/R dr'vi(r'), L € IN (1.66)

J

B) Conditions frontiéres non séparées

L’opérateur EI,{R} défini par (1.43) a pour indices de défaut (N, N) et nous
avons présenté dans A.l I'étude d’une famille particuliere a N parametres
d’extensions auto-adjointes correspondant a (1.41). Ici nous présentons ’étude
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de la famille générale & N? parametres d’extensions auto-adjointes de ;1—;,{ R}
faite dans [7].
Considérons dans L*(I R?) opérateur symétrique fermé et non négatif

e N e o e
Hry = —AlCs (133\ @ Rj)) A<GEN (16D
i=1
ot K(O, R;) est la boule fermée de rayon R; centrée i l'origine de I R>. La
décomposition (1.7) permet d’écrire H{R} sous la forme (1.42) et 'opérateur
fz;,{m défini par (1.43) a pour indices de défaut (IV, V).
La théorie générale des extensions auto-adjointes d’opérateurs symétriques

[12], permet de dire que les extensions auto-adjointes h;y gy de f.z;!{g} sont
données par:

i=1 i'=1

N N _
D(hiury) = {9 + > Cildni+ + > Uspd-1/9 € Dlhimy), Cj € C}

N N - N
hiv(ry {9 + > Cildre + > Us‘jfﬁbz,y-]} = himg—1y Cildis+
1=1

J=1 7'=1
N
=2 Uipdip-] - (1.68)
ji=1

ou ¢ ; est définie par (1.46), U;;, 1 < 3,5° < N, désignent une matrice
de CN et ¢1;+ = ¢i;(vVEL,r), Imy/EL > 0, constituent respectivement une
base de Ker[ﬁ,’{ﬁ} F 1.

Lopérateur Hy (ry défini dans L*(IR®) par

Hury = DU hiv U @1 (1.69)
=0

décrit I'interaction §-sphérique a support sur N spheres concentriques avec
conditions frontiéres non séparées.

Le cas U/ = —1 donne I'Hamitonien libre:
Ifﬁl’{R}': A D(JH_L{R}) = H2’2(1R3) (170)
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La formule de Krein [12] nous donne

(hiugry — %)™ = (ko — k) 4+ Z [Mi(K))55(rje(—Fk), )i (k)

J3'=1

k2€p(h1,U,{R})7 Imk>0,U7é—1,l€ IN (171)
M) = (UT + D)7 a(Vi) — (V=) + a(vV/=3) — qu(k)  (1.72)

et
[9:(k));5 = u(k, Ryr) = gie(R;, Ry) (1.73)

Le résolvant de Hy (gy est donné par

(Hoqmy — k)Y = (H- 1{R}—k2)“+

t @ @ Z [M(k)]75' (17 s (= R)Y™, )L s (R)Y™

=0 m=—13,5'=1

k* € p(Hyry), Imk >0 (1.74)

On note que les éléments de D(h;y,(r)) peuvent étre caractérisés par les
conditions frontieres suivantes

Vf[ = DUU,U,{R}), Vjtel quel S _] S N

flRe) = f(R;-) = filR;) (1.75)
Si(R) = fl(Rj-) = i[Al(k)]jj'ft(Rj') (1.76)

oit A; est défini par "
—[AdR)]T" = [Mi(R)] ™ + gu(k) (1.77)

1.2 Théorie de la diffusion pour des poten-
tiels o-sphérique

Dans cette seconde partie, nous développons la théorie de la diffusion pour
- certains des modeles définis dans la section 1.1.
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1.2.1 Théorie de la diffusion pour la paire(h; (o,} (r}; b0

Pour k > 0, définissons la fonction

N
Frieyiry(ksr) = FOkm) 4+ 3wy (R EO (K, Ridgia(Ryr)  (1.78)

3=l
ou
FO kGO (k, ey v <o

1.79
FOk )G (kyr) 730 (L79)

gl,k(?", T’) - {
F‘«(O) et G,(o) étant données par (1.15) et (1.16).
Un calcul direct montre que pour tout j € {1, ..., N},1afonction Fi (o3 (r)(k,7)
vérifie les conditions suivantes:

Friay i3k, Biv) = Friay (ks Bi-) = Frgary(k, By) (1.80)
Fliamirlks Bit) = F oy my (ks Bi-) = opFigayimy(ks 1) (1.81)

~Flaymykor) + 1+ ) Fap ik, ) = K ry(kor)
k>0 (1.82)

Des lors, les fonctions Fi (4,y,(ry(k,7) constituent un ensemble de fonctions
propres généralisées associées a hy (4,},{R}-

Les déphasages de hy(q,},(r) s’obtiennent alors a partir de 'expression
asymptotique de Fy (o) (ry(k,7) quand r — oco. En effet, en suivant par
exemple [14], on obtient le comportement asymptotique ci-apres:

k>0 N
: l .
Fiianiry(ks)  —  Ay(k)sin (kr - .-;1) + 3 () E (k, Ry) %

T — 00 33'=1

(o) : ol
XF[ (;‘C,RJI)B((]C)GIE}) -1 kT—--g

= {Az(k) ~iBi(k) fj i (RYFO (b, Ry)F(k, Ry)} x

J.3=1

[ al 0
X sin (kr - g) + Bi(k) > pig (KYFE ey Ry)

53'=t

21
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X F,(o)(k, R;1) cos (kr - l—;)
) m
= [CE (k) + C3 (k)]*/?sin (kr - 55,,{(,,},{3}(/%)) + o(1)

(1.83)

ce qui permet de définir les déphasages par

Ca.(k)

) k) = —arctan ——-=

lﬁ{at}v{R}( ) arctan Cl,l(k)

aretan — BiR)TR piy (R)E (K, By FL) (K, Ryr)
Ai(k) = iBi(k) TNimy i (k) FO(, R;)F(k, Ryr)
(1.84)
ou [14]

Ak =27%IT QL+ 2T+ 1) et Bi(k) = (1.85)

k A(K)

Les éléments de la matrice de diffusion sont donnés par
St amy(k) = exp |26, gy () (K)]

N
= 1-2ikB}(k) 3 pijr(k)E (k, R;)F{*)(k, R;)(1.86)
53'=1

Le dévéloppement de portée effective est donné par [15]

1
[(2[ + 1)!!]2k21+1 cot 51.{a1},{R}(k) = —aZ{lal},{R} + 57‘[,{0”}’{3}]62 + O(k4) (187)

ou les coefficients a; (4,3 (R} €t 1 {a,} {Rr) SODt appelés respectivement longueur
de diffusion et portée effective correspondant a ’onde partielle (.
Un calcul direct montre que

N
U tagfr) = — O pi(0)(R; R ) (1.88)

jY]'lzl
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L’amplitude de diffusion f(4,} (ry(k.w,w’) associée a H{, (r) est définie par:

et a (k) _

00 I
fraparplb,w ') = 4my o Y0 %k Y (W) Y™ (w)

=0 m=~I

= 4"2 Z fufan my (B (@) Y™ (W)

(=0 m=-1

k>0 ; w,wes? (1.89)

ou I"amplitude de diffusion f; a,3,{r)(k) correspondant a ’onde partielle [ est
donnée par:

fitoiry(k) = —B2(k }: iz (K)EP (ky Ry F (K, Ry (1.90)

7.3'=1
L’opérateur de diffusion dans L*(.5?), associé a Hyqa,} (R}, est défini par

k
(Steanim(B)e) (0) = d(w) = == [ dw'flay(ry(k,w, e )B(w)

2w Js2

k>0 ; w,wes? (1.91)

ce qui donne 'expression de Sy,} (r}(k)

o) [
Stap(ry(k) = 1+ 2k Y D fifanymy(K)(V™, )Y (W) (1.92)

=0 m=-1

1.2.2 Théorie de la diffusion pour la paire(H,, H,)

Dans cette partie, nous étudions la théorie de la diffusion indépendante du
temps pour 'opérateur de Schrodinger H, défini par (1.60) et nous mon-
trons que 'amplitude de diffusion et 'opérateur de diffusion associés a H.
convergent respectivement vers fi,,3 (ry(K) et S(ay.(r)(k) quand ¢ — 0.
Nous supposons que Vj = 1,....,N V; : [R — IR est une fonction
mesurable, V; = 0 pour r < 0, V; € L'((0,00)), et nous suivons la stratégie
utilisée dans {10] pour une étude analogue des interactions ponctuelles.
Notons U, le groupe unitaire des dilatations définies dans L*((0.00)) par

(Uef)(r) = V2f (r/e) , e >0, f € L*((0,00)) (1.93)

23



et définissons

v;(r) = V(Y2 ui(r) = V() 2sgnlVi(r)]-

Nous introduisons ensuite dans L2(] R3)N les quantités

O (kw, 2) = (¢, (kw, 7), ..., ¢y (kw, 7))

ou pour €,k > 0 nous utilisons les définitions suivantes:

[+) {
é?:e,j(kwvx) = us,j(r)z Z F!(O)(kvr)yim(w)

=0 m=—{

= 3 S g (k)Y ()

[=0 m=-]

o { .
b i(kw,z) = v i(r)S Y FOkr)Y™(w)
[=0 m=-{

oo 1

= 3 3 ¢,k (w)

=0 m=-1{

uei(r) = ui((r — Ry)/e)
vei(r) = v((r — Rj)/e)
FOlk,r) = Bi(k)F(k,r)

L’amplitude de diffusion correspondant a H, est définie par
fulkyw,) = 4r (87 (kw), L(R)®; (ko))

ou t.(k) est 'opérateur de transition de H, dans L*(1R®).

(1.94)

(1.95)

(1.96)

(1.97)

(1.98)
(1.99)

(1.100)

(1.101)

L’opérateur de diffusion S, (k) associé a H, est défini dans L?(S?) par:

(5:)) () = ) = 5= [ do ol o))

(1.102)

Décomposant L%(I R®) par rapport aux moments angulaires, on réécrit (1.101)

sous la forme

50 {
felkw,w) = 4r 3 3 (MY @) Y (w)

{=0 mz=—{-

24
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ou 'amplitude de diffusion f, .(k) correspondant al’onde partielle [ est donnée

par
N

fre(k) = 3 (8 0k, 7) b k) i, 5 (ko)) (1.104)

7.3'=1
r et r’ étant juste des variables d’intégration.

Les éléments ¢, ;;(k) de 'opérateur de transition ¢.(k) intervenant dans
(1.104) sont définis dans L*((0,00)) par :

trep(k) = e M)l + Bie(k));)
e>0,Imk>0,k#0,k*¢ €. (1.105)
o les opérateurs Bj.(k) sont donnés par

Bi.(k) : L“‘((o o0))N — L%((0,00))V

{é&é’(k)(glv . )QN ] Z Bf,a,}; g] y G5 & Lz((0,00)) (1106)

B!.e,jj'(k) = €7 X1(€)Ue 591k Ve (1.107)

et
£ = {k € IC — {0}/Bi.(k)g = —g pour g € L*((0,00))"}  (1.108)
L’opérateur By (k) qui apparait dans (1.108) est défini par [6]
Bie(k) Lz((o 00))¥ — L*((0, 00))"

[Bf,e(k)(gh agN Z By jjr (k:)g) » 95 € L? ((0 o0)) (1'109)

=1
ot By, j;(k) est défini a I'aide de son noyau intégral par
Biejirlk,r ')y = e " Na(e)u;(r)gieler + R, er’ + Ry )vje(r') (1.110)

Théoreme 1.3

Supposons que Vj = 1,..., N, V; : IR — IR est mesurable, V; = 0 pour
r<0etV; e L'((Rj,)).

St aji = Ay(0) [g; drVi(r), alors lopérateur S.(k) ,k > 0 converge vers
S{al} (R} quand £ — O+ .
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Si de plus V; a un support compact, alors S.(k) est analytique en ¢ au
voisinage de € = 0 et nous avons le développement

Se(k) = S{m}‘{R} -+ 0(6) (1.111)

Démonstration De (1.102) et (1.103), on note que la dépendance de S.(k) en
¢ est due seulement a f;.(k) . Il suffit donc de prouver que f;.(k) tend vers
f{a;},{R}(k) quand g — 0+.

Pour cela en utilisant (1.105), on peut reécrie (1.104) sous la forme

N

frelk) = 30 e hule) x

5y'=1
x (0;F kyer + By), UZ' L+ Bue(k)) 5 Ueuye O (k,er' + Ryo))
(1.112)
ou r et v’ sont des variables d’intégration.
A Taide de la relation
UM+ Bre(k) 7 U, = (14 Bro(k)]™ (1.113)
ou éz(k) = é;,o est défini dans [6] par
Bi(k) = L*((0,00))" — L¥((0,00))"
. N
Bk} (g1, 9m)] . = Z Bii(k)gy» g5 € L*((0,00))  (1.114)
B jje(k) = N (0)gii(R;, By)(vyr, )y (1.115)
On peut finalement écrire
frelk Z e Ai(e) (U}F,( )(k er+ R;),[1+ Bf,a(k)]ﬁujzﬁ("}(k,sr’ + Ry))
5i'=1
(1.116)
A l'aide du théoreme de la convergence dominée, on obtient
lim fi. (k Z Na(OVF k, ) (05, (1 + Bk ) B (k, Ryo)
5hi'=1
(1.117)

26



De plus (1.115) entraine que:

N
(1 + Bi(k))5; = 8550 — Xy(0) 37 gr( Ry, Ro) (k) i (v, Juy  (1.118)
ma=]1

[(k)]m = [53';" + X (0) (s, ui) g1k (1, ij)]y, (1.119)

5=l
Si Ny(0)(vs,u;) #0,Yj = 1,..., N, alors une comparaison avec (1.50) montre
que
[ (R) ) A (0) (v, w5) = —[(k)]5 (1.120)
Introduisant (1.119)-(1.120) dans (1.118), on obtient

N -~ ~
lim fie(k) = = 3 pip(R)E (ky R)E by Ryt) = fugagam (k) (1.121)

73'=1

Si A% [(0)(vj,,us,) = 0 pour j,, alors tous les termes avec j = j, dans (1.119)-
(1.120) s’annulent et donc n’apparaissent pas dans (1.121). u(k) contient
donc précisément les aj non nuls.

Si V; a un support compact, alors B (k) est analytique en & pour ¢
suffisamment petit et k fixé; ce qui entraine que S.(k) est analytique en ¢ au
voisinage de ¢ = 0.

1.2.3 Théorie de la diffusion pour la paire (/1 (a); i)

Pour k > 0 considérons la fonction

N
Froary(k,r) = FOk, )+ 3 (AR5 B (ky B )gia(Ryor)  (1.122)

53'=1

ou A((k) et gix(r,r') sont définis respectivement par (1.77) et (1.79).

En procédant comme dans la section 1.2.2, on montre que les 7y gy (k,7)
sont des fonctions propres généralisées de hyy (r)(k,T).

Le comportement asymptotique de Fyy (ry(k,7) quand r — oo donne:

k>0
Fruirylk,T) — Ai(k) sin ( T — —) + Z Ai(k)) 50 X

T 00 5a'=1

Q]
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x FO(k, R F(k, Ry By(k)e (k= %)

= {Az(k) —1Bi(k) i (AR50 FO (K, R]-)F,(")(k,le)} X

53'=1

X sin (kr — l—2—> + Bi(k) g_: [A(K)];; F (k, R;) %

ni'=1
Im

X FI(O)(IC, R]'I) COS (k']‘ — ;‘)

&

[

= (D} (k) + D3 (k)]"/*sin (kr — 5 T U{R}(’ﬂ) +o(1)
(1.123)

"équation (1.123) définit les déphasages de hyy gy par

(%)
Siumy(k) = —arctan ZL
LU{R} Dyi(k)
= —arctan ( )2.17\]]' l[ ( )]J]'FI (kaRj)Fl O)(kaRj’)
Ai(k) — i Bi(k) o [Nk ]35O (R, Ry) R (e, Ry
(1.124)
Les éléments de la matrice de diffusion sont donnés par
SI,U,{R}(k) = €Irp [2151[/{3}(/6)]
_ N
= 1-2kB}k) 3 [M(k));5 FO(k, Ry FO(k, R;r)
1.7'=1
(1.125)

Le dévéloppement de portée effective correspondant a hyy (ry s’écrit:

1
[(21 + 1)!!]2k21+1 cot 51,U,{R}(k) = —a;&’{R} + 57‘17[],{3}[62 + O(k‘t) (1126)
ou la longueur de diffusion est donnée par

N
aury = — 2 (MO (R R )™ (1.127)

53'=1
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L’amplitude de diffusion fi;(ry(k,w,w’) correspondant a Hy (ry est définie
par:

e uryk)

i
fU,{R}(k,w,w') = 471"2 Z

= Y (W) Y™ (w)
{=0 m=-I| 2tk l ‘
w |
= 4dmy > finmk)Y (W) Y (W)
=0 m=-1{
k>0 w,weS? (1.128)

ou l'amplitude de diffusion f;y (r)(k) correspondant a I'onde partielle { est
donnée par:

N
frugry(k) = =BIE) 32 (k)]s B (b RV (k, Ryo) (1.129)

5a'=1

L'opérateur de diffusion Sy (ry(k) associé a Hy gy est défini dans L*(S?) par

(Soam(k)8) (@) = 9l) = o [ d!frgry (o0, ) ()
k>0 w,wes? (1.130)
ce qui donne ’expression de Sy (r}(k) sous la forme
!

Svry(k) =1 +2“«Z 2 from (R, )Y (w) (1.131)

=0 m=~|
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Chapitre 2

Les interactions ¢-sphérique de
2€€ espece

Ce chapitre est composé de deux parties. La premiere partie est consacrée
a la définition des modeles correspondant aux interactions d-sphériques de
2¢™m¢ espece, d-sphériques de 2°™¢ espece plus une interaction coulombienne
et d-sphérique de 2°™° espece a support sur N spheres concentriques avec des
conditions frontieres séparées. Elle contient aussi la définition de I'interaction
§-sphérique de 2°™° espece a support sur N spheres concentriques avec des
conditions frontieres non séparées. Ce résultat est nouveau. La 2°™° partie de
ce chapitre, contient tous les résultats que nous avons obtenus sur la théorie
de la diffusion pour é-sphérique de 2°™¢ espece plus une interaction coulom-
bienne, d-sphérique de 2°™* espece a support sur IV sphéres concentriques
avec des conditions frontieres séparées et non séparées.

2.1 Principales définitions et propriétés de
I’interaction §-sphérique de 2™ espece

Nous présentons successivement les modeles §-sphérique de 2°™¢ espece, §-
sphérique de 2°™° espece plus une interaction coulombienne [3], 'interaction
§-sphérique de 2°™¢ espece a support sur N spheres concentriques avec des
conditions frontieres séparées [16] .Les résultats nouveaux que nous avons
obtenus [5] et [17] concernent:

- La definition de l'interaction de 2°™¢ espece a support sur :V spheres con-
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centriques correspondant aux conditions frontieres non séparées.
- la théorie de la diffusion pour les interactions d-sphériques de 2°™¢ espece
a support sur NV spheres concentriques.

2.1.1 Interaction §-sphérique de 2°™ espece

Nous présentons dans cette section le modele correspondant a l'interaction
§-sphérique de 2°™° espece [3].

Considérons la décomposition (1.7) et introduisons I'opérateur minimal ferme
et non négatif dans L*([R?)

H=@PU 'hi@1 (2.1)
=0

= & l(l+1)
Tt T

D(h) = {f € L*(0,00)); f, /' € ACie((0,00)); f(04) = 0 si L =0;
[(Re) = f(R) = 0;—f" + (L +1)r*f € [*((0,00))}, L€ IN.

T>0,[€1;V

(2.2)
L’adjoint H de I’'opérateur T est défini par :
H =D 'hi@®1. (2.3)
=0
= & l+1)
hy, = —— :
: dr? rz >0,

D(h)) = {f € L*(0,00)); f,f" € AC,{(0,00) \ {R}); f(04) =0 si {=0;
f(Re) = f'(R); = f + UL+ 1)r7*f € L*([0,00))}, £ > 0. (2.4)

L’équation aux indices de défaut de Z(

b dilk) = K&u(k) ;s dulk) e D(hy); Imk >0 (2.5)
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admet (2 une constante multiplicative pres) la solution unique:

di(k,r) = { (G ke, )e=rFO(k,r); T < R

2.6
Ok, ) =rGO (k,r); 7> R (2:6)

Des lors, def by = (1, 1), et il découle de la théorie générale d’extensions auto-
a,djomtes d’opérateurs symétriques que toutes les extensions auto-adjointes

de h; sont données par une famille A 4, @ un parametre d’opérateurs auto-
adjoints.

Toutes les extensions auto-adjointes de H, sont données par [3]:

Hy=@PU hipUQ@1 ; B={8}% (2.7)
=0 S e
& [l+1)
hig, = —g b >0 #FR

D(hip) = {f € L2(0,00)); f, ' € ACwe((0,00) \ {R}) f(04) = 0si 1=0;
fi(Ry) = fi(R-) = fI(R); f(Ry) — f(R-) = Bif'(R)
-+l +Dr S ¢ Lz((().oc))}, [>0,—0c0 <3 < oo. (2.8)
Le cas §; = 0 donne l'opérateur hio (cfr (1.19)), tandis que 3; = oo conduit

a une condition frontiere de Neumann en r = R. La formule de Krein {12] et
un calcul direct (cfr [3]) donnent le résolvant de Ay g,:

By -
1 — Bigi(k, R) W’k)’ ) du(k)

k* € plhig), Imk>0, —oco<fB<oco. (2.9

(hig — k)™ = (hio— k)" +

ol ¢y(k.r) est défini par (2.6). Les relations (2.7) et (2.9) permettent d’écrire
le résolvant de Hpg:

(Hy B = (Ho— )+ @) @ Al - Ak, R Y d-RY)

=0 m=-~|
| L di(k)Y" K € p(Hp), Imk > 0.
(2.10)
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2.1.2 Interaction dé-sphérique de 2°"¢ espéce plus une
interaction coulombienne

Ici nous suivons le développement fait dans [3] pour étudier 'expression
formelle

“A+y|z | 488(|z ]| -R),yEIR,R>0,—c0 < B <oo. (2.11)

Comme nous 1’avons noté au début de ce chapitre, en pratique, il sufht
d’interchanger f et f’ dans les conditions frontieres en R dans (1.29), (1.30)
et (1.35).

Nous commencgons donc avec 'opérateur minimal fermé et non négatif dans

L2(1R%)
Hy =@ U b0 R1 (2.12)

= & l+1)
hiy = 73 ;) +;‘—; r>0, r#R.

D(hiy) = {f € L*((0,00)); f,f' € AC1e((0,00)) ; f(04) =05sil=0;
F(Ry) = f(R2) =05 —f + 1L+ 1)r72f +4r7' f € L*((0,00)) } ,
yelR, € IN,. (2.13)

L’adjoint Z;W de Zm est défini par:

L, = —ad;+l(l:;1)+%; r>0, r#R.

Dh,,) = {F € LH(0,00)); £, f' € ACuou((0,00) \ {R}); (04) = 0 5i | =0;
F(Ry) = f(RD) 5 —f + 1L+ 1)r72 f+r™' € L3((0,00))},
vye€ IR, €N, (2.14)

%
hl

[.’équation aux indices de défaut

b dia(k) = K2diy(k) ;s diy(k) €D(hy); Imk>0; lelINy (2.15)
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admet 'unique solution (cfr (1.31))

LG (K,
(

Y

) r=RF((3)(k,T); r< R
LFO (K, )

: _ ]
P14k, T) = { ]r:RGl(SY)(k,r); r>R

k # ;—7 nelIN, [mk>0 (2.16)
n

ou F,f?(k,r) et G,(,O,Y)(k,r) sont définies par (1.33) et (1.34).

hi., a donc pour indice de défaut (1.1) et toutes ses extensions auto-adjointes
sont données dans [3].

2
hiyp = —% + l(l:; b, ;l; r>0,7 4R
D(hiyg) = {f€L*(0,00));f,f € ACie((0,00) \ {R}) f(04) =0si[=0;
f'(Ry) = f(R2) = f(R); f(Ry) — f(R-) = Bif'(R);
—f7 I+ D)2 f T f e LP((0,00))}
[ € INg,—00 < B < 0057 € IR. (2.17)

Ce modele est donc représenté par ’Hamiltonien défini dans L*(IR®) par

Hyp=PU  hisUR1 (2.18)
=0
Le résolvant de h;., g, est donné par

(Atoyoe = K2) 7™ = gik + Bill = &1, (ky R)] 7 (S17(=F), 1K)
k* € p(hing); Imk>0, ,y€IR, —oco<f<oo, [€IN, (2.19)

ou gk est défini par (1.36).

2.1.3 Interaction J-sphérique de 2°™¢ espece a support
sur N spheres concentriques

A) Conditions frontieres séparées [16]
Considérons dans L%(1R®) lopérateur fermé, symétrique et non négatif

Hp = —-A
D(Hry) = {feH*(IR)/f(IK(O,R;)=0;1<j < N} (2:20)
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Utilisant les relations (1.7), (2.20) peut se réécrire:

Hipy=PU  himlU Q1 (2.21)
=0
ou
- d? {1+1)
hitry = ™) + 2

Dlhigry) = {f € L¥(0,00)); f, f' € ACwe((0,00)) ; f(04) =0si [ =0;
f(Ri)=0; —f" +1(1+1)r72f € L*((0,00))} ,
leINy,, 1<j<N, {R}={Ry,..Rn}. (2.22)

Comme indiqué dans [16], E,{R} a pour indices de défaut (N, V) et le sous-
espace de défaut N_; est engendré par les V fonctions linéairement indépendantes
définies par:

r:RJ FI(O)(k7 T'), r< RJ

G (k, )]
[F“’ ( ) eer, GOk, 1), 7> R;
Imk > 0; 1<;<N

dui(k,r) = { i (2.23)

Toutes les extensions auto-adjointes de il[y{R} sont données par une famille a
N? parametres d’opérateurs auto-adjoints [12].
Ici nous considérons une famille particuliere a N parametres d’extensions

auto-adjointes de B,,{R}:

hiteyiry = —;27 + l(l:; 2,
Dlhiayiry) = {f € L*((0,00)); f, f' € ACuucl(0,00) \ {R}); £(04) =0 si I = 0;
F(Ri-) = f'(Rj+) = f'(R;); f(Rj+) — f(R;-) = Bif'(R;);
—f7 + 1L+ 1) f € L3((0,00)) }
leINy, 1<j<N, —oo<fy<oo;{B}={bu...0m}
(2.24)

L’Hamiltonien quantique décrivant I'interaction d-sphérique de 2°™¢ espece
a support sur N spheres concentriques de rayons 0 < Ry < --- < Ry cor-
respondant aux conditions frontieres séparées est I'opérateur Hygy () défini
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dans L*(IR?) par:

Hipyim = DU hipyml @1 (2.25)
=0

Les résolvants de hy (4.} (ry et H{gy (r)y sont donnés par le théoreme suivant:
Théoreme 2.1 51 3;1 #0, 7 =1,..., N, alors:
(i) Le résolvant de h; 3,y (r) est donné par:

(higayimy — kD™ = (hio =KD+ Y0 (k) (e (=), D (k)

k* ¢ p(h;i{ﬁf},{;{}); Imk >0, (€ IN. (2.26)
ou
[ (}”)] o [ 1635‘ é;,y(ka le)];\:;lzl (2,27)

(ii) Le résolvant de H gy (ry est donné par:

(Hyqry — k5™ = (Ho— k%)™ +@ @ Z it

{=0 m=-13,7/=1
(|17 du(=R)Y™, ) | 7 oy (k)Y
k* € p(Hipyqry);  Imk > 0. (2.28)

B) Conditions frontiéres non séparées

Dans cette section, nous nous proposons une définition mathématique de
I’Hamiltonien quantique décrivant une interaction d-sphérique de 2°™° espece
a support sur N spheres concentriques correspondant a des conditions frontieres
non séparees.

Considérons dans 1'espace L*(IR?) I'opérateur

gy = PU b U @1
=0

défini au (2.20) ou hy gy défini par (2.22) a pour indices de difaut (N, V)
et donc admet une famille & N? parametres d’extensions auto- adjointes de
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huimy
De la théorie générale des extensions auto-adjointes d’opérateurs symétriques

dans un espace de Hilbert {12], il ressort que la famille d’extensions auto-

adjointes de FA,,{ R} peut étre donnée par:

Dby g iry) =19 + }:dj i+ + Z Uipéri-1/9 € D(hz (ry), 47 € C}

i'=1

N N _
hg ol + 2o dildu + 3 Uipdip-1} = hiryg +
j:l j'-——l
N

%ZdJ [bize ~ Z Usjrb -]
(2.29)

ol (?jjr, 1 < 4,5 < N, désigne une matrice unitaire de C™, et g[ggd-;t =
(;)l,j(\/izf, r), Im+\/+£7 > 0, constituent respectivement une base de Ker[:}}.,'{R}ZF
).

La fonction d;;,j(k,r) ci-dessus est définie par (2.23) et h!.{R} est ’adjoint de
hi (R}

I’Hamiltonien quantique qui décrit 'interaction §-sphérique de espece a
support sur N spheres concentriques correspondant aux conditions frontieres
non séparées est défini par:

261716

Hy gy = EBU " mU @1 (2.30)

et, a l'aide de la formule de Krein [12], le résolvant de ;g (py est donné par

(htU{R} ) —(hlo“kz + Z ‘Ml i Qbfg( )v-)‘%l,j(k)

2,7'=1

ot les éléments [M;(k)];;+ peuvent étre obtenus par des techniques utilisées
dans [7].
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En plus, suivant [7], on devrait pouvoir montrer que le domaine D(A, OARY)
contient exactement les fonctions f; vérifiant les conditions suivantes en
chaque point R; fixé.

fi(R;+) = f{(R;-) = fi(R;) (2.32)
N ~
filRj+) — filR;-) = };[A!(k)]jj’ﬁ(RJ") (2.33)

ot [Ai(k)] devrait étre lié a [M(k)] par une relation analogue & (1.77).

2.2 Théorie de la diffusion

2.2.1 Théorie de la diffusion pour la paire (hy, g;hi )
Pour k£ > 0, définissons la fonction
Fioilsr) = F) (k1) + o (k) (b, R)gua(k,r)ik >0 (2.34)
ou
(k) = Bl - Bid_(k, R)]™! (2.35)

et ¢y (k.r) est définie par (2.16)
Un calcul direct montre que F;, g,(k,r) vérifie les conditions suivantes:

fff,'y,m(k: R+) = I,,’y,ﬁ;(k? R-) = F{i«;,ﬁ;(ka R) (236)
ff,:v,ﬁz(kv R+) - j:l,'}r.ﬁl(kv R*) = ﬁi;rl!,"y,ﬂ;(kv R) (237)
“ﬁfﬁ.ﬁ;(k? r) + 1L+ 1)1‘“2}"3»}3: (k,r) + 'YT_IJ:I,'Y,ﬁz(kv r) = kzﬂ,v,ﬁz(k> r);

k>0 (2.38)

Ainsi les fonctions F ., g,(k,7) sont les fonctions d’onde de Ay, g,.
Les déphasages de h, ., 5, peuvent étre obtenus a partir des expressions asymp-

totiques de F[(,S) et Gg} quand r — oco.Elles sont données par [14]:

k>0
[
FO®%,r) — A (k)sin (kr - %5 In(2kr) — -;f- + 5}”@)) (2.39)
T L
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k>0

GO (k,r) —  Bi(k)exp (—é(kr — L In(2kr) — g 5}")(1&)))
’ 2% 2
T — 00

v € 1R(2.40)

ol 5,(0)(?:) est le déphasage associé a h; ., et qui est donné par:

5O(k) = arg [I‘ (1 +1+4 21)} (2.41)
Introduisant (2.39) et (2.40) dans (2.34) et adoptant la notation
I

z=kr— m}; In(2kr) = - + §O(k) (2.42)

On peut écrire I'expression asymptotique de Fi, g,(k,7) quand r — oo sous
la forme:

k>0
Fimalkor) —  Al(k)sinz + p,(K) Y (k, R) Biy(k)e™

T — 00
= {Auy(k) = i Buy (R pu () FS) (k. R)} sinz +
+Biy (k)1 (R) F) (k, R)]? cos
= [CHi(k,7) + CLy(k, v)]7 sin (z + 815 5, (k) +0(1)  (2.43)

ol le déphasage de Coulomb modifié 5; ~.p, est donné par:

k.7v)
889, (k) = - arctan —-—QJL—l»
lﬁfﬁz( ) Cl,l(ka'f)
By (k) A (RFY (k, R)?
SR 7P L (L
Ary(k) = iBiy (k) (R) [y (R, R)J?
Le déphasage total §;.4,(k) correspondant & h, 5 est donné par:
v K) = 635,(K) + 6 (k) (2.45)

Les éléments de la matrice de diffusion correspondant a 5, ~.5,(k) sont donnés
par

Sz(,fy),,@((k) = exp[2 5:(»3,@‘ k)]
= 1= 2kBL (k) (R)F (k, R))? (2.46)
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[ amplitude de diffusion correspondant a 'onde partielle { est donné par

fl'gﬁ‘() = (2ik)” {eXP(Q”‘Sms(k))“l]
= B (k) (K)[FY (k, R)) (2.47)

Le développement de portée effective correspondant a 51(?331(“ s’écrit [18]

(2L +2)2(2k) | DL+ 1 + -1 = |7 €7 [keot 817 5, (k) — ik + e h(k, 7))

k

1
“‘“@T—%*U(kz); k>0, ~v€lIR
&8y

(2.48)

ou a?iix@l est la longueur de la diffusion et la fonction h;(k,~) est définie par

k1) =3 [0+ 57 F (5 4

Jevi sl (249

Dans (2.49) ¢'(Z) représente une fonction digamma {11].
Dans le cas v = 0, (2.48) devient

1 .
G )“H’”@wmf»):";;;* ofkY); k>0 (250

Utilisant des propriétés des fonctions hypergéométriques, on peut obtenir

explicitement a}i}vm sous la forme:

1 1= 28 LW 2P K ()=

ey 20—y I T 0
a, By DU+ 22 { £ r7 L(y)]r=r}

1L L+inBg (12 Ju(2)lr=r g2 HO (2] rmr <0 (251
R =TT = e e

ot nous avons utilisé les notations: v = 2/ + 1, y = (4yr)z et z = (4)7]r ) )
Dans le cas v = 0, on obtient le résultat suivant:

1 !

-1 =21
Gt T R

—a15 =
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2.2.2 Théorie de la diffusion pour la paire (h (3} (r); huo)
Pour k > 0, considérons la fonction

j\y o~
Fipaam(ker) = FO%r) + 3 iy (WY (k, Rp)dus(k,r) - (2.53)

53'=1

ou ¢r;(k,r) est définie par (2.23) et ji;;+(k) donné par (2.27).
Un calcul direct montre que F; (4,3 (ry satisfait aux conditions

Flisnmyks Biv) = Fl oy my(k, =) = Fl gy qry (ks B) (2.54)

Frioyary(ks Biv) = Fripy ik, Ri-) = BiF] 5y 1my(k, Bi) - (2.55)

-255,{;3‘},{;2}(&7') = szf,{ﬁ,},{;z}(k,r);

~Flayry(ksr) + UL+ D)
k>0, Vj=1,..N

Ainsi Fi (p3.(r) sont des fonctions d’onde de diffusion de A (5 (r).
En faisant tendre r vers co, on a l'expression asymptotique suivante de

Fraey4my
. ! ~ 0y’
Frpamler)  —  AlR)sin(hr = )+ 3 (k)R (K, Ry) x
5i'=1

T— 0

x ' (k, R~)B;(k) ~ilkr=3)
= {A(K) — iBy(k Z i (K)F (k, Ry x

JJ—~l
{m

x F(k, R;)} sin(kr — .2-) 4

I

+Bi(k Zlﬂu k R; )FI(O)'(]C, R;) cos(kr — —9-)
= A
A % 1 I
- [CF (k) + C3 (k)] sin(kr — 5t (s rp(K)) + 0(1)
(2.57)
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Ce qui donne les déphasages sous la forme:

Co(k)
é k) = -~ % —
LR (k) arctan G b

Bi(k) SNy iz (KVE (k, By ) F (k, R;)

= -—arctan

Al(k) = iBi(k) SNy e (k) E (K, Ry F (k, R;)
(2.58)

Les éléments de la matrice de diffusion correspondant sont donnés par
S rik) = exp(2i8; 5y, (ry (K)]
N
1= 2ikBH(k) 32 fi5 ) (k, Ry ) F' (K, R;) (2.59)

53'=1

I

Le développement de portée effective correspondant a h; (g3 (ry est donné
par

1
[(20 4+ 1)M2R* cot &1 4y try (k) = —ai {gy.m) + 5?‘:,{;3;},{12}’62 +o(k*) (2.60)

ou la longueur de la diffusion a;, (4,3 (g est donnée par

agpyry = —(1+ 1) Z i (0) (R R;) (2.61)

»y'=1
L’amplitude de diffusion f(g,} (r)(k,w,w’) associée a H{p} (r) se définit comme

o< 1 Zt‘gg’(’@}‘{ﬂ] k _‘1
€ t
fronamlk,w,0) = and" ¥ Qik( )

{=0 m=w]|

Y W)Y (w)

= 4WZ Z Fripar DY (@)Y (w) (2.62)

(=0 m=~—]

ou 'amplitude de diffusion f; (4} (r)(k) correspondant a 'onde partielle [ est
donnée par

N
frasamk) = =BEk) S (k) E© (k, Ri) 7 (k, R;) (2.63)
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2.2.3 Théorie de la diffusion pour la paire (h[:L}’{R};h[’(})

De (2.32) et (2.33), on peut montrer que les fonctions d’onde correspondant
a hy g (g sont données par:

Froqmyk,r) = FO%,r) + Z (A(k);; F (k) Ry (kym) (2.64)

hi'=1

oit ¢ ,(k,7) est définie par (2.23). Utilisant des techniques standards on
obtient les déphasages de Ay (g, sous la forme

Bi(k) “r.ﬁ;mmkmjf“’)’(k RV (k, R)
(5{,(},{11}(]{:) = —arctan {0y o)
Ai(k) = i By(k) SRy (MR )5 (k, Ry ) Y (, B))
(2.65)
Les éléments de la matrice de diffusion sont donnés par
Sl,(:f,{R}(k) = CXP[QQCSIU{R}(IIC)]
N
= 1-2ikBi(k) 3 (Mk)]i B (k, B F (k, By)
3a'=1
(2.66)

Le développement de portée effective correspondant a hyy gy est donné par

| ! ..,
(20 + DIUPR cot b g gy () = =7y o + 5710, k” +O(KY)  (267)

ol a; 7 (g est donné par

N
wpmy = =L+ 1) 30 [Mi(0)]5(R; Ryr)' (2.68)

5hi'=1

L'amplitude de diffusion f ¢ (gy(k) correspondant a l'onde partielle [ est
donnée par

froqm k) = =Bi(K) Z Ok, Ry ) K\ (k, R)) (2.69)

51'=1
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Chapitre 3

LES INTERACTIONS
5-SPHERIQUE DE 1¢7¢
ESPECE

3.1 Définition du modele

Considérons 1'équation de Schrodinger radiale pour le potentiel ¢'-sphérique

?  I(l+1 ,
madfilk,r) =+ S G Rk ) = A ()
et supposons que la fonction fi(k, ) est continue au point r = R c’est- a dire

filk, Ry ) = filk, R_) = fi(k, R) (3.2)

La dérivée f/(k,r) doit étre nécéssairement discontinue au point r = R, si
non 'opérateur hy s, coinciderait avec I’'Hamiltonien libre h; correspondant a
I’'onde partielle {.

Ainsi, au point r = R, la fonction f]/(k,r) peut étre définie par :

itk B = SUi(k, Ry + filk, ) (33)

Si on ”integre” I’équation (3.1) der = R — e a r = R + € puis on fait tendre
€ vers zéro, on obtient la condition aux limites suivantes :

(1+ ) sitk, R - (1= 2) stk ) = 0 (3.4)
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[interaction é'-sphérique peut donc étre caractérisée par les conditions frontiéres
(3.2) et (3.4).

Une comparaison de ces conditions frontieres avec les conditions (1.2) et (1.3)
décrivant l'interaction §-sphérique suggere de définir I’hamiltonien quantique
radial h;s, de l'interaction §-sphérique de la fagon suivante a partir de

Vopérateur h; donné par (1.10) possédant les indices de défaut (1,1)
& ll+1)
T dr? * r?

Dihus) = {f€Dlhy); f(R) = f(Fo) = [(R)

(1+ —-)f (Ry)-(1 - ——)f (R-)=0
—f7 + U+ D)2 f € LA((0,+00))} (3.5)

hia =

ou D(h ) est défini par (1.12)

Comme hy est un opérateur symétrique, fermé non négatif et def (h )=(1,1)
il découle de la formule de Krein [12] que le résolvant de hj5, doit satisfaire
I’équation ci-apres :

(P, — k)7 = (hio — E*)7' = u(k)(di(—k), (k) (3.6)

ot ¢(k,r) est définie par (1.14)
Soit g1 € L*({0,00)) et définissons la fonction

xaltk,r) = ((hia, — k)" a) (r)

N fom dr'gu(r, 7 )gi(r") + u(k)u(k, ) /:O dr'éi(k, ' )gi(r")
(3.7)

comme Yi(k,r) € D(his,), il découle de (3.5) que x;(k,r) satisfait les condi-
tions frontieres :

x H (:Y 1
xalk, Ry) = xalh, Ro) et (1+ S)xi(k, Re) = (1= S)xi(k, R2) =0

La vérification de ces conditions frontieres montre qu’'il n'existe pas de fonc-
tion fy; (k) satisfaisant I'équation (3.7) ceci signifie que.-h; 4z, ne peut pas étre
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défini a partir d’un opérateur minimal d'indices de défaut (1.1)

D’apres [21], 'opérateur minimal doit avoir comme indices de défaut (2,2).
Nous allons des lors définir I'opérateur h;s, de la fagon suivante :
Considérons dans L?(RR?) opérateur fermé, symétrique et non négatif

H = —-A
D(H) = {fe H**(R*)/f(0K(0,R)) = f'(0K(0,R)) =0} (3.8)

En utilisant la décomposition obtenue au (1.7), on peut réécrire 'opérateur
H sous la forme

H=@PU'hiR1 (3.9)
ou
. & Ul+1) i
h; = *Zi;z‘+ R r>0, €N

D(h) = {J € L*((0,00))/f. ' € ACiu((0,00)); (04) =0 il = 0;
fIRy= F(R)=0; —f" + 1L+ 1)r™2f € L*((0,0))}

(3.10)
L’adjoint H* de l'opérateur H est défini de la facon suivante :
H=@U'hiR1 (3.11)
1=0
avec
= i+ 1)
hi = —3:2--!- NI r >0,

D(hi) = {f € L*(0.00))/f, [ € ACie((0,00) \ {R})
—f I+ D) e LA(0,0)]} 5 LeN  (3.12)

On montre facilement que 1'équation aux indices de défaut de hy

hidik) = K2 gu(k); k) € D(k}), Im k>0 (3.13)
admet les solutions linéairement indépendantes.
(0)
(1) _ ) F k) r< R .
(k) -—{ 0 Co R (3-14)
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(2) . 0 T < R .
v (k) w{ GEO}(k,r) PSR (3.15)

ou F,(O)(k,'r) et G}o)(k,r) sont définies par (1.15) et (1.16)
L’opérateur h; a donc pour indices de défaut (2.2). h; admet donc une
famille a 4 parametres d’extensions auto-adjointes. Nous nous intéressons

ici & une famille particuliere d’extensions auto- adjointes de h; dépendant
d'un paramtre définie par :

I+
“-Ei—r—i-}“ PR r >0,

D(h, &) = {f € D)/ f(Ry) = f(R-) = f(R);

(14 (R = (1= I () = 0} ; &€ R (3.16)

=~
‘Q4
!

Hi

Par définition h;s, décrit le potentiel V(r) = &d(r — R). Le cas ¢ = 0
conduit a ’'Hamiltonien libre h; ¢ correspondant a 'onde partielle 1.
L'opérateur Hs défini dans L2(R3) par :

1[,5, = @0”"1}3{‘&:[}@ ].
{=0
a = {&{}1 € Ng (3.17)

est par définition ’'Hamiltonien quantique décrivant un potentiel §’-sphérique.
Le cas & = 0 conduit a ’Hamiltonien libre.

Ho=-A  D(Hy) = H**(R®) (3.18)

3.2 Propriétés principales de 'interaction ¢’'-
sphérique

3.2.1 Equation résolvante

Théoreme 3.1 (i) Le résolvant de h; 5, est donné par

(hra, = ) = (hio— k)7 4 0u(k)(di(—k), )il k)
k* € p(his,), Imk>0, le N (3.19)

47




ou

Ou(k) = 2&i[2 — augi4(R, R))™ (3.20)
GOk, RYFO(k, <R

@@J):{ %} )bf r) r< (3.21)
FO%k, RGO (k,r) r>R

, (3.22)

. G (k, R)F(k,r) v <R
F%k RGOk, r) r >R

et g (R, R) = F(k, )G (k, R) + F°'(k, R)G'(k, R)  (3.23)

(i1) le résolvant de Hy est donné par :

o0 l
(Hs = k)™ = (Ho— k)" + @D B k) |17 au(k)y™ >

< |.r1q3,(—z)y,m(w)\ k* € p(Hs), Imk >0, a€lR
(3.24)
Démonstration

(i) Puisque f; a pour indices de défaut (2,2), la formule de Krein [12] nous
permet d’écrire le résolvant de h; 5, sous la forme

(his = B = (o= K7+ 30 N ()P (=F), D k)

ke p(huigs) (3.25)

Soit f € L*((0,00)) et considérons I’élément suivant
xi(r) = ((hia — K7 )(r)
(157 au(r ) F(r)dr' + (RO (k) 5 Bk, ) f(r')dr'

xi(r) = 5
152 gualr, ™) F(r)dr 4 a1 ()G (K, 7) fot FO (e, r') () dr' +
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[+ A2 (K)GO(k, ) [ GO (K, ') (' )dr r<R



ot gix = (h1o — k¥)™! (3.27)

FO(k,r)GP (k) < v
et gii(r,r’) = (3.28)
FO3Uk, GO k,r), v >0

En imposant a x(r) les conditions frontieres

- owlBy) = xa(R-) (3.29)
(1+ ) irn) - (1-5) e =0 (3:30)
On obtient
" 28, GOk, R)G® (k,R) Gk, R)F (k, R)

2~ GG R : '
wal B B) | porg myGl (k, B) FO (R R)E® (k. R)
(3.31)

Remarque On note que det[A(k)] = 0. Ceci veut dire [12] en fait que Ay
n’estpas une partie commune maximale a h; 5, et hyp.

Introduisant (3.31) dans (3.25), ’équation (3.35) se réduit a (3.19)

(ii) L’équation (3.24) s’obtient de (3.19) et de la décomposition en somme
directe (3.17).

D’autres informations sur k5, sont contenues dans théoreme ci-apres :
""héoreme Le domaine D(hiz, ), € IR, est constitué de tous les éléments
de la forme :

dilk,r) = rolk,yr) + Ouk) < di(—k), (hio — K*)pro > dulk,T) ;
wro € ’D(hl,o) (3.32)

Cette décomposition est unique et on a la relation :

(g = k) i(k) = (hio — k)ero(k) (3.33)
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En plus, si ¥ € D(hiz,) et ¥ = 0 dans un ouvert de U de (0,00), alors
hia = 0 dans U, c’est-a dire que h; 5, décrit une interaction locale.
Démonstration

par définition on a :

D(hig) = ((hia — k)7 (hio = K*)D(huo) (3.34)
Alors si ¥ € D((hi5,), on obtient
ot = {(hio— k)7 + Ou(k)|di(k) >< (=R} hio — k*)prg
= @0+ Oulk) < gi(—k), (hio — K)vio > dilk). (3.35)

Ce qui prouve (3.32).
La relation (3.33) découle trivialement de (3.34).
Pour montrer ['unicité de (3.32) on suppose que ¥; = 0 alors

orolk, ) = —O(k) < di(—k), (hio — K)o > di(k,T)
= —Oi(k)Ciu(k, ) (3.36)

Comme @10 € D(hip), on a en particulier que 0,910 € ACi((0,00))
tandisque ¢j(k,r) est discontinue en r = R. Des lors, (3.36) n’est satisfait
que si @10 = 0.

Montrons maintenant que h; 5, est local.

* Si R ¢ U, alors (hig — k%)¢i(k,7) = 0, et les relations (3.33) et (3.36)

donnent
hiapi(k,r) = Krolk,r) 4+ (hio — k)pro(k, 7)
= —Ok)Cilhip — E¥)u(k,m) = 0; r € U d’ot le résultat .

* 81 R € U, alors @0, ¢ € AC1c((0,00)) si et seulement si @0 = 0 ceci
implique que :

higpi(k,r) = E*i(k,r) =0, reU

3.2.2 Propriétés Spectrales

Nous allons définir le spectre ponctuel dont la structure est déterminée par
la position des états liés de h; 5,. Ces états liés s’obtiennent en cherchant les
solutions ¢ € L?*((0,00)) de 'équation

hiawr = Ed; E <0 ,¢(E,r) € D(hia,) (3.37)
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Les solutions régulieres et irréguliere de (3.37) sont respectivement données

par r%llﬂﬂ(\/—— r)et r%K,H;z(\/—Er), ou I, (z) et K, (z) sont les fonctions
de Bessel modifiées d’ordre v [11]. On normalise ces solutions de sorte que

ALE YY1y p(V=Er) =0 i (3.38)

-1
B(E)Y'* Ky o(M=Er) =0 T

ou les coefficients de normalisation A;(E) et B;(£) sont donnés par

A(E) = T (z + 3) (—@)4_%

(3.39)

:2 5 (3.40)

-1 Ve l+%‘
B(E) = 2r (z+g~) ( ;E> (3.41)
WIB(E) 2 K 1py jo(V=ET)  AE) T Ly (V=1 7)) = 1 (3.42)

On peut écrire la solution de (3.40) sous la forme

ClAl(E)r1f21,+%(\/—Er), 0<r<R
ei(b,r) = (3.43)
CyBi(E)yrzKiy12(V=Er), >R

Comme ¢;(k,7) € D(hi5,), On a :
Y(E,R_)=yi(E, Ry) (3.44)

(14 88, Ry - (1 - DB, R) = 0 (3.45)

La vérification de ces conditions frontieres nous donne 1'équation pour les
états liés de h;’& :

d — . :
2 - &{E;[ng+1/2( ——ET‘)KH,UZ(\;’ —ET‘)],:R = { (346)

Nous allons résoudre (3.46) graphiquement en la mettant sous la forme
2

L == ﬁ‘—[rz%(\/TE1~)A;+%(\/TET)],.=R = f(E) (3.47)

flg dT
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1(E)

/(21+7)

y=2/%

VoEr

Chaque onde partielle a exactement 1 état lié si f; < 5—‘,1:;

Thoéreme3.3
Siay € R.L€ N alors le spectre essentiel o, (A 5,) est purement absolument
continu et couvre la partie non négative de }'axe réel :

Oess(13,) = Ouclhis,) = [0, c0) (3.48)

Le spectre singulierement continu o,.(h;;,) est vide. et pour tout ; € T, b5,
ne possede pas de valeurs propres non négatives. les valeurs propres négatives
E < 0 de hy;, sont obtenues de 'équation.

[ ﬁ
2 a,#;vzmﬁ(\/—Er)z\‘m,z(\/—gr)},.zﬂ —0:£ <0 (3.49)

(e qui entraine que

' St a 2(2 > e N
oattus) ={ Ty & o Saminy O

{Es} Si a>202041) (3.50)
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ou Ey est une solution de I'équation (3.49)

Démonstration

Comme (h; 5, — k*)”! est un opérateur de rang fini, il découle du théoreme
de Weyl [19; Pgel12] que a.55(his,) = Tess{hio = [0, 00).

L’absence de o,.(his,) s'obtient en suivant [10] et de ’équation (3.28).
L’absence de valeurs propres non négatives s’obtient en considérant I'équation
hi s vt = k*; et en montrant que les fonctions propres ¥ ¢ L%((0,00)) pour
k>0

La structure de o,(h;g,) est déterminée par I’équation (3.49)

3.2.3 Résonnances de Ny ;,

Les résonnances de h;;, sont définies [20] comme étant les péles du noyau du
résolvant de h; s, situés dans le demi-plan non physique Imk <0

(1) Poles situés sur ’axe imaginaire négatif

On cherche les solutions k = 1z,z > 0 de

2 — &gl (R.R)=0 (3.51)

P.da . . ,
2 + z—2~oz;;i-;[rJH_l/g(—»z:z:r)f{,(i)l/z(wwr)]r:a =0 (3.52)

On utilise les relation suivantes [11]

Jig12(—tzr) = e%(‘+1f2)”ilg+1/2(:cr) (3.53)
: 2i -
Hz(j_)lﬂ(—z:z:r) = w{ef(‘+1/2)”‘hz+1/2($r) (3.54)
d’ou (3.52) devient :
9
"‘(1;{ = '&;[TIM%(W')KH%(CCT’)L:O (3.55)
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Cette résolution aussi se fera graphiquement.

I impair
y=-2/
{ar (M 2 K Ly 12 60 n
1/(21+1)
]
-1/(2141)
ardr (thyy ;2 (0K 2 (D)
y=-2/Ct
| pair

(i1) Poles situés dans Imk <0
On étudie ici seulement le cas | = 0. On cherche donc les solutions k& =
k,‘ - ?;elig, k,g _>__ 0, de 1’équati'0n

- 2— g, (R,R) = 0dans Imk<0 (3.56)
& 2—de ™ = 0dans Imk <0
2 - &06-2£k2RCOS leR =0
A ks >0
sin Zklfi = ()

klz%z nEZ
T\ k= 2 gy >0
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On a donc

ky = 2%
{ fi{lin,»npa,u' 0<a<?2

ou

ky = {2
ky = ln—- n impair ,—2 < & < 0

Il y a donc une infinité de solutions de (3.56) dans Imk < 0

3.3 Théorie de la diffusion pour la paire (h; 5, hi)
Pour k > 0, considérons la fonction
Yralk,r) = Bk, ) + Ouk) F (k, R)i(k, 7) (3.58)

ou F((O)(k??‘),c‘bg(k,r) et ©;(k) sont respectivement définis par (3.15), (3.21)
et (3.26). On vérifie que

;‘rbf,&z(k’a R-—) - Lf)feéi(kv R+) (3'59)
on peut voir que

Yok, R) = Ok, R) + 01(k)F (k, R)F (k, RYG\" (K, R)
Vo Ry) = F(k,R) + 0,(k)F™ (k, R)FO (k, R)G (k, R)
alors
Vi ok, R2) — ik, Ry) = O(k)F”(k,R)
et ¥ 2(k, Ro) + 9k, By) = 25 (k, R) + (k) F* (K, R)gj . (k, R)

A '

= —O(k)F (k,R)
ag

d’on

i 184 I3 I
Bl (ks RD) = g, (b, Ry ) = S[W5,(ky Bo) + 915, (ky Ry)



Soit,

&, G
(14 5 s,k Be) = (1= 505,k Ro) = 0 (3.60)
On montre aussi
— sk, ) + U+ Dr 2 s (k,m) = Krs,(k,7) (3.61)

Alors 9 5,(k, 7) est un ensemble de fonctions propres généralisées associées a
hi &, ou en d’autres termes, les fonctions d’onde de hy4,.
Le déplasage de h; 4, s'obtient alors a partir du comportement asymptotique
de v 5,(k,r) quand r — co. En effet, on a {14]
k>0 In ' —
Yra k) — Ak)sin (kr ~ -2-) + Ou(k) L (k, RYF( (k, Ry~ (k%)
T — 00

! {
= {Ak) —iB(k ezmﬂ‘“(k,ma‘”’(k,m}si”("C“?)+

! [
+OUR) Bilk) F (k. R)F (K, R)cos (kr _ g)

L

[
= [rhR) + TR sin (kr - —;7- + 5@) +o(l)  (3.62)

d’ou le déphasage

T(k)

Ty (k)
AWAN (o)

= —arctan— BB (k, R)E (k. R) (3.63)
Au(k) = iB(EYOUR)ES (k, RYF)(k, R)

ou on a utilisé les mémes notations que celles de [14]:

d1a(k) = —arctan

Ai(k) =27'%k7r L+ 20+ 1) (3.64)
Bi(k) = kAj(k) = 2)'T(+ VIRl +2)7! (3.65)

(3.63) peut se mettre sous la forme

aur [RV201 4 (k)] 4 [/ )]

k
51»5::(,“) = arctan R .
2+ &l [?‘J[.H/Q(I?T)YHJ/?UCT)]

=R (3.66)

r=R
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ou Y, (z) est une fonction de Neumann dordre v [11].
Les éléments de la matrice de diffusion sont donnés par

Siai(k) = exp[2idi 5, (k)]
= 1 - 2kB}K)O(K)F (k, RYF*)(k, R) (3.67)

Le dévéloppement de portée effective correspondant a h; 5, est donné par

! k K 3.68
§TI~&1 + of ) ( . )
ou les coefficients a; 5, et r; 5, sont appelés respectivement longueur de diffu-

sion et portée effective.
Un calcul direct montre que

(20 + DI cot 8y, (K) = a7, +

ars, = 0,(0)(1 + 1)RHH! (3.69)

L’amplitude de diffusion f;(k,w,w’) associée a Hs est définie par

o0 { 62:5gaz(§: 1
falkwef) = dn) 3 i VN )
=0 m=-—]{
o0 {
= dry; 3 f (W)™ (w)
{=0 m=~]
k>0 , w,0' €8 (3.70)

ou 'amplitude de diffusion f;5,(k) correspondant a l'onde partielle [ est
donnée par

fia (k) = =BXE)O,(k)F (k, R)F*)(k, R) (3.71)
[’opérateur de diffusion Sz(k), associé a Hs est défini dans L%(S?) par

(Sa(k)¢) (w) = dlw) = 5— [ dw'fa(k,w,)d(w)

‘)m 52
k>0; w, weS? (3.72)

Ce qui nous donne

=0 !
Salk) = 1423 Y fralk) (3™, )Y (@) (3.73)

=0 m=—]
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3.4 Particule chargée dans une interaction ¢'-
sphérique
Dans cette section, nous étudions I’Hamiltonien d’une particule chargée soumise

a une interaction ¢’-sphérique. Dans ce cas, I’'Hamiltonien non perturbé est
I’Hamiltonien de Coulomb:

Ho=-A+L . DH)=H™IR) ~cIR (3.74)

|z

3.4.1 Définition du modele

On considere la décomposition (1.7) et on introduit dans L?({ R®) I'opérateur
fermé et non négatif

H=QU ' 'h,0R1 (3.75)
=0
. > l{l+1 ‘
hi 4 = ——"+(+)+l r>0 e N yelR
dr? r? r

Dlhuy) = {f € L*((0,00)/ f, f' € ACue((0,00)); f(04) = 0si L =0;
f(Re)= f(Re) =0 = +1(L+1)rf + 477 [ € L*((0,00)) }
leIN (3.76)

L’adjoint fl; de Popérateur H, est donné par

H =@PUh,UR1 (3.77)
=0
avec

& (l+1
3 :——~+(+)+1r>0,l611\7761}%
o dr? r? T

D(hi,) = {J € L((0,00))/f, f € ACke((0,00) \ {R})
—f" + UL+ 1) f + 47 f € LY((0,00))} L€ IN (3.78)

L’équation aux indices de défaut de izgn

ilf'ﬂ,,@l,w(k) =k’ (k); dun(k) € D(:fz}"ﬁ), Imk>0 velR (3.79)
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admet les solutions linéairement indépendantes.

(0)

Yl (k,r) = {F*“ék’r) e (3.80)
0 r< R

PP (k1) = { GOk TiR (3.81)

ou F;_S,)(k,r) et Gg(k,‘r) sont définies par (1.33) et (1.34)

Par conséquent def h;, = (2,2) et deés lors toutes les extensions auto-
adjointes de fzgﬂ, sont données par une famille 3 4 parametres d’opérateurs
auto-adjoints. Nous considérons ici le cas d’une famille & un parametre
d’extensions auto-adjointes h; 5, définie par :

hins, = --dii;+ l(l:' Y +-—« >0,7#R
Dlhuqa) = {f € Dhi,)/f(Ry) = f(R.) = f(R)
1+ DR - (1= SR = o
le IN ;~v, a€lIR (3.82)

Le cas & = 0 conduit a ’'Hamiltonien de Coulomb h; ., correspondant a I'onde
partielle {. Par définition 'opérateur H., 5 défini dans L*(R®) par :

H:=PU h, e UR1 &= {a@hen (3.83)
{=0

décrit une interaction §-sphérique plus une interaction coulombienne.

3.4.2 Equation résolvante

Théoreme

Le résolvant de h;, 5, est donné par

(hraa = K™ = (hiy — kD)7 + O (k) (G2 (—F). )14 (k)
K€ p(hiya), imk>0, € Ny & € [R (3.84)
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ol les fonctions ¢ (k,7), ¢i,(k,7) et O, (k) qui apparaissent dans (3.39)
sont définies respectivement par (3.21),(3. 92) et (3.20) oix on a remplacé

FlO(k,r) et Gk, r) respectivement par Ff )(k r) et G’ (k,r).

3.4.3 Théorie de la diffusion pour la paire (h;4;h )
Pour k£ > 0 on considere la fonction
Finadk.r) = FO(k,r) + 01y (k) (ky R)r o (K, 1) (3.85)

On montre que Fi,5,(k,7) est une fonction d’onde de h;, 5, et on obtient,
en prenant son expression asymptotique, le déphasage de Coulomb modifié:

@g,,(k)B,,,(k)F(O)(k R)F, 'k, R)

§9 (k) = —arc - 3.86
k) = —arctan Nk — B (RO ) BT (kD (e 1) )
avec
1
Bi (k) = AR = (2k) exp(—my/4k)T (2l +2)! ‘F (l +1+ 2A>]
(3.88)

Les éléments de la matrice de diffusion correspondant a «5,(2@(13) sont donnés
par

51 s (k) = es«:p[zzml(kn
= 1 2ikB ()0, (k)FS) (k, )P (k, R)  (3.89)

Le dévéloppement de portée effective correspondant est donné par [18]

(2k)¥T(20 + 2)74T ([ +1+ Qk) |* [kcot 5{0,30( (k) —tk + e:z:p(ﬁfy/?k)h;(k,y)}

= +o(k*), k>0,v€IR

Al vy,54

(3.90)
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ou aua est la longueur de diffusion et la fonction hi(k,~) est définie par

hi(k,~) = ~|T (1 + ‘Zk) 2 [”‘ +In (jk!) + ( 2;:)} (3.91)

Utilisant des propriétés des fonctions hypergéométriques, on obtient al?

Iy, &
explicitement sous la forme: [
1 - [ ( ) u( )L’,
- = ; 720
ST vr(zuz Ty e A PV By
1 2+ ama[rd.(2)H(2)) 2 <0
- = ~ -y 7 TS
d, 28|y~ T(2L + 2)2 /2, (2) ] glr ‘”JV(Z)L.:R
(3.92)

ol on a utilisé les notations v = 2/ + 1, y = (4vr)"/? et z = (4|v|r)}/%. Dans
le cas v = 0, on obtient le résultat sulvant.

=T

2 —
-1 - 2041
Ha T a1 ¥ 1) R (3.93)

3.5 Interactions ¢'sphérique a support sur N
spheres concentriques

3.5.1 Définition de ’Hamiltonien

Dans cette section, nous étudions I’Hamiltonien quantique décrivant un nom-
bre fini d’interactions ¢’ sphérique a support sur des sphéres concentriques
de ravons 0 < R; < --- < Ry. Nous définissons cet Hamiltonien comme
étant une famille particuliere a N parametres d’extensions auto-adjointes de
'opérateur fermé, symétrique et non négatif

Hipy = -A
D(Hpy) = {f e H*(R’)/f(8K(0,R;)) = f(OK(0, R;)) = 0}
1<3<N (3.94)
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A Daide de la décomposition obtenue au (1.7), cet opérateur peut se reécrire
sous la forme:

H{R} = @0-1517{3}0®1 (3.95)
=0
ou
- &2 ll+1
hm}:_ﬁ+(ﬂ% >0, LeNy

D(higry) = {f € L*((0,00])/f, ' € ACie((0,00)); f(04) =0 il =0;

f(Rie) = f(Rix) = 05— + 11+ 1)r*f € L*((0,00)) }
leIN,1<j<N (3.96)

L’adjoint ISIE‘R} de f[{R} est définl de la fagon suivante :

=0
avec
- &+ 1)
I{R) = —’Jr—i + 2 3 > 0, lE N()

D(hiry) = {f € L*(0,00))/f,f € ACue((0,00)\ {R})
—f7 + 1L+ 1)r72 f € L*(0,00))} | € IN {R} = {Ry,..., Rn}
(3.98)

On peut montrer facilement que I’équation aux indices de défaut de h; ()
hi (ry®i(k) = K ¢u(k); di(k) € D(hf(ry), Imk >0 (3.99)

admet les 2N solutions linéairement indépendantes ci apres

FO%,r) r <R,
vk, r) = { LR g (3.100)
ha 0 r> R;
0 r < R;
)(24) “ - J .
v (k,T) { COUr) r> R (3.101)
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ou FZ(O)(k,r) et Ggo)(k,r) sont définies par (1.15) et (1.16). Ainsi ill,{R} a
pour indices de défaut (2NV,2/V) et par conséquent toutes les extensions
auto-adjointes de ilg,{R} sont données par une famille & 4N? parametres
d’opérateurs auto-adjoints. Nous nous intéressons ici a des conditions frontieres
séparées sur chaque sphere et nous introduisons la famille suivante a N
parametres d’extensions auto-adjointes de };I{R}

ﬁ{&c},{R} = @ﬁ“lg:,{a,},{mﬁ@l (3.102)
{=0
& l(l+1
higayiry = g2 T i?;l; r>0, leIN r#R;

Dibianimy) = {f € L*(0.00)/f,f € ACk:((0,00)\ {R}) f(0,) =0sil=0

f(Ryr) = Ry = f(R,)
(1+ ) rr - (1= 1) riry =0

— "+ 11+ 1)t f € L¥((0,00))}
le IN;1 <j <N {&}={a,...,anm} ;a5 € IR (3.103)

Le cas &; = 0 donne Popérateur énergie cinétique. Par définition, Hs (g
décrit une interaction 4'-sphérique a support sur N spheres concentriques.

Théoreme

Siay#0,7=1,..,N,lerésolvant de hy s, (r} est donné par

(hiayimy — k)™ = (ho— K™ + Z 0, (k) (b3 (—k), . )r;(k)

H'=1
k? € {)(h;g{&f}‘{g}), Imk >0, agyelR, 1< J<N
(3.104)
on 1 ) _
A=l ) ﬂlk(RJ,R 7=17 .
Ok __{ PR (3.105)
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oll ¢ ; et ¢y ; sont fespectivernent définies par (1.46) et (2.25).
Démonstration Considérons g € L*((0,00)) et définissons

xi(k,r) = ((higagiry — k)7 g)(r)

o0 N o0
= /0 dr'gi(r,m)g(r') + 3 @jjl(k)@,j(kar)/o &y 5e(K,)g(r')dr’

1351

(3.106)

ou k est choisie de sorte que det[O(k)] # 0. Alors x;(k, r) appartient évidemment
a ACp((0,00) \ {R}) et on peut montrer que

[84] ’ ay ’ .
1+ E)Xl(k’ Riy) — (1= '2“)Xt(ka Ri_)=0, 5=1...,N (3.107)
donc xi € D(hy(a).(ry) et

(higayimy — K)x0)(kyr) = =x"i(k,m) + 1L+ Dr2xi(k, m) — K2 xi(k,7)
= g(r) (3.108)

d’ou (3.104)
Remarque : La définition de h; (5,},(ry peut étre étendue au cas ou certainsa;
sont nuls. Par exemple, si &;,; = 0, on supprime la j§™° ligne et 3§™° colonne

de la matrice O(k)
3.6 Propriétés spectrales

Les propriétés spectrales de h;(5,),(r} sont contenues dans le théoreme ci-
apres :

3.6.1 Théoréme

Si aj # 0,5 = 1,...,N alors hys,),(r} possede au plus 2N valeurs pro-
pres négatives comptant les multiplicités. Le reste du spectre est purement
absolument continu et couvre la partie non négative de 1'axe réel.

Oess(hifa)(r)) = Taclhiay.(ry) = (0,00)
Tsc(bi{ay(ry) = ¢ ) (3.109)
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Démonstration : Comme E,_{R} > 0 et defh; = (2N,2N), higay.(ry admet
au plus 2V valeurs propres négatives en comptant les multiplicités ([22] pge
246). Les relations(3.109) découlent du théoreme de Weyl [21] et par exemple
de [10, lemme 2.4].

3.7 Théorie de la diffusion pour la paire (h; (4} ¢ry; Pup)

Pour k£ > 0, on considere la fonction

di ey (ksr) = B0k ) + Z 0,5 (k) F (k, Rj )i, (k) (3.110)

5y'=1

ot F Ok, r) et ©;;(k) sont respectivement définis par (3.15) et (3.105).

On montre comme au (1.21) que ¥y, (ry(k,7) constituent une famille de
fonctions d'onde de hy (s (R

Le déplasage de hy (5,),(ry s'obtient a partir de 'expression asymptotique de
Ui gan.(ry(k, ) quand r — 0o, En effet [14]

k>0
I
Yrganrylk,r)  — Ak)sin(kr — - ._"f. )+ 2 0, (k) PO (k, B,)) %

T = 00 1=l

XF(O)(IC RA) —i{kr—1(5))

= {A “ZB{ Z OJJ k R )><
1y'=1
, !
x F{(k, R;)} sin(kr — 573) +

L

Z 0,5 ()™ (k, R (k, Ry) cos(kr — =)

J=1
. L lm
= [TR(k) + T3 (k)7 sin(kr — o 1 dsnamy (k) +0(1)
(3.111)
Cette expression nous permet d’obtenir le déphasage sous la forme

T k)
51'{5:},{R}(k) = - arctan Azl(

Ty 4(k)




Bi(k) SN, 055 (k) F (k, Rj")F (k. Rj)
Ai(k) — iBi(k) SN, 0550(k)FO (K, Rj")F° (K, Rj)
(3.112)

= —arctan

ou Ai(k) et Bi(k) sont définis par (3.64) et (3.65).
Le dévéloppement de portée effective correspondant a hy(s,),(r} est donné
par :

_ 1
(LR cot &1 a0 (K)) = —af syt 5

ST (R HO(KY) (3.113)

ou dans ce cas un calcul direct donne

a1 {5} (R} = Z 0,(0)(L + 1)R., RS (3.114)

51'=1

L’amplitude de diffusion f(s,} (ry(k,w,w") associée a Hys,} (g} est définie par

) 00 l 621'51,(&,},(11} S D -
fapmy(kyw,w’) = dr )] Y (@)Y (W)
=0 m=-I
D ST k20, w, o €
=0 m=-I

(3.115)

ou 'amplitude de diffusion f; (s,},(r}(k) correspondant a 'onde partielle est
donnée par :

N
fitanry(k) = —Bi(k Z F(k, Rj)FO(k, R)) (3.116)

L’opérateur de diffusion Sis,3.(ry(k), associé a Hs 3y (ry est défini dans L*(S?)
par :

[e’s) I
Sanry(k) =1+ 2k > fuanry(k) (Y™, )Y (w) (3.117)

=0 m=-|
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Chapitre 4

LES INTERACTIONS
§¥-SPHERIQUE DE 26
ESPECE

4.1 Interactions ¢’-sphérique de 2°¢ espece a
support sur une sphere

4.1.1 Définition du modele

Dans ce chapitre nous étudions un autre type d’interaction é'-sphérique qui
s’obtient en interchangeant dans (1.16) les roles de f et f'.

On obtient donc une famille a un parametre d’extensions auto-adjointes de
h;, définie par

& l(l+1)

i = gt T2 r>0

D(h,s) = {f € D)/ f(R:) = f(R)= f(R);
Bi Bi
(1 " —2—) f(R) - (1 - —2—) f(R)=0

f0)=0sil=0;}leIN; B elR  (41)

h
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Par définition, 'opérateur

H; =@ U h 50 @1 (4.2)
1=0

représente ’Hamiltonien quantique décrivant une interaction §’- sphérique de
Qeme espface.

Le cas i = 0 conduit a I'Hamiltonien libre h;, correspondant a l’onde par-
tielle (.

4.1.2 Equation résolvante

Théoreme4.1

1. Le résovant de i 5, est donné par
(hig = k)™ = (o= k%)™ + Ou(k) (ai(=F),.) dulk)
k* € p(hy ), Imk>0,1€IN (4.3)
ot ¢i(k), #i(k) sont définjes respectivement par (3.21) et (3.22) et
Ou(k) = —201[2 + Big) (R, R)] (4.4)
91 (R, R) étant défini par (3.23),
2. Le résolvant de Hj est donné par

(Hy = k) = (H— k) + @ @ Ol k)Ym >

=0 m=~{

< LT =k)Y"]
k* € p(Hg), Imk>0, B € IR (4.5)

Démonstration Elle se fait exactement comme celle du théoréme 3.1. On
obtient dans ce cas

~2/, GOk, )G (k, R) F(k, )G (k, R)
2+ Bigi (R R) | GO (k. R)FS (k, R) F(k, R)F (K, R)

AE) =
(4.6)
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Remarque 4.1 On note ici aussi que det[A(k)] = 0. Ce qui veut dire que A,
n’est pas une partie maximale commune a h;, et hy .-

Théoreme 4.2 Le domaine D(h, ; ), G e IR, R > 0, est constitué des éléments
de la forme

Y1 = ¢+ Ou(k) < (—F), (h1o — k*) o > di(k) o € D(hio) (4.7)

Cette décomposition est unique et on a la relation

(hl,fjl - k"z)"!}l = (hl,o - kg)éo (48)

En plus, si ¢y € D(h; 5) et Y1 = 0 dans un ouvert U de (0,00), alors h 3 =0
dans U.

Démonstration Suivre exactement celle du théoreme 3.2

4.1.3 Propriétés spectrales

La structure du spectre ponctuel de k; ; est déterminée par la position des
états liés de h; 5 qui sont obtenus en cherchant les solutions ¢y € L*((0, o))
de I'équation

hisbr=Edi, E<0, v €Dlhg) (4.9)

Nous écrivons la solution de (4.9) sous la forme

CiAi(kYr Iy (/= Er) 0<r <R

¢{(E’T) - { égB((k)rl/QI(H_lp(\/-—ET‘) r> R (4‘10)

ou les coefficients de normalisation A;(k) et By(k) sont donnés respectivement
par (3.40) et (3.41).
Comme (E,7) € D(h, p), alors on a

La vérification de ces conditions frontieres nous donne 1’équation pour les
états liés de h 5

2+ Blgd; [rllﬂ,’z(\? _ET)KIH;?(\/'—_T)] - =0. (4.13)
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On résoudra graphiquement cette équation

1/7(21+1)

y=-2/’f§l

ardr (M (V-EDK VED),

Dans chaque onde partielle I > 0 il y a exactement un état 1ié si et seulement
si . 0 .
< == <
G 201
Théoréme 4.3 Soit B € IR,l € IN. Le spectre essentiel oess(h5) est
purement absolument continu et couvre la partie non négative de I’axe réel:

Tess(hy ) = dac(hy 5,) = [0, 00). (4.14)

Le spectre singulierement continu asc(hlﬁ{) est vide, et pour tout f}t € IR,
h; 5, n’admet pas de valeurs propres non négatives.

Si B < —2(20 + 1), alors op(h; 5,) contient exactement un point.

Si B > —2(20 + 1), alors o, (h, 5) = ¢.

Démonstration La structure de oy(h, ;) est déterminée par (4.13). Le reste
du théoreme se démontre de la méme facon que le théoreme 3.3.
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Remarque Les résonances de h,; ; peuvent étre obtenues a partir de I’équation

24 gl (R,R) =0 [mk <0 (4.15)
On obtient pour [ = 0 les solutions

; _1yntl (... 1yn+1
= —E—Ln?—(——%)— avec Ln-z—(-m-{)— >0
2R 2R el By

Tout le reste des résonances s’obtient comme a la section 3.2.3.

4.1.4 Théorie de la diffusion pour la paire (k; 3, k)

Pour k£ > 0, considérons la fonction
W, 5k, 1) = FO(k,r) + Ou(k) F (k. R)u(k,7) (4.16)

oll ¢y(k,r) est définie par (3.22) et O,(k) par (4.4).

On vérifie comme dans la section 3.4 que les ¢, 5 (k,7) constituent bien un
ensemble de fonctions d’onde de A 5 .

Le déphasage de h, 5 s’obtient en déterminant le comportement asymptotique
de ¢y 5,(k,7) quand r — oo.

En suivant exactement la section 3.4 on obtient:

0u(k) Bi(k) F\ (k, R)F*)(k, R)

8, 7 (k) = — arctan - - 4.17)
k) == A BT (e AFPR R
ou Ai(k) et Bi(k) sont définis respectivement par (3.64) et (3.65).
Les éléments de la matrice de diffusion sont donnés par
S, 5(k) = expl2if; 5(k)]
= 1-2BXk)Ou(k)F\ (k, R)F\”(k, R) (4.18)

Le dévéloppement de portée effective correspondant a h, 5 est donné par

1
(20 + DKM cot 6, 5 (k) = —a;} + é-r,,étkz + o( k%) (4.19)



ol les coeflicients a; 5 et r; 5 sont respectivement la longueur de diffusion et
la portée effective.
Un calcul direct montre que

a5 = O(0)(l + 1)R** (4.20)

L’amplitude de diffusion f3(k,w,w’) associée & Hj; est définie par

z:a;(’“ -
falk,w o) = 47’2 Z Ym(w)ym( )
l=0 m=-I
= 47r§: E Fa(R)Y (W)Y, (w)
=0 m=-{
k>0;wuw eS? (4.21)

ou 'amplitude de diffusion f 5 (k) correspondant a l'onde partielle [ est
donnée par:

fig (k) = —BAE)OWk)E (k, R)F*(k, R) (4.92)
L’opérateur de diffusion Sé assogié a Hé est défini dans L2(S"’) par

Sz(k) =1 +21k2 Z A1 7e) i (4.23)
{=0 m=-—I]
4.2 Particule chargée dans une interaction ¢'-
sphérique de 2°™° espéce

4,2.1 Défintion du modele

Dans cette section nous étudions le modéle obtenu en interchangeant dans
(3.82) les roles de f et f'.

On obtient alors une famille & un prametre, b, _ 5 , d’extensions auto-adjointes
de k., définie par

& I(l+1)
hm,ﬂ.x = dr2 + + - r>0

re

Dih,,5) = {femznff(fa)- "(R_) = f(R)
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(L+%)HRO—(b—%)ﬂRJ=ﬂ;ﬂM)=0ﬂlz&

—f" 1+ 1) f € LP((0,00))} L€IN, i€ IR, y€ IR
(4.24)

Le cas 3; = 0 conduit 3 ’Hamiltonien de Coulomb hi ., correspondant a I'onde
partielle .

4.2.2 Equation résolvante

Théoreme4d.4

Le résovant de h; 5 est donné par

(b, = K™ = (b = K = 2802 4 Bugl k(R R)] ™ (14 (=F), ) (k)
kzép(h,y,yvﬁi), Imk>0,leIN,v€IR (4.25)

ou ¢4k, ), bi(k,r) sont définies dans la section 3.5.2
Ghi( B R) = F2) (k, RYG (k, R) + FE)(k, )G (k,R)  (4.26)

Remarque 4.3 Les états liés (resp. les résonances) de h;_ ; peuvent étre
définis comme étant les poles du noyau du résolvant de k5 (c’est-a- dire

les solutions de I’équation 2 + ﬁgg}'mk(ﬁ’, R) = 0 situées dans Ik > 0 (resp.
Imk < 0).
4.2.3 Propriétés spectrales

En suivant la section 3.2.2 on obtient pour la détermination des états liés,
I’équation

240 E(RR) =0 ; E<O0 (4.27)
Théoreme 4.5 Soit 3, € IRl € IN, pour tout v € IR, on a

Tess(y5) = Taclhy 3) = [0,00).  oulhy,5) =0 (4.28)

Le spectre ponctuel a,(h, 5 ) est déterminé par I'équation (4.27).
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4.2.4 Théorie de la diffusion pour la paire (hi;y,éﬁ hio)

Pour k > 0, considérons la fonction
Frogkr) = F2(k,r) = 282 + fug), k(B R ES) (b, R)iy (1) (4.29)

On montre que les F,_ ; (k,r) constituent une famille de fonctions d’onde
de h;_ 5. et en considérant son comportement asymptotique on obtient le
depha,sage [14]:

() Buo(RY P (k, R)FD) (K, R)
Arry(k) = ik By (k) o (R) S (k, RYFS) (K, R)

4, 5(k) = —arctan

(4.30)

ou .
2
Py = — z ,31 (4.31)
2+ g1 (R, R)

et A;~(k) et Bi,(k) sont définis respectivement par (3.87) et (3.88).
Les éléments de la matrice de diffusion sont donnés par

Siin(k) = expl2i6,,5(k)]
= 1= 2B} (k)iuny (k) FE (k, RVFS) (R, R (4.32)

Le dévéloppement de portée effective correspondant a k; ; est donné par

_ 1 )
[(21 + 1)M)262+ cot 6, 5 (k) = “alnl«,é; + 5T k* + o(k*) (4.33)
Un calcul direct donne
a_{ _ — ~ 1 + Blgd; [Tlv(y)KU(y)}r::R ,y > 0
b By~ D(20 + 2)2 & [r 2, (y)]e=r[r Ly =R -
- 2 —ini; [TJ”(Z)HISQ)(‘Z)]r:R v <0
b/ 2B~ D (2L + 2)2 £ [r1/2 ], (2)),=r[r/2).(2)) =R B
(4.34)
ou on rappelle que v = 20 + 1,y = (4y7)/2 et 2z = (4]y|r)"/2
Dans le cas ou v = 0, on obtient le résultat suivant
at 2+ ah o (435)

ST 9l + 1) R
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4.3 Interactions ¢’-sphérique de 2°"¢ espéce a
support sur N spheres concentriques:conditions
frontieres séparées

4.3.1 Définition de ’'Hamiltonien

Comme dans la section précédente, ici aussi on définit ce modele en inter-
changeant dans (3.103) les roles de f et f’. Ceci conduit a la famille a N
parametres d’extensions auto-adjointes h{‘{ji}*{ﬁ}} de h; (gy suivante:

&A1)
higoary = —qmt T >0

Dby sy ry) = {f € L*((0,00))/ [, f' € ACi,c((0,00) \ {R}): f(04) = 0 si [ = 0;
f(Rjv) = [(R;-) = f(R;) 5

(1 + %—’) (R ) — (1 - ~’3—~) S(Ry-) =0

2 2

—f" I+ 1) f € LA(0,00))

leIN,1<j<N,{R}={R\, ..., Bn};

{8} = {Bu, ... Bni}y; By € IR (4.36)
Le cas 51'1 = 0,1 < 7 < N, donne I’"Hamiltonien !ibre h;, correspondant a

I'onde partielle {.
L’opérateur H{ﬁ 1.{ry, défini dans L*(1R®) par

r—1
Higyry = @ U hi (s, {R}[ 1 (4.37)

=0
décrit, par définition, 'interaction §’-sphérique de 2°™¢ espece a support sur
N spheres concentriques correspondant aux conditions frontieres séparées.
Théoremed.6
Si B85 #0,) =1,..., N, alors le résolvant de h, {Gpmy st donné par

(h‘x{és}‘{R} =BT = (e =BT Z 613 (‘le( k), )le,j(k)
77=1
k* € p(h, LAary) s Imk >0
BielR,1<j<N (4.38)
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ou -
: =B~ 39ik(B;, By); G =1
0,;(k) = { R SN (4.39)
7 _%d)l,i(kij') sy J 7& J
avec ¢y ; et &1; définies respectivement par (1.46) et (2.25).
Démonstration Suivre exactement la preuve du théoreme 3.4
Remarque 4.4 Dans ce cas aussi la définition de A, ARy Peut étre étendue

au cas ou certains 83; sont nuls. Par exemple si 330 0 on supprime la jo™°
ligne et la 75™¢ colonne de la matrice @;(k)

4.3.2 propriétés spectrales

Soit BJ #0,5=1,...,N,alors h, AR possede au plus 2NV valeurs propres
négatives en comptant les multiplicités.

le reste du spectre est purement absolument continu et couvre la partie non
négative de ’axe réel:

f’ess(hz,{[a,},{a}) = Uac(hz,{@},{x}): [0700)
olbigyqm) = ¢ , Gu€lR,j=1,.,N (4.40)

Démonstration Suivre la preuve du théoréme 3.5

4.3.3 Théorie de la diffusion pour la paire (2 (5, ()i ")

Pour k& > 0, on considere la fonction

. }\f B
Friaamkr) = FO%k,r) + 3 0;(k)FO(k, Ry i(k,m)  (4.41)

73'=1

ot F19(k, r), éi;(k,7) et ©;;(k) sont respectivement défins par (1.15), (3.22)

et (4.39). On montre que les F; 5, py(k,7) sont des fonctions d'onde de
ht B, (RY o ) ,
Le déphasage 6, {ﬁ}{R}(k) de hy;3y,(ry s'obtient de la méme fagon qu’au
(3.112). On a:

L 0e1 Qs (B) BRI E (k. B) F (k. Ryr)

Au(k) — i Bi(k) Ty O30 (k)L (e, Ry F{ (k. Rye)
: (4.42)

o1 (3y.(ry (k) = —arctan
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ou Ai(k) et Bi(k) sont respectivement définis par (3.64) et (3.65).
Le dévéloppement de portée effective correspondant a 53'{51}’{3} est:

1
27,2041 -1
[(2! + 1)”] k' + cot 6{,{51},{R}(k) =] _&l,{;é(},{ﬂ'} + 57'{,{&1}’{3}}{32 Jr‘ O(kq) (4.43)
otl un calcul direct donne ‘
@ {5y ARY = Z 0;7(0)(! + 1) R} R (4.44)

53'=1

L’amplitude de diffusion f{él}’m}(k,w?w’) associée a H g, 1py est définie par

, ~ { 6255(,{5I},{R}(k) I D
fopamkw, o) = 4n) 7 >0 57T Y (W) Y (w)
=0 mes i
= 4?‘2 Z BTN L) fi Y (W)Y (w)
=0 m=-|{
k20;ww €S (4.45)

ou 'amplitude de diffusion f,!{éf},{R}(k) correspondant a 'onde partielle [ est
donnée par:

Fugoum(k) = =BEHk) 3 055 (k) F (k, B;) F(k, Ry) (4.46)

L'opérateur de diffusion S5, s, associé & Hyz, (g est défini dans L?*(S5?)
par

S{ﬁ}{ﬁ}““'mz Z Fapyam(B)(Y )Y (w) - (447)

(=0 mz—

-1

-1



Chapitre 5

GENERALISATIONS ET
PROBLEMES OUVERTS

Nous présentons dans ce chapitre quelques problemes que nous jugeons tres
intéressants et qui pourraient faire 'objet d’études approfondies.

1. Interactions de type coulombien [14]
Les résultats obtenus dans les chapitres 1-4 peuvent étre généralisés
au cas des interactions § et §’-sphérique plus des interactions de type
coulombien. Dans ce cas, 'Hamiltonien libre est remplacé par 'opérateur

H défini dans L*(IR?) par

2
—1/4
g—-—i-[~+j—,a>0,x€IR3,’7€IR
|| Ed

H=-A+

2. Interactions é’-ponctuelle
Dans [3,Lemme 2.3] on étudie la limite de "Hamiltonien H, décrivant
I'interaction §-sphérique lorsque le rayon de la sphere tend vers zéro et
on a montré que si la constante de couplage « est renormalisée d’une
fagon appropriée, alors H, converge vers |’Hamiltonien de 'interaction
-ponctuelle [10] lorsque B — 0 dans la topologie de la convergence
forte des résolvants.
Il serait intéressant d’étudier cette limite pour !'Hmiltonien Hz de
Uinteraction §’-sphérique.
L’analyse menée dans {3] pour H, porte & croire que lorsque R — 0, Hs
tend vers 'Hamiltonien de 'interaction §’-ponctuelle dans la topologie
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forte des résolvants.

Le calcul de cette limite justifie I'intérét d'une étude systématique de
I'interaction ¢’-ponctuelle.

On note que cette interaction est différente de 'interaction étudiée dans
[10] et "inadéquatement” appelée interaction §’-ponctuelle.

Dans {24] l'interaction ci dessus citée est appelée interaction é- ponctuelle
de 2°™° espece.

3. Propriété de trace de (Hz — k%)™ — (H, — k*)™!

En vue d’étudier la théorie de la diffusion de H; dépendant du temps,
il est utile de vérifier le critéere de Birman qui stipule que si la différence
(Hz —k*) ™' —(H, — k*)~! est un opérateur a trace, alors les opérateurs
d’onde correspondant a Hj; existent et sont asymptotiquement com-
plets.

Cette étude peut étre effectuée suivant la méthode dévéloppée dans [3].
D’autre part, une étude de la théorie de la diffusion dépendant du
temps correspondant a H; peut étre réalisée suivant [25] en utilisant la
théorie des formes symétriques fermées semi-bornées inférieurement.

. Interactions é’-sphérique a support sur N spheres concentriques:conditions

frontieres non séparées

Suivant [7], il est possible de mener une étude systématique des inter-
actions ¢'-sphérique de 1°7° et 2°™° especes a support sur N spheres
concentriques correspondant a des conditions frontieres non séparées.

. Cas relativiste

Dans [26] et [27], Dittrich et al ont étudié le cas d’une particule rela-
tiviste dans les interactions é-sphérique et d-sphérique plus une inter-
action coulombienne. Nous avons continué cette étude par le cas -
sphérique a support sur NV spheres concentriques. Il serait intéressant
de voir le cas d’une interaction ¢'-sphérique.




APPENDICES

Appendice A :FErtensions auto-adjointes d’opérateurs symétr iques

Soit ‘H un espace de Hilbert. Dans toute la suite les opérateurs qui seront
considéres seront supposés a domaines dense dans H.

[) Définitions

(1) Solent A, et A deux opérateurs dans H. On dit que A, est une extension
de A, on note A C Ay, si et seulement si D(A) C D(A;) et Ajp = Ap pour
tout ¢ € D(A).

(2) Un opérateur A est dit fermable s’il admet une extension fermée. Toute
opérateur fermable A admet une plus petite extension fermée appelée sa
fermeture et notée A.

(3) Soit D(A*) 'ensemble des ¢ € H tels qu’il existe n € H avec

(A¢,9) = (¢,n7) pour tout ¥ € D(A)

Pour tout ¢ € D(A*), on peut définir A*p = 7.

A* est appelé 'adjoint de A. L’élément 7 est unique si D(A) est dense dans
H.

{4) Soit A un opérateur fermé dans H. Un nombre complexe A appartient a
I'ensemble résolvent p(A), si Al — A est une bijection de D(A) sur H, et par
conséquent ( par le théorme du graphe fermé ), (Al — A)~! est borné.

Si A€ p(A), RA(A) = (A — A)~! est appelé le résolvant de A.

(5) L'opérateur A est dit symétrique si (A, ¥) = (@, Ay), pour tout ¢, p €
D(A).

A est dit auto-adjoint s1 A = A*.

(6) Soit A un opérateur symétrique dans H et considérons les espaces:

Ky = Ker(i — A")

et ]
K. =(@+A"

80



Les nombres ny = dimKy et n_ = dimK_ sont appelés indices de défaut de
A. On écrit : def A = (ny,n_).

(7) Une application antilinéaire C' : H — H [ C(ap + f¢) = @, [C(p) +
BC(v)] est appelée une conjugaison si elle préserve la norme et C? = [,

I1) Propriétés

Théorme A.1 Un opérateur symétrique fermé est auto-adjoint si et seulement
si A*-est symétrique.

Théoreme A.2 Soit A un opérateur symétrique de domaine D(A). Alors le
domaine D(A*) de l'opérateur A* peut s’écrire comme

D(A") = D(A)P K, P K-

et si A est une extension symétrique quelconque de A, alors D(A) C D(A")

. En plus Yo € D(A),p = ¢, + ¥4 + Vip_ ot 9, € H(A), ¥y € K_ et
Y_ € K., V étant une isométrie de domaine contenu dans K, et d’image
contenu dans K_.

Théorme A.3 Soit A un opérateur symétrique et fermé dans H, tel que def
A=(N,N),N e IN~.
Soit B et C deux extensions auto-adjointes distinctes de A. Alors

N
(B - z)-l —(C = Z)ﬂl = Z (#a(7,.) qsm(z)

mn=1

z € p(B)((C)
ot ¢m(2),m = 1,..., N sont des solutions indépendantes de 'équation
A"d(z) = 2¢(2) ; ¢(2) € D(AT)
En général, on a det [A(2)] = 0. De plus Vz, 2' € p(B) N p(C)
AH2) = A7) + (2 = 2) [60(2)s 6P men

Théoréme A.4 Soit A un opérateur symétrique et supposons qu’il existe une
conjugaison C avec C : D(A) — D(A) et AC = CA. Alors, A a des indices
de défaut égaux et donc admet des extensions auto-adjointes.
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Appendices B Convergence des opérateurs non bornés
Définitions Soient A,,n =1,2,... et A des opérateurs auto-adjoints. Qn dit
que A, converge vers A au sens de la convergence en norme des résolvants
si Bx(An) — Rr(A) en norme pour tout X tel que fmA # 0. A, converge
vers A au sens de la convergence forte en norme des résolvants si Ry(A,) —
Ry (A) fortement pour tout A tel que ImA # 0.
Théoreme B.1 Soient {A,}22,, et A une famille d’opérateurs auto-adjoints
uniformément bornés. Alors A, —> A au sens de la convergence en norme
des résolvants si et seulement si A,, — A en norme.
Théoreme B.2 Soient {A,} , et A des opérateurs auto-adjoints, et A, un
point de IC.
(a) Si ImA, # 0 et l|R),(A,) — RA(A)]| = 0, alors A, — A au sens de la
convergence en norme des résolvants.
(b) Si ImA, # 0 et si Ry (An)¢ — Ry, (A)p — 0, pour tout ¢ € H, alors
A, = A au sens de la convergence forte en norme des résolvants.
Théoreme B.3 Soient {A,}22,, et A des opérateurs auto-adjoints. Alors
A, — A au sens de la convergence forte en norme des résolvants si et
seulement si e converge fortement vers e'*4

pour chaque t.
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