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INTRODUCTION 

Notre intérêt pour l'étude de l'interaction o-sphérique et ses gé.P..éralisations 
tient d'abord au fait que ces interactions sont exactement solubles en ce 
sens qu'on peut déterminer analytiquement explicitement leurs résolvants et 
par conséquent leurs spectres, leurs fonctions propres de même que leurs 
résonances et les éléments de la théorie d(~ la diffusion par ses interactions. 

Ensuite l'interaction 5-sphérique a été beaucoup utilisée dans plusieurs 
domaines de la physique; notamment en physique nucléaire, en physique de 
l'état solide et en physique moléculaire [1 ). 

Plus récemment, les interactions o-sphérique ont été utlisées pour constru­
ire un modèle mathématique des quarkonia lourds en physique des particules 
élémentaires [2]. 

Sur le plan mathématique, une définition rigoureuse de l'Hamiltonien 
correspondant à cette interaction a été donnée dans [3]. Cette définition est 
basée sur la théorie des extensions auto--adjointes d'opérateurs symétriques 
fermés dans un espace de Hilbert. 

T.Ikebe et S.Shimada (4) ont défini, il n'y a pas longtemps, l'interaction o­
sphérique en utilisant la théorie des formes symétriques fermées semi bornées 
inférieurement. 

Les résultats obtenus pour l'interaction o-sphérique ont été généralisés 
aux cas de l'interaction o-sphérique de 2eme espèce et de l'interaction 0-
sphérique de 1 ere et 2eme espèces à support sur N sphères concentriques avec 
des conditions frontières séparées et non séparées. 

D'autre part, les Hamiltoniens correspondant aux interactions o-sphérique 
de 1 ere espèce ont été obtenus comme limite, au sens de la convergence en 
norme des résolvants, d'une famille d'Hamiltoniens d'échelle de courte portée 

H". 
Notre contribution à l'étude des interactions o-sphérique a consisté à : 
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1. Etudier la théorie de la diffusion pour les interactions 8-sphérique de 
1 ere et 2eme espèces à support sur N sphères concentriques avec condi­
tions frontières séparées et non séparées. 

2. Etudier la théorie de la diffusion pour la paire (Hl!, Ho) et à montrer 
que les éléments de la théorie de la diffusion pour H" convergent vers 
ceux de H{a},{R} quand é-+ 0+ [Voir sections 1.1.3 B) et 1.2.2]. 

3. Etudier la théorie de la diffusion pour l'interaction 8- sphénque de 2eme 

espèce plus une interaction coulombienne. 

Tous ces résultats nouveaux ont fait l'objet de deux articles dont l'un est 
dejà accepté pour publication au Journal of Mathematical Physics. 

Une autre interaction sphérique exactement soluble est l'interaction 8'­
sphérique dont nous présentons ici l'étude ainsi que celle de certaines de ses 
généralisations. A notre connaissance tous les résultats de cette étude sont 
nouveaux. 

Ce travail est composé de cinq (5) chapitres et de deux (2) appendices. 
Le chapitre I, composé de deux parties, est consacrée dans sa première 

p<lrtie au rappel de la définition de 1 'Hamiltonien quantique décrivant une in­
teraction 8-sphérique de 1 ere espèce à support sur une sphère et à la définition 
de certaines de ses généralisations. 

La deuxième partie présente l'étude de la théorie de la diffusion pour cer­
tains des Hamiltoniens dont les définitions ont été rappelées dans la première 
partie. 

Le chapitre II, aussi composé de deux parties, rappelle dans sa première 
partie d'abord la. définition de l'interaction 8-sphérique de 2eme espèce à sup­
port sur une sphère et celle de certaines de ses généralisations, puis mon­
tre la construction de l'interaction 8-sphérique de 2eme espèce à support sur 
N sphères concentriques avec des conditions frontières non séparées. La 
deuxième partie contient la théorie de la diffusion pour chacun des modèles 
indiqués ci dessus. 

Le chapitre III est consacré à l'étude d'une particule neutre dans une 
interaction <51-sphérique de lere espèce. 

La section 3.1 donne, en dimension n = 3, la définition de l'Hamiltonien 
quantique décrivant une interaction <51-sphérique de 1 ere espèce à support sur 
une sphère formellemnt donné par l'expression: 

ll = -.6. + à8'(jxj R);x E IIi" ,à E IR, R > 0 (0.1) 
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en termes d'extensions auto-adjointes d'opérateurs symétriques. Après avoir 
montré que les indices de défaut de l'Hamiltonien radial correspondant à (0.1) 
pour r i=- R ne peuvent être que (2,2), nous avons considéré dans L2 (I R3

) 

l'opérateur symétrique fermé et non négatif 

-6 H 

V(H) {!EH 2
•
2 (IW)/J(oK(O,R)) =f'(or((O,R)) =0} (0.2) 

où 8 K ( 0, R) représente la surface de la sphère de centre l'origine de I R3 et de 
rayon R. A l'aide de la décomposition (1.7) on montre que (0.1) correspond 
à la famille suivante d'extensions auto-adjointes de H: 

= 
Ha= EB û- 1hi,a1Û Q$)1 l = 0, 1 · · · àt E IR (0.3) 

l=O 

où l'Hamiltonien partielle ht,a1 est défini par (3.16). 
La section 3.2 contient les propriétés principales de l'interaction 6'-sphérique 

de 1 ere espèce à support sur une sphère; notamment l'équation résolvante de 
Ha et les propriétés spectrales de ht,a1• 

La section 3.3 est consacrée à la discussion sur l'existence des résonances 
de h1,a1 , définies comme étant les pôles du noyau du résolvant de ht,all situés 
dans le demi plan I mk ~ O. 

La section 3.4 présente l'étude de la théorie de la diffusion pour l'interaction 
définies par (0.3). La section 3.5 porte sur l'étude de l'interaction 6'-sphérique 
de 1 ere espèce à support sur une sphère plus une interaction coulombienne et 
la section 3.6 sur celle de l'interaction 6'-sphérique de 1 ere espèce à support 
sur N sphères concentriques avec conditions frontières séparées. 

Le chapitre IV présente dans l'ordre l'étude des interactions 6'-sphérique 
de 2eme espèce à support sur une sphère, à support sur une sphère plus 

une interaction coulombienne et à support sur N sphères concentriques avec 
conditions frontières séparées. 

Le chapitre V présente quelques problèmes ouverts sur l'étude des inter­
actions 6'-sphérique. 

L'appendice A contient quelques éléments de la théorie générale des ex­
tensions auto-adjointes d'opérateurs symétriques et l'appendice B quelques 
éléments sur la convergence des opérateurs non bornés. 
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Chapitre 1 

Les interactions 8-sphérique de 
1 ere espèce 

Dans ce chapitre nous passons d'abord en revue les définitions et propriétés 
principales de l'interaction J-sphérique de 1 ere espèce et de ses généralisations. 
Ensuite, nous présentons les résultats nouveaux obtenus [5] à partir d'une 
étude systématique de la théorie de la diffusion pour des interactions de 
type J à support sur N sphères concentriques avec des conditions frontières 
séparées et non séparées et pour des interactions décrites par l'Hamiltonien 
He . 

1.1 Principales définitions et propriétés de 
l'interaction c:5-sphérique de 1 ere espèce 

Dans cette section nous présentons successivement le modèle J- sphérique de 
1 ere espèce, le modèle J-sphérique couplé avec un potentiel de Coulomb [3] 
et le modèle J-sphérique à support sur N sphères avec conditions frontières 
séparées [6] et non séparées [ï]. 

1.1.1 Interaction 6-sphérique de 1 ere espèce 

L'interaction J-sphérique de 1 ere espèce appelée aussi potentiel delta de sur­
face (8], potentiel delta modifié [9] ou potentiel sphérique [3] se caractérise 
par deux conditons frontières obtenues de la façon suivante. 
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Considérons l'équation de Schrodinger radiale pour le potentiel !5-sphérique: 

[ 
JZ l(l+1) l 2 - dr2 + r 2 + atb(r- R) ft(k, r) = k ft(k, r) (1.1) 

où la fonction d'onde ft(k, r) est supposée continue au point r = R, c'est-à­
dire 

( 1.2) 

Si on "intègre" l'équation (1.1) der = R e à r = R + e puis on fait 
tendre e vers zéro, on obtient la condition suivante 

( 1.3) 

En dimension physique n = 3 l'Hamiltonien quantique décrivant cette inter­
action est formellement donné par 

Hl -~ + ab(r R), R > O. (1.4) 

Un Hamiltonien quantique doit être représenté par un opérateur auto- ad­
joint dans un espace de Hilbert. Suivant [3j, nous allons rappeler la définition 
mathématique de l'expression (1.4). Cette définition est basée sur la théorie 
des extensions auto-adjointes d'opérateurs symétriques fermés dans un espace 
de Hilbert. 

Une autre définition basée sur la théorie des formes symétriques fermées, 
semi bornées inférieurement a été proposée récemment par Ikebe et Shimada 
[41. 

Pour donner -la définition mathématique de (1.4) nous procédons comme 
suit: 

Considérons dans U(I R3
) l'opérateur symétrique et non négatif: 

H 

V(Îl) 
-~ 

Cr;' (I If\ 8K(O, R)). ( 1.5) 

Suivant par exemple [101 on montre que la fermeture de H, notée H, est 
donnée par : ' 

H 

V(H) 
-~ 

{JEH 2
•
2 (IW)/J(8b:(O,R)) o}. ( 1.6) 
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1 
f 
! 

où Hm,n.(n) est l'espace de Sobolev local d'indices (rn, n) et h-(0, R) la boule 
fermée de centre l'origine de I R3 et de rayon R. La symétrie sphérique 
du problème permet la décomposition suivante de U(I R3

) par rapport aux 
moments angulaires: 

00 

L2 (IW)=EfjÜ-1 L2 ((0,oo);dr) [Y/-1
, .•• ,}[

1
) (1.1) 

où les harmoniques sphériques Y/m, l E [ N, -l :::; rn :::; l, constituent 
une base de U(S2

) (52 est la sphère unité de I R3
) et [ ... ) l'espace linéaire 

engendré par les vecteurs de L(S2
). Dans la décomposition ( 1. 7) Û désigne 

ropérateur unitaire: 

Û: rz((O,oo);r 2 dr) -t L2 ((0,oo));Jt--t (ûJ) (r) rf(r),r >O. (1.8) 

La décomposition ( 1. 7) permet d'écrire Èl sous la forme 

00 

H EB ü- 1htÜ ® 1 ( 1.9) 
1=0 

où les opérateurs ftt définis dans U( (0, oo)) sont donnés par 

1J(hi) 

d2 l( l 1 
- dr 2 + r 2 

{JE rz((O,oo))/J,J' E ACtac((O,oo));/(0+) = 0 si l = 0; 

f(R±)=O;-J"+l(l 1)r-2 /Erz((O,oo))},lEllV (1.10) 

où AC/oc(n) est l'ensemble des fonctions localement absolument continues 
~ --;-

sur n c IR, et ](x±)= liiil.e-+o+ J(x c). L'adjoint H de H est défini par: 

H 
00 œo-lr;o 01 (1.11) 

1=0 

ou 

d2 l(l+1) - + ---'---'-
dr2 r 2 

{! E L2 ((0,oo))/J,J' E ACtac((O,oo) \ {R});/(0+) = 0 si l 0; 

J(R+) J(R_) J(R);-r+t(l+1)r-2 /EL2 ((0,oo))}, 

lE IN (1.12) 
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L'équation 

~ ~ 

ht <Pt(k) = k2 </J1(k), </J1(k) E 'D(ht ) , lmk > 0 , lEI N (1.13) 

admet la solution unique 

(1.14) 

' ou 

3 (k) -1-1/2 
r (t + 2) 2 r1/2 Jl+l/2(kr) (1.15) 

1 ( )1+1/2 -~ir (t + ~) ~ r 1
/

2 H(2
) (kr) 

2 2 2 l+l/2 (1.16) 

et lv( z); H~2)( z) sont respectivement des fonctions de Bessel et de Hankel 
de 2eme espèce d'ordre v [11}. 

F/o) et G~o) ont été choisies de sorte que W(G~o)(k,r),F/o)(k,r)) l. 

On traduit cette propriété en disant que ht possède les indices de défaut 

(1,1). 
Dès lors, selon la théorie générale d'extensions auto-adjointe~ d'opérateurs 

symétriques fermés [12}, toutes les extensions auto-adjointes de ht sont données 
par une famille à un paramètre d'opérateurs auto-adjoints dans L2((0,oo)). 

D'après [3}, les extensions auto-adjointes de h1 sont données par: 

~ + l(l + 1) 
dr2 r2 

{fE L2 ((0,oo))/f,f' E ACtoc((O,oo) \ {R});f(O+) 0 si l = 0; 

f(R+) f(R-) =: f(R);J'(R+)- f'(R_) = atf(R); 

- J" + l(l + 1)r-2 fE L2 ((0,oo))}, -oo <at< oo, lE IN (1.17) 

Le domaine de h1,o:
1 

contient les conditions frontières (1.2) et (1.3) qui 
caractérisent le potentiel 5-sphérique. h 1,a1 correspond donc à l'Hamiltonien 
quantique radial décrivant le potentiel V(r) = att5(r R). 
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1 

1 

1 

Le cas O:t 0 conduit à l'Hamiltonien libre ht,o pour un moment angulaire 
l fixé, tandis que 0:1 oo décrit une condition frontière de Dirichlet au point 
r = R. 

Posons a= {at}tEIN et introduisons dans L2 (I R3 ) l'opérateur 

1 (1.18) 

Par définition Ha représente l'interaction 8-sphérique et fournit donc la 
définition mathématique de l'expression (1.4). 

Le cas a 0 donne l'Hamiltonien libre 

(1.19) 

La formule de Krein [12} et un calcul direct (cfr [31) donnent le résolvant 
de ht,az 

(ht,o k2 1 +JLt(k)(</Jt( ,.)</;t(k) 

k2 E p(ht,az) , l mk > 0 , l E lN 

' ou 

et 

9t,k = (hl,o- k2 t 1 

est le résolvant libre de noyau intégral 

lmk > 0 

r' < r ' ~ 

r' > r ' ~ 

Les relations (1.18) et (1.20) permettent d'écrire le résolvant de Ha: 

•x:> 1 

(1.20) 

(1.21) 

( 1.22) 

( 1.23) 

(Ho~ et!+ EB EB Jit(k) (l·l- 1</;t(-k)Y{'\.) x 
l=O m=-1 

( 1.24) 
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1.1.2 Interaction 6-sphérique plus une interaction coulom­
bienne 

Nous présentons ici le modèle [3] correspondant au couplage de l'interaction 
a-sphérique et d'une interaction coulombienne. L'Hamiltonien quantique du 
système est formellement donné par 

H2 = -~ + 1lxl-1 + ao(lxl- R), 1 E IR, R > 0 (1.25) 

L'étude de H2 peut se faire en suivant le dévéloppement de la section 
1.1.1 après avoir remplacé Ha par l'Hamiltonien de Coulomb 

Nous nous contenterons d'en donner les résultats essentiels. 
Soit l'opérateur symétrique, fermé et non négatif donné par 

co -

ffi [f-I h Ù t0 1 w 1,, v 

où h1,1 est défini dans U((O,oo)) par 

·a2 l(l+1) 1 
-d2+ 2 +-r r r 

(1.28) 

{JE L2((0,oo))/f,J' E ACiac((O,oo));f(O+) = 0 si l = 0; 

f ( R±) = 0; - J" + l ( l + 1) r- 2 f + 1r -l f E L 2 ( ( 0, oo))} 

lE IN, 1 E IR (1.29) 

Puisque 

V(h;_,) = {JE L2 ((0,oo))/J,J' E ACiac((O,oo) \ {R});J(O+) = 0 si l = 0; 

f(R+) = f(R_)- J(R);- J" + l(l + 1)r-2 f + 1r- 1 fE e((o, oo))} 

lEIN,1EIR (l.JO) 
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l'équation 

admet l'unique solution 

ou 

F(o)(k r) 
/.-y 1 

c)~(k, r) 

c/Jt,-r( k, r) { 
G~~(k, R)F1~~.>(k, r) , r ::; R 
F1:{(k, R)Gl;(k, r) , r ~ R 

(1.32) 

r1+1 exp( -ikr hf\ (t 1 - ;T; 2l + 2; 2ikr) ( 1.33) 

f(2l + 2t1f (t + 1- i') (2ik)21+1exp(ikr) x 
2k 

x U (t + 1 - h 2l + '1· 2ikr) 2k' ~, 
( 1.34) 

sont les fonctions régulière et irrégulière associées à ht,, et 1 F 1(a; b; z) (resp. 
U (a; b ;z)) est la fonction hypergéométrique confl uente régulière ( resp.irrégulière) 

[11 }. L'opérateur h1,, a donc pour indices de défaut (1,1) et d'après [3} toutes 
ses extensions auto-adjointes sont données par: 

d? l(l 1) ' --+ +-
dr2 r 2 r 

{JE L2((0,oo))/J,j' E ACtac((O,oo) \ {R});j(O+) = 0 si l = 0; 

j(R+) j(R_) = j(R);j'(R+)- j'(R_) = cxtf(R); 

- J" + l(l + 1 )r-2 f + 1r-1 f E L 2 ( (0, oo))} 1 

-oc < CXt < oo, 1 E IR 1 lE IN (1.35) 

Le cas at 0 conduit à l'Hamiltonien de Coulomb h1., pour un moment 
angulaire l fixé. 

Le modèle ( 1.25) est donc représenté par 1 'Hamiltonien défini dans L 2 
( I R3

) 

par 
00 

H,,o: = EfJU- 1h1.--..o:/r ® 1 ( 1.36) 
1=0 
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Introduisons le résolvant de Coulomb 

91.-r,k =(hl,"(- k2
)-

1
, k :f i1j2n, nE lN, lmk > 0, lE lN (1.37) 

qui a pour noyau intégral 

9l,"(,k(r, r') { 
G(o)(k r)F(o)(k, r') , r' < r 

l,"f ' ln , . -
F(o)(k r)G(o)(k r') , r' > r 

l,"f ' ln ' · -

( 1.38) 

La formule de Krein (12} nous donne le résolvant de h1,"(,o:1 

(hl,-y,o:1 - k2)-l = (hLo k2)-l 0:1(1 + 0:[9/,-y,k(R, R)t1 (91,-y( -k), .) </J1,"((k) 

k2 
E p(h1,-r,o:J, lmk > 0,1 E IR 

-oo < a1 ::; oo , l E lN (1.39) 

1.1.3 Interaction 15-sphérique à support sur 1V sphères 
concentriques 

A. Conditions frontières séparées 
Toute cette section est basée sur le dévéloppement fait dans [6}. 
A.l Définition du modèle 

Considérons en dimension n 3 une particule neutre dans une interaction 
J-sphérique à support sur N sphères concentriques de rayons 0 < R1 < · ·- < 
RN. L'Hamiltonien quantique décrivant cette interaction est formellement 
donné par 

N 

H3 -ll + L ai!S(Ix! Ri)· (1.40) 
j=l 

Considérons dans L2
(/ R3 ) l'opérateur symétrique, fermé et non négatif 

(1.41) 

où K ( 0, Rj) est la boule fermée de rayon R1 centrée à 1 'origine de I R3
• La 

décomposition ( 1. 7) permet d'écrire il {R} sous la forme 

•:xl 

il {R} = EB ü-l iti,{R}(r 1 (1.42) 
1=0 
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' ou 

h1,{R} 

V(hl,{R}) 

-~+l(l+1) 
dr 2 r 2 

- {! E L2((0,oo))/J,j' E ACtoc((O,oo)); f(O+) = 0 si l = 0; 

j(Ri±) 0; -J"+l(l+1)r-2 jEL2 ((0,oo))}; lE IN 

i ~j ~ N,{R} = {R1 , .. ·,RN} (1.43) 

~ 

L'adjoint H {R} de H {R} est donné par 

---;----= 00 ""' -;-'Ill -

H{R} = œu-lhl,{R}u ® 1 (1.44) 
1=0 

où 

~+l(l+l) 
dr2 r2 

{JE L2 ((0,oo))/J,J' E ACioc((O,oo) \ {R});j(O+) = 0 si l 0; 

j(Ri+)=f(Ri-) j(Ri);-J''+l(l 1)r-2fEL 2 ((0,oo))}, 

lE IN (1.4.5) 

l'équation 

-=-* "'T'* 

ht,{R}1YI.(k) = k2 f/JL(k),1JL(k) E V(hl,{R}),Imk > O,l E IN 

admet N solutions linéairement indépendantes: 

( ) { 
G~o)(k,Ri)F?)(k,r) ,r~Ri 

cPt,jk,r = () () 
F1 o (k, Ri)G/ (k, r) , r > Ri 

Imk>O,lE IN,j=l, ... ,N. (1.46} 

L'opérateur ht,{R} a donc pour indices de défaut ( N, N) et toutes ses 
extensions auto-adjointes sont données par une famille à N 2 paramètres 
d'opérateurs auto- adjoints [12]. 

15 



On présente ici une famille particulière à N paramètres d'extensions auto­

adjointes de ht,{R} correspondant à (1.40) et définie par: 

J2 l( l + 1) - + _;_ _ _;_ 
dr 2 r 2 hl,{ at} ,{R} 

V(ht,{at},{R}) {JE L2 ((0,oo))/f,J' E ACtac((O,oo) \ {R});f(O+) = 0 si l = 0; 

f(Ri+) f(Ri-) = f(Ri); J'( Ri+) J'(Ri-) atf(Ri); 

-J" + l(l + l)r-2 fE L2 ((0,oo))}, {at} {ali··· aNI} 

-oo < ai1 ~ oo, l ~ j < N, lE IN 

Par définition l'opérateur H{a1},{R} donné dans L2(/ R3
) par 

(1.48) 

décrit l'interaction J-sphérique à support sur N sphères concentriques de 
rayons 0 < R 1 < · · · < Rv et représenté par (1.40). 

Le théorème suivant donne le résolvant de ht,{oq}.{R}· 

Théorème 1.1 Si ajl O,j = l, ... , N, alors le résolvant de ht,{cq},{R} est 
donné par 

N 

(ht,o- k2)-l + t f1jj 1 (k) (~/,j'( k), .) <f>t,j(k) 
j,j'=l 

k2 
E p(ht,{ar}.{R}), Imk > 0, lE IN ( 1.49) 

' ou 
[f1(k)]j) ( 1.50) 

Le résolvant de H{or},{R} est donné par : 

oo 1 N 

( 1.47) 

(H kz)-t {at},{R} (Ha- k2t 1 + E9 E9 L f1jj 1 (k) (1.!-l<PI,j'( -k)~m, .) X 

1=0 m=-1 j,j1=1 

xl.l- 1 ~t,j(k)Yim k2 
E p(H{cq},{R)), Imk > 0, lE IN 

(1.51) 

A.2 Interaction 6-sphérique à support sur N sphères concentriques comme 
limite d'interactions locales d'échelle de, courte portée 
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Dans cette section nous montrons comment hl,{az},{R} peut être obtenu 
comme limite d'une suite d'Hamiltoniens décrivant des interactions locales 
d'échelle de courte portée. 

Considérons une fonction >.ji : [0, oo) --+ IR, l E IN, analytique au 
voisinage de 0 avec Àj1(0+) = 0 et le groupe unitaire des dilatations définies 
dans U( (0, oo)) par: 

(U~J) (r) = é-
1

/
2 f (~) , é > 0, fE L2 ((0, oo )). (1.52) 

Supposons que Vj = 1, ... , N Vj : IR --+ IR est une fonction mesurable, 
Vj - 0 pour r < 0 , Vj E U ( (Ri, oo)), et définissons 

ou 

Introduisons ensuite les opérateurs ci-après dans L 2 ((0, oo))N 

Èl.~(k): L 2 ((0,oo))N --t U((O,oo))N 

[.BL.~(k)(gr, ... ,gN)L = L~=r Èl.~.ii'(k)gj', 9i E U((O,oo)) 

(1.53) 

( 1.54) 

Ê1,~.ii'(k) = >.ii(é)ui9l,kÎji' ,é > 0, Imk > 0, j,j' = 1, ... ,N (1.5.5) 

uj(r) = Uj (r -lRj) , 1\(r) = Vj (r -lRj) ,é > 0, j = 1, ... , N (1.56) 

En suivant [10], nous pouvons montrer que les opérateurs È1,~,jj'( k), j, j' = 

1, ... , N se prolongent en des opérateurs de Hilbert-Schmidt pour I mk 2 
O,k =f O. 

Définissons dans U((O, CXJ)) et au sens des formes quadratiques [13]l'opérateur: 

'é > 0 (1.57) 

Le résolvant de h1(é) est donné par: 

N 

9/.k- I:: (91,éij)[l + s~.~(k)r 1 (uj'9l.d 
j,j'=l 

é > 0, k2 E p(h1(é)), Imk > 0 ~ (1.58) 
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Introduisons ensuite les Hamiltoniens ht,e et He définis respectivement dans 
L2((0, oo)) et L2(I R3

) par: 

2 1 • z./!-. (r- Ri) ht..: E- Ueht(E)U; =ht,o+E- L._..,~jt(E)\Ij 
. 1 E J= 

(1..59) 

00 

Hé = EBù- 1ht,eêiQ91 (1.60) 
1=0 

Le résolvant de ht,e est donné par: 

N 

(h k2)-1 -_ 
l,e 9/,k- L At,e,j(k)[1 + Bt,e(k)]j)~ji{E)Ct,e,j'(k), 

j,j'=l 
(1.61) 

où A1.e,i(k), Bi.e,ii'(k) et n,e,i(k) sont des opérateurs de Hilbert-Schmidt 
définis ci après à l'aide de leurs noyaux intégraux 

A I.e ,j ( k, r, r') 

Bl.e,jj'(k, r, r') 

Ct,.:,i(k, r, r') 

9t,k(r,Er1 + Rj)vi(r') 

E- 1 ~jt(E)uj(r)gt,k(Er + Rj, Er'+ Ri' )vi'(r') 

ui(r)gt,k(Er +Ri, r'), Jmk >O. 

Le théorème suivant est démontré. 

(1.62) 

(1.63) 

( 1.64) 

Théorème 1.2 Supposons que pour tout j = 1, ... , N, \lj : IR ~ IR, est 
mesurable, \lj- 0 pour r < 0, et \lj E U((R1,oo)). Alors ht,e converge dans 
la topologie forte des résolvants vers ht,{a,},{R} quand E -t 0+, c'est-à-dire, si 
P E p(ht,{ai},{R}) alors k2 

E p(ht,e) pour E assez petit et 

n (1.65) 

ou 
( 1.66) 

B) Conditions frontières non séparées 
L'opérateur ht,{R} défini par (1.43) a pour indices de défaut (N, N) et nous 

avons présenté dans A.l l'étude d'une famille particulière à :V paramètres 
d'extensions auto-adjointes correspondant à (1.41). Ici nous présentons l'étude 
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de la famille générale à N 2 paramètres d'extensions auto-adjointes de hl,{R} 

faite dans [7]. 
Considérons dans L 2(I R3

) l'opérateur symétrique fermé et non négatif 

(1.67) 

où K ( 0, Ri) est la boule fermée de rayon Ri centrée à 1 'origine de I R3
. La 

décomposition (1.7) permet d'écrire H{R} sous la forme (1.42) et l'opérateur 

h1,{R} défini par (1.43) a pour indices de défaut (N, N). 
La théorie générale des extensions auto-adjointes d'opérateurs s~étriques 

[12], permet de dire que les extensions auto-adjointes h1,U,{R} de h1,{R} sont 
données par: 

hw,{ R) { g + ~ C; [ 4>t,;+ + ;t U;i' 4>1,;·-l} = h,,{ R)9 

N 

iL Ci[cPi,j+ 
j 1 

N 

- 2: ujj'd>l,j'-] (1.68) 
j'=l 

où </YI,j est définie par (1.46), Ujj', 1 :=::; j,j' :=::; N, désignent une matrice 
de CN et </;/,j± </JI,j( .;±1, ï), f m.J±] > Ü, constituent respectivement une 

...,..... 

base de K er[hi,{R} =fi]. 
L'opérateur Hu,{R} défini dans U(I R3

) par 

00 

Hu,{R} = EB ù-' h1.U,{R}Ù @1 (1.69) 
1=0 

décrit l'interaction J-sphérique à support sur N sphères concentriques avec 
conditions frontières non séparées. 

Le cas U = -1 donne l'Hamitonien libre: 

JL,,{R} -6. (1.70) 
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La formule de Krein [12] nous donne 

N 
2 1 2 1 ~ -(ht,U,{R}- k r = (ht,o- k r + ~ [Mt(k)]jj'(cPt,j'( -k), -)cPt,j(k) 

j,j'=1 

k2 E p(ht,U,{R}), lmk > 0, U f- -1, lE lN (1.71) 

' ou 

et 

[gt(k)Jii' = cPt,i(k, Ri')= 9t,k(Ri, Ri') 

Le résolvant de Hu,{R} est donné par 

(1. 73) 

(H-1,{R}- er1 + 
oo 1 N 

+ EB EB 2:: [~ft(k)]jj'(l-l- 1 cPI,j'( -k)~m, -)1-l- 1 cPt,j(k)~m 
1=0 m=-1 j,j 1=1 

e E p(Hu,{R}), lmk > 0 (1.74) 

On note que les éléments de 'D(h1,U,{R}) peuvent être caractérisés par les 
conditions frontières suivantes 

V ft E 'D(hi,U,{R}), Vjtel quel :S j :S N 

/I(Rj+) = fi(Rj-)- f1(Rj) (1.75) 
.1\f 

jf(Rj+)- Jf(Rj-) l:[AI(k)]ii'fi(Rj') (1.76) 
j'=1 

où A1 est défini par 

( 1. 77) 

1.2 Théorie de la diffusion pour des poten­
tiels 5-sphérique 

Dans cette seconde partie, nous développons la théorie de la diffusion pour 
- certains des modèles définis dans la section 1.1. 
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1.2.1 Théorie de la diffusion pour la paire(ht,{ac},{R}; ht,o) 

Pour k 2:: 0, définissons la fonction 

N 

Ft,{cq},{R}(k, r) = F/o)(k, r) + I: f.ljj'(k)F/o)(k, Rj1 )9t,k(Rj, r) (1.78) 
j,j'=l 

ou 

9t,k(r, r') 
r < r' 

r > r' 
(1. 79) 

F/o) et G}o) étant données par (1.15) et (1.16). 
Un calcul direct montre que pour tout j E {1, ... , N}, la fonction Ft,{cq},{R}(k, r) 

vérifie les conditions suivantes: 

Jl,{a1},{R}(k, Ri+) = Fl,{a1},{R}(k, Ri~) 

F(,{at},{R}(k, Ri+)- Ff.{o1},{R}(k, Ri-) 

Ft,{at},{R}(k, Ri) (1.80) 

aitFt,{a1},{R}(k, Ri) (1.81) 

k2 
Ft,{a1 },{R}( k, r) 

k 2 0 (1.82) 

Dès lors, les fonctions Ft,{al},{R}(k, r) constituent un ensemble de fonctions 
propres généralisées associées à ht,{a1}.{R}· 

Les déphasages de ht,{a1},{R} s'obtiennent alors à partir de l'expression 
asymptotique de Jl,{a1},{R}(k, r) quand r -+ oo. En effet, en suivant par 
exemple [14], on_obtient le comportement asymptotique ci-après: 

k>O 
Ft,{at},{R}(k, r) -+ 

r-+ oo 
At(k)sin (kr 

) 

N l1r (o} _ 

2 
+ -~1 flii'(k)F1 (k,Ri) x 

],) -

x F}'\k, Ri') B,( k )exp [ -i (kr -
1
;)] 

{ A1(k) iB,(k) ;,~ 1 f';i'(k)F}'I(k, R; )F}'i(k, Rp)} " 

x sin (kr- l;) + B,(k) ;.tl l'ii' (k) F/'\k, R;) x 

21 



•• 
f 
~ 

(a) ( lrr) xF1 (k,Ri')cos kr-2 

[C;,1(k) + Ci,1(k)]
112 sin (kr-'; Ot,{a,},{R}(k)) + o(1) 

ce qui permet de définir les déphasages par 

où [14] 

et 
1 

Bt(k) = k At(k) 

Les éléments de la matrice de diffusion sont donnés par 

exp [2iol,{a,},{R}(k)] 

N 

( 1.85) 

1- 2ikB[(k) L jljj'(k)F/o)(k, Rj)F/o)(k, Rj')(1.86) 
j,j'=l 

Le dévéloppement de portée effective est donné par [15] 

où les coefficients al,{a,},{R} et rt,{a,},{R} sont appelés respectivement longueur 
de diffusion et portée effective correspondant à l'onde partielle l. 

Un calcul direct montre que 

N 

al,{a 1},{R} = - L jljj'(O)(Rj Rj' )
1
+1 ( 1.88) 

j,j'=l 
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L'amplitude de diffusion !{cq},{R}(k, w, w') associée à H{a,},{R} est définie par: 

!XJ [ e2i81,{al},{R}(k) _ 1 c::-::--,----:-

hal},{R}(k,w,W') = 471" L L 2ik rr(w') ~m(w) 
l=O m=-l 

= l 

471" L L ft,{a 1 },{R}(k)~m(w') }~m(w) 
l=O m=-l 

k 2 0 w, w' E 52 ( 1.89) 

où l'amplitude de diffusion ft,{a
1
},{R}(k) correspondant à l'onde partielle lest 

donnée par: 

N 

/t,{a1},{R}(k) = -Bf(k) L /Jjj'(k)F/o)(k, Rj)F/o)(k, Rj') (1.90) 
j,j'=l 

L'opérateur de diffusion dans U(52), associé à H{a 1}.{R}, est défini par 

r/Y(w) - ~ J dw' !{a1},{R}(k, w, w' )cb(w') 
27rl 52 

k 2 0 w , w' E 52 
( 1. 91) 

ce qui donne l'expression de 5{a
1
},{R}(k) 

= l 

5{a1},{R}(k) = 1 + 2ik L L ft,{a 1},{R}(k)(Y/m, .)~m(w) (1.92) 
l=O m=-l 

1.2.2 Théorie de la diffusion pour la paire( HE, Ha) 

Dans cette partie, nous étudions la théorie de la diffusion indépendante du 
temps pour l'opérateur de Schrodinger Hc: défini par ( 1.60) et nous mon­
trons que l'amplitude de diffusion et l'opérateur de diffusion associés à He 
convergent respectivement vers !{a

1
},{R}(k) et 5{a1},{R}(k) quand é--+ 0+. 

Nous supposons que Vj = l, ... ,N Vj: IR---+ IR est une fonction 
mesurable, Vj 0 pour r < 0, Vj E L1((0, oo)), et nous suivons la stratégie 
utilisée dans [lü] pour une étude analogue des interactions ponctuelles. 

Notons U" le groupe unitaire des dilatations définies dans L2 ((0, oo)) par 

( 1. 93) 
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.. 
Pl'" 
\:::' r 

et définissons 

Nous introduisons ensuite dans L2(I R3 )N les quantités 

où pour c, k > 0 nous utilisons les définitions suivantes: 

00 l 

<Pt) kw, x) U.:,j(r) L L F/o)(k, r)Y/m(w) 
1=0 m=-l 

co 1 

L L <f>~e)k, r)Y/m(w) 
1=0 m=-1 

co l 

v",j(r) L L Flo)(k, r)Y/m(w) 
1=0 m=-1 

co 1 

:L L </>~,,j(k, r)Y/m(w) 
I=Om=-1 

Ue,j(r) 

v",j( r) 

F/o)(k,r) 

u1((r- Rj)/c) 

v1((r- Rj)/c) 

Bl(k)F/o)(k, r) 

L'amplitude de diffusion correspondant à He est définie par 

où t"(k) est l'opérateur de transition de H" dans L2(l R3
). 

(1.95) 

(1.96) 

( 1.97) 

(1.98) 

(1.99) 

( 1.100) 

(1.101) 

L'opérateur de diffusion Se ( k) associé à He est défini dans L 2 
( 8 2

) par: 

(Se(k)<f>) (w) <f>(w)- __!;__ f dw'fe(k,w,d)<f>(w') 
2m J S2 

( 1.102) 

Décomposant L2 (1 R3
) par rapport aux moments angulaires, on réécrit (1.101) 

sous la forme 

00 1 

J"(k,w,w') = 47r L L fl,e(k)ytm(w') Y/m(w) ( 1.103) 
/:::0 m=-1 
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où l'amplitude de diffusion ft,e:(k) correspondant à l'onde partielle lest donnée 
par 

N 

flAk) L (<Pte:,;(k,r),tl,e:,ii'(k)<P~e:.i'(k,r')) (1.104) 
j,j'=l 

ret r' étant juste des variables d'intégration. 
Les éléments tl,e:,jj'(k) de l'opérateur de transition te:(k) intervenant dans 

(1.104) sont définis dans L2 ((0, oo )) par : 

Àjt(t:)[l + Îl[.e(k)L.J, 

e: > 0 , I mk 2: 0 , k f:. 0 , k2 rf; Ee: 

où les opérateurs Êt,e(k) sont donnés par 

et 

ÎJI,e(k) 

[Bi,e:(k)(gt, ... ,gN)]. 
J j'=l 

Ee: = { e E IC {0}/ Bt,e(k)g = 

L'opérateur Bl,e:(k) qui apparaît dans (1.108) est défini par [6] 

L2((0,oo))N--+ L2 ((0,oo))N 
N 

(1.105) 

(1.107) 

(1.108) 

Bt,e(k) 

[Bi,e(k)(gi, ... ,gN)]i L Bt,e,jj'(k)gi', 9i E L 2((0,oo)) (1.109) 
j'=l 

où Bl,e,jj'( k) est défini à l'aide de son noyau intégral par 

(1.110) 

Théorème 1.3 
Supposons que Vj = 1, ... , N, Vj : IR---tIR est mesurable, Vj 0 pour 

r < 0 et Vj E V((Rj,oo)). 
Si a11 = Aj1(0) J~ drVj(r), alors l'opérateur S~(k) , k > 0 converge vers 

S{u:},{R} quand t: -+ 0+. 
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Si de plus Vj a un support compact, alors Se(k) est analytique en t au 
voisinage de ê = 0 et nous avons le développement 

(1.111) 

Démonstration De (1.102) et (1.103), on note que la dépendance de Se(k) en 
é est due seulement à ft,e(k) . Il suffit donc de prouver que ft.e(k) tend vers 
!{ai},{R}(k) quand c-t 0+. 

Pour cela en utilisant ( l.105), on peut reécrie ( 1.104) sous la forme 

N 

ft,e(k) = L 1 
Àjt{c) X 

j,j'=l 

x ( v)i/o)(k, t:r + R1), U; 1 [1 Êt,e(k)]j}U"'u1,ft'/o)(k, tr' +Ri')) 

(1.112) 

où r et r' sont des variables d'intégration. 
A l'aide de la relation 

u"-1 [1 + Êt,~:(k)r 1 u" [I Bt,~:(k)r 1 (1.113) 

où Èlt(k)- Bz,o est défini dans [6] par 

N 

Êt(k) 

[i3t(k)(g1, ... ,gJV)L L Êt,jj 1 (k)gi', 9i E L2 ((0, oo)) (1.114) 
j'=l 

Bt,jj'(k) = ;\'(O)gt,k(Rj, Ri')( vi'' .)ui 

On peut finalement écrire 

N 

(1.115) 

!t,~:(k) = L 1Àjt(c) (v)l/o)(k,tr + Rj), [1 Bt,t:(k)]j}ui'F/o)(k,tr' +Ri')) 
j,j'=1 

(1.116) 
A l'aide du théorème de la convergence dominée, on obtient 

limft~:(k) 
e__.O ' 

lV 

L >.jl(O)F/o)(k, Rj) ( Vj, [1 
j,jl=l 
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De plus (1.115) entraîne que: 

N 

[1 + Bt(k)]jj~ = Jjj' .\j,(O) L gl,k(Rj, Rm)[ft(k)]j,!,.(vj', .)uj (1.118) 
m=l 

' ou 
[jt(k )lJ 1m [Jjj' + .\j/(0)( Vj, Uj)gi,k(R;, Rj' )]N.,_1 J,J-

(1.119) 

Si .\j1(0)(vj, Uj) #- 0, VJ 1, ... , N, alors une comparaison avec (1.50) montre 
que 

[jt( k) j~~)j1 ( 0) ( Vj, Uj) = - [!L( k )];j' 

Introduisant (1.119)-(1.120) dans (1.118), on obtient 

N 

( 1.120) 

L ILii'(k)F/o)(k, Ri)F/o)(k, Ri')= !t,{a!}.{R}(k) (1.121) 
J.J'=l 

Si .\jo1 ( 0) ( Vj
0

, lljJ 0 pour Jo, alors tous les termes avec J Jo dans ( 1.119 )­
(1.120) s'annulent et donc n'apparaissent pas dans (1.121). fL(k) contient 
donc précisément les Ojt non nuls. 

Si Vj a un support compact, alors Bt,e( k) est analytique en ê pour E 

suffisamment petit et k fixé; ce qui entraîne que Sf:(k) est analytique en ê au 
voisinage de E =O. 

1.2.3 Théorie de la diffusion pour la paire (hl,U,{R}; ht,o) 

Pour k ~ 0 considérons la fonction 

.v 
:Ft,U,{R}(k, r) = F/o)(k, r) + L [At(k)lJj'F/o)(k, Rp)gt,k(Rj, r) (1.122) 

j,j'=l 

où At(k) et g~,k(r, r') sont définis respectivement par (1.77) et (1.79). 
En procédant comme dans la section 1.2.2, on montre que les :Ft,U,{R}( k, r) 

sont des fonctions propres généralisées de h1,u,{RJ(k, r). 
Le comportement asymptotique de :Ft,U,{R}(k, r) quand r -+ CXl donne: 

:Ft,U,{R}(k, r) At(k) sin (kr [ ) N 
; + i,i'=l [At(k )Jii' x 



x F/o) (k, Ri )F/o\ k, Ri' )Et( k )e -i( kr-lf-) 

= { A,(k)- iB1(k) ;.~ 1[A1 (k)];;• F,'"l(k, R;)F,'"I(k, R;·)} x 

x sin (kr- 1
;) + B1(k) i.~ 1 [A1 (k)];;•F/"i(k,R;) x 

l'équation (1.123) définit les déphasages de h1,u,{R} par 

Les éléments de la matrice de diffusion sont donnés par 

exp [ 2iOt,U,{R}( k)] 
N 

1- 2ikB((k) L [At(k)Jii'F/o)(k, Ri)F/o)(k, Ri') 
i.i'=l 

( 1.125) 

Le dévéloppement de portée effective correspondant à h1,u,{R} s'écrit: 

où la longueur de diffusion est donnée par 

N 

al,U,{R} =- L [At(O)Jii'(RiRi' )1+1 (1.127) 
i.i'=l 
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L'amplitude de diffusion fu.{R}(k, w, w') correspondant à Hu,{R} est définie 
par: 

!u,{R}( k, w, w') 
= 1 e2ic\v,{R}(k) - 1 ::-::--:---:-

47r I: I: ·J·k rr(w') rtm(w) 
1==0 m=-1 ~Z 

00 1 

47r L L !I,U,{R}(k)r'r(w') }jm(w) 
1=0 m=-1 

k 0 ; w, w' E S2 (1.128) 

où l'amplitude de diffusion J,u,{R}(k) correspondant à l'onde partielle l est 
donnée par: 

N 

J,u,{R}(k) -Bf(k) L [A1(k)]jj'F/o)(k, Rj)F/ 0
\k, Rj') (1.129) 

j,j'=l 

L'opérateur de diffusion Su,{R}(k) associé à Hu,{R} est défini dans U(S2
) par 

(Su,{R}(k)<f>) (w) - <f;(w)- ~j dw'Ju,{R}(k,w,w')<f>(w') 
2rrz S2 

k > 0; w, w' E 5 2 (1.1:30) 

ce qui donne l'expression de Su,{R}(k) sous la forme 

00 1 

Su,{R}(k) 1 + 2ik L L J,u,{R}(k)(ytm, .)ytm(w) (1.131) 
1=0 m=-1 
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Chapitre 2 

Les interactions 8-sphérique de 
2eme espèce 

Ce chapitre est composé de deux parties. La première partie est consacrée 
à la définition des modèles correspondant aux interactions J-sphériques de 
2eme espèce, J-sphériques de 2eme espèce plus une interaction coulombienne 
et J-sphérique de 2eme espèce à support sur N sphères concentriques avec des 
con di ti ons frontières séparées. Elle contient aussi la définition de l'interaction 
o-sphérique de 2eme espèce à support sur N sphères concentriques avec des 
conditions frontières non séparées. Ce résultat est nouveau. La 2eme partie de 
ce chapitre, contient tous les résultats que nous avons obtenus sur la théorie 
de la diffusion pour o-sphérique de 2eme espèce plus une interaction coulom­
bienne, o-sphérique de 2eme espèce à support sur N sphères concentriques 
avec des conditions frontières séparées et non séparées. 

2.1 Principales définitions et propriétés de 
1 'interaction 8-sphérique de 2eme espèce 

Nous présentons successivement les modèles o-sphérique de 2eme espèce, o­
sphérique de 2eme espèce plus une interaction coulombienne [3], l'interaction 
o-sphérique de 2eme espèce à support sur N sphères concentriques avec des 
conditions frontières séparées [16] .Les résultats nouveaux que nous avons 
obtenus [5] et [17] concernent: 

La définition de l'interaction de 2eme espèce à support sur N sphères con-
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centriques correspondant aux conditions frontières non séparées. 
- la théorie de la diffusion pour les interactions J-sphériques de 2eme espèce 
à support sur N sphères concentriques. 

2.1.1 Interaction J-sphérique de 2eme espèce 

Nous présentons dans cette section le modèle correspondant à l'interaction 
J-sphérique de 2eme espèce [3]. 
Considérons la décomposition ( 1.7) et introduisons l'opérateur minimal fermé 
et non négatif dans L 2 

( 1 R3
) 

- 00 -

ii = EEH~~-l hti! ® 1 
1=0 

d2 !(1+1) 
-d

2
+ · 

2 
; r>O,lEIN 

r r 

{JE L2 ((0,oo));J,J' E AC,oc((O,oo));J(O+) = 0 si l = 0; 

j'(R+) = j'(R_) = 0;-J" + l(l + 1)r-2 fE e((O, oo))}, 

~ 

L'adjoint H de l'opérateur H est défini par : 

00 

7f = œo-lh;ü®L 
1=0 

d2 !(1+1) 
- d 2 + 2 ; r > 0, 

r r 

(2.1) 

lE 1 N. 

(2.2) 

(2.3) 

{fE L2 ((0, oo)); j, J' E AC,ac((O, oo) \ {R} ); j(O+) = 0 si l = 0; 
j'(R+) = j'(R_);-J" + l(l + 1)r-2 fE L2 ([0, oo))}, l ~O. (2.4) 

L'équation aux indices de défaut de h1 

- -;;-* 

cP1(k) E V(h 1 ); Imk > 0 (2.5) 



admet (à une constante multiplicative près) la solution unique: 

(2.6) 

Dès lors, def h1 = (1, 1), et il découle de la théorie générale d'extensions auto­
adj~ntes d'opérateurs symétriques que toutes les extensions auto-adjointes 

de h1 sont données par une famille ht,(J1 à un paramètre d'opérateurs auto­
adjoints. 

Toutes les extensions auto-adjointes de H 1 sont données par [3]: 

co 

Ho= EB u-l hi,{J/! @1 (2.7) 
1=0 

d2 l(l+1) 
d 2 + 2 ; r > O. ·· :f. R. 

r r 

{! E e((O,oo));/,J' E ACtoc((O,oo) \ {R}) /(0+)- 0 si l- 0; 

J'(R+) = J'(R_)- J'(R); f(R+)- f(R_) = /3d'(R); 

-r + l(l + 1)r-2
/ E I}((O.oo))}, l;;:.: 0 ,-oo < :s; oo. (2.8) 

Le cas 111 0 donne l'opérateur ht,o (cfr (1.19)), tandis que !3t oo conduit 
à une condition frontière de Neumann en r = R. La formule de Krein [12] et 
un calcul direct ( cfr [3]) donnent le résolvant de h1,(31: 

(h . - k2)-1 
1 .!3! (ht,o- k2

)-
1 + 

1 

k2 E p( ht,[31 ), 

!3t (J (-k) ) Jy (k) (k, R) . t ' .. t 

Imk > 0, -oo < !11 :s; oo. (2.9) 

où ~t(k. r) est défini par (2.6). Les relations (2.7) et (2.9) permettent d'écrire 
le résolvant de Hf3: 

= 1 

(Hf3 - k2
)-

1 
- (Ho k2t 1 + EB EB !3t[1 !3t~;(k, R)r 1 (1 . 1 1 ~~( -k)Yjm, .) 

1=0 m=-1 

(2.10) 
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2.1.2 Interaction 5-sphérique de 2eme espèce plus une 
interaction coulombienne 

Ici nous suivons le développement fait dans (3] pour étudier l'expression 
formelle 

-~ + 11 x j- 1 +f3r5(J x j -R), 1 E l R, R > 0, -oo < f)1::; oo. (2.11) 

Comme nous l'avons noté au début de ce chapitre, en pratique, il suffit 
d'interchanger f et J'dans les conditions frontières en R dans (1.29), (1.30) 
et (1.35). 
Nous commençons donc avec l'opérateur minimal fermé et non négatif dans 
L2(! R3) 

-=-=-· 

- 00 -

ii -r = EB u-1 h1nu ® 1 (2.12) 
1=0 

_d2 +l(l+1)+2; r~O, r-::JR. 
dr2 r 2 r 

{JE L 2 ((0,oo));J,J' E ACiac((O,oo)); f(O+) = 0 si l =0; 

j'(R+) = j'(R_) = 0; - J" + l(l + 1)r-2 f + 1r-1 fE e((O, oo))} , 

1 E IR, lE I N0 . (2.13) 

L'adjoint h 1n de h1,-r est défini par: 

.,..... 
h 1,-y 

J2 l(l+1) 1 
- d 2 + 2 + -; r ~ 0, r -::J R. 

r r r 

{JE L2 ((0,oo));J,J' E ACiac((O,oo) \ {R});f(O+) = 0 si l = 0; 

j' ( R+) = j' ( R_) ; - j" + l ( l + 1) r- 2 f + 1r - 1 f E e ( ( 0, oo))} , 

1 E IR, lE I N0 . (2.14) 

L'équation aux indices de défaut 
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r ' 

' 

il' 
~··, 

' 

admet l'unique solution ( cfr ( 1.31)) 

-; (k ) { ddr[G~~(k,r)]r=RFt(~\k,r); r < R 
1Jt,"f , r = d (o) (o) 

dr[FI,"f (k,r)]r=RG1,"f(k,r); r > R 

k #- !]_ nE IN, Imk > 0 (2.16) 
2n' 

où F1~~)(k, r) et G~~(k, r) sont définies par (1.33) et (1.34). 

h1,"1 a donc pour indice de défaut (1.1) et toutes ses extensions auto-adjointes 
sont données dans [3]. 

d2 l(l+1) Î 
- d 2 + 2 + -; r > 0, r #- R 

r r r 
h 1,"( ,{Jl 

V( ht,"f,f31 ) {JE L2 ((0,oo));J,J' E ACtac((O,oo) \ {R}) f(O+) = 0 si l = 0; 

j'(R+) = f'(R_) J'(R); f(R+)- f(R_) = f3tf'(R); 

-J" +l(l+1)r-2f+1r- 1fE L2 ((0,oo))}; 

l E I N0 , -oo < f3t ::; oo; 1 E IR. (2.17) 

Ce modèle est donc représenté par l'Hamiltonien défini dans L2 (I R3
) par 

00 

H"'.!3 = EB u-l ht,"'.!3l u 01 (2.18) 
1=0 

Le résolvant de ht,"f,f31 est donné par 

(ht,"f,f31 - k2
)-

1 
= 9t,"(,k + f3t[1- J~,"((k, R)t 1(Jt,"(( -k), .)Jt,"((k) 

k2 E p(ht,"f,f31); Imk > 0, , 1 E IR, -oo < f3t ::; oo, lE I N0 • (2.19) 

où 9t,"f,k est défini par (1.36). 

2.1.3 Interaction &-sphérique de 2eme espèce à support 
sur N sphères concentriques 

A) Conditions frontières séparées [16] 
Considérons dans L 2(I R3 ) l'opérateur fermé, symétrique et non négatif 

-~ 

{JE H2
·
2(I If)/ f'(8K(O, Ri))= 0; 1 ::; j :SN} (2.20) 
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Utilisant les relations (1. 7), (2.20) peut se réécrire: 

' ou 

ht,{R} 

V(ht,{R}) 

- 00 -

ÏI{R} = EIJU-
1
ht,{R}UQ_91 (2.21) 

l=O 

J2 l(l+1) 
- dr2 + r 2 

{JE L2((0,oo));J,J' E ACtoc((O,oo)); f(O+) = 0 si l = 0; 

J'( Ri±)= 0; - j" + l(l + 1)r-2 fE L2 ((0, oo))} , 

lEIN0 , 1~j~N, {R}={RI,···RN}. (2.22) 

Comme indiqué dans [16], ht,{R} a pour indices de défaut (N, N) et le sous­

espace de défaut N -k. est engendré par les N fonctions linéairement indépendantes 
définies par: 

j ·(k ) _ { ddr [G}
0
)(k, r)]r=R1 F/

0
)(k, r); r < Rj 

'f'l,J 'r - d [ (o)( )] G(o)( )· R. drF1 k,r r=R1 1 k,r, r> 1 

(2.23) 

I mk > 0; 1 ~ j ~ N 

Toutes les extensions auto-adjointes de ht,{R} sont données par 1me famille à 
N 2 paramètres d'opérateurs auto-adjoints [12]. 
lei nous considér~~s une famille particulière à N paramètres d'extensions 

auto-adjointes de hl,{Rr 

hl,{.Bt},{R} 

V( ht,{.Bt},{R}) 

-_cP + -'-l ( l_+_1_.:_) 
dr 2 r 2 

{! E L 2 ((0,oo));J,J' E ACtoc((O,oo) \ {R});f(O+) = 0 si l = 0; 

f'(Ri-) = f'(Ri+) J'(Ri);J(Ri+)- !(Ri-)= flitf'(Ri); 

- J" + l(l + 1)r-2 fE L2 ((0, oo )) } 

lE I No 1 ~ j ~ N, -oo < flit ~ oo ; {f3t} = {f3u, ... fJ,vt}. 
(2.24) 

L'Hamiltonien quantique décrivant l'interaction o-sphérique de 2eme espèce 
à support sur N sphères concentriques de rayons 0 < R1 < · · · < RN cor­
respondant aux conditions frontières séparées est l'opérateur H{.at},{R} défini 
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00 

H{{Jt}.{R} = œ û-
1 

hi,{{J,}.{R}û 0 1 (2.25) 
1=0 

Les résolvants de hq11l},{R} et H{al},{R} sont donnés par le théorème suivant: 
Théorème 2.1 Si Pit i=- 0, j = 1, ... , N, alors: 
(i) Le résolvant de ht,{f11},{R} est donné par: 

N 

(ht,{f1,},{R} e)- 1 = (ht,o- k2t 1 + L Pjj'(k)(d>t.A -k), .)d>,,;(k) 
j,j'=1 

k 2 
E p(hi,{/J,},{R})i lmk > 0, lE lN. (2.26) 

' ou 

(2.27) 

(ii) Le résolvant de lf{e,},{R} est donné par: 

oo 1 N 

(11{/Jt},{R}- k2)-l = (Ho- k2)-l + œ œ L Pii'(k) x 
1=0 m=-1 j,j'=1 

x(l-l- 1 ~l,j'(-k)~m,.) 1-l-1 ~t,j(k)~m 
k2 E p(H{fJt},{R})i lmk >O. (2.28) 

B) Conditions frontières non séparées 
Dans cette section, nous nous proposons une définition mathématique de 
l'Hamiltonien quantique décrivant une interaction a-sphérique de 2eme espèce 
à support sur N sphères concentriques correspondant à des conditions frontières 

' ' non separees. 
Considérons dans l'espace L2(I R3 ) l'opérateur 

- 00 -

ÏJ{R} = EJjû-lj~I,{R}ÛQ$) 1 
1=0 

défini au (2.20) où hi,{R} défini par (2.22) a pour indices de d(~faut ( N, N) 
et donc admet une famille à I'.f2 paramètres d'extensions auto- adjointes de 
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hz,{R} 
De la théorie générale des extensions auto-adjointes d'opérateurs symétriques 
dans un esp';;e de Hilbert [12], il ressort que la famille d'extensions auto-

adjointes de hz,{R} peut être donnée par: 

N N _ 

V( h 1,û,{R}) = {g + L dj[~t,j+ + L Ù1l~t,j'-l/ g E v(hz,{R}), dj E C} 
i= 1 j'=l 

N N 

hz,û,{R} {g + L dj[ft,j+ + L Ûilfl,j'-)} hl,{R}9 + 
j:::::l j'=l 

N N 

ï I:: dj[~t.j+ - I:: ûjj'ft,j'- J 
j=l j'=l 

(2.29) 

où Ûjj'' 1 ::; j, j' :::; N' désigne une matrice unitaire de eN' et ~t,j± = 

J>1,i( V±J, r ), Im..j±l > 0, constituent respectivement une base de/( er[h;,{R}=F 
i). 

~ ~ 

La fonction ~t,j(k,r) ci-dessus est définie par (2.23) et hl.{R} est l'adjoint de 

hz,{R}· 

L'Hamiltonien quantique qui décrit l'interaction &-sphérique de 2eme espèce à 
support sur N sphères concentriques correspondant aux conditions frontières 
non séparées est défini par: 

00 

Ho,{R} = EB [J-l ht,û.{R}ù ® 1 (2.30) 
1=0 

et, à l'aide de la formule de Krein [12], le résolvant de h1,û,{R} est donné par 

N 

(h 1,0,{R}- k2t 1 = (ht,o- k2 t 1 + L [Aft(k)]jj'(ft.j'( -k), .)ft,j(k) 
j,j'=l 

k2 E p(hl,{Û,{R}); lmk > 0. (2.31) 

où les éléments [A-ft( k) ]J1, peuvent être obtenus par des techniques utilisées 
dans [7]. 



En plus, suivant [7], on devrait pouvoir montrer que le domaine V(h1,Cr.{R}) 

contient exactement les fonctions !1 vérifiant les conditions suivantes en 
chaque point Ri fixé. 

jf( Ri+) = f! (Ri-) !{ (Ri) (2.32) 
N 

!1(Ri+) !1(Ri-) = l:[Àt(k)Jii'f!(Ri') (2.:33) 
j=l 

où [À1(k)] devrait être lié à [lÜ,(k)} par une relation analogue à (1.77). 

2.2 Théorie de la diffusion 

2.2.1 Théorie de la diffusion pour la paire (ht,-1,f31 ; ht,1 ) 

Pour k 2: 0, définissons la fonction 

(O) ,(o)' -
Ft.'1.f31(k, r) = F/,'1 (k, r) + /-11,--y(k)Fl.--y (k, R)<PI.-r(k, r); k > 0 (2.34) 

ou 

(2.35) 

et Jt,--y(k. r) est définie par (2.16) 
Un calcul direct montre que :Ji,--y,f31(k, r) vérifie les conditions suivantes: 

(2.36) 

(2.37) 

-:Ff:"f,f3Jk, r) + l( l + 1 )r-2 .Fi,'1,(31 (k, r) + Îr- 1 :Fc,'1,f3t ( k, r) = k2 .Fi,'"I,!Îl( k, r ); 
k 2: 0 (2.:38) 

Ainsi les fonctions :F1,-y,f31 ( k, r) sont les fonctions d'onde de h1,'1,f31 • 

Les déphasages de h1,'1.f3t peuvent être obtenus à partir des expressions asymp-

totiques de F/~) et G}~ quand r --+ oo.Elles sont données par [14J: 

k>O 
F/~l(k, r) --+ A1,-r(k) sin (kr-

2
: ln(2kr)- t; + oj0

l(k)) (2.39) 
r ---t oo 
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k>O 
G(o) (k r) --+ 

1,, ' Bz,,(k)exp (-i(kr- ;k ln(2kr)- t; + o}0
l(k))) 

ï ---+ 00 

1 E I R(2AO) 

OÙ o}0
) ( k) est le déphasage associé à h1,-r et qui est donné par: 

o}0
l(k) = arg (r (' + 1 + ~~) J (2A1) 

Introduisant (2.39) et (2.40) dans (2.34) et adoptant la notation 

Î lrr 
x= kr- -ln(2kr)-- + o[0 l(k) (2A2) 

2k 2 
On peut écrire l'expression asymptotique de :Fc,-y,p1(k, r) quand r --+ oo sous 
la forme: 

k>O 
:Ft,,,pJk, r) --+ 

ï ---+ 00 

= { Az,-r(k) iB1,-r( k ).UL.-r( k )[ F1~~)' ( k, RW} sin x + 

+ Bt,,(k ).Ut,,(k )[ F[:~)' (k, RW cos x 

= [C{, 1 (k,!)+C;,1 (k,/)]tsïn(x+of.~.f3z(k)) +0(1) (2.43) 

où le déphasage de Coulomb modifié o},~,p1 est donné par: 

0(c) (k) = C2,1(k, 1) 
l,--y,/31 . - arctan C (k ) 

1,1 '1 

Bt,,( k ).uc,,( k )[F1:~)' ( k, R) ]2 

- arctan (o)' (2A4) 
Ac,,(k)- iBL,--y(k).UL,--y(k)[F1,--y (k, R)]Z 

Le déphasage total Ot,,,f31 ( k) correspondant à ht,--y,f31 est donné par: 

ol,,,{31(k) = o}~.{31 (k) + o}
0
>(k) (2.45) 

Les éléments de la matrice de diffusion correspondant à o}~,p, ( k) sont donnés 
par 

exp[2io},~,p1 ( k)] 

1- 2ikB;~,(k).ui,,(k)[F/~)'(k, RW (2.46) 
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1 .. f: r 

L'amplitude de diffusion correspondant à l'onde partielle l est donné par 

f (c) (k) 
1 ,-y ,{3! (2ikt 1 [exp(2iJf.~.{J1 (k))- 1] 

B1-r(k)J1.t,-r(k)[F,:~)'(k, RW (2.47) 

Le développement de portée effective correspondant à Jf.~. 131 (k) s'écrit [18] 

q2t + 2r2 (2k) 21 
1 r(t + 1 + ;I 1

2 e -;:" [kcot oi.~.111 (k)- ik + e;~ ht(k, 1)l 

1 2 
=-(cl+ O(k ); k > 0; 1 El R 

al,-r,fh 
(2.48) 

où a~~,e1 est la longueur de la diffusion et la fonction ht(k, 1) est définie par 

Dans (2.49) 1/J(Z) représente une fonction digamma [11]. 
Dans le cas 1 = 0, (2.48) devient 

Utilisant des propriétés des fonctions hypergéométriques, on peut obtenir 
explicitement al~.o1 sous la forme: 

1 - 2!Jt Kv(y)]r=R 

f3n- 21-l r(2l + 2)2Cdr [r lv(Y)]r=RP ' 

1 + i7r{31;]~:-(rt Jv(z)]r==Rfr[rÎ H~2l(z)]r=R. 
(1dii-Zl-J l'(2l 2)2C: [rt Jv(z )]r=RP ' 

~~0 (2.51) 

où nous avons utilisé les notations: 1 21 + 1, y= (4~tr)t et z = (4hjr)L 
Dans le cas Î = 0, on obtient le résultat suivant: 

1 l -1 _ R-2t 
-a/,(31 - -/3

1
-(l_+_l_)2 + (l + l)(2l + l)R 
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2.2.2 Théorie de la diffusion pour la paire ( ht,{JJc }.{R}; ht,o) 

Pour k 2': 0, considérons la fonction 

N 
{0) - (0)' -

FI,{/Jr},{R}(k,r) = F1 (k,r) + 2:: f-Lii'(k)F1 (k, Rj')</>l,j(k,r) (2.53) 
j.j'=l 

où ~Lj(k, r) est définie par (2.23) et {Lji'(k) donné par (2.27L 
Un calcul direct montre que Fl,{/h},{R} satisfait aux conditions 

-Ft{p1},{R}(k,r) + l(l + l)r-
2

FI,{B1},{R}(k,r) = k2Ft,{,13t},{R}(k,r); 

k 2': 0; Vj = l, ... ,N 

(2.56) 

Ainsi Fz,{,l3t},{R} sont des fonctions d'onde de diffusion de hl,{a1},{R}· 

En faisant tendre r vers oo, on a l'expression asymptotique suivante de 

:fi,{Pr}.{R}. 

k>O 
.1i,{f31},{R}(k, r) ---+ 

r ~ oo 

. f7ï ~ - (O)' 
At(k)sm(kr- -) + L.J f-Lii'(k)F1 (k,Ri') x 

2 .. , 1 
J,J::: 

N 

{At(k)- iBt(k) 2:: {Ljj'(k)F/o)'(k, Ri') x 
j,j'=l 

= 
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Ce qui donne les déphasages sous la forme: 

Les éléments de la matrice d~ diffusion correspondant sont donnés par 

exp[2iJI,{f31},{R} ( k)] 
N 

1 - 2ikBf(k) L fijj' F/0)\k, Rjt )F/O)' (k, Rj) (2.59) 
j,j'=l 

Le développement de portée effective correspondant à ht,{/31},{R} est donné 
par 

-1 1 2 4 
-al,{/3t},{R} + 2rl,{.a1},{R}k + o(k ) (2.60) 

où la longueur de la diffusion al,{a1},{R} est donnée par 

N 

a1,{/31}.{R} = -(l + 1? L fiii'(O)(Rj'Rj)1 (2.61) 
j,j'=l 

L'amplitude de ~iffusion !{{3t},{R}(k, w, w') associée à H{/3l},{R} se définit comme 

oo 1 e2iot,{!3tl.{RJ (k) _ 1 --=--~ 
4rr I: I: 2ik rr(w')Yim(w) 

I=Om=-1 

!{/31},{R}(k, w, w') 

00 1 

4rr L L fi,{;11},{R}(k)Y/m(w')Y/m(w) (2.62) 
1=0 m=-1 

où l'amplitude de diffusion ft.{/Jt}.{R}(k) correspondant à l'onde partielle lest 
donnée par 

(2.6:3) 
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2.2.3 Théorie de la diffusion pour la paire (hl,Û,{R}; ht,o) 

De (2.32) et (2.33), on peut montrer que les fonctions d'onde correspondant 
à h1,û,{R} sont données par: 

où ~t.j(k, r) est définie par (2.23). Utilisant des techniques standards on 
obtient les déphasages de h1,Û,{R} sous la forme 

N - (O)' (o)' 
Bt(k) Li.i'=1[At(k)Jii,F1 (k, Rp)F1 (k, Ri) 

arctan . . N - (O)' (O)' 
At(k) - z Bt(k) Lj,j'=l [At(k )]jj1 FI (k, Rp )FI (k, Rj) 

0t,Û,{R}(k) = 

(2.65) 

Les éléments de la matrice de diffusion sont donnés par 

exp[2io1,û,{R} ( k)] 
N 

1 2ikB[(k) L [Ât(k)]jj'F/O)'(k,Rj)F?)'(k,Rj) 
j,j'=l 

(2.66) 

Le développement de portée effective correspondant à h1,Û,{R} est donné par 

où a 1,Û,{R} est donné par 

N 

at,û,{R} = -(l + 1)2 L [Ât(O)]H(RiRi') 1 (2.68) 
j,j'=l 

L'amplitude de diffusion f 1,Û,{R}(k) correspondant à l'onde partielle l est 
donnée par 

(2.69) 
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Chapitre 3 

LES INTERACTIONS 
8'-SPHERIQUE DE 1 ere 

ESPECE 

3.1 Définition du modèle 

Considérons l'équation de Schrodinger radiale pour le potentiel <5'-sphérique 

cf 
(--

dr2 
(3.1) 

et supposons que la fonction f 1( k, r) est continue au point r R c'est- à dire 

(3.2) 

La dérivée ff ( k, r) doit être nécéssairement discontinue au point r = R, si 
non l'opérateur h1,&1 coïnciderait avec l'Hamiltonien libre h1 correspondant à 
l'onde partielle l. 
Ainsi, au point r = R, la fonction f{(k, r) peut être définie par : 

f{(k, R) ~[f{(k, R+) + J!(k, R_)] (3.3) 

Si on "intègre" l'équation (3.1) der= R-é à r = R + é puis on fait tendre 
é vers zéro, on obtient la condition aux limites suivantes : 

( 1 + ~~ ) f{ (k, R+) - ( 1 - ~~ ) f{ ( k, R_ ) = 0 (3.4) 
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L'interaction J'-sphérique peut donc être caractérisée par les conditions frontières 
{3.2) et (3.4). 
Une comparaison de ces conditions frontières avec les conditions (1.2) et (1.3) 
dénivant l'interaction J-sphérique suggère de définir l'hamiltonien quantique 
radial h1,c;1 de l'interaction J'-sphérique de la façon suivante à partir de 

l'opérateur h, donné par (1.10) possédant les indices de défaut (1,1) 

ht,âl 
d2 l(l+1) 

- -dr-2 + _.c__r_2--'-

{f E D(h;); f(R+) = f(R-) = J(R) 
- -

( 1 + ~~ ) J' ( R+) - ( 1 - ~1 
) J' ( R_ ) = 0 

-f"+l(l+1)r-2 fE e((O,+oo))} (3.5) 

....... 
où 'D(hi)_est défini par (1.12) 

Comme i~, est un opérateur symétrique, fermé non négatif et def (h1) = ( 1, 1) 
il découle de la formule de Krein [12] que le résolvant de h1à 1 doit satisfaire 
l'équation ci-après : 

où <P1(k, r) est définie par {1.14) 
Soit 91 E L2 ((0, oo)) et définissons la fonction 

Xl(k, r) · ({ht,â 1 - k2t 1g,) (r) 

100 

dr' 91k(r, r')g,( r') + jî.,( k )<Pt( k, r) 100 

dr' <Pt( k, r' )g,(r') 

(3.7) 

comme Xl(k, r) E T(ht,èq), il découle de (3.5) que Xl(k, r) satisfait les condi­
tions frontières : 

La vérification de ces conditions frontières montre qu ïl n'existe pas de fonc­
tion j11(k) satisfaisant l'équation ( 3. 7) ceci signifie que-h1,â 1 ne peut pas être 
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défini à partir d'un opérateur minimal d'indices de défaut (1.1) 
D'après (21], l'opérateur minimal doit avoir comme indices de défaut (2, 2). 
Nous allons dès lors définir l'opérateur ht,â 1 de la façon suivante : 
Considérons dans U(R3

) l'opérateur fermé, symétrique et non négatif 

JI -6 
V(H) = {! E JI2

'
2(W)/ f(oK(O, R)) = f'(ol<(O, R)) = 0} (3.8) 

En utilisant la décomposition obtenue au (1.7), on peut réécrire l'opérateur 
fi sous la forme 

cc 

ii= œu-1hti! 01 
1=0 

ou 

J2 l(l+1) 
-d 2 + 2 , r>O, lENo 

r r 

{! E L2 ((0,oo))//,f' E ACtoc((O,oo)); /(0+) = 0 si l 

f(R) = f'(R) = 0; -J" + l(l + l)r-2 fE L2 ((0,oo))} 

- -
L'adjoint JI* de l'opérateur JI est défini de la façon suivante : 

avec 

h* 1 

V(hi) = 

cc 

tr = œu-1h7ÛQ91 
/c;:::O 

J2 - + ; r > 0, 
dr2 r2 

{fE L2 ((0.oo))/f,f' E ACioc((O,oo) \ {R}) 

-J" + l(l + 1)r2f E J}((O,oo)l} ; lE IV 

On montre facilement que l'équation aux indices de défaut de h1 

admet les solutions linéairement indépendantes. 

'!/J(l)(k ) _ { F~(o)(k, r) r < R 
1 _,r- 0 r>R 
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(3.9) 

O· 
' 

(3.10) 

(3.11) 

(3.12) 

(3.13) 



{ 
0 r < R 
G)0>(k, r) r > R 

où F?)(k,r) et G}0>(k,r) sont définies par {1.15) et (1.16) 

(3.15) 

L'opérateur ht a donc pour indices de défaut (2.2). h1 admet donc une 
famille à 4 paramètres d'extensions auto-adjointes. Nous nous intéressons 
ici à une famille particulière d'extensions auto- adjointes de ht dépendant 
d'un paramtre définie par : 

d2 l( l + 1) 

d 2 + 2 ; r > 0, 
r r 

{! E V(h7)f j(R+) = f(R-) = f(R); 
- -

(1 + ~1 )j'(R+)- (1- ~1 )j'(R_) 0} ; â1 ER (3.16) 

Par définition hu51 décrit le potentiel V(r) = â 1<5(r- R). Le cas ar 0 
conduit à l'Hamiltonien libre h1,o correspondant à l'onde partielle l. 
L'opéra te ur Hz, défini dans L 2 

( R3 ) par : 

00 

f{;. ffi[;-th 1 -[rtOq 
~ \Il ,al I.(Y 

(3.17) 

est par définition l'Hamiltonien quantique décrivant un potentiel <5'-sphérique. 
Le cas a= 0 conduit à l'Hamiltonien libre. 

Ho= ~ (3.18) 

3.2 Propriétés principales de l'interaction b'­
sphérique 

3.2.1 Equation résolvante 

Théorème 3.1 (i) Le résolvant de hl,&, est donné par 

(ht,& 1 - k2 f 1 = (h~,o- k2
)-

1 + 8t(k)(Jt( -k), .)9I(k) 

k 2 E p(hi,&J, lmk > 0, JE N (:3.19) 
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' ou 
(3.20) 

(3.21) 

(3.22) 

(3.23) 

(ii) le résolvant de Ha est donné par : 

00 l 

(Ha- k2r 1 = (Ho- k2
)-

1 + EB EB 0c(k) \1·1- 1</>c(k)Y/m > 
l=O m=-l 

< 1.1- 1 ~1 ( -k)Y{m(w)\ ; k2 E p(Ha ), Imk > 0, a E IR 

(3.24) 

Démonstration 
(i) Puisque he a pour indices de défaut (2,2), la formule de Krein [12] nous 
permet d'écrire le résolvant de hc,az sous la forme 

2 

- (hc,o- k2
)-

1 + 2::: Àij(k)(7J;}i)( -k), .)7/;}i)(k) 
i,j=l 

(3.25) 

Soit f E L2
( (0, oo)) et considérons l'élément suivant 

xc(r) = 

f; 9I,k(r, r')f(r')dr' + >.ll(k)F?)(k, r) ft F/0)(k, r')f(r')dr'+ 
+Àt2(k)F/0)(k, r) f/f G}0)(k, r')f(r')dr' 

f~ 9I,k(r, r')f(r')dr' + Àzt (k )G~0)(k, r) ft F?>(k, r')J(r')dr' + 

T < R 
(3.26) 

+>-n(k)G}0 )(k, r) flf G~0)(k, r')f(r')dr' r < R 
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(3.27) 

{ 

F/0)(k,r)G~0)(k,r'), 
et 9I,k(r, r') = 

p(O)(k r')G(O)(k r) 
1 ' 1 ' ' 

r ::; r' 
(3.28) 

r 2: r' 

En imposant à Xl( r) les conditions frontières 

XI(R+) 

( 1 + ~~) x~ ( R+) 

On obtient 

>.(k) 

xz(R_) 

(1- ~~) x~(R_) = o 

(3.29) 

(3.30) 

G~0)(k, R)F?l' (k, R) l 
F/0)(k, R)f't(O)' (k, R) 

(3.31) 

Remarque On note que det[>.(k)] = O. Ceci veut dire [12] en fait que hz 
n'estpas une partie commune maximale à h1,&1 et h1,o· 

Introduisant (3.31) dans (3.25), l'équation (3.35) se réduit à (3.19) 

(ii) L'équation (3.24) s'obtient de (3.19) et de la décomposition en somme 
directe (3.17). · 

D'autres informations sur hl,&r sont contenues dans théorème ci-après : 
Théorème Le domaine V(hl,ët 1 ), 0:1 E 1 R, est constitué de tous les éléments 
ue la forme : 

tPI(k,r) !.(JI,o(k, r) + 81(k) < ~1( -k), (hl,o- k2)r.pi,O > cPI(k, r); 

t.p1,o E V(hi,o) (3.32) 

Cette décomposition est unique et on a la relation : 

(3.33) 
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En plus, si 'ljJ E V(hl,&1) et 1/-' 0 dans un ouvert de U de (O,oo), alors 
h1 ,a 1 ~J 0 dans U, c'est-à dire que h1,ii1 décrit une interaction locale. 
Démonstration 
par définition on a : 

V(hi,ê,J = ((hi,a1 - k2
)-

1(hl,o- k2 )V(hi,o) 

Alors si 'ljl, E V((hi,a 1), on obtient 

tp1 {(h1,o k2
)-

1 + 8,(k)l<i>I(k) >< ~~(-k)j}(h1,o- k2 )tp1,0 

(3.34) 

= yl,O + 81(k) < ~1( -k), (hl,O- k2)yl,O > <f>1(k ). (3.35) 

Ce qui prouve (3.32). 
La relation (3.33) découle trivialement de (3.34). 
Pour montrer l'unicité de (3.32) on suppose que 'ljl, = 0 alors 

'Pi,o( k, r) -81(k) < ~l( -k), (hi,O k2)yl,O > <f>1(k, r) 

-0/(k)CI<f>I(k, r) (3.36) 

Comme yl,o E V(hi,o), on a en particulier que tf'l,o,tp{,o E AC!ac((O,oo)) 
tandisque 4>/(k, r) est discontinue en r = R. Dès lors, (3.36) n'est satisfait 
que si tpLo = O. 
Montrons maintenant que h1,a1 est local. 
* Si R (j. U, alors (h1,o - k2)4>i(k, r) = 0, et les relations (3.33) et (3.36) 
donnent 

k2cp(k, r) + (hi,o- k)r.pi,o(k, r) 

-8,(k)C,(hl,o k2 )4>t(k,r) = 0; rE U d'où le résultat. 

* Si R E U, alors !.p/,o, cp/.0 E A Clac( (0, oo)) si et seulement si 'PI,o = 0 ceci 
implique que : 

3.2.2 Propriétés Spectrales 

Nous allons définir le spectre ponctuel dont la structure est déterminée par 
la position des états liés de hvxr Ces états liés s'obtiennent en cherchant les 
solutions t/J1 E U( (0, oo)) de l'équation 

(3.37) 
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Les solutions régulières et irrégulière de (3.37) sont respectivement données 

par rt lt+l/2 ( FEr) et rt Kt+I/2 ( FEr), où lv (z) et Kv(z) sont les fonctions 
de Bessel modifiées d'ordre v [11]. On normalise ces solutions de sorte que 

r-1 
r-+0 --

2l + 1 

où les coefficients de normalisation At( E) et B1( E) sont donnés par 

A1(E) ( 3) (FE)-1-t r l+- --
2 2 

( 3)-1 (FE)I+t 
2f l +- --

2 2 

avec 

On peut écrire la solution de (3.40) sous la forme 

{ 

C1At(E)r112 I1+t(FEr), 
'Pt(E, r) = 

C2B1( E)r~ KI+I/2( FEr), 

Comme I.Pi(k, r) E 'D(ht,ër1 ), On a: 

- -

O<rsR 

(3.38) 

(:3. 39) 

(3.40) 

(3.41) 

(3.43) 

(1 + ~1 )1/J~(E, R+)- (1- ~1 )1/i;(E,R_) = 0 (3.45) 

La vérification de ces conditions frontières nous donne l'équation pour les 
états liés de ht,ër : 

Nous allons résoudre (3.46) graphiquement en la mettant sous la forme 

2 d 
- = -d [rll+l( J=Er·) [{I+L( .J=Er)]r=R f( E) . (3.47) 
0:1 r 2 2 
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f(E) 

/(21+1) 

Chaque onde partielle a exactement 1 état lié si ,~1 < 21~ 1 
Thôrème:3.3 

y=Ziît. 
1 

\f-Er 

Si êq E R,l EN alors le spectre essentiel O"ts.5 (ht.Et 1 ) est purement absolument 

continu ct couvr~ la partie non négative de l'axe réel : 

( :3.48) 

Le spectre singulièrement continu O"sc(ht.,-; 1 ) est vide. et pour tout 1 E R, hr,,'j 1 

ne possède p<~s de \<1leurs propres non nég<~tin:·s. les valeurs propres négatives 

< 0 de h1. .. 1 sont obtemws de l'équation. 

ôt :S: 2(2/ + 1) ôr E R. 1 E .Vo 
Ôt>2('2l+l) 

5•) 
( -

(:3.49) 

(:3.50) 



où E0 est une solution de l'équation (3.49) 
Démonstration 
Comme (hl,ë:q k2

)-
1 est un opérateur de rang fini, il découle du théorème 

de \Veyl [19; Pgell2] que O"ess(hl,ëx1 ) = O"ess(hi,O = (0, oo). 
L'absence de O"sc(hi,a1) s~obtient en suivant (10] et de l'équation (3.28). 
L'absence de valeurs propres non négatives s'obtient en considérant l'équation 
h1,ëq1:ï = k2 '1j;1 et en montrant que les fonctions propres ~'' rf. L2 ( ( 0, oo)) pour 
k~O 
La structure de ap(hl,ëd est déterminée par l'équation (:3.49) 

3.2.3 Résonnances de h1,a.1 

Les résonnances de hu;1 sont définies [20] comme étant les pôles du noyau du 
résolvant de h1,ëq situés dans le demi-plan non physique lmk::.; 0 
(i) Pôles situés sur l'axe imaginaire négatif 
On cherche les sol ut ions k = ix, x 0 de 

2 &g{.k( R, R) 0 

On utilise les relation suivantes [11] 

J ( . ) 1(1+1/2)1ri[ ( ) !+1/ 2 -tXï = e2 1+1/ 2 Xi 

H1~i 12 (-ixr) = 
2
i ei(l+ 1/

2)1riKI+l/2(xr) 
7r 

d'où (3.52) devient : 

2 d 
- _ = -d [rl1+1(xr)K1+1(xr)]r=O 

0'[ T 2 2 

53 

(3.51) 
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(3.53) 

(3.54) 

(3.55) 



Cette résolution aussi se fera graphiquement. 

1 impair 

y=-2/ù.l 

1 /(21+ 1) ~------

0 

-1/(21+1) t-------

y=-2/a 1 

pair 

(ii) Pôles situés dans Imk < 
On étudie ici seulement le cas l 
k; ik2 , k2 2': 0, de l'équation 

O. On cherche donc les solutions k 

~{ 

- -2ikR a 0 e 

0 dans Imk.::; 0 

0 dans Imk.::; 0 

=0 

k1 = , nEZ 
k2 2~ln 

2 (-âtl"' k 2 2': 0 

.s4 

(3.56) 



On a donc 

ou 

(3.57) 

Il y a donc une infinité de solutions de (3 .. 56) dans lmk ~ 0 

3.3 Théorie de la diffusion pour la paire (ht,0:1, ht,o) 

Pour k 2: 0, considérons la fonction 

où F?\k,r),<f>1(k,r) et 0 1(k) sont respectivement définis par (3.15), (3.21) 
et (3.26). On vérifie que 

(3.59) 

on peut voir que 

~H&/k, R_) 

'1/{&Jk, R+) 

F[(o)' (k, R) + 0 1(k)F/0>' (k, R)F?Y (k, R)G}0l(k, R) 

F/0
)' ( k, R) + 0 1( k )F/0

)' (k, R)F/0
\ k, R)G}o)' (k, R) 

alors 

'1/{a(k, R_) -1/;;(k, R+) 

et 1/J;,&(k, R_) + 1/J;(k, R+) 

d'où 

0t(k)F/0 )(k, R) 
• (O)' , (O)' 1 - 2F1 (k, R) + 11t(k)F1 (k, R)g1,k(k, R) 

- ~ 0t(k)F?Y (k, R) 
Û'/ 
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Soit 
cq , ' 

(1 + 
2 

)w,,â,(k, R+)- (1 0 (3.60) 

On montre aussi 

Alors 1/J1.&1 ( k, r) est un ensemble de fonctions propres généralisées associées à 
h1,a1 ou en d'autres termes, les fonctions d'onde de h1,a1• 

Le déplasage de hu:" s'obtient alors à partir du comportement asymptotique 
de .&1(k, r) quand r -t oo. En effet, on a [14] 

k>O 

= 

At(k)sin (kr-l;) +0t(k)F?)'(k,R)F/o)(k,R)e-i(kr-lf) 

{At(k)- iB,(k)0t(k)F/oJI (k, R)F/o)(k, R)} sin (kr- l;) + 

d'où le déphasage 

+0t(k)Bt(k)f~(oY (k, R)F/o)(k, R)cos (kr l;) 

[ 
2 ] 1/2 ( lrr ) T1,1(k) + r;,1(k) sin kr- 2 + Ot,a1 + o(1) 

T2,1( k) 
- arctan T (k) 

1,/ 

0 1(k)B1(k)F/<oY (k, R)F/o)(k, R) 
-arctan , (3.63) 

At(k) iBt(k)0t(k)F/oJ (k, R)F/ol(k, R) 

où on a utilisé les mêmes notations que celles de [14]: 

A1(k) = 2-1k_1_ 1 f(2l + 2)f(l + 1)-1 (3.64) 

Bt(k) = kA\k) = (2l)
1
f(l + 1)f(2l + 2) 

1 
(3.65) 

(3.63) peut se mettre sous la forme 

êi,rr [R112 J,+I/2(kR)] f [r112Jt+I/z(kr)] 
Ous-l(k) = arctan [ r ] r-R (3.66) 

2 + êiti fr rJI+I/2(kr)'ri+I/2(kr) r==R 
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où Yv(z) est une fonction de Neumann dordre v [11]. 
Les éléments de la matrice de diffusion sont donnés par 

exp[2id"t,&1( k)] 

1 ~ 2ikBf(k)8t(k)F/a)'(k, R)F/o)(k, R) (3.67) 

Le dévéloppement de portée effective correspondant à ht,cq est donné par 

1 1 2 4 
-a1,&1 + 2rt.&1k + o(k ) (3.68) 

où les coefficients a1,51 et rt, 51 sont appelés respectivement longueur de diffu­
sion et portée effective. 
Un calcul direct montre que 

(3.69) 

L'amplitude de diffusion fr:x(k,w,w') associée à H,::r est définie par 

fa(k, w, w') 

00 1 

4rr :L :L ft.&,(k)rr(w')Y/m(w) 
1:::::0 m=-1 

k ~ 0 , w , w' E S2 (3.70) 

où l'amplitude de diffusion ft,& 1 ( k) correspondant à l'onde partielle l est 
donnée par 

(3.71) 

[/opérateur de diffusion Sa(k), associé à Ha est défini dans P(S2
) par 

(Sc:.(k)4>) (w) = 4>(w) ~-};-J dw'f&(k,w,w')4>(w') 
.::z rr S2 

k ~ 0 ; w, w' E S2 ( 3. 72) 

Ce qui nous donne 

= 1 

Sa(k) = 1 + 2ik L L ft,&(k)(YJm, .)YJm(w) (:3. 73) 
1==0 m=-1 
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3.4 Particule chargée dans une interaction 5'­
sphérique 

Dans cette section, nous étudions l'Hamiltonien d'une particule chargée soumise 
à une interaction &'-sphérique. Dans ce cas, l'Hamiltonien non perturbé est 
l'Hamiltonien de Coulomb: 

H c (3.74) 

3.4.1 Définition du modèle 

On considère la décomposition (1.7) et on introduit dans L2 (I R3 ) l'opérateur 
fermé et non négatif 

(X) 

H-r = EB [;-1 ht.-yU 0 1 (3.75) 
l=O 

d2 l(l+l Î 

12 + 
2 

+- r>O lEN 1EIR 
ar r r 

{JE L2 ((0,oo))/J,J' E AC!oc((O,oo)); f(O+) = 0 si l 0; 

J(R±) J'(R±) 0 -J"+l(l+1)r-2f+ fEL 2 ((0,oo))} 

lE IN (3.76) 
- -

L'adjoint H; de l'opérateur H-r est donné par 

00 

H* ffi [;-1 h* [; IV\ 1 
-y w 1.-y \{y (3.77) 

1=0 

avec 

J2 l(l+l 1 
+ + r > 0, l E IN ~y E l R 

dr2 r 2 r 

{J E L2 ((0, oo) )/ f, J' E ACtoc((O, oo) \ {R}) 

-J" + l(l + l)r2f + 1r- 1f E L2((0,oo))} lE IN (3.78) 

L'équation aux indices de défaut de h1,, 
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admet les solutions linéairement indépendantes. 

(1) { F(o)(k r) r < R 
1/Jl,"f (k, r) = 1,"1 0 ' 

r > R 
(3.80) 

(2) { 0 r < R 
1/Jt,"f(k,r)= Gj~(k,r) r>R (3.81) 

où F/~l(k,r) et c);(k,r) sont définies par (1.33) et (1.34) 

Par conséguent clef ht,1 = (2, 2) et dès lors toutes les extensions auto­
adjointes de h1,"f sont données par une famille à 4 paramètres d'opérateurs 
auto-adjoints. Nous considérons ici le cas d'une famille à un paramètre 
d'extensions auto-adjointes ht,"f,a 1 définie par : 

~ l(l + 1) 1 

d 2 + 2 + , r > 0, r R 
r r r 

{! E V(h7,"()/ f(R+) = f(R_)- f(R) 

( 1 + ~~ ) J' ( R+) - ( 1 ~1 
) f' ( R_ ) = 0} 

lE IN ; /, â1 E IR (3.82) 

Le cas Ô:t 0 conduit à l'Hamiltonien de Coulomb ht."~ correspondant à l'onde 
partielle l. Par définition 1 'opérateur H"f,ëx défini dans U( R3

) par : 

= 
·H~;,ëx = Eeü-lhl,"f,ëxtÜQ?::)l Û = {ût}tEIN (3.83) 

1=0 

décrit une interaction o'-sphérique plus une interaction coulombienne. 

3.4.2 Equation résolvante 

Théorème 

Le résolvant de hl,"(,a1 est donné par 

(hl,, k2
) 

1 + 0t,"((k)(~t,,( k), .)4>t,"f(k) 
k2 E p(hin,ëxJ, Imk > 0, l E No 0:1 E l R (3.84) 
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où les fonctions <Pt,-y(k, r), ~l,"((k, r) et el,"((k) qui apparaissent dans (3.89) 
sont définies respectivement par (3.21),(3.22) et (3.20) où on a remplacé 

F/0)(k, r) et G}0)(k, r) respectivement par F1~~)(k, r) et G)~(k, r). 

3.4.3 Théorie de la diffusion pour la paire (ht,1 ,D:1 ; h1.1 ) 

Pour k 2: 0 on considère la fonction 

On montre que Fl,"(.êq(k, r) est une fonction d'onde de htn,êq et on obtient, 
en prenant son expression asymptotique, le déphasage de Coulomb modifié: 

avec 

. -1 

2-1exp(7rl/4k)I'(2l + 2) jr (t + 1 + ;~) 1 k- 1
-

1 (:3.87) 

1 / 11 ( h)l kAt,"~(k) =(2k)exp(-7rl/4k)r(2l 2) r l+1+ 2k 

(3.88) 

Les éléments de la matrice de diffusion correspondant à t5}~ <i (k) sont donnés 
' 1l l 

par 

sl<,~,êit(k) = exp[2it5f.~.<it(k)] 
l 2ikB~"~(k)8i,"((k)F/~)'(k, R)F1~~(k, R) (3.89) 

Le dévéloppement de portée effective correspondant est donné par [18] 

(2k )21 f(2l + 2)-2 [f (t + l + ;~) 1
2 

[ k cot bl.~.Etr ( k) - ik + exp( 1r1/2k )ht( k, 1)] 

1 w- + o(k2
), k > 0, 1 El R 

al,"f.i';rt 
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où a}~,ëi 1 est la longueur de diffusion et la fonction h1(k, /)est définie par 

(3.91) 

Utilisant des propriétés des fonctions hypergéométriques, on obtient a!~,5, 
explicitement sous la forme: 

1 
-(c) 

a L'"'t ,ôq 
àn-vf(2l + 2)2[r 112 lv(y)]~=R[r 1 1 2 lv(Y)]r=R 

2 + i?Tà![rJv(z)Hf2 l(z)]~=R ,<o 

(3.92) 

où on a utilisé les notations v= 2[ + 1, y= (41r) 112 et z (4!fjr) 112 • Dans 
le cas 1 = 0, on obtient le résultat suivant: 

(3.93) 

3.5 Interactions J'sphérique à support sur N 
sphères concentriques 

3.5.1 Définition de l'Hamiltonien 

Dans cette section, nous étudions l'Hamiltonien quantique décrivant un nom­
bre fini d'interactions J' sphérique à support sur des sphères concentriques 
de rayons 0 < R1 < · · · < RN. Nous définissons cet Hamiltonien comme 
étant une famille particulière à N paramètres d'extensions auto-adjointes de 
1 'opérateur fermé, symétrique et non négatif 

-~ 

{fE H2
'
2(R3

)/ J(8K(O, Ri))= J'(8K(O, RJ)) = 0} 
1 ::; j < N (3.94) 
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A l'aide de la décomposition obtenue au (1.7), cet opérateur peut se reécrire 
sous la forme: 

00 

il{R} = EB (;-l ht,{R}ù (g}l (3.95) 
1=0 

ou 

ht,{R} 
J2 l(l+1) 

- d 
2 
+ 

2 
, r > 0, l E No 

r r 

D( ht,{R}) {JE e((O,oo])/J,J' E ACtoc((O,oo)); J(O+) = 0 si l = 0; 

J(Ri±) = J'(Ri±) = 0;-J" + l(l + 1)r-2 JE L 2 ((0, oo))} 

l E IN , 1 :::; j :::; N ( 3. 96) 

- -
L'adjoint H{R} de H{R} est défini de la façon suivante : 

avec 

h~,{R} 

D(h~,{R}) 

00 

il{R} = EB (;-l'h~,{R}u 01 (3.97) 
1=0 

d2 l(l+1) 
-d 2 + 2 ; r>O, lENo 

r r 

{JE L2 ((0, oo))/ J, J' E ACloc((O, oo) \ {R}) 

- J" + l ( l + 1 ) r- 2 J E L 2 
( ( 0, oo))} l E IN { R} = { R 1 , ... , RN} 

(3.98) 

On peut montrer facilement que l'équation aux indices de défaut de hl,{Rr 

admet les 2N solutions linéairement indépendantes ci après 

(3.100) 

.;,(2)(k r) - { 0 
'~-l.i ' - G}0l(k,r) (3.101) 
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où F?>(k,r) et G}0)(k,r) sont définies par (1.15) et (1.16). Ainsi hl,{R} a 
pour indices de défaut (2N, 2N) et par conséquent toutes les extensions 
auto-adjointes de h/,{R} sont données par une famille à 4N2 paramètres 
d'opérateurs auto-adjoints. Nous nous intéressons ici à des conditions frontières 
séparées sur chaque sphère et nous introc!_uisons la famille suivante à N 
paramètres d'extensions auto-adjointes de H {R} 

hl,{ât},{R} 

1J( ht,{âl},{R}) 

00 

il{ât},{R} = EB (J-I hl,{êxi},{R}(J 0 1 (3.102) 
1=0 

~ l(l+1) 
- d 2 + 2 ; r > 0, l E IN r R1 

r r 

{JE e(lO,oo))//,J' E ACtoc((O,oo) \ {R}) /(0+) = 0 si l 0 

f(Rj+)=J(Rj-) /(Ri) 

(1 + à;t) j'(R+) (1- &;1
) J'(R_) 0 

- J" + l (l + 1) r- 2 f E L 2 
( ( 0, oo))} 

lE IN; 1 :S: j :S: N ;{&1} {ôu, ... ,&Nf} :&11 E IR (3.103) 

Le cas Ôjt 0 donne l'opérateur énergie cinétique. Par définition, H&l>{R} 

décrit une interaction <51-sphérique à support sur N sphères concentriques. 

Théorème 

Si Ôjt :/= 0 , j 1, ... , N, le résolvant de ht,{âl},{R} est donné par 

N 

(ht,{â;},{R}- k
2 t 1 (hi,O- k

2 t 1 + I: E)jj'(k)(JI,j'( -k), .)Jt,j(k) 

' ou 

[E>(k)]j) 

j,j'=l 

k2 E p(hl,{&1},{R}), lmk > 0, Ôjt E IR, l :S: j :S: N 
(3.104) 

(3.105) 
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où cPt,j et ~l,i sont respectivement définies par (1.46) et (2.25). 
Démonstration Considérons gE L2 ((0,oo)) et définissons 

Xt(k, r) ((hl,{&l},{R}- k2)-lg)(r) 

1= dr' 9t,k(r, r')g(r') + t 8jj'(k )cPt)k, r) 1= cP;,j,(k, r')g( r')dr' 
o i.isl o 

(3.106) 

où k est choisie de sorte que det[8(k)] #-O. Alors Xt(k, r) appartient évidemment 
à ACtac( (0, oo) \ { R}) et on peut montrer que 

- -
(1 + ~1 )x;(k, Ri+)- (1- ~1 )x~(k, Ri-)= 0, j = 1 ... , N (3.107) 

donc Xt E V(ht,{&L},{R}) et 

-x" t(k, r) + l(l + 1)r-2 Xt(k, r) - k2 xt(k, r) 

g(r) (3.108) 

d'où (3.104) 
Remarque: La définition de ht,{&z},{R} peut être étendue au cas où certainsO:jt 
sont nuls. Par exemple, si aj0 t = 0, on supprime la j~me ligne et j~me colonne 
de la matrice 8(k) 

3.6 Propriétés spectrales 

Les propriétés spectrales de ht,{&z},{R} sont contenues dans le théorème ci-
' apres : 

3.6.1 Théorème 

Si O:jt #- 0, j = 1, ... , N alors h/,{&z},{R} possède au plus 2N valeurs pro­
pres négatives comptant les multiplicités. Le reste du spectre est purement 
absolument continu et couvre la partie non négative de l'axe réel. 

a ess ( ht,{ &1 },{R}) 

a sc( ht,{&z},{R}) 

aac(ht,{&z},{R}) = (0, CXJ) 

cP 
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Démonstration : Comme ht.{R} ~ 0 et defhl = (2N, 2N), ht,{âc}.{R} anmet 
au plus 2N valeurs propres négatives en comptant les multiplicités ( [22] pge 
246). Les relations(3.109) découlent du théorème de Weyl (21] et par exemple 
de [10, lemme 2.4]. 

3.7 Théorie de la diffusion pour la paire (hz,{oû,{R}; hz,o) 

Pour k ~ 0, on considère la fonction 

N 

1't.{at},{R}(k, r) = F/
0
'(k, r) + L ejj'(k)F?)'(k, Rj')<Pt.](k, r) (3.110) 

j,j'=l 

où F/0 '(k, r) et ejj'(k) sont respectivement définis par (3.15) et (3.105). 
On montre comme au (1.21) que ~'l,{ât},{R}(k,r) constituent une famille de 
fonctions d'onde de ht,{&c},{R} 

Le déplasage de hL{.:ic}.{R} s'obtient à partir de l'expression asymptotique de 
'lbt,{âc},{R}(k, r) quand r -t oo. En effet [14] 

k>O 
1/Jt,{&z},{R}(k, r) --+ 

r -t oo 

xF?)(k, Rj)e-i(kr-l(~)) 

N 

{At(k)- iBt(k) .z= e11,(k)F/
0
'' (k, R1,) x 

j,j'=l 

(O') l1i x f{ (k, Ri)} sin( kr- 2 ) + 
N l ~ (0) 1 (0) 1 1i 

B1(k) L.. 0ii'(k)F1 (k,Rj)F1 (k,Ri)cos(kr--) 
' 2 

J.J=l 

''2 • 2 1 l'li 
[T1,1(k) + T2,1(k)]2 sin( kr- 2 + St,{&1},{R}(k)) + 0(1) 

(3.111) 

Cette expression nous permet d'obtenir le déphasage sous la forme 
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où A1(k) et B1(k) sont définis par (3.64) et (3.6.5). 
Le dévéloppement de portée effective correspondant à hl,{o- 1},{R} est donné 
par : 

où dans ce cas un calcul direct donne 

N 

al,{ër1},{R} =- 2:: 011'(0)(l + l)R~,, R~+l (3.114) 
j,j'=l 

L'amplitude de diffusion /{&1},{R}(k, w, w') associée à H{&J},{R} est définie par 

OC! 1 

4n 2:: 2:: fl,{ër 1},{R}(k)Y[m(w')Y[m(w) k 2: 0, w, w' E 5
2 

1=0 m=-1 

(3.11.5) 

où l'amplitude de diffusion fl,{ërJ},{R}(k) correspondant à l'onde partielle est 
donnée par: 

N 

f1,{ër 1},{R}(k) = -Br(k) 2:: 811'(k)F?)'(k,R1')F/
0
)(k,Rj) (3.116) 

j,j'=l 

L'opérateur de diffusion s{ërJ},{R}(k), associé à H{ërJ},{R} est défini dans L2(52
) 

par : 

(X) 1 

5{ër1},{R}(k) = 1 + 2ik 2:: 2:: /l,{ër1},{R}(k)(Y[m, .)Y[m(w) (3.117) 
1=0 m=-1 
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Chapitre 4 

LES INTERACTIONS 
6'-SPHERIQUE DE 2eme 

ESPECE 

4.1 Interactions 6'-sphérique de 2eme espèce à 
support sur une sphère 

4.1.1 Définition du modèle 

Dans ce chapitre nous étudions un autre type d'interaction J'-sphérique qui 
s'obtient en interchangeant dans (1.16) les rôles de f et f'. 
On obtient donc· une famille à un paramètre d'extensions auto-adjointes de 
h1, définie par 

h -
l ,{3, 

-~+l(l+1) r>O 
dr 2 r 2 

{JE V(hnf j'(R+) = J'(R_)- J'(R); 

(1 + ~') J(R+)- (1- ~') J(R~) = 0 
; f(O+) = 0 si l = 0;} l E IN; fJI E [ R 
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Par définition, l'opérateur 

= 
Hfj = EB [J-l hl,[JI [J 0 1 (4.2) 

1=0 

représente l'Hamiltonien quantique décrivant une interaction J'- sphérique de 
2eme es~èce. 

Le cas f3t 0 conduit à l'Hamiltonien libre ht,o correspondant à l'onde par­
tielle l. 

4.1.2 Equation résolvante 

Théorème4.1 

1. Le résovant de h1,fj
1 

est donné par 

(h 1,tJ1 
- k2t 1 = (ht,o k2t 1 + Ë>t(k) ( <P1( -k), .) J1(k) 

k2 E p(h1,;;), Imk > 0, lE IN (4.3) 

où <Pt(k), J>t(k) sont définies respectivement par (3.21) et (3.22) et 

Ê>t(k) = -2St[2 + St9;,k(R, R)] 

9Lk(R, R) étant défini par (3.23), 

2. Le résolvant de Hfj est donné par 

= / 
(Hf;- k2 t 1 = (Ho k2)-l + EB EB Ê>t(k)lj.j-lJI(k)Y';m > 

1=0 m=-1 

< j.j- 1</>t( -k)Y';ml 
k2 E p( H fi), l mk > 0 , Pt E 1 R 

( 4.4) 

( 4.5) 

Démonstration Elle se fait exactement comme celle du théorème 3.1. On 
obtient dans ce cas 

~(k) _ -2St [ cio)(k, R)G~o)' (k, R) F/ol(k, R)G~ol' (k, R) l 
- 2 + St91,k(R, R) G~o)(k, R)F/o)' (k, R) f~(o\k, R)f/(o)' (k, R) 

(4.6) 
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Remarque 4.1 On note ici aussi que det[~(k)] = O. Ce qui veut dire que h1 
n'est pas une partie maximale commune à h1 0 et h1 (3-. 

' ' i 

Théorème 4.2 Le domaine V( h1.iJ
1 
), ~~ E 1 R, R > 0, est constitué des éléments 

de la forme 

Cette décomposition est unique et on a la relation 

(4.8) 

En plus, si ?/J1 E V(h1,iJ1
) et 1/J1 - 0 dans un ouvert U de (0, (X)), alors hu;

1 
- 0 

dans U. 
Démonstration Suivre exactement celle du théorème 3.2 

4.1.3 Propriétés spectrales 

La structure du spectre ponctuel de h1 {3- est déterminée par la position des 
' 1 

états liés de h1 {3- qui sont obtenus en cherchant les solutions '1/11 E U( (0, (X))) 
' 1 

de l'équation 

h1,iJ11/Jt = E?/Jt, E < 0, 1/J1 E V(h1.iJJ 

Nous écrivons la solution de ( 4.9) sous la forme 

{ 
è1At(k)r112 lt+l/2( FEr) 0 < r < R 
è2Bt(k)r112 I<t+I/2(FEr) r > R 

(4.9) 

( 4.10) 

où les coefficients de normalisation At(k) et Bt(k) sont donnés respectivement 
par (3.40) et (3.41 ). 
Comme 1/Jt(E, r) E V(h 1,iJ1

), alors on a 

1/;r(E, R_) = '!f;;(E, R+) (4.11) 

(!+~}ME, R+) (1- ~1 ) ~·,(E, R_) = 0 ( 4.12) 

La vérification de ces conditions frontières nous donne l'équation pour les 
états liés de h1 iJ : 

•• 1 

( 4.13) 

69 



On résoudra graphiquement cette équation 

1/(21+1) 

Dans chaque onde partielle l ~ 0 il y a exactement un état lié si et seulement 
Sl 

2 1 
0 < --;;;- < --

!31 2l + 1 

Théorème 4.3.Soit /J1 E IR,l E IN. Le spectre essentiel uw(h1,pJ est 
purement absolument continu et couvre la partie non négative de l'axe réel: 

(4.14) 

Le spectre singulièrement continu CTsc(h1,jj1 ) est vide, et pour tout ~~ E IR, 
h1,p1 

n'admet pas de valeurs propres non négatives. 

Si /J1 < -2(2l + 1), alors up(h1,jj) contient exactement un point. 

Si /J1 ~ -2(2! + 1), alors uP(h1,p1
) = </J. 

Démonstration La structure de CJp(h1,{3
1

) est déterminée par (4.13). Le reste 
du théorème se démontre de la même façon que le théorème 3.3. 
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Remarque Les résonances de h1 fJ- peuvent être obtenues à partir de l'équation 
' ! 

( 4.15) 

On obtient pour l = 0 les solutions 

mr i 2(-1)n+I 
k- --Ln -

2R 2R {31 
avec 

2( 1 t+I 
Ln - > 0 

f3t 

Tout le reste des résonances s'obtient comme à la section 3.2.3. 

4.1.4 Théorie de la diffusion pour la paire (h1,jj
1

, ht,o) 

Pour k ;::: 0, considérons la fonction 

( 4.16) 

où Jt(k, r) est définie par (3.22) et È>1(k) par ( 4.4). 
On vérifie comme dans la section 3.4 que les '!jJ1 fJ- ( k, r) constituent bien un 

' 1 

ensemble de fonctions d'onde de h1 fJ- • 
' 1 

Le déphasage de h1 fJ- s'obtient en déterminant le comportement asymptotique 
' 1 

de 1/;1{3- (k,r) quand r --r oo. 
' 1 

En suivant exactement la section 3.4 on obtient: 

JI {3- ( k) = 
' 1 

où A1(k) et B1(k) sont définis respectivement par (3.64) et (3.65). 
Les éléments de la matrice de diffusion sont donnés par 

exp[2it5u~J k )] 

1- 2iB[(k)È>I(k)F/o), (k, R)F?>(k, R) 

( 4.17) 

(4.18) 

Le dévéloppement de portée effective correspondant à h1 fJ- est donné par 
' 1 

-l 1 2 4 -a
1

;; + r1 ;; k + o(k ) 
- ,fJj 2 •fil 

(4.19) 
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où les coefficients a1 (3- et r 1 (3- sont respectivement la longueur de diffusion et 
' l 1 l 

la portée effective. 
Un calcul direct montre que 

L'amplitude de diffusion f[3(k,w,w') associée à Hjj est définie par 

f(J(k, w, w') = 
00 1 2i5, i3 (k) 1 

4rr L L e ·~ik --y;-m(-:-w-') y;m(w) 
1=0 m=-1 

= l 

4rr L L ft,{3Jk)Y/m(w')Y/m(w) 
1=0 m=-1 

k 2: 0; w, w' E 5 2 

( 4.20) 

( 4.21) 

où l'amplitude de diffusion f 1,{3, ( k) correspondant à l'onde partielle l est 
donnée par: 

(4.22) 

L'opérateur de diffusion 5{3 associé à Hjj est défini dans L2 (52
) par 

00 1 

Sjj(k) = 1 + 2ik L L J1,jj1
(k)(Y/m,.)Y/m ( 4.23) 

1=0 m=-1 

4.2 Particule chargée dans une interaction 6'­
sphérique de 2eme espèce 

4.2.1 Défintion du modèle 

Dans cette section nous étudions le modèle obtenu en interchangeant dans 
(3.82) les rôles de f et f'. 
On obtient alors une famille à un pramètre, h1 !3- , d'extensions auto-adjointes ,--y, l 

de h1,..., définie par 

r>O 

f(R) 
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(~+~)t(R+)-(1-~1 )/(R-)=0;/(0+) Osil 0; 

-J" +l(l l)r-2 f E L2((0,oo))} lE IN,~~ E IR, 1 E IR 

( 4.24) 

Le cas~~ = 0 conduit à l'Hamiltonien de Coulomb h1,-r correspondant à l'onde 
partielle l. 

4.2.2 Equation résolvante 

Théorème4.4 
Le résovant de hl,-r,/3

1 
est donné par 

(h1.-r,/31 
k2t 1 

- (h~,, k2
)-

1 2~t(2 + ~,g;_,,k(R, R)t 1 (<!>,,,( -k), .) ~t,,(k) 
k2 E p(h1,,,;3), Imk > 0, lE IN, 1 E IR (4.25) 

où c/JI.--r(k, r), 4>1,--r(k, r) sont définies dans la section 3.5.2 

Remarque 4.3 Les états liés (res p. les résonances) de h1 13- peuvent être ,....,, l 

définis comme étant les pôles du noyau du résolvant de hl,--r,/3
1 

(c'est-à- dire 

les solutions de l'équation 2 + ~19L--r,k( R, R) 0 situées dans Imk > 0 (resp. 
lmk::; 0). 

4.2.3 Propriétés spectrales 

En suivant la section 3.2.2 on obtient pour la détermination des états liés, 
l'équation 

2 + ~IS{--r.V-E(R, R) = 0 ; E < 0 

Théorème 4.5 Soit ~~ E IR, lE IN, pour tout 1 E IR, on a 

Le spectre ponctuel ap(h1 13-) est déterminé par l'équation ( 4.27). 
- ••• 1 -

73 

( 4.27) 

( 4.28) 



4.2.4 Théorie de la diffusion pour la paire (h1 a, ht a) 
,/,!-'1 ' 

Pour k ~ 0, considérons la fonction 

~.-r.!J,(k, r) = F~:~(k, r)- 2tJt[2 + tJt9f,-r,k(R, R)t 1 F/~)(k, R)~t.-r(k, r) (4.29) 

On montre que les :F1,-r.!Jt (k, r) constituent une famille de fonctions d'onde 
de h1 {3- • et en considérant son comportement asymptotique on obtient le 

,")', l 

déphasage [14]: 

Mt,( k) Bt,-r( k) F1:~)' ( k, R) F/~) ( k, R) 
81,-y,jj1(k) -arctan ()' () (4.30) 

At,-r(k)- ikBt,-r(k)fLt,-r(k)F1 .~ (k, R)F1.~ (k, R) 

' ou 
. 2f3t 

J.lt-y =- -
' 2 + fhgf.-r.k( R, R) 

et At,,(k) et Bt,"(k) sont définis respectivement par (3.87) et (3.88). 
Les éléments de la matrice de diffusion sont donnés par 

exp[2i81,-r,!JJ k)] 

= 1- 2iB1~"(k)/Lt,"(k)F1:~)' (k, R)F1:~)(k, R) 

(4.31) 

(4.32) 

Le dévéloppement de portée effective correspondant à h1[J
1 

est donné par 

1 
[(2l+l)!!Vk21+lcoto1 p-(k)=-a-

1
1

{3- +-r1...,p-k2 +o(k4
) (4.33) 

{'(, l tf, l 2 'u I 

Un calcul direct donne 

-1 a -
1,-y,{J! 

tJr-y-vf(2l + 2) 2 :r[r112 Iv(Y)]r=R[r 112 Iv(Y)]r=R 

2- irrtJt:r [rlv(z)H~2>(z)L=R 

où on rappelle que v= 2l + l,y (4!r) 112 et z (4hlr) 112
. 

Dans le cas où 1 = 0, on obtient le résultat suivant 

-1 2 + 2f+l a - = ---=o-_ ---=-'-'--=---
I,f3z 2,6t(l + 1)R21+1 
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4.3 Interactions 5' -sphérique de 2eme espèce à 
support sur N sphères concentriques:conditions 
frontières séparées 

4.3.1 Définition de l'Hamiltonien 

Comme dans la section précédente, ici aussi on définit ce modèle en inter­
changeant dans (3.103) les rôles de f et f'. Ceci c~nduit à la famille à N 
paramètres d'extensions auto-adjointes hq3

1
}.{R} de ht,{R} suivante: 

h -l,{iJ!},{R} 
cP l(l + 1) -+ r> 0 
dr2 r 2 

V(h - ) I,{Ot},{R} {JE L2((0,oo))/f,J' E ACtoc((O,oo) \ {R}):/(0+) = 0 si l = 0; 

j'(Ri+) =j'( Ri-):::: f(Ri); 

(1 /ln !(Ri')- (1- jj~') f(Rj-) = o 

- J" + l(l + l)r- 2 fE L2 ((0,oo))} 

lE IN, 1:::; j < N, {R} {RI, ... , RN}; 

{Bt} = {,Bu, ... , ,BNt}; ,Bit E IR 

Le cas Pil 0,1 :::; j :::; N, donne l'Hamiltonien Ebre ht,o correspondant à 
l'onde partielle l. 
L'opérateur H{iJ!},{R}' défini dans L 2(I R3

) par 
(X) 

H{az},{R} EB [J-I hqfji},{Rlr @1 (4.37) 
1=0 

décrit, par définition, l'interaction 6'-sphérique de 2eme espèce à support sur 
N sphères concentriques correspondant aux conditions frontières séparées. 
Théorème4.6 
Si ,Bi/:/: O,j = 1, ... , N, alors le résolvant de hqiJ

1
}.{R} est donné par 

N 

(hi,{Pt}.{R} k2t 1 = (h1,o- k2
)-

1 + 2: êii'(k) (4>t,j'( -k), .) ~t,j(k) 
jj'=l 

k
2 

E p(hi,{Ôt}.{R}), frnk > 0 

!Jic E l R, 1 S j < N 

~.-

IV 

(4.38) 

( 4.:36) 



' ou 
j=j' 

avec 4>l.i et J1.i définies respectivement par (1.46) et (2.25). 
Démonstration Suivre exactement la preuve du théorème 3.4 

(4.39) 

Remarque 4.4 Dans ce cas aussi la définition de hq/3,},{R} peut être étendue 

au cas où certains Pil sont nuls. Par exemple si Piol = 0 on supprime la j~me 
ligne et la j~me colonne de la matrice ÈJ1( k). 

4.3.2 propriétés spectrales 

Soit Pil f. 0, j L ... , N, alors hl,{iJ,},{R} possède au plus 2N valeurs propres 
négatives en comptant les multiplicités. 
le reste du spectre est purement absolument continu et couvre la partie non 
négative de l'axe réel: 

(J' ess ( h l,{jjl },{ R}) 

(J'sc( h l,{jj1},{ R}) 

G'ac(hi,{Pz},{R}) = [0, 00) 

4> , ,3jt E IR, j = 1, ... , N 

Démonstration Suivre la preuve du théorème 3.5 

( 4.40) 

4.3.3 Théorie de la diffusion pour la paire (h1 ,{~1},{R}; ht,o) 

Pour k > 0, on considère la fonction 

(4.41) 

où F/o)(k, r), Jt,j(k, r) et êjj'(k) sont respectivement défins par (1.15), (3.22) 
et (4.39). On montre que les F1,{jj!},{R}(k,r) sont des fonctions d'onde de 
h -l,{f3t},{R}· 

Le déphasage c5l,{ffit}.{R}(k) de h1,{jj
1
},{R} s'obtient de la même façon qu'au 

(3.112). On a: 
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où At(k) et B1(k) sont respectivement définis par (3.64) et (3.6E>). 
Le dévéloppement de portée effective correspondant à JI,{PtL{R} est: 

où un calcul direct donne 

N 

al,{,ê1},{R} = L êjj'(O)(l + 1)R;R;T1 

j,j'==l 

( 4.44) 

L'amplitude de diffusion f{pt},{R}(k,w,w') associée à H{Pt},{R} est définie par 

ex> 1 e2iSt,{i3t},{R} (k) - 1 ::-::---:---:-
4rr I: I: 2ik vr(w') Yim(w) 

1=0 m::o:-1 

ex) l 

4rr L L ft,{f3
1
},{R}(k)}[m(w')Y;m(w) 

1=0 m=-l 

k ~ 0 ; v..:, w' E S2 ( 4.45) 

où l'amplitude de diffusion fqp
1
},{R}(k) correspondant à Fonde partielle lest 

donnée par: 

N 

Jq[i
1
},{R}(k) = B[(k) L êjj'(k)F/o)'(k, Rj)F/o)(k, Hj') ( 4.46) 

j,j'=l 

L'opérateur de diffusion S{jj,},{R} associé à H{p,},{R} est défini dans L2
(S2

) 

par 
00 l 

s{Pt}.{R} = 1 + 2ik L L fi,{Pt},{R}(k)(Y;m'. )}[m(w) (4.47) 
1=0 m=-l 



Chapitre 5 
1 

GENERALISATIONS ET 
PROBLEMES OUVERTS 

Nous présentons dans ce chapitre quelques problèmes que nous jugeons très 
intéressants et qui pourraient faire l'objet d'études approfondies. 

1. Interactions de type coulombien [14] 
Les résultats obtenus dans les chapitres 1-4 peuvent être généralisés 
au cas des interactions 0 et o'-sphérique plus des interactions de type 
coulombien. Dans ce cas, l'Hamiltonien libre est remplacé par l'opérateur 
H défini dans L2 (I R3 ) par 

H=-Â 
a 2

- 1/4 1 n3 
!xl2 + j;Î, a> 0, xE ln , 1 E l R 

2. Interactions 8'-ponctuelle 
Dans [3,Lemme 2.3] on étudie la limite de l'Hamiltonien Ha décrivant 
l'interaction o-sphérique lorsque le rayon de la sphère tend vers zéro et 
on a montré que si la constante de couplage a est renormalisée d'une 
façon appropriée, alors Ha converge vers l'Hamiltonien de l'interaction 
8-ponctuelle [10] lorsque R --+ 0 dans la topologie de la convergence 
forte des résolvants. 
Il serait intéressant d'étudier cette limite pour l'Hmiltonien H&. de 
1 'interaction 01 -sphérique. 
L'analyse menée dans [3] pour Ha. porte à croire que lorsque R --+ 0, Ha 
tend vers l'Hamiltonien de l'interaction 8'-ponctuelle dans la topologie 
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forte des résolvants. 
Le calcul de cette limite justifie l'intérêt d'une étude systématique de 
l'interaction <5' -ponctuelle. 
On note que cette interaction est différente de l'interaction étudiée dans 
[10] et "inadéquatement" appelée interaction <5'-ponctuelle. 
Dans [24] l'interaction ci dessus citée est appelée interaction <5- ponctuelle 
de 2eme espèce. 

3. Propriété de trace de (Ha- Pt1 - (Ho P)-1 

En vue d'étudier la théorie de la diffusion de lh dépendant du temps, 
il est utile de vérifier le critère de Birman qui stipule que si la différence 
(Ha k2 )- 1 (Ho- k2

)-1 est un opérateur à trace, alors les opérateurs 
d'onde correspondant à Ha existent et sont asymptotiquement com­
plets. 
Cette étude peut être effectuée suivant la méthode dévéloppée dans [3]. 
D'autre part, une étude de la théorie de la diffusion dépendant du 
temps correspondant à Ha peut être réalisée suivant [25] en utilisant la 
théorie des formes symétriques fermées semi-bornées inférieurement. 

4. Interactions o'-sphérique à support sur N sphères ~oncentriques:conditions 
frontières non séparées 
Suivant [7], il est possible de mener une étude systématique des inter­
actions 6'-sphérique de 1 ere et 2eme espèces à support sur N sphères 
concentriq';les correspondant à des conditions frontières non séparées. 

5. Cas relativiste 
Dans [26] et [27], Dittrich et al ont étudié le cas d'une particule rela­
tiviste dans les interactions 6-sphérique et 6-sphérique plus une inter­
action coulombienne. Nous avons continué cette étude par le cas 6-
sphérique à support sur N sphères concentriques. Il serait intéressant 
de voir le cas d'une interaction 6'-sphérique. 
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APPENDICES 

Appendice A :Extensions auto-adjointes d )opérateurs symétr igues 
Soit 1-l un espace de Hilbert. Dans toute la suite les opérateurs qui seront 
considéres seront supposés à domaines dense dans 1-l. 
I) Définitions 
(1) Soient A 1 et A deux opérateurs dans 1-l. On dit que A 1 est une extension 
de A, on note A A 11 si et seulement si V(A) C V(AI) et A1<p = A<p pour 
tout <p E V(A). 
(2) Un opérateur A est dit fermable s'il admet une extension fermée. Toute 
opérateur fermable A admet une plus petite extension fermée appelée sa 
fermeture et notée A. 
(3) Soit V(A*) l'ensemble des </1 E 1i tels qu'il existe 'T] E 1-l avec 

(A1f,cp) = (1f,ry) pour tout 1f E V(A) 

Pour tout <p E V(A*), on peut définir A*<p ry. 
A* est appelé l'adjoint de A. L'élément ry est unique si V( A) est dense dans 
1-l. 
(4) Soit A un opérateur fermé dans 1-l. Un nombre complexe À appartient à 
l'ensemble résolvent p(A), si )J- A est une bijection de V(A) sur 1-l, et par 
conséquent ( par le théorrhe du graphe fermé), (>..!- A)-1 est borné. 
Si À E p(A), R.\(A) =(À/- A)-1 est appelé le résolvant de A. 
(5) L'opérateur A est dit symétrique si (A<p, 1f) ( <p, A~), pour tout ~' <p E 
V( A). 
A est dit auto-adjoint si A A". 
(6) Soit A un opérateur symétrique dans 1i et considérons les espaces: 

K+ = I\er(i- A*) 

et 
K_ = (i +A*) 
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Les nombres n+ = dimK+ et n_ = dimK_ sont appelés indices de défaut de 
A. On écrit : def A= (n+, n_ ). 
(7) Une application antilinéaire C: 1-l--+ 1i [ C(acp+/3'1/J) =a, [C(cp) 
,BC( 1,& )] est appelée une conjugaison si elle préserve la norme et C 2 = I. 
II) Propriétés 
Théorrhe A.1 Un opérateur symétrique fermé est auto-adjoint si et seulement 
si A *-est symétrique. 
Théorème A.2 Soit A un opérateur symétrique de domaine V(A). Alors le 
domaine V(A*) de l'opérateur A* peut s'écrire comme 

et si Â est une extension symétrique quelconque de A, alors V(Â) C V(A*) 
. En plus Vcp E V(Â), cp cp 0 + 'ifJ+ +V 'if;_ où cp 0 E 1l(A), 'if;+ E K et 
1,&_ E K+, V étant une isométrie de domaine contenu dans /{+ et d'image 
contenu dans K . 
Théorrhe A.3 Soit A un opérateur symétrique et fermé dans 1l, tel que def 
A= (N,N),N E IN*. 
Soit B et C deux extensions auto-adjointes distinctes de A. Alors 

N 

(B-zt 1 -(C zt 1 = 1:: (4>n(z,.)4>m(z) 
m,n=l 

z E p(B)np(C) 

où <Pm(z), m = 11 ••• , N sont des solutions indépendantes de l'équation 

A*<,b(z) = z<,b(z) <,b(z) E V(A*) 

En général, on a det [>.(z)] =O. De plus Vz, z' E p(B) np(C) 

.x-1 (z) = À-
1 (z) + (z- z') [(4>n(z'),4>m(z)]:m=l 

Théorème A.4 Soit A un opérateur symétrique et supposons qu'il existe une 
conjugaison C avec C: V(A) -+ V(A) et AC= CA. Alors, A a des indices 
de défaut égaux et donc admet des extensions auto-adjointes. 
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Appendices B Convergence des opératettrs non bornés 

Définitions Soient An, n = 1, 2, ... et A des opérateurs auto--adjoints. On dit 
que An converge vers A au sens de la convergence en norme des résolvants 
si Rx(An) ---t R.x(A) en norme pour tout >. tel que lm>. =J O. An converge 
vers A au sens de la convergence forte en norme des résolvants si R\(An) ---t 

R.x(A) fortement pour tout >.tel que lm>. =JO. 
Théorème B.l Soient {An}~=I, et A une famille d'opérateurs auto--adjoints 
uniformément bornés. Alors An ---t A au sens de la convergence en norme 
des résolvants si et seulement si An ---t A en norme. 
Théorème B.2 Soient {An}~=ll et A des opérateurs auto-adjoints, et À0 un 
point de lC. 
(a) Si lmÀ 0 =/: 0 et !IR.xa(An)- R.x(A)II--+ 0, alors An --+A au sens de la 
convergence en norme des résolvants. 
(b) Si lm>.a =/: 0 et si R,xo(An)cP- R.xJA)ci> ---t 0, pour tout cP E 'H, alors 
An --+ A au sens de la convergence forte en norme des résolvants. 
Théorème B.3 Soient {An}~=I, et A des opérateurs auto-adjoints. Alors 
An ---t A au sens de la convergence forte en norme des résolvants si et 
seulement si eitAn converge fortement vers eitA pour chaque t. 
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