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Résumé

Dans cette these, on considere une poutre flexible d’Euler-Bernoulli encastrée a une
extrémité et soumise a 'extrémité libre a un controle force en rotation et en vitesse
de rotation. Ce systeme appartient a la classe des systéemes dynamiques de dimension
infinie. L’objectif poursuivi consiste a étudier le caractere bien posé au sens des Cp-
semi-groupes, le spectre, la stabilité exponentielle et la dissipativité numérique de ce
systeme.

La premiere partie de cette theése est composée de deux chapitres. Le premier est
consacré a la stabilisation de cette poutre a coefficients variables. Nous montrons que
le contréle force en rotation et en vitesse de rotation stabilise exponentiellement le
systeme. Dans le second, nous ajoutons au systeme étudié au premier chapitre, un
amortissement dont le coefficient est une fonction qui n’est pas de signe constant. La
question qui se pose naturellement est de savoir si une telle fonction pourrait avoir une
mauvaise influence sur la stabilité exponentielle de ce nouveau systeme. Nous donnons
des conditions pour qu’il soit exponentiellement stable.

La deuxieme partie se décompose en deux chapitres. Le premier développe une mé-
thode numérique qui conserve fidelement les propriétés obtenues dans le cas continu
telles que la stabilité et la dissipativité de la fonction de Lyapunov. La discrétisation
du systeme se fait en deux étapes : une premiere méthode numérique semi-discrete est
obtenue en utilisant la méthode des éléments finis pour la discrétisation dans ’espace,
et dans la deuxieme étape, un schéma numérique totalement discrétisé est obtenu en
se servant du schéma de Crank-Nicolson pour la discrétisation dans le temps. Chaque
schéma numérique est développé en conservant l’argumentation de dissipativité. Par
ailleurs, la convergence de la méthode est montrée et des estimations d’erreur a priori
sont obtenues. Le deuxieme présente des simulations numériques. Par la méthode des
éléments finis, nous illustrons l'influence des parametres de controles rétroactifs a la
frontiere sur le spectre approché. En outre, 'ordre de convergence des méthodes nu-

mériques obtenu dans le premier chapitre de la deuxieme partie est confirmé.

Mots clés : poutre d’Euler-Bernoulli, semi-groupe, stabilité, éléments finis d’Hermite,

schéma de Crank-Nicolson, dissipativité numérique.

Université Nangui Abrogoua d’Abidjan — Laboratoire de Mathématiques
et d’Informatique (LMI)



vi

Abstract

In this thesis, we consider a flexible Euler-Bernoulli beam clamped at one end and
subjected to a force control in rotation and velocity rotation. This system belongs to
the class of infinite dimensional dynamic systems. The goal of the two parts of this
thesis is to study the well-posedness character in the sense of the Cy-semigroups, the
spectrum, the exponential stability and numerical dissipativity of this system.

The first part of this thesis is composed of two chapters. The first chapter is about
stabilization of this beam with variable coefficients. We show that the force control in
rotation and velocity rotation stabilizes exponentially the system. In the second, we
add to the system studied in the first chapter, a damping whose coefficient is a function
which changes sign. The natural question is whether such a function could have a bad
influence on the exponential stability of the new system. We give conditions for obtain
the exponential stablility.

The second part is divided into two chapters. The first chapter develop a nume-
rical method which faithfully reproduces some properties obtained in the continuous
case such as stability and dissipativity of Lyapunov function. The discretization of the
system is performed in two steps : first a semi-discrete numerical method is obtained
using the finite element method for the discretization in space, and in the second step,
a fully discrete scheme is obtained using the Crank-Nicolson scheme for discretization
in time. The two numericals schemes are developed, followed by the dissipativity ar-
gumentation. Furthermore, the convergence of the method is shown and a-priori error
estimates are obtained. The second chapter presents the simulations results. By finite
elements method, we illustrate the influence of boundary feedback controls on ap-
proximate spectrum. Moreover, the order of convergence (0.0.c) of numerical method

in both space and time obtained in the first chapter of second part is confirmed.

Keywords : FEuler-Bernoulli beam, semigroup, stability, finite elements of Hermite,

Crank-Nicolson scheme, numerical dissipativity.

Université Nangui Abrogoua d’Abidjan — Laboratoire de Mathématiques
et d’Informatique (LMI)
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Introduction générale

Cette these concerne les aspects analytiques et numériques des systemes méca-
niques avec des commandes de controle.

L’équation de la poutre d’Euler-Bernoulli (Euler-Bernoulli Beam en anglais) est
un modele tres bien établi qui a une large gamme d’applications découlant de I'ingé-
nierie et de I'industrie. On peut citer les satellites avec des appendices flexibles [3], 5],
les Bras de robot flexibles [42], les oscillations d’antennes de télécommunication, les
ailes flexibles des véhicules a micro-air [14], les batiments élevés en raison de forces
externes [37], et méme des vibrations des structures ferroviaires [56]. Ces quelques
exemples démontrent que la question de stabilisation et des commandes de controle
des poutres flexibles d’Euler-Bernoulli est un domaine de recherche important. L’inté-
rét des ingénieurs et des mathématiciens pour ces problemes a été considérablement
stimulé dans les années 1980, lorsque la National Aeronautics and Space Administra-
tion (NASA) a lancé le modele SCOLE (Spacecraft Control Laboratory Experiment),
dans le but de controler la dynamique des grands engins spatiaux flexibles (voir par
exemple [39, [, [5]). Le modele SCOLE se compose d'un mét long et flexible M et
d’une poutre élastique reliant deux corps rigides. L'un des corps rigides représente
I'orbite de navette spatiale S et I'autre représente le réfléchisseur d’antenne A. Cha-
cun des corps rigides possede des propriétés d’inertie prescrites et est controlé par des
équations différentielles ordinaires tandis que le mat flexible satisfait a une équation
différentielle aux dérivées partielles avec des conditions aux limites imposées aux deux
extrémités par des forces de controle et des couples de forces agissant a la fois sur S et
A. Ainsi, les poutres flexibles d’Euler-Bernoulli étudiées dans cette these c¢’est-a-dire
celles fixées a une extrémité et soumises a l'extrémité libre a une force de contréle en
rotation et en vitesse de rotation, font partie des structures comprises dans le projet
SCOLE. Toutefois, sans perte de généralité, nous supposerons que la masse attachée
a l'antenne est nulle.

La notion de stabilité correspond a l'idée du comportement d’un systeme qui dure
dans le temps. Une maniere naturelle d’aborder cette question consisterait a résoudre
I’équation différentielle associée au systeme et d’étudier le comportement des solu-
tions. Toutefois, cette étude de stabilité n’est pas aisée dans la pratique. Pour y ar-

river, plusieurs méthodes ont vu le jour dont la méthode de 'analyse spectrale qui



a fréquemment été utilisée au cours des dernieres décennies pour déterminer le com-
portement dynamique des systemes vibrants. En général, les problemes de stabilité en
dimension infinie sont beaucoup plus compliqués que ceux des systemes en dimension
finie. En effet, la stabilité asymptotique, la stabilité exponentielle ainsi que la propriété
stipulant que toutes les valeurs propres sont situées dans le demi-plan gauche du plan
complexe ouvert, sont équivalentes en dimension finie. Par contre, pour les systémes
linéaires en dimension infinie, I’équivalence ne tient pas en général. Contrairement au
cas de dimension finie, la stabilité exponentielle pour les systémes en dimension infinie
ne peut étre seulement déduit par le fait que le spectre du systeme se situe dans le
demi-plan gauche du plan complexe ouvert. Des conditions supplémentaires sont donc
nécessaires. Pour la stabilisation par feedback (rétroaction) des problémes d’ingénierie,
il est préférable, si possible, de trouver des controles qui stabilisent exponentiellement
le systeme donné. Ceci est vraiment important car la stabilité exponentielle offre la
convergence avec la garantie d'un bon ordre de convergence. Nous étudierons ce type
de stabilité pour chacun des problemes de cette theése dans le cadre des semi-groupes
et nous ferons une approximation du spectre. Tel est le premier objectif de cette these.

La seconde contribution de cette these se situe au niveau de la conception d'une
méthode numérique dissipative pour le systeme considéré, qui reproduit fidelement les
propriétés obtenues dans le cas continu telles que la stabilité et la dissipativité de la
fonctionnelle de Lyapunov. La méthode est développée de telle sorte que les systemes
discrétisés conservent la dissipativité. Pour la discrétisation dans I'espace, on utilise la
méthode des éléments finis avec les fonctions polynomiales d’Hermite, et la méthode
de Crank-Nicolson pour la discrétisation dans le temps. La méthode numérique est
validée par des simulations et sa convergence est démontrée.

Le premier chapitre de la these est consacré aux rappels voire aux ressources né-
cessaires portant sur la notion des systemes dynamiques et la stabilité de Lyapunov,
la théorie des semi-groupes relative a de tels systémes et 1’étude des problemes aux
valeurs propres.

Dans le Chapitre 2, nous nous intéressons a 1’étude de la stabilité exponentielle
d’une poutre d’Euler-Bernoulli a coefficients variables fixée a une extrémité et soumise
a I'extrémité libre a un controle force en rotation et en vitesse de rotation. On montre
que le systeme des fonctions propres généralisées forme une base de Riesz dans ’espace
d’état correspondant. Par conséquent, le spectre détermine le taux de décroissance de

I’énergie et on en déduit la stabilité exponentielle du systeme. Nous précisons que ce



systeéme est le cas non uniforme ou variable de ceux étudiés par A. K. Touré, B. J. C.
Koua et F. N. Diop (voir [58], cas 8 # 0) et par F. Saouri (voir [52], cas f = 0) dans
lesquels les auteurs ont prouvé, en utilisant la théorie de Shkalikov, la propriété de
la base de Riesz et aussi la stabilité exponentielle du systéme uniforme. Les résultats
obtenus dans ce chapitre ont fait I’objet d’une publication a Global Journal of Pure
and Applied Mathematics (voir [9]).

Dans le Chapitre 3, on considere le systeme étudié au deuxieme chapitre en ajou-
tant a la premiere équation un terme d’amortissement ou de frottement visqueux a
coefficient variable modélisé par une fonction notée (.) (fonction n’ayant pas de signe
constant). On penserait a premiere vue que l'ajout d’'un amortissement aurait une
mauvaise influence sur le systéme. Mais nous démontrons que ce nouveau systeme est
exponentiellement stable sous certaines conditions. Ce qui n’est pas évident en raison
de I'épaisseur physique non uniforme et de la densité de la poutre d’Euler-Bernoulli
apparaissant avec le coefficient variable d’amortissement ~(z) dans la premiere équa-
tion. Ce résultat a fait l'objet d'une publication a Journal of Mathematics Research
(voir [10]).

Le Chapitre 4 est consacré aux résultats numériques obtenus a partir du systeéme
exponentiellement stable présenté au Chapitre 2 mais a coefficients constants c’est-a-
dire ceux étudiés par A. K. Touré, B. J. C. Koua et F. N. Diop (voir [58], cas 5 # 0) et
par F. Saouri ([52], cas 8 = 0). Nous développons une méthode numérique dissipative
qui conserve fidelement les propriétés dans le cas continu tels que la stabilité et la
dissipativité de la fonctionnelle de Lyapunov. Cette méthode est développée de telle
sorte que le systeme semi-discrétisé et celui totalement discrétisé conservent la dissi-
pativité. Pour la discrétisation dans I’espace, on utilise la méthode des éléments finis
avec les fonctions polynomiales cubiques d’Hermite, et le schéma de Crank-Nicolson
pour la discrétisation dans le temps. La convergence de cette méthode est démontrée
et des estimations a priori sont obtenues. Ce résultat a fait 'objet d’une publication a
Journal of Mathematics Research (voir [§]).

Finalement, le Chapitre 5 est consacré aux simulations numériques afin d’illustrer
lefficacité de la méthode employée au Chapitre 4. Par la méthode des éléments finis
décrite au Chapitre 4, nous étudions I'influence des parametres de controle du systeme
sur le spectre. Afin de vérifier aussi 1'ordre de convergence (o0.d.c) obtenu au Chapitre
4, des simulations sont faites a différentes étapes de la discrétisation tant en espace

que dans le temps.



Nous terminons cette rédaction par une conclusion générale qui rappelle les ob-
jectifs de la these et les résultats essentiels atteints ainsi que quelques perspectives

soulignant les extensions de nos travaux qui peuvent étre faites.



Chapitre 1
(Généralités

Ce chapitre présente quelques généralités permettant de fixer les idées quant aux
systemes dynamiques, a la théorie des semi-groupes relative a de tels systemes et a

I’étude des problemes aux valeurs propres.

1.1 Modélisation

Depuis I'avenement de la conception de grandes structures spatiales et la nécessité
de les rendre aussi légeres que possible, le besoin d’amortir rapidement les vibrations
transitoires des objets s’est inévitablement imposé. C’est pourquoi, dans le cadre de
cette these, nous contrélons 'extrémité libre d'une poutre flexible d’Euler-Bernoulli a
coefficients variables de longueur [, encastrée a une extrémité afin d’atténuer les effets
de ses vibrations possibles. Nous la modélisons comme suit.

En supposant que la densité des forces extérieures est nulle, la poutre flexible satisfait

I’équation d’Euler-Bernoulli suivante :
m(x) uy (x,t) + (E1(2) Uy ), (,t) =0, 0<z<l, t>0, (1.1)

ou ET est la rigidité de flexion et m est la masse linéique de la poutre.

Tout au long de cette these, nous supposerons que, pour tout = € [0, 1] :
m(z), El(x) € C*0,1), m(z), EI(x) > 0.

Notons que u(z,t) désigne la déviation transversale de la poutre a la position = et au

temps t. La notation w = u, sur la figure désigne la vitesse de la poutre.



1.1. MODELISATION

Les conditions initiales sont considérées
u(x,0) =up(x), 0<z<l, (1.2)

u (2,0) = wo(z), 0<z<I. (1.3)

Les conditions aux limites de I’équation (1.1)) sont définies en considérant les 4 gran-

deurs suivantes dues a la flexion :

- Déplacement di a la flexion : u(x,t),

- Angle de rotation di a la flexion : O(z,t) = ug(z,t),

- Moment de flexion : M (z,t) = Elug,(z,t),

- Force de cisaillement : Q(z,t) = —(ETugy).(x,t).

On désigne par 0,(x,t) = uz(x, 1), la vitesse de rotation.

(u,w) (45,

FIGURE 1.1 — Exemple d'une poutre flexible d’Euler-Bernoulli

Nous supposons en outre que 'extrémité de la poutre a x = 0 est encastrée ou

fixée, c’est-a-dire que les conditions aux limites suivantes sont satisfaites :
u(0,t) =0, t >0, (1.4)

ug (0,8) =0, t > 0. (1.5)



1.1. MODELISATION

Nous donnons maintenant les conditions a I'extrémité libre de la poutre c¢’est-a-dire
en r = [. A cet endroit, nous contrdlons la poutre seulement en moment par une
combinaison linéaire de la vitesse de rotation et de I’angle de rotation et non en force.

Cela signifie donc que la force de cisaillement est nulle en . =1 :
— (Elug,), (I,t) =0, t >0, (1.6)
et le moment de flexion en z = [ vérifie I’égalité suivante :
— Elug, (I,t) = aug(l,t) + Pug(l,t), t >0, (1.7)

ol « et [ sont des parametres positifs, des gains de rétroaction accordés dans la pra-

tique.
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% - | i R
1]
- © -x
ux)
¥y
YY (a) ' Y,y (b)

F1GURE 1.2 — Différentes configurations d’une poutre flexible d’Euler-Bernoulli :
(a) en rotation (b) en translation.

Nous montrons, dans des conditions appropriées, qu'une poutre d’Euler-Bernoulli, fixée
a une extrémité avec des contrdles imposés a 'autre extrémité, peut étre exponentiel-
lement stable. Il est important de noter que la méthode employée dans les prochains
chapitres peut également étre appliquée a d’autres structures de poutres multiples
comme évoquées dans 'introduction, avec des controles imposés a un bout de la poutre

ou encore quelque part d’autre sur le long de la poutre.
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1.2 Remarques sur les notations

Ou(z,t)

, Ug (@, )

T
et u'(x,t). Quelle que soit la forme utilisée, toutes désignent la dérivée partielle de

Plusieurs notations sont utilisées pour la différentiation nommément

u(zx,t) par rapport a . De méme, pour une fonction dépendante du temps u(t), nous
utiliserons Eu(t), u(t) ou u; pour désigner sa dérivée par rapport au temps. Les no-

tations O(.) et o(.) sont définies comme suit : pour ¢ > 0 et pour un réel p,
f(t) = 0(") quandt — 0 < 7P| f(t)| est borné quand ¢ — 0,

f(t) = o(t?) quandt — 0 < tP|f(t)| — 0 quand t — 0.

1.3 Quelques espaces fonctionnels usuels

Les informations suivantes qui figurent dans cette section proviennent de [38].
1.3.1 Espaces de Sobolev en dimension un

Soient © un ouvert quelconque de R. On désigne par L?(2) I'espace fonctionnel

suivant :

L*(Q) = {u:Q—)C‘/ |u|2da:<oo}.
Q
Comme il est classique, L? est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u,v)2(0) = /Qu(a:)v(x)daf
associé a la norme
. \1/2
|l 20y = (/Q |ul d:c) < 00. (1.8)

Soit maintenant m un entier supérieur ou égal a 1. En bref, I’espace de Sobolev
H™(Q) d’ordre m sur Q est défini par

H™Q)={ue L*(Q): D*uelL*Q), Va, |af<m}, (1.9)
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ou
aa1+0¢2+-~+04n

© 0r1025”...0x0n’

D¢ a:{al,...,an} et ’05| =a1+ay+ ...+ .

Il faut préciser a quel sens I'on prend les D® dans la définition (|1.9)).

Pour cela, rappelons brievement comment sont définies les distributions sur €.

On définit d’abord
D(Q) = {p| ¢ indéfiniment différentiable sur €2 et a support compact dans Q}.
On définit alors
D'(Q) = dual de D(N2) = espace des distributions sur
et 'on munit D’(2) de la topologie forte de dual.

T
SiT € D'(Q), sa dérivée Er est définie par
Ly

oT Oy
<—,p>=—<T, —/— > VpeD).
o, ¥ o, p € D(Q)
Ce qui donne une application
T
T — —
837]'

linéaire et continue de D'(2) — D'(Q).
Maintenant on peut définir le sens de la définition ([1.9)) si 'on note que

D(Q) C L*(Q) c D'(Q)
en identifiant tout élément u de L?*(2) & la distribution
O < U >

En conclusion, nous retenons que, dans la définition ([1.9)), les dérivées D%u sont prises

au sens des distributions sur (2.

On a aussi le théoreme suivant décrivant les espaces de Sobolev H™, m > 0 :
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Théoréme 1.1. On munit H™(Q)) de la norme :

1/2
| w || m ()= (Z ||D°‘U\|i%m>

laf<m

Pour cette norme, l'espace H™(2) est un espace de Hilbert. Le produit scalaire de deux

éléments u et v de H™(2) est donné par

< U,V >gEm@Q)= Z < D%, D%v >L2(9Q) -

la|<m

Il est important de noter les inclusions strictes suivantes :
H™(Q) Cc H™(Q) C L*(Q) = H°(Q)
sim; >m > 0.

1.3.2 L’espace L*(a,b; X)

Soit X un espace de Hilbert. On désigne par L?(a,b; X') I'espace des (classes de)
fonctions f fortement mesurables sur [a,b] a valeurs dans X (pour la mesure de Le-

besgue dt sur [a, b]) et telles que

b 1/2
([ 10Ba) =l <+ (110

Muni de la norme (1.10]), L?(a, b; X) est un espace de Hilbert.
On rappelle qu’une fonction f : [a,b] — X est dite fortement mesurable s’il existe une

suite de fonctions simples fy : [a,b] — X telle que :
lim f, = f, p.p sur [a,b].
k—o0
1.3.3 Espaces intermédiaires ou d’interpolation

Soient X et Y deux espaces de Hilbert que nous supposerons séparables avec

X CY, X étant dense dans Y avec injection continue.

10
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Nous rappelons ici un procédé donné dans [38] pour définir les espaces intermédiaires
liés a la formulation variationnelle d’un systeme.
D’abord, définissons 'opérateur A.
L’espace X peut étre défini comme le domaine d’un opérateur A non borné dans Y,
auto-adjoint, positif (A étant d’ailleurs non unique). La norme de X est équivalente a
celle du graphe

(Il + 1Aul}) ", e D) = X.

Désignons par D(S) I’ensemble des u tel que la forme anti-linéaire
V< u,v >y, veX
soit continue pour la topologie induite par Y. Alors on a :
< u,v >x=< Su,v >y, (1.11)

ce qui définit S comme un opérateur non borné dans Y, de domaine D(S). Le domaine
D(S) est aussi dense dans Y.
S est un opérateur auto-adjoint et strictement positif. En effet, il existe une constante
M telle que :

< Sv,v >y= ]k = Mlv]7.

Grace a la décomposition spectrale des opérateurs auto-adjoints, on peut définir les
puissances S? de S, avec § € R (ouC).

On utilisera en particulier :

A =52 (1.12)

L’opérateur A est auto-adjoint positif dans Y, de domaine X. On déduit des équa-

tions (T1) - (L12) que :

<u,v >x=< Au,Av >y, Yu,ve X. (1.13)

L’opérateur S dépend du choix des produits scalaires sur X et Y sans changer évi-
demment les topologies de X et Y et donc 'opérateur A dépend aussi de ces produits

scalaires ; il n’est donc pas intrinsequement lié aux espaces X et Y.

On donne a présent la définition des espaces intermédiaires [X, Y], :

11
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Définition 1.2. Soient X et Y deux espaces de Hilbert que nous supposerons sépa-

rables avec X C Y, X étant dense dans Y avec injection continue. A étant défini par

([1.12), on pose
[(X,Y],=D(A"), 0<0<1

avec D(A'™?) le domaine de A'=% et la norme de [X,Y], = norme du graphe de A*~°
1/2
c’est-a-dire (||u||§/ + ||A1_9uH%) 2.

Des propriétés de la décomposition spectrale, on en déduit que X est dense dans
[X7 Y]9 '

Il est important de noter que :
XY, =X, [X.Y], =Y.
De plus, puisque
X C[X,) Y], CY,

chaque espace étant dense dans le suivant, on a par dualité sans aucune identification

entre l'espace et son dual :
Y' C[X,Y], C X,

chaque espace étant dense dans les suivants.

On peut maintenant énoncer le théoreme de dualité dans le cadre des espaces

intermédiaires :

Théoréme 1.3. Pour tout 6 € 10,1[, on a :
[X7 Y]/G = [Ylv X/]ka )

avec équivalence de normes.

Démonstration. Pour la démonstration, on peut se référer a [38] aux pages 34-35. [

12
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1.4 Systemes dynamiques et stabilité de Lyapunov

Dans cette section, nous examinerons certains concepts fondamentaux sur les sys-
temes dynamiques et nous décrirons la stabilité de Lyapunov associée a ce type de

systeme.

1.4.1 Systemes dynamiques

La notion de systéme dynamique a son origine dans la mécanique newtonienne.
Tout comme dans certaines sciences naturelles et disciplines d’ingénierie, la regle d’évo-
lution des systemes dynamiques est une relation implicite qui donne I’état du systeme
dans le futur pour un court laps de temps. La relation peut étre une équation diffé-
rentielle, une échelle de temps, etc. Pour déterminer ’état du systéme dans le futur, il
faut itérer la relation a plusieurs reprises, chaque temps d’avancement étant une petite
étape. La procédure d’itération est appelée la résolution du systeme ou 'intégration
du systéme. Si le systeme peut étre résolu, étant donné un point initial, il est possible
de déterminer toutes ses positions futures qui est un ensemble de points connu sous le
nom de trajectoire ou d’orbite.

Avant l'apparition des ordinateurs, la recherche d’une orbite nécessitait des tech-
niques mathématiques sophistiquées et ne pouvait étre réalisée que pour une petite
classe de systémes dynamiques. De nos jours, les méthodes numériques mises en ceuvre
sur les machines informatiques et électroniques ont simplifié la tache de la détermina-
tion des orbites d'un systeme dynamique.

Pour les systemes dynamiques simples, connaitre la trajectoire est souvent suffi-
sant, mais la plupart des systemes dynamiques sont trop compliqués pour étre compris
en termes de trajectoires individuelles. Les difficultés sont énumérées comme suit :

1- Les systémes étudiés ne peuvent étre connus que approximativement (les para-
metres du systeme peuvent ne pas étre connus précisément ou des termes peuvent
manquer dans les équations). Ainsi, les approximations utilisées remettent donc en
question la validité ou la pertinence des solutions numériques. Pour surmonter cette
difficulté, plusieurs notions de stabilité ont été introduites dans 1’étude des systemes
dynamiques. Ce sont : la stabilité de Lyapunov, la stabilité de Lagrange et la stabilité
de Hurwitz. La stabilité des systémes dynamiques implique qu’il existe des conditions

initiales pour lesquelles les trajectoires du systeéme étudié et celles de son approxi-

13
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mation seraient équivalentes. Notons que 'opération de comparaison des orbites pour
établir leur équivalence change avec les différentes notions de stabilité.

2- Certaines trajectoires peuvent étre périodiques, alors que d’autres peuvent parcou-
rir de nombreux états différents du systeme. Ces différents comportements nécessitent
souvent d’énumérer des classes ou de maintenir le systéme dans une classe. La classifi-
cation de toutes les trajectoires possibles a conduit a I'étude qualitative des systemes
dynamiques, c¢’est-a-dire a ’étude des propriétés invariantes sous des transformations
de coordonnées.

3- Le comportement des trajectoires en fonction d’un parametre variable fait que les
systemes dynamiques peuvent avoir des points de bifurcation. Par exemple, il peut
arriver de migrer uniquement d’'un mouvement périodique a un comportement appa-
remment erratique (qui n’est pas fixe), comme dans la transition vers la turbulence
d’un fluide.

4- Les trajectoires du systeme peuvent apparaitre erratiques et stochastiques (aléa-
toires). Dans ces cas, il peut étre nécessaire de calculer les moyennes en utilisant une
tres longue trajectoire ou de nombreuses trajectoires différentes. Les moyennes sont
bien définies pour les systemes ergodiques (c’est-a-dire les systemes qui parcourent tous
les états possibles avec des probabilités égales) et une compréhension plus détaillée a
été élaborée pour les systemes hyperboliques. La compréhension des aspects proba-
bilistes des systemes dynamiques a permis d’établir les fondements de la mécanique

statistique et du chaos.

1.4.2 Définition d’un systéeme dynamique et son étude quali-

tative

Un systeme dynamique est un concept en mathématiques ot une regle fixe décrit
comment un point dans un espace géométrique dépend du temps. Les exemples incluent
les modeles mathématiques qui décrivent le mouvement d’une poutre en rotation, le
basculement d’un pendule d’horloge, le débit d’eau dans un tuyau et le nombre de
poissons chaque heure de printemps dans un lac. A tout moment donné, un systeme
dynamique a un état qui est donné par un ensemble de nombres réels (un vecteur).
Cet état peut étre représenté par un point dans un espace d’état approprié. De petits
changements dans I’état du systéme créent assurément de petits changements dans les

résultats. La regle d’évolution du systéeme dynamique est une regle fixe qui décrit les

14
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états futurs en fonction de 'état actuel. La regle est déterministe ; en d’autres termes,

pour un intervalle de temps donné, un seul état futur découle de I’état actuel.

Définition 1.4. (Systéme dynamique) Un systéme dynamique est un quadruplet
{T,X,A,S} ou T désigne Uespace du temps, X l’espace des étals (un espace métrique
muni de la métrique d), A l'espace des états initiaux et S la famille des mouvements.
En particulier, lorsque T = R™, on parle de systémes dynamiques a temps continu et

quand T'=N ={0,1, ..., }, on parle de systémes dynamiques a temps discret.

Pour tout mouvement x(.; g, %) € S, on a :

(1.14)

l‘(to;lﬂo,to) =xgc ACX
I(t;$07t0> e X, Vte [to,tﬂ NT. t, >t

ou t est fini ou infini.
Un ensemble M C A est dit invariant par rapport a ’ensemble des mouvements S
si g € M implique que z(t; zg,ty) € M pour tous t > to, tg € T et x(.;x0,1y) € S.
Un point p € X est un point d’équilibre pour le systéeme dynamique {T, X, A, S} si le
singleton {p} est un ensemble invariant par rapport a la famille de mouvements S.
Le terme de stabilité (plus précisément, la stabilité de Lyapunov) se réfere générale-
ment au comportement qualitatif des mouvements par rapport a un ensemble invariant
(ou & un équilibre), alors que le terme limite (plus particuliérement, la stabilité de La-
grange) se réfere aux propriétés (globales) de la limite des mouvements d’'un systéme
dynamique. Parmi les différents types de stabilité de Lyapunov qui ont été considé-
rés dans la littérature, les plus importants concernent la stabilité uniforme, la stabilité
asymptotique, la stabilité asymptotique uniforme, la stabilité exponentielle, la stabilité
exponentielle uniforme. Les types de stabilité de Lagrange les plus importants com-
prennent la délimitation simple ainsi que la délimitation uniforme des mouvements.

En définitive, la théorie des systémes dynamiques traite du comportement quali-
tatif a long terme des systéemes dynamiques. Grace a elle, 'on peut rechercher des
solutions précises aux équations définissant le systéme dynamique et aussi répondre
aux questions telles que : Le systeme se stabilisera-t-il a long terme et, si oui, quels
sont les états stables possibles ? Le comportement a long terme du systéme dépend-il
de sa condition initiale ?

A présent, nous décrivons la stabilité de Lyapunov pour les systémes dynamiques

qui nous servira dans le Chapitre 4 de cette these.
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1.4.3 Stabilité de Lyapunov pour les systéemes dynamiques

Lyapunov, dans son travail original de 1892 plus précisément dans son mémoire
intitulé "Probleme général de la stabilité du mouvement’, a proposé deux méthodes
pour démontrer la stabilité. La premiere méthode consiste a développer la solution en
série et montrer qu’elle est convergente en passant aux limites. La deuxiéme méthode,
qui est presque universellement utilisée de nos jours, utilise une fonction de Lyapunov
V(z) qui est analogue a 1’énergie mécanique d'un systeme dynamique classique. Elle
est introduite comme suit pour un systeme ayant un point d’équilibre a x = 0.

Considérons le systeme dynamique non linéaire 3 défini comme suit :

(1.15)

{ i(t) = f(z(t))
x(0) =z

ou z(t) € D C R"™ est la solution du systeme vectorielle d’état, D est un ouvert
contenant 'origine, et f : D C R™ est une fonctionnelle continue sur D.

La méthode de stabilité de Lyapunov est principalement axée sur le systeme ,
c’est-a-dire un systeme a entrée nulle. En fait, de nombreux systemes ont des entrées
de controle externes. Si la loi de controle est sous la forme d’un retour d’état, les
systemes en boucle fermée sont équivalents au systeme . Dans ce cas, la théorie
de la stabilité de Lyapunov peut étre appliquée directement. Cela reste vrai si ((1.15))

est un systeme dynamique linéaire.

Définition 1.5. (Dérivation le long de la trajectoire d’un systéme [54]] ) Soit
le systeme dynamique 3 donné. La dérivée d’une fonctionnelle V : R® — R le long de
la trajectoire de Y est définie par :

av av V(z(t)) — V(o)

—rle = = la = lim ; : (1.16)

1l est généralement noté V(x).

Définition 1.6. (Fonction de Lyapunov) Une fonctionnelle V(x) : R* — R est
appelée candidat pour une fonction de Lyapunov pour un systéme dynamique si elle
verifie :

1- V(x) > 0 avec égalité si et seulement si x = 0.

2- V(x(t)) <0.
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INFINIE

Ainsi, le systéme est dit stable au sens de Lyapunov. De plus, le systéme est dit asymp-

totiquement stable au sens de Lyapunov si V(z(t)) < 0 avec égalité si et seulement si

z =0.

Remarque 1.7. Notons que dans (1-), V(0) = 0 est requise. Sinon par exemple,
V(x)

=17 7] prouverait que le systéme dynamique (t) = z(t) est localement stable.
x
La condition supplémentaire (2-) appelée en anglais properness ou radial unbounded-

ness est nécessaire pour conclure la stabilité globale.

Il est plus facile de visualiser cette méthode d’analyse en pensant a un systeéme
physique (par exemple, systéme-ressort vibrant avec masse) et en considérant 1’énergie
d’un tel systeme. Si le systeme perd de I’énergie au fil du temps et que ’énergie n’est
jamais restaurée, le systeme doit finalement s’arréter et atteindre un état de repos
final. Cet état final est appelé attracteur. Cependant, trouver une fonction qui donne
I’énergie précise d'un systeme physique peut étre difficile, et pour certains systemes
mathématiques abstraits, économiques ou biologiques, la notion d’énergie peut ne pas
étre applicable. L’idée de Lyapunov est que la stabilité du systeme peut étre prouvée
sans nécessiter de connaissances sur 1’énergie physique réelle. Il suffit de trouver une

fonction de Lyapunov qui satisfait les contraintes de la Définition [1.06]

1.5 Généralités sur les systémes linéaires de dimen-

sion infinie

De nombreux problemes physiques et d’ingénierie peuvent étre modélisés par des
équations différentielles partielles linéaires. Parmi ceux-ci, un cadre tres utilisé est la
théorie du semi-groupe d’opérateurs linéaires. Dans ce cadre, un systeme linéaire dans
un espace de Hilbert H est décrit par une équation d’évolution d’un opérateur linéaire

A non borné et fermé :

d
g = A=) (1.17)
Z(to) = 20

ou z(t) € H représente 'état du systeme.
Notons que nous pouvons aussi considérer un systéeme dynamique non linéaire. Un tel

systéme est obtenu en remplagant le terme Az(t) du c6té droit de la premiere égalité

de (1.17) par f(z(t),t). Le systeme (1.17) est appelé probleme de Cauchy. Toutefois,
pour rester objectif, nous considérerons seulement le cas linéaire. Car dans cette these,
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nous étudions uniquement les systémes linéaires de dimension infinie.

L’un des avantages de cette approche est 1'utilisation du théoreme bien connu de Hille-
Yosida. Ce théoreme, s’il est applicable, donne a la fois I'existence et 'unicité de tous
les résultats. Toutefois, il faut noter qu’on ne pourrait utiliser le théoreme classique de
Cauchy-Lipschitz-Picard (voir [I3]). Ce théoréme usuel affirme I'existence et 'unicité
d’une solution a condition que la fonction f dans soit continue et localement
lipschitzienne par rapport a x. Mais en théorie de contrdle, ces conditions doivent
étre affaiblies car on est amené a considérer des controles discontinus ou continus par
morceaux.

Avant d’énoncer le Théoreme de Hille-Yosida, rappelons des définitions utiles.

1.5.1 Opérateurs non bornés dans un espace de Hilbert

Soient H un espace de Hilbert et A un opérateur non borné dans H, c’est-a-dire
une application linéaire définie sur un espace vectoriel D(A) C H a valeurs dans J.

Dans ce cas, D(A) est appelé le domaine de 'opérateur.

Définition 1.8. Le graphe d’un opérateur A : D(A) — H est un sous-espace vectoriel
dans H x H défini par :

TA)={(z,y) e HxH:2 € DA),y=Ax}.

L’opérateur A est fermé si son graphe I'(A) est fermé dans l’espace H x H muni du

produit scalaire :

((u1,uz), (V1,02)) 56,50 = (w1, v1)) g0 + ((u2,v2)) g -
Il est a domaine dense si
D(A) = H.

Définition 1.9. Soit A un opérateur fermé dans H. L’ensemble résolvant de A, noté
p(A) est constitué de tous les nombres \ € C tels que lopérateur \XI — A soit bijectif
de D(A) dans 3 avec un inverse borné. Si A € p(A), lopérateur Ry(A) = (M —A)~!
est appelé résolvante de A au point . Le complémentaire de p(A) dans C, noté o(A)

s’appelle le spectre de A.
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Une situation intéressante est le cas ou la résolvante Ry (A) est compacte, pour un

certain A € p(A). Si c’est le cas, nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 1.10. ([49]) Soit A un opérateur fermé dans H tel que Ry(A) est compacte,
pour un certain A € p(A). Alors le spectre de A est discret et formé uniquement de

valeurs propres de multiplicité finie. De plus, R¢(A) est compacte pour tout & € p(A).

Définition 1.11. Un opérateur A dans un espace de Hilbert H est dit symétrique si

et seulement si
(Au,v)q = (u, Av)y pour tout u € D(A).

1l est autoadjoint si A = A*. Il est antiadjoint si A = —A*.
Nous définissons a présent les opérateurs dissipatifs et m—dissipatifs.

Définition 1.12. Soit A : D(A) — H un opérateur linéaire non borné. On dit que A
est dissipatif si

Re (Au,u)q <0 pour tout u € D(A).

On dit que A est monotone si —A est dissipatif.
A est dit m-dissipatif ou dissipatif maximal si A est dissipatif et pour tout X > 0,
I — MA est surjectif.

1.5.2 Semi-groupe d’opérateurs linéaires dans un espace de

Banach

Cette partie est consacrée a un bref rappel de la notion de semi-groupes linéaires
et des résultats standards pour une classe d’équations d’évolution linéaires. Soit X un

espace de Banach. On notera par Ix 'application identité sur X.

Définition 1.13. (Cy—semi-groupe) Soit X un espace de Banach.
Un semi-groupe continu d’opérateurs linéaires (Co—semi-groupe) sur X est une famille

de fonctions {T'(t)}i>o d’opérateurs vérifiant :

i) T0)=IxetT(t+s)=Tt)T(s) Vt,s>0,
i) lim T(tH)r =z, VreX.

t—0t
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Notons que si un semi-groupe d’opérateurs linéaires {7'(t)}:>o sur X vérifie :

lim T'(t)x = T'(ty)x

t—to

pour chaque x € X alors le semi-groupe {7'(t) };+>¢ est dit fortement continu en ¢y. En
outre, un semi-groupe d’opérateurs linéaires {7(¢)}:>o sera dit fortement continu s'il

est fortement continu en tout point ¢ > 0.

Définition 1.14. (Cy—semi-groupe de contractions) Un Cy—semi-groupe d’opé-

rateurs linéaires {T(t) }y>0 sur X est dit contractant ou de contractions si
1T ||y <1 VE>0,

ot L(X) désigne ’ensemble des opérateurs bornés de X.
On définit a présent un générateur infinitésimal :

Définition 1.15. (Générateur infinitésimal) On appelle générateur infinitésimal
de {T(t) }1>0, opérateur A de domaine D(A) défini par :

D(A) = {x € X/ lim T(h>th em'ste}

h—0t

et pour tout x € D(A), on a :

Théoréme 1.16. (Hille-Yosida)[/9] Soit A un opérateur linéaire dans un espace
de Banach X. Alors A est un générateur infinitésimal d’un Co—semi-groupe {T'(t) }+>0
continu si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

1- A est fermé de domaine dense dans X.

2- 11 existe des constantes positives M et w telles que p(A) D{NER | A > w} et

M

||R)\< )HL(X) = (/\—w)”

(1.18)

pour tout entier strictement positif n.
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Le théoreme précédent donne une caractérisation du générateur d’'un Cy—semi-

groupe de contractions. Il existe des résultats de ce type dans des espaces de Banach.
Cependant, il faut noter que la condition est assez difficile a vérifier dans la
pratique. Dongc, la plupart du temps, pour y remédier, le Théoreme de Lumer-Phillips
est utilisé, lequel théoreme n’est valable que pour les semi-groupes de contractions.

La version du Théoreme de Lumer-Phillips pour les espaces de Hilbert est donnée

comme suit :

Théoréme 1.17. ([/9]) Soit A un opérateur linéaire fermé dans un espace de Hilbert
H de domaine dense D(A).

1- Si A est dissipatif et s’il existe un nombre réel N\g > 0 tel que Im(Nl — A) = H
alors A est générateur d’un Cy—semi-groupe de contractions sur JH.

2- Si A est générateur d’un Cy—semi-groupe de contractions sur H alors A est dissi-
patif et Im(A — A) = H pour tout A > 0.

Lorsque A est un générateur infinitésimal, il engendre une solution pour le systéme
sous la forme d’un Cy— semi-groupe de contractions {T'(¢) };>¢. En outre, nous avons

le théoreme suivant :
Théoréme 1.18. ([49]) Soit {T'(t)}+>0 un Co—semi-groupe et soit wy défini par

In || T(¢
wo = inf P @lleo
t>0 t

Alors on obtient

1-

Tl

t—o00

2- Pour tout w > wy, il existe M > 0 qui peut dépendre de w tel que

IT@leex) < Me.

Définition 1.19. Un Cy—semi-groupe {T(t) }1>0 sur un espace de Hilbert I est asymp-

totiquement stable si

tlim T(t)xr =0 pour chaque x € H.
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Un Cy—semi-groupe {T'(t) }4>0 sur un espace de Hilbert H est exponentiellement stable

S1

Définition 1.20. Soit A un générateur infinitésimal d’un Co—semi-groupe {T(t)}1>o
d’un espace de Hilbert H. On appelle taux optimal de décroissance de l’énergie, le

nombre défini par :
1
W(A) = Jim & [T (1) 200

et le nombre
s(A) =sup{Re(\) : A € o(A)}

représente l’abscisse spectrale de l'opérateur A.

Nous avons le résultat important suivant :
Si
w(A) = s(A)

alors le taux optimal de décroissance de 'énergie du systeme est donné par ’abscisse
spectrale de 'opérateur A associé au systeme. Dans ce cas, si de plus, s(A) < 0 alors

{T(t) }+>0 est exponentiellement stable.

Remarque 1.21. Par le Théoréme de Hille-Yosida, on a toujours s(A) < w(A) pour
tout semi-groupe fortement continu. En général, l'inégalité s(A) > w(A) ne peut étre
vraie pour les semi-groupes fortement continus dans les espaces de Hilbert. Pour s’en

convaincre, 'on peut consulter le contre-exemple de Zabczyk dans [60)].

En général, il est assez difficile d’établir la condition : le taux optimal de dé-
croissance de I’énergie est déterminé par ’abscisse spectrale de 'opérateur associé au
systéme. Mais ce serait automatique si les fonctions propres (généralisées) forment
une base de Riesz laquelle base sera définie dans la Définition Nous extrayons de

[20, 25, 3], 4], 65] les informations suivantes.

Définition 1.22. (Vecteur propre généralisé) Un vecteur non nul & d’un es-

pace de Hilbert est appelé vecteur propre généralisé d’un opérateur linéaire fermé A,
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correspondant a une valeur propre A de A s’il existe un entier positif n tel que :

(M —A)"D£0 et (A —A)"d=0.

Une remarque découle de la Définition [1.22]: si n = 0 alors ® est un vecteur propre
usuel.
Le sous-espace caractéristique de A correspondant a la valeur propre A est donné

par :
E(\A) :={P € H | il existe un entier positif n tel que (A — A)"® = 0}.

La dimension my) , de E(X, A) est appelée multiplicité algébrique de A. Quand
my, = 1, on dit que la valeur propre A est algébriquement simple.
L’ensemble de tous les vecteurs propres de A correspondant a une valeur propre A
est défini par :
Ker(AM —A) ={®eH| (NMN-A)P=0}

est appelé espace propre géométrique de . La dimension m,, de Ker(A — A)
est appelée multiplicité géométrique de A. Quand m,, = 1, on dit que A est

géométriquement simple.

Définition 1.23. (Base de Riesz) Une suite de vecteurs {®,,n > 1} dans un
espace de Hilbert 3 forme une base de Riesz pour H si les deuzr conditions suivantes
sont vérifiées :

1- (Complétude dans H)

Vect{®,,n>1} = KH;

2- (Convergence inconditionnelle dans H)
1l existe des constantes positives ou nulles Cy et Cy telles que pour tout entier naturel

arbitraire N et pour tout scalaire arbitraire a,, n = 1,2, ..., N, ["inégalité suivante soit

vérifiée
N N 2 N
C'1 Z |an|2 S Z anq)n S C'2 Z ’an|2'
n=1 n=1 H n=1

Il est clair qu'une base orthonormale est une base de Riesz.
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Nous avons aussi une caractérisation d’une base de Riesz en terme de base ortho-

normale.

Lemme 1.24. Une suite de vecteurs {®,,n > 1} dans un espace de Hilbert H forme
une base de Riesz si et seulement s’il existe un opérateur linéaire, inversible et borné

L et a inverse borné L1 sur H tel que :
Ld,=¢, n>1,

ot {e,}5°, est une base orthonormale de 3.

Définition 1.25. (Suites biorthogonales) Deux suites de vecteurs {®;,i > 1} et
{V;,7 > 1} dans un espace de Hilbert 3 sont dites biorthogonales si

(@i, Vj) g = 0y

quelque soient les indices i et j. Ici, 0;; désigne le symbole de Kronecker.

Lemme 1.26. Pour une suite de vecteurs {®,,n > 1} donnée dans un espace de
Hilbert 3, une suite biorthogonale {¥,,n > 1} existe si et seulement si {®,,n > 1}
est minimale dans H. De plus, si la suite {®,,n > 1} est minimale dans [’espace de
Hilbert H, alors la suite biorthogonale {V,,} est uniquement déterminée si et seulement

st {®pn>1} est compléte dans H.

Nous énongons a présent le lemme qui montre 'utilité de la propriété de la base

de Riesz quand on étudie les systémes de contrdle en dimension finie (voir [20]).

Lemme 1.27. Soit A un opérateur linéaire fermé et de domaine dense dans un espace
de Hilbert H et soit {\,}>2, ses valeurs propres avec un ordre de multiplicité fini et
s0it {®n; | 1 < j < my, .} la famille de vecteurs propres généralisés correspondant
a la valeur propre X\, qui forme une base pour l’espace de dimension finie E(\,, A).

Supposons que \, est séparée et simple pour n suffisamment grand c’est-a-dire
M <] <o S <l <oy N #F N sig# k.
Supposons que la multiplicité algébrique vérifie
my,a =1, pourn >N,
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avec N un entier suffisamment grand et

{(Dn,j 1< < m)\nya}’r]:[;11 U{®n}oly

forme une base de Riesz dans H. Alors on a :

1. Si{V, ;1 < j < mgz ,} est une famille de vecteurs propres généralisés de A*,
ladjoint de A correspondant a la valeur propre N\, qui forme une base pour l’espace
de dimension finie E(\,, A*), alors {¥, ;|1 < j < my ,} peut étre convenablement
normalisé de telle sorte que {®p;[1 < j < my, of et {¥, |1 < j < mg ,} soient
biorthogonales. En général, les vecteurs propres généralisés {®,, ;|1 < j < my, .} et

{11 <j <my ,} peuvent étre construits par les procédures suivantes :

-Aq)n,l - Anq)n,l
-A(I)n,j == )\nq)n,j + (I)n,jfl, j = 2, 3, ...,m)\n’a
-A*\Iln,l = Xn\Ijn,l

*A*\I]mj = an]n,j + \Ijn,j—la j = 2, 3, ceey mxma.

2. Chaque élément x de H peut étre représenté par

N—1Mx, a ')
T = Z Z <;U, \Ijn7j> (I)n,j + Z <Q3, \Dn> o,
n=1 j=1

n=N

et il existe deux constantes Cy et Cy indépendantes de x telles que

N—1Mxy,a o0
|5 > Ca D e Tag) P+ 0 {2, ) |2)
1 n=N

n=1 j=

N—1Mxp,,a o0
l2]l3 < Cs (Z Doz Cag) [P+ Y [ (2, Ta) |2) :
n=1 j=1

n=N
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3. L'opérateur A s’exprime comme suit

N-1 Mx,,a
.AZE = Z ()\n <CE, an,j> (I)n,j + Z <ZL‘, an,j) (Anq)n,j + (I)n,j—l))

n=1 j=2

n=N

pour tout x € D(A) et

D(A) = {:EE(H

> IAnl?] (2, 0, |2 < oo} :
n=N

4. L'opérateur A est un générateur infinitésimal d’un Cy—semi-groupe {T(t)},~, dans

H si et seulement si

sup Re(\,) < oo.

n>1

De plus, T(t) peut étre donné par, pour tout t > 0,

N—-1 mxy,a i ts e’}
T(t) = Z e)\nt Z <" \D”:j> Z E(I)n’s + Z e)‘nt <-7 \Ijn> (I)n
n=1 =1 =15 =N

5. Sisup,s; Re(\,) < oo alors le taux optimal de décroissance de l'énergie est déter-

miné par l’abscisse spectrale de 'opérateur associé au systéme c’est-a-dire

o1
w(A) = tliglo glogHT(t)HL(g{) = s(A) = sup Re(\,) < 0.

n>1

Grace a ce lemme, beaucoup de travaux récents ont utilisé ’approche appelée
propriété de base de Riesz pour établir la stabilité exponentielle pour divers systemes
de poutres puisque dans ces cas, cette propriété de base de Riesz y tient habituellement.
Bien que cette approche soit un peu compliquée, elle conduit automatiquement a
un ensemble complet de résultats. Ceux-ci comprennent 'obtention d’un générateur
d’un Cy—semi-groupe, la condition liée au fait que le taux optimal de décroissance de
I’énergie soit déterminé par ’abscisse spectrale de 'opérateur associé au systéme et
les divers types de stabilités. En outre, le fait que les fonctions propres généralisées

forment une base de Riesz est également une propriété importante dans les calculs
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numériques. Néanmoins, cette fagon d’établir la stabilité exponentielle impliquerait

plus de travail car elle nécessiterait d’abord de prouver l'existence de la propriété
d’une base de Riesz et ensuite, trouver des informations sur le spectre.

Enfin, le théoréme suivant ([49], p. 76) montre qu'un générateur d’'un Cy—semi-groupe
de contractions perturbé par un opérateur linéaire borné, est aussi un générateur d’'un
Cp—semi-groupe de contractions. Ce théoreme sera utilisé dans le Chapitre 3 ou il est

question de I’étude de la stabilité exponentielle d'un systeme amorti.

Théoreme 1.28. Soit X un espace de Banach et A un générateur infinitésimal de

T(t un Cy—semi-groupe de contractions sur X tel que
t>0 9
1T()||Lx) < M e,

S B est un opérateur linéaire borné dans X alors A + B est générateur infinitésimal

d’un Co—semi-groupe sur X noté par {S(t)},5,, tel que

1S ()] pix) < MeHMIBIE

Aussi, faut-il signifier que (1.17)) admet une unique solution classique pour ¢ > 0,
définie par
2(t) = ez (1.19)

pour tout zg € D(A).
Une fonction z : [0,00) — H est dite solution classique de ((1.17)) si

z € C([0,00), D(A)) N C* ([0, 0), )

et si z vérifie les conditions initiales et (1.17)) sur (0, 00).
La solution ([1.19)) est dite asymptotiquement stable ou fortement stable si

lim [|2(t)|jsc = 0 (1.20)

t—o00

et est dite exponentiellement stable ou uniformément stable s’il existe une constante
positive M et w telles que
12(8)[lsc < Me™||zo0]l3 (1.21)
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ou ||z(t)]|sc désigne la norme de z(t) sur l'espace de Hilbert H.

Il est connu que les propositions suivantes sont équivalentes pour les systemes li-
néaires en dimension finie tels que ((1.17) :
(P1) La solution z(t) est asymptotiquement stable.
(P2) La solution z(t) est exponentiellement stable.
(P3) Toutes les valeurs propres de A sont situées dans le demi-plan gauche du plan
complexe ouvert.
(P4) Pour tout entier positif p avec p > 1, on a /OO | 2(¢)||5.dt < oo pour tout ty > 0.
Toutefois, pour les systemes linéaires en dimensi(?ﬁ infinie, les propositions (P1)-(P4)
ne sont pas équivalentes en général. Pour des exemples illustratifs, on peut consulter
[43] ou figurent des exemples portant sur I’équation de chaleur, sur I’équation d'une
poutre rotatif.
Pour la stabilisation par retour d’état des problemes d’ingénierie, il est préférable; si
possible, de trouver des controles qui stabilisent exponentiellement le systéeme donné.
Ceci est vraiment important car la stabilité exponentielle offre la convergence et donne
la garantie d'un meilleur ordre de convergence. C’est pourquoi, dans cette these, nous
cherchons a obtenir la stabilité exponentielle. Il existe quatre moyens d’obtenir la sta-

bilité exponentielle dans le cadre des semi-groupes :

1. Critére de domaine temporel : Si {T'(t)},., est un Cy-semi-groupe défini

sur un espace de Banach X, si pour tout p > 1,
[ ITWalldt < 00, Vo€ X,
0

alors {T'(t)},5, est exponentiellement stable.

Ce critere est souvent utilisé avec p = 2. On se ramene alors a la recherche de multi-
plicateur de maniére & avoir une bonne majoration de ||T'(t)z||%, pour ¢ assez grand.
Cependant, il n’est pas toujours évident de trouver le bon multiplicateur (voir par

exemple le systeme étudié dans [15]).
2. Critére de domaine fréquentiel : Si {T(t)},,, est un Cy-semi-groupe uni-

formément borné sur un espace de Hilbert ayant pour générateur infinitésimal A alors

{T(t)},~, est exponentiellement stable si et seulement si I’axe imaginaire est contenu
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dans ’ensemble résolvant de A et

sup || Rir (A)]| < oo.
S

3. Méthode de ’analyse spectrale : Il s’agit de vérifier pour les Cy—semi-
groupes que le taux optimal de décroissance de ’énergie est déterminé par I'abscisse
spectrale de l'opérateur associé au systeme. De plus, si I'abscisse spectrale s(A) < 0
alors le semi-groupe est exponentiellement stable. C’est la méthode que nous emploie-

rons dans I’étude de chacun des problemes de cette these.

4. Méthode du multiplicateur d’énergie : Supposons que, pour tout ¢ > 0,
I'énergie du systéme notée E(t) est décroissante c¢’est-a-dire %E (t) < 0 tout au long
de la trajectoire de la solution du systéme. Si nous pouvons trouver une fonction
appropriée p(t) telle que

lp(t)| < 1 E(t) et (t) < —coE(t), c1,00>0

aﬂ
alors en utilisant une fonction auxiliaire V(t) = E(t) + p(t), nous pouvons déduire
aisément que E(t) décroit exponentiellement et par déduction, la solution du systeme
est aussi exponentiellement stable s’il existe un Cy—semi-groupe du systeme donné.

Par ailleurs, la fonction auxiliaire V' (¢) peut étre choisie comme suit
V(t) =tE(t) 4+ ep(t)

d
ou € > 0 est choisi tel que £V(t) < 0 tout au long de la trajectoire de la solution du

systeme donné.

Remarque 1.29. Le critere du domaine temporel peut étre prouvé en utilisant les
propriétés des semi-groupes. C’est le Théoréme de Datko [2]]. Le critére de domaine
fréquentiel est apparu dans Priiss [50] et Huang [33]. La méthode de l’analyse spectrale
s’applique uniquement aux systemes vérifiant la condition de croissance déterminée par
le spectre : le taux optimal de décroissance de l’énergie du systéme est déterminé par
l'abscisse spectrale de 'opérateur du systeme. C’est la méthode la mieux adaptée pour
étudier chacun des problemes de cette these. Quant a la méthode du multiplicateur
d’énergie, elle est actuellement une combinaison de la méthode de Lyapunov et le

critere du domaine temporel décrit ci-dessus.
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1.6 Lemme de Gronwall

Lemme 1.30. Soient T > 0, A € LY(0;T), X > 0 presque partout et C > 0. Soit
p € L*(0;T), ¢ >0 presque partout tel que

o) < C+ [ As)pls)ds,

pour presque tout t € (0;7T).

Alors on a :
t
plt) < Ceap{ [ As)ds},
0
pour presque tout t € (0;7T).

1.7 Etude des problémes aux valeurs propres

Dans cette section, on décrit la méthode employée pour étudier les problemes aux
valeurs propres.

Soit L (f) un opérateur différentiel ordinaire d’ordre n = 2m € N défini comme suit

L(f)=f"(@)+> f, () f" (), 0<z <1, (1.22)
v=1
sous les conditions aux bords suivantes :
k;
B (f) = (aj, f&(0) + g, fB (1)), 1< j <, (1.23)
v=0

ou kj € N1 <k <n-—1etc,, §, €C, |aj|+[8;] > 0. Supposons que les

coefficients des fonctions f, (z) (1 <v <n) dans (1.22)) sont suffisamment régulieres

dans (0,1), et que les conditions aux bords sont normalisées au sens que K = Z k;
j=1
soit minimal par rapport a toutes les conditions aux limites équivalentes (voir [44]).

Soit fx (z,p) (k=1,2,...,n) les solutions fondamentales de I’équation :

L(f)+p"f+p"pu(x) f(x) =0, peC (1.24)
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telles que g (z) soit continue dans [0,1]. On désigne la k™ racine de I'équation
w"+1=0parwg (k=1,2,...,n) et le déterminant caractéristique de (1.24]) sous les
conditions aux bords (|1.23)) par A (p) défini comme suit :

A (p) = det [B, (i ()]

ik=12,n
De plus, asymptotiquement, A (p) peut étre réécrit sous la forme suivante pour (r > 1)
Alp) = pF Yo e [ (1.25)
Ky, "

quand p est assez grand (voir [44],53]). Ici, ki désigne les k-éléments d’un sous-ensemble
de {1,2,...,n}, pu, = Y_ wj,

jekg
[F] = B p R g R 0 (7))

et la somme s’exécute sur toutes les sélections possibles de k.

La définition suivante figure dans [63].

Définition 1.31. Le probléme auz limites (1.24) avec (1.23|) est dit régulier si les
coefficients Fg‘k dans (1.25) sont non nuls. Il est dit fortement régulier si en plus, tous

les zéros de A (p) sont asymptotiquement simples et séparés.

Soit 3™ (0,1) I'espace de Sobolev usuel d’ordre m et soit
VI (0,1) = {f(x) € WP (0,1) | B (f) =0, ks <m}.
Soit H un espace de Hilbert défini comme suit :
H=V(0,1) x L*(0,1),

avec
2 2 2
I ) e = 1 1wy + gl

qui désigne sa norme correspondante et soit A un opérateur dans H défini par :

{ A(f.9) = (9. —L(f) —pu(x)g) (1.26)

D(A) ={(f.9) e H|A(f.g) € H, B;(f)=0, kj=m}.
Le theoreme suivant utilisé dans [63] a ét¢ présenté dans [64]. On peut aussi se référer
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au Chapitre 3 de [62].

Théoreme 1.32. Si le systeme différentiel ordinaire de parameétre A = p™

{ L(fA) = L)+ Xf + M) | 127

B;(f)=0, 1<j<2m

possede des conditions aux bords fortement régulieres alors le systéme de fonctions

propres généralisées de A forme une base de Riesz dans l’espace de Hilbert H.

Nous rappelons a présent une propriété importante concernant la division du plan
complexe en n secteurs distincts [6, [7].
On divise le plan complexe en 2n secteurs S,k = 0,1,2, ..., (2n — 1), tels que
km (k+1)m

— <argp < ———, (1.28)
n n

avec p € Sk.

Comme nous verrons plus tard au sein des chapitres 2 et 3, les solutions asymptotiques
du probléeme aux valeurs propres dépendront essentiellement de chaque secteur S.
Désignons par

Wi, W, ..., Wn,

les racines n—iemes distincts de —1 . Elles sont ordonnées dans le sens du théoréme

suivant :

Théoréme 1.33. Pour chaque secteur Sy, les nombres wy,ws, ...,w, peuvent étre or-

donnés tels que, pour tout p € S, les inéqgalités suivantes soient vérifiées
Re(pwy) < Re(pws) < ... < Re(pwn,) (1.29)

ot Re(z) désigne la partie réelle de z.

Démonstration. On peut retrouver la preuve dans [6]. L'idée de la démonstration est

de prouver l'assertion du théoreme pour deux secteurs adjacents S. O
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Premiere partie

Stabilisation exponentielle et
approximation du spectre d’une
poutre flexible d’Euler-Bernoulli a
coefficients variables amortie et

non-amortie
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Chapitre 2

Une étude de la stabilité
exponentielle pour une poutre

flexible d’Euler-Bernoulli a

coeflicients variables

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie la propriété d’une base de Riesz et la stabilité expo-
nentielle de la poutre flexible d’Euler-Bernoulli a coefficients variables modélisée au

Chapitre 1. Nous rappelons les équations du mouvement du systeme :

m(z)wy (x,t) + (EL(2)wey (2,1))2e =0, 0<zx <1, t>0, (2.1)
w(0,t) =w, (0,t) =0, t>0, (2.2)

(EI( )W), (1,8) =0, t>0, (2.3)

—EI(1D)wy, (1,1) = qwy(1,t) + Bwy(1,t), >0, (2.4)

ou « et 3 sont deux constantes positives données. Nous rappelons aussi que les indices
t et x désignent respectivement les dérivées partielles par rapport au temps ¢t et par
rapport a la position x. Sans perte de généralité, la longueur de la poutre est supposée
égale a l'unité. —(E(z)w,, (x,1)).. est la force latérale totale agissant sur une tranche

de la poutre de longueur dzx, située a une position x et au temps t.
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Les coefficients sont supposés variables car il est courant, en ingénierie, d’étre
confronté aux problemes avec des matériaux non homogenes tels que les matériaux
intelligents ([35]). Un matériau intelligent est sensible, adaptatif et évolutif. I1 pos-
sede des fonctions qui lui permettent de se comporter comme un capteur (détecter
des signaux), un actionneur (effectuer une action sur son environnement) ou parfois
comme un processeur (traiter, comparer, stocker des informations). Ce matériau est
capable de modifier spontanément ses propriétés physiques, par exemple sa forme, sa
connectivité, sa couleur, en réponse a des excitations naturelles ou provoquées venant
de l'extérieur ou de l'intérieur du matériau.

La stabilité exponentielle est le type de stabilité la plus souhaitable parmi tant
d’autres. Remarquons que le probléeme (2.1)-(2.4) est la version non-uniforme de ([53],
cas 0 # 0) et ([52], cas 8 = 0). Dans ces articles, les auteurs ont prouvé que le systeme
uniforme a boucle fermée est bien posé au sens des Cy—semi-groupes de contractions.
Par la méthode de Shkalikov [53], I'analyse spectrale de 'opérateur et la propriété
de l'existence d’une base de Riesz furent établies afin d’en déduire la stabilité expo-
nentielle du systeme. Aussi, faut-il souligner qu’il existe deux étapes habituellement
utilisées dans I’étude des systemes linéaires a coefficients variables (voir par exemple
[28]) : la premiere étape consiste a transformer la premiere équation du systéme a
étudier en une équation uniforme ou aucun coefficient variable n’est impliqué par
une transformation successive d’espace et d’état. La seconde étape est de déterminer
une expression asymptotique des valeurs propres du systeme a 'aide de ces équations
uniformes. Cette idée fondamentale provient essentiellement des travaux de Birkhoff
(voir [6]) et ceux de Naimark (voir [44]). Cette approche a été utilisée pour étudier
les équations d’Euler-Bernoulli a coefficients variables (voir [28] 29] [62] [63]). Plusieurs
méthodes sont utilisées pour vérifier la propriété de la base de Riesz notamment le
Théoréme de Bari [31] et celui de Huang. Toutefois, pour ce qui est du systéme (2.1))-
(2.4), nous utilisons un résultat récent dit & Wang et al (voir par exemple [62]) pour
étudier le probleme aux valeurs propres associé au systéme qui est sous la forme d’une
équation différentielle L(f) = Af avec les conditions aux limites A-polynomiales (voir
[53, 61]). Nous établissons des conditions sur les deux parametres de retour d’état a
la frontiere « et 3 afin d’obtenir la propriété de la base de Riesz et la stabilité expo-
nentielle du systeme —.

Le reste du chapitre est organisé comme suit. Dans la section , le systeme ([2.1f)-

(2.4)) est formulé comme un probleme d’évolution et étudié dans le cadre d’un semi-
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groupe. Afin d’examiner la stabilité exponentielle du systeme controlé, dans la sec-
tion le spectre de 'opérateur du systeme est analysé et il est démontré que les
fonctions propres généralisées de l'opérateur forment une base de Riesz dans ’espace
d’état correspondant. Enfin, dans la section [2.4] nous donnons des conditions sur les

parametres de rétroaction o et 5 afin d’obtenir la stabilité exponentielle.

2.2 Probleme bien posé au sens des semi-groupes

La théorie des semi-groupes est vitale pour I’étude des propriétés des opérateurs
aux dérivées partielles. En particulier, les semi-groupes engendrés par I'opérateur du
systeme d’un probléme de Cauchy abstrait, peuvent étre utilisés pour étudier le carac-
tere bien posé et la stabilité de sa solution. Par conséquent, la formulation semi-groupe
suivante fournit un outil efficace pour la discussion sur la stabilité asymptotique ou
exponentielle.

Dans ce qui suit, la notation v = w; indiquant la vitesse de la poutre est utilisée.

Introduisons les espaces suivants :
HZ(0,1) = {w € H?(0,1) |w (0) = w, (0) = 0} (2.5)
ainsi que l'espace de Hilbert suivant
H = Hz (0,1) x L*(0,1), (2.6)
muni du produit scalaire
(w.0hae= [ (m(@)fo (@) 92 ) + BT (2) A (@) g @) da+ B G D, (27)

. T T
onw = (f1,fa) €eH,v=1_(g1,92) € H.

Nous désignons par ||.||, la norme correspondante.

La lettre T en exposant représente la transposée. Les espaces L? (0,1) et H* (0,1) sont

définis respectivement par
1
L2(0,1) = {w L [0,1] — c'/ | de < oo} (2.8)
0

H*(0,1) = {w: 0,1] = Clw,w®, ... ,.w® € £2(0,1)} . (2.9)
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Soit A : D (A) C H — H un opérateur linéaire non borné de domaine

D(A) = { (£.0) € (H' (0,1) 0 HE (0,1)) x H2.0,1) | (BT () 1" ()) (1) =0,
CBIF (1) = ag.(1) + ﬁfz(l)} (2.10)
défini par

1

m (x)

(EI(x) f”@))”) . (2.11)

Nous pouvons maintenant écrire formellement le systeme (2.1)—(2.4) comme un pro-

bleme d’évolution du premier ordre

Alf.0)" = (g<x>, -

Lu(t) = Ay (1) 21
y(0) =yo € K,

oty (t) = (w(.,t),w (., )", y(0) = (wy,ve)" pour tout ¢ > 0.
Nous démontrons maintenant un résultat fondamental concernant le caractére bien

posé du systeme (2.1)—(2.4)).

Théoréme 2.1. L'opérateur A défini par (2.10) et (2.11) engendre un Co—semi-
groupe de contractions dans 3 noté par {S(t)},5, et est a résolvante compacte. De

plus, A est inversible d’inverse A~' compact.

Démonstration. Ce résultat a été obtenu dans [58], pour le cas uniforme c’est-a-dire
quand les fonctions m = EI = 1. Ici, nous nous servirons aussi du théoréeme connu de
Lumer-Phillips énoncé dans le Théoréme [1.17]

D’abord, nous montrons que I'opérateur A est m—dissipatif.

Pour tout w = (f, g)’ € D(A),

1

m (x)

) = { (a60). - (Ef(rc)f”(w))">T a))

H

N—

e = = [ (1) /@) 5@ de + [ L@@ P dr + 59 (OF D)

En intégrant deux fois par parties et en utilisant les conditions aux bords ([2.2])—([2.4)),
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on a pour tout w = (f, g)* € D(A),

(A, w)ye = — [ BI)[g" ()T )] da+ 5o ()T () (1)) ~alg (1)

En prenant la partie réelle, on obtient Re (Aw,w) = —a|g’(1)]* < 0, pour tout w =
(f,9)" € D(A). Ainsi, A est un opérateur dissipatif.

Ensuite, nous montrons qu’il est m—dissipatif. Il suffit de prouver que l'opérateur
(I —A): D(A) C H — H est surjectif c’est-a-dire pour tout z = (f, g)7 € H donné,
nous pouvons trouver y = (w,v)? € D(A) tel que z = (I — A)y.

Ainsi, on a le systeme d’équations suivant :

vo= w—f, (2.13)
mu + (Elw,,),, = mg, (2.14)
(BIws)e (1) = w(0) = w(0) = 0, (2.15)
“BIWwe (1) = awa(1) + fun() (2.16)

ot w € H*0,1) et f =w—wv e L*0,1).
Déterminons la formulation faible de ([2.14)-(2.16]).

En multipliant I'équation (2.14) par g € H%(0,1) et en intégrant sur (0,1), nous

obtenons
[ @) o) de - [ E@)w()w)o @) de = [ m()g()p@) de

En utilisant (2.13)), nous avons

[ ey p@) de+ [ (B @)oo de = [ o+ H)a)m(z)ole) d
(2.17)

1
Par une double intégration par parties de 'intégrale / (E1(2)Wee (7)) eetp(x) dz et en

0
utilisant les conditions aux bords ([2.15))-(2.16)), I'expression (2.17) devient

1 1
/ mwe dx—I—/ Elw,@ee dr +  (a+ B)w,(1)p.(1)
0 0

= [o+ i de+af0a 0. 219

La formulation faible (2.18)) admet une solution unique w € H%(0,1) selon le Théo-
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reme de Lax-Milgram (Voir le Théoréme de I’ Annexe .

D’ou il existe une unique solution de H*(0,1) N H%(0,1) du probleme (2.14)-(2.16).
Ceci montre que I — A est surjectif, alors 'opérateur A est m—dissipatif, donc d’apres
le Théoreme de Lumer-Phillips, A est générateur infinitésimal d’'un Cy—semi-groupe
de contractions.

Puisque 'opérateur A est m—dissipatif alors 'opérateur I — A est un isomorphisme de
D(A) sur H et la résolvante de A est un opérateur linéaire et continu sur H. L’injec-
tion i : H*(0,1) x H?(0,1) — H?*(0,1) x L*(0, 1) étant compacte, il est donc de méme
pour i : D(A) — H. D’autre part, application (I —A)~' : H — D(A) est bornée
donc compacte. Ainsi d’apres le Théoreme d’injection de Sobolev, I'opérateur A est a
résolvante compacte.

Enfin, il reste & prouver que l'opérateur A~! existe. Pour tout ¥ = (g, gg)T e X,
nous devons trouver un unique ® = (fi, fg)T € D(A) tel que A® = . On a donc le

systeéme suivant a résoudre :

fo(z) = gi(z), g€ Hg(0,1)
(EI(x) fi' (x))" = —m(x)ga(x), g2€ L?(0,1)
fi(0) = f1(0)=(EI()f() (1) =0
—EI() /(1) = afy(1)+8f(1)=ag; (1) +Bf(1).

@)

Le Théoreme de I’Annexe [A| (vrai pour le cas v = 0) montre que la solution du

systéme précédent est le couple (fi, fz)T défini par

fo(z) = g1 (2)

fi(z) = —/(f /OS [ﬁf{(g;r(ggi(l) + Ell(f) /nl /;m(r) g2 (1) drdn} déds.

avec

o w1 Je Sy m (1) g2 (r) drdndg + agi (1) Jy grgd€

(1) =
j&( ) 1'+/3L}Ei%5d€

Ainsi, A~! existe et est borné sur H. Par conséquent, le théoréme d’injection de Sobolev

nous permet de déduire que I'opérateur A~! est compact sur H. O
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BASE DE RIESZ

2.3 Analyse spectrale de 'opérateur et propriété

de la base de Riesz

La propriété de la base de Riesz (voir la Définition du Chapitre 1) est une
propriété élégante pour obtenir des résultats intéressants de stabilité asymptotique ou
exponentielle. Elle est beaucoup employée dans la littérature [21, 16, 28, 29]. Nous
utilisons un résultat récent dit & Wang et al (voir par exemple [62]) pour étudier le
probléme aux valeurs propres lié¢ au systéme ([2.1)-(2.4) sous la forme d’une équation
différentielle L(f) = Af soumise aux conditions aux limites A—polynomiales (voir
53, 61).

2.3.1 Analyse spectrale de 'opérateur

Dans cette sous-section, le probléeme aux valeurs propres de 'opérateur A est étudié.
Une caractérisation du spectre découle du Théoreme[2.1] L’opérateur A est a résolvante
compacte alors d’apres le Théoreme du Chapitre 1, le spectre de A noté o(A)
est discret. De plus, A1 existe et est compact sur H donc le spectre est constitué
entierement de valeurs propres séparées, qui se répartissent en paires conjuguées dans
le plan complexe.

Soient A € 0 (A) et & = (¢, V) une fonction propre de A correspondant a A. Alors on

a U = \¢ et la fonction ¢ vérifie les équations suivantes :

Nm(z)¢ (x) + (EI (z) ¢" (x)l)" =0, 0<xz<l,
6(0) = ¢/ (0) = (EI()¢"()) (1) =0, (2.19)
¢ (1) = - (aX+B) ¢ (1

~

EI(1)

Afin de résoudre ([2.19)), les transformations spatiales utilisées dans [28] sont effectuées,
ce qui convertit la premiere équation de (2.19) en une forme plus pratique. Pour cette
raison, par développement de la premiére équation, le systéme ([2.19)) est d’abord réécrit

comme suit :
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BASE DE RIESZ

¢(4)( )+ ZEI,(SCJ):) ¢///( ) E[”éf)) ¢//( ) )\EZTL(EZ;)¢($) _ 0’ 0< < 1,
6(0 (E ()¢"()) (1) =0,
¢"< >— S A8 ().

(2.20)
Dans le but de rendre constant le coefficient de ¢ (une fonction dépendant de x) dans la

premiere expression de (2.20)), une transformation d’espace est utilisée. Elle est donnée
1 ©)
xr m 4
= — — | d 2.21
=i (Euc)) ‘ 221
1 i
_ / m (<) dc.
o \EI(C)

Ainsi, en se servant de (2.21]), le systeme ([2.20]) peut étre transformé comme suit :

par :

-
O
I
-
&)
|

ou

@ (2) + ()f”’() b(2) f'(2) +c(2) f'(2) + Xh'f () =0, 0<z<1,
f(O) F1(0) =
EI(1)23 (1) f”’( ) [EI'(1)22 (1) + BEI(1) 20 (1) 2 (1) | £ (1)
+[Ef<1>zm +Ez'< )zrs (1) £/(1) =0,
// ZME O‘)‘—i_ﬁ / _
. *l rm=m) M=’
(2.22)
a(z)zGZM jlgl((?) (2.23)
b(o) = g 4 )y S 224
o) = 2z g Zen B l) | 2B O 225)
1 (m(x) 1 s 1L m(x)
Zm:h(EI(x)) T WAEL (2) (2.26)
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et

]

1 (m@) \ 1 d{m@)\
== (Fe) @ (Fe) 220
(Pour le détail des calculs, on pourra se référer a ’annexe [Al).

Ensuite, pour résoudre , la stratégie du Chapitre 2, section 4 de [44] est
utilisée. Dans le but de supprimer le terme de la dérivée troisieme a savoir a (z) f"” (2)
de , une nouvelle transformation spatiale et inversible est appliquée. Elle est
définie par :

g(z)zexp(i/ja({)dﬁ)f(z), 0<z<l.

Par suite, le probleme aux limites (2.22) peut étre écrit sous la forme suivante :

gD (2) +b1(2) g (2) + 1 (2) g (2) +di (2) g (2) + Mg (2) =0, 0<z<1,
g(0)=g'(0)=0
g" (1) +bng (1) +biag (1) =0
9" (1) + ba1g” (1) 4 baag’ (1) + bazg (1) = 0,
(2.28)
ou 3 3,
by (z) = —50 (2) — 3% (z) + b(2) (2.29)
14 1 y
c1(z) = 3¢ (2) — §a(z)b(z) —a"(2) + c(2) (2.30)
di(z) = 136a'2(z) - ia"’(z) + 332a'(z)a2(z) - 2?)6a4(z)
+b(2) (116@2(,2) _ ic/(z)) _ “(2)40(2) (2.31)
1 Zae(1) a\ B
=T ) B B 0) 232
1, 1, 1 Zez (1) al\ B
b = =3+ 0 - o050+ E  Ee) 0%
3 32,.(1)  EI'()
b = =30+ 0y B s ) (2:34)
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3, 3, EI'Da(l)  3zz(Da(l)  2zu..(1)
b = =30+ W) = SE D) T 2:2(1) 23(1)
EI'(1)2,4(1)
i (2.35)
1,3 s @B
byy = 1% (1) + 6% (Da(1) — 51 (1) — IEI(1)%(1)
3d(1)z.(1) | BI()a(1) | 3z.(1)a*(1)
122(1) 16ETI(1)z,(1) © 1622(1)
a(1)2s00(1)
e (2.36)

(Pour le détail des calculs, on pourra se référer a I’ Annexe [A]).

En raison de l'inversion des transformations définies plus haut, le probleme aux

valeurs propres ([2.28]) est équivalent au probleéme initial (2.19)).
En posant A = %, la premiére équation du systeme (2.28)) devient :

9V (2) 40 (2) g () + 1 (2) g (2) + i (2) g () +p'g () =0, 0 <z<L.

Cette équation a pour polynome caractéristique 64 + 1.

Pour résoudre le probléeme aux valeurs propres , nous suivons la procédure
contenue dans les ouvrages de G. D. Birkhoff [6l [7] et M. A. Naimark [44]. Divisons
donc le plan complexe en 8 secteurs distincts car la puissance du parametre des valeurs
propres est égale a l'ordre de I'équation différentielle. Les secteurs Sj sont définis
comme suit :

km (k+1)7

Sk:{zEC:4§argz§ 1 },k:0,1,2,...,7 (2.37)

et soient wi, wa, ws, wy les racines de 1'équation 6% 4+ 1 = 0 qui sont rangées de la

maniere suivante :

Re (pw1) < Re (pw2) < Re(pws) < Re(pwy), Vp € Sk. (2.38)
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Plus particulierement, dans le secteur S;, nous notons les racines quatriemes de —1

comme suit :

3 V2 V2.
w1 = exp <z47r) 7

1>\/§\g§

Wy = exp (z47r

et

Notons que ces racines vérifient les inégalités dans 1’expression et des choix
semblables peuvent étre faits dans les autres secteurs. Dans ce qui suit, nous nous
intéresserons uniquement au comportement asymptotique des valeurs propres des sec-
teurs S; et S, car nous obtiendrons les mémes résultats dans les autres secteurs avec

des preuves similaires.
2

Supposons que A = %, dans chaque secteur Si. Dans le but d’analyser les solutions
fondamentales asymptotiques du systéme (2.28)), nous avons besoin du résultat suivant
(voir [44), 63]) -

Lemme 2.2. Pour p € Sy avec |p| assez grand, ’équation :
09 (2) 1 b1 (2) 9" (2) a1 () (2) + i ()9 () ' (2) =0, 0<z<1,

admet quatre solutions asymptotiques fondamentales linéairement indépendantes de la

forme :

D,
q)s(zﬂp):epwsz <1+’1(2)+O(P_2)>7 8:1727374
p
et ou leurs dérivées pour s = 1,2,3,4 et j = 1,2,3 sont données par;

di B i s D4 (2) 2
@(Ds (Zap)_<:0ws) e’ <1+p+o(p )
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ol

1

B 4o

@1 (2) = —— [ (b (O dc.

Ainsi, pour s =1,2,3,4, on a :

1 1 111 1 /1
O, (0)=0, ®,(1)=— /b dc =1 = = [ b () dc.
1(0) s == [ @=L e =5 [T Qe
Le lemme suivant nous sera également utile :
Lemme 2.3. Pour p € Si, si nous posons 6 = sin’j = ?, alors nous avons les

inégalités suivantes :
Re(pwi) < = |p| 6, Re(pwi) > |p| 6 et e™ =0 (p7*) quand [p| — oo.

Pour la commodité des calculs, nous introduisons la notation suivante :

[a], =a+0 (P_2> :

En utilisant le Lemme [2.2] nous obtenons des expressions asymptotiques pour les
conditions aux limites |p| assez grand pour s = 1,2,3,4 :
Us(®s,0) = s (0,p) =1+ 0 (p72) = 1],
Us (s, p) = ®,(0,p) = pws (L + 0 (p7%)) = pws [1]; ,
Uz (®s, p) = 7 (1, p) + b0 @ (1, p) + b12P4 (1, p)
Uz (®y, p) = (p)” e (147w + pp~ wit 4+ ypp ™ w® + 0 (p72)

ou

Ensuite, nous avons :
Uz (®s, p) = (pws)? e [L+qw;? + pp~ wi? + ymp~ wi?), .
De maniéere similaire, pour s = 1,2,3,4, on a :

Ui (P, p) = @Y (1, ) + b21®5 (1, p) + b2 ® (1, p) + b23®Ps (1, p)
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U (@, p) = (pws)” e (1 + (1 + bar) p~ it + 0 (p72))

Uy (D, p) = (pws)” e [1 4 (1 + ba1) p~'w; ], -

2

Notons que A = % # 0 est valeur propre de (2.28) si et seulement si p vérifie

I’équation caractéristique :

Us (P1,p) Us(®Pa,p) Us(P3,p) Us(Py,p)
Alp) = Us (®1,p) Us (P2, p) Us(P3,p) Us(Py,p) _ 0 (2.39)
O U (@10) Uy (®2,0) Un(Psip) Us(@ap) | |
Uy ((I)hp) Uy (‘1)279) Uy (‘1)37P) Ui (@470)

En substituant les expressions asymptotiques des conditions aux limites dans ([2.39))

et en utilisant le Lemme [2.3] nous obtenons ce qui suit :

(1], 1],
A(p) = pwr 1], , ) pws 1], ) )
0 (pwa)® e [14qwy® + pp~lwy ! +ymp~lwn?|
0 (peos)” e [1 + (1 + b21) 0_1W2_1L
[,
pws 1]

(pws)? e [1+ qwy® + pap~twy !+ p~ ey ]
(puz)” ers {1 + (1 + bar) Pflw?;_l]

2

2
0
0
(pwa)? e |1+ w0y + pp oyt + ypmp~ wi®)
(pws)® eres [1 + (1 + ba1) P_lwllk
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[1], [1],
wi [1], wa [1],
0 wiers [14qwy” +mp~lwy ! + ymp ey ?]
0 wiers 1+ (p +ban) p~lwy |

A (p) = plerer

[1];
ws [1],
wiers 1+ yws? + ppws! + ymptws®)
wiers [1 + (1 + ba1) Pflws_l]z

0
0
wier |1+ ywp® + pp~twrt T wi®)
wiers [1 + (p1 + bar) P_lwzflh

En développant le déterminant ci-dessus suivant la premiére colonne puis suivant

la premiere ligne, nous obtenons ’expression suivante :

-1

A(p) = pPer {(=1)(ws — w)[ (w5 = wi®)y + (p + ban) (Wi ' — w5 ')p
+ (i + b)) (w3 *wy ' — W4_2w2_1)i0_1
Hpa(wy !t — )y (wy® — wi?)p! e
(wz = wn) (w5 = W)y + (o + ) e
(1 + bar) (wyPwy = wyPwy )
o (ws = wi)p ™+ (ws® = wp)pT e + 0 (p7%))

Dans le secteur Sy, les choix donnent :

w% = —1, w% =1, w§ =1, wZ = —1, w§1w4 =1, w51w4 = —1, W3= —Wsy,
w4—w3:\/§, wl_w{%:\/ii7 w2—w1=\/§, w4—w2:—i\/§,
w2_2—w4_2:—22', wi?—wr?= -2, Wwil=1, wi?=1,

wy® —wpt = —(1 4w, w3® —wi® = (1w,

En remplagant les valeurs précédentes dans A (p), on obtient ce qui suit :

A (p) = 2vV/2yp e {e? — i e + [pe™” + pze 2] + O (0_2)},
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ou Y
2 b
M2 = 2[2#1 + ba1 — :1
2.41)
V2 b (
,u3:7 2,l£1-|—l721+ﬂ .
~

Le théoreme suivant mentionne le type de régularité du probléeme aux valeurs

propres (2.28) :
Théoreme 2.4. Sivy # 0, le probléeme auz valeurs propres ([2.28)) est fortement régulier.

Démonstration. Puisque
O 10=-2V2i7, ©10=2V2y et Oy =0

alors on a :

Ofo —40_10019 # 0.

Par conséquent, le probleme aux valeurs propres (2.28) est fortement régulier selon la
Définition 3.2.5 p. 43 de [62]. O

A présent, nous cherchons a obtenir une expression asymptotique du probléme aux

valeurs propres (2.28]).
L’équation A (p) = 0 et (2.40) implique que

eP2 — i e 4 popteP? 4 pugp e P2 + O (p_Q) =0 (2.42)
qui peut étre réécrit comme suit :
e —ie " 10 (p!) =0. (2.43)
En ignorant les termes d’ordre supérieur, I’équation suivante :

6["*’2 _ ie_pWZ — O

admet pour solutions

1 )
n=(-—n)—, n=12... 2.44
P (4 n> wWa " ( )

Soit p,, les solutions de (2.42)). Alors en appliquant le Théoréme de Rouché (voir M.
A. Naimark, p.70 dans [44] ou Krantz dans [34]) & (2.43]), nous obtenons l'expression
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suivante :

X .
B = py+ ay = (_n>m+an, an=0(n"), n=N,N+1,.., (245
4 Wa

ol N est un entier positif assez grand.
En substituant p, dans (2.42)), et en utilisant le fait que e”? = je~"“2  nous obte-
nons :

eOnW2 _ o= Onw2 + Mzﬁ;—leanwg _ iMSﬁ;—le—anwz + Q) (m—Q) —0.

Le développement de la fonction exponentielle en série de Taylor au voisinage de 0

nous donne :

a, = — p2 + Ha i+0<n*2),n:N,N+1,...
2W2Pn 2W2Pn

Par conséquent, on a :

1 )
p~n_<—n)m+ B2 4 Hs —|—O(n_2),n:N,N+1,...
4 Wo 1 1
2 Z—n T 2 Z—n s

2
Notons que A, = p% 40, wy = €'T et w =i. Alors on a :

N2 1[@

1 2 L] _
n:ﬁ(ﬂzs—/h)*'ﬁ 2(#34—#2)4—(4—”) WQ}’H-O(H 1)7 (2-46>

oun=N,N+1,...avec N assez grand.

La méme preuve peut étre appliquée au secteur S, parce que les valeurs propres du

probléme ([2.28]) peuvent étre obtenues par un calcul similaire avec les choix suivants :

wo = exp(i-7) = —

3 V2 V2
4 2
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T V2 V2

w3 = exp(zzﬁ) =5 5

V2 V2

wy = exp(zzw) =— g

\)

Ces choix satisfont les inégalités ([2.38]) pour le secteur Sy c’est-a-dire :
Re (pw1) < Re (pws) < Re (pws) < Re(pws), Vp € Ss.

Ainsi, dans le secteur Sy, le déterminant caractéristique A (p) de (2.19) est donné

par :
A(p) = 2V2yp%er {2 i e — [uae? + pge*2]p™" + 0 (p7°) }.

Comme précédemment, nous avons :

1 .
= (4—n)7”— e L 0(n?), n= N N+L,... (247)
e 2<4—n>7r 2(4—n>7r
avec N un entier assez grand.
2
Aussi, en se servant de A\, = Pn # 0, wy = et et w3 = —i, on a lexpression

2
asymptotique suivante :

= =) = [ Lt + (Fon) w0 () ey

oun=N,N+1,...avec N un entier assez grand.
Ici, nous devrions souligner que les valeurs propres engendrées par les autres sec-

teurs S coincident avec celles déterminées dans les secteurs S; et S;. Un argument
détaillé peut étre trouvé dans M. A. Naimark [44].

En combinant (2.46) et (2.48)), nous obtenons le résultat suivant sur les valeurs

propres :

Théoréme 2.5. Soit A l'opérateur défini par (2.10) et (2.11). Si v # 0, alors une
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expression asymptotique des valeurs propres du probléme (2.28) est donnée par :

Ap = Q\g (3 — o) £ h12 l\f (ks + p2) + <z11 - ”)2 WQ] i+0(n), (2:49)

oun=N,N+1,... avec N assez grand, et

V20
Y

o — 12 = L2 =~ (VER(m()H(BI(1))3), (2.50)

M3 + Uo = \/5(2#1 + le). (251)
De plus, les valeurs propres A, (n = N, N + 1,...) avec un module suffisamment grand

sont simples et distinctes excepté pour un nombre fini d’entre elles, et satisfont

lim ReA, — —1h (m()(EI1)). (2.52)

n——+o0o 0%
Remarquons que (22.52)) représente I'asymptote du spectre. Dans le cas uniforme
c’est-a-dire quand on a
m(z) = El(x) =1,

nous retrouvons I’asymptote obtenue dans [58] :

lim Re\, = 21

n—-+o0o 6%
dont I'étude numérique est faite au Chapitre 5.

2.3.2 Propriété de la base de Riesz des fonctions propres de

I’opérateur

Dans cette sous-section, nous étudions la propriété de la base de Riesz des fonctions
propres de 'opérateur A du systéme (2.12).

Pour cela, nous suivons une idée due & Wang (voir [63] p. 473-475).

Ainsi, nous commencons par montrer que les fonctions propres généralisées de A

forment une base de Riesz dans I'espace d’énergie JH.
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Introduisons donc la transformation £ définie par

L(f,9)" =(6,0)"

ou

o) =16 v =g o= [ e ey

h= /01 (%)4 dc. (2.54)

Nous remarquons que £ est un opérateur inversible et borné sur .

avec

Ensuite, définissons 'opérateur différentiel ordinaire suivant :

fO ) +a2) f"(2) +0(2) f7 (2) +c(2) f'(2),

By (f)=f(0)=0, By(f)=f(0)=0,

Bah) = 1)+ |+ e | =0 (259
Bi(f) = EI(1)Z2(1) f" (1) + [EI'(1)22 + 3EI(1)z40 (1) 2z (1) | £ (1)

+|EI(1) 2000 (1) + EI'(1) 2 (1) | £ (1) = 0,

h
=
!

ou les coefficients a(z),b(z), c(z), 2z et 2z, sont donnés par ([2.23)-(2.27)).

Soient maintenant l'opérateur A défini comme dans (2.12), n € o (A) une valeur
propre de A et (f, g) une fonction propre correspondante a 7. Alors on a g = nf et la

fonction f devrait vérifier I’équation :

FPE) +a) f" () +b(2) f(z) +c(z) f(2) +7°f () =0,

avec les conditions aux limites B; (f) =0, j=1,2,3,4.

Maintenant, en prenant A = e

h2

L(f.9) = (o (x),¢(x)),
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on voit que 1 = A\¢ et la fonction ¢ vérifie I’équation

o (2) + ng’” (x) + Z;IIN((QZC)) o' (z) + )\ET;L((Q;)QS (x)=0, 0<z<l,
6(0) =9/ (0) = (BI0)") () =0
0" (1) = ~ gy (@h + 96 (1),

(2.56)
Ainsi on a le résultat important suivant : n € o (A) & A € g (A).

Théoréme 2.6. Soit l'opérateur A défini comme dans le systéme (2.12)). Alors les
valeurs propres de l'opérateur A sont toutes simples excepté pour un nombre fini d’entre
elles, et les fonctions propres généralisées de 'opérateur A forment une base de Riesz

pour l’espace d’énergie JH.

Démonstration. Selon le Théoreme , le probleme aux limites est fortement
régulier. Donc les valeurs propres sont séparées et simples sauf pour un nombre fini
d’entre elles. De plus, selon le Théoreme [1.32] la forte régularité des conditions aux
limites assure que la suite des fonctions propres généralisées F,, = (fy, N fn) de Popéra-
teur A forme une base de Riesz pour H. Puisque £ est un opérateur borné et inversible

sur H, il s’ensuit que V,, = (¢,, \y@,) = LF, forme aussi une base de Riesz sur H

d’aprés le Lemme [1.24] m

Intéressons-nous a présent a I’étude de la stabilité exponentielle du systeme ([2.8)).

2.4 Stabilité exponentielle du systéme

Le Théoreme [2.6|est 'une des propriétés fondamentales découlant du systéme évo-
lutif (2.12)). D’autres propriétés importantes de ce systéme peuvent étre déduites de

ce théoreme. La stabilité exponentielle indiquée ci-dessous est 'une d’entre elles.

Théoréme 2.7. Le systeme ([2.1)—(2.4)) est exponentiellement stable pour tous 8 > 0

et a > 0. Autrement dit, il existe des constantes strictement positives M, w telles que
lénergie E (t) du systéme (2.1)—(2.4) vérifie

e 2 Loty s 2 —wt
E(t) = 5/ Elw., dx + 5/ mw; dx + §(wz(1,t)) < ME(0)e ™", Vt >0,
0 0

pour toute donnée initiale (w (x,0),w; (z,0)) € H.
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Démonstration. La propriété de la base de Riesz obtenue par le Théoreme [2.6] nous
permet d’affirmer, pour le semi-groupe de contractions {ef“t}t>0 engendré par 'opéra-
teur dissipatif A, que le taux optimal de décroissance de 1’énergie est déterminé par
I'abscisse spectrale de l'opérateur c¢’est-a-dire w(A) = s(A) (voir [20]). Aussi grace a
(2.52)) qui décrit 'asymptote du spectre o (A), pour un tout petit € > 0, il existe

seulement un nombre fini de valeurs propres de A dans le demi-plan suivant :

N

% Red > — ((m(1))

— (BI(1))7) +e. (2.57)

Il reste a montrer qu’il n’existe aucune valeur propre sur ’axe imaginaire pour obtenir
la stabilité exponentielle du systeme —. Autrement dit, il s’agit de montrer
que Re(\) < 0 pour tout A € o(A).

Soit A = ir avec r € R une valeur propre de l'opérateur A sur I'axe imaginaire et

U = (¢, z/J)T la fonction propre correspondante telle que ¥ = A\¢. Alors nous avons
Re((AW, ¥),) = —a ¢’ (1))

0 = |[¥[l3 Re () = Re ((AW, W)y) = —a ¢’ (1)[".

Puisque o > 0, on obtient
W (1) =0,

Par suite, ¢’ (1) = 0.

¢ (x) doit vérifier ’équation différentielle suivante :

{ Nm(x)p (z) + (EI () ¢" (2))" =0, 0<az<1, (2.58)

¢(0) = ¢ (0) = ¢ (1) = ¢" (1) = (EI()¢"(.)) (1) = 0

obtenue grace a (12.20)).
Démontrons que 1'unique solution de ([2.58]) est la solution nulle.

Nous suivons la démarche de Guo dans [30)].
Etape 1 : Initialisation

¢’ est une fonction définie sur [0, 1], continue sur [0, 1], dérivable sur |0, 1] et telle
que ¢'(0) = ¢'(1). Alors d’apres le Théoreme de Rolle, il existe au moins un point
c1 €10, 1] tel que ¢”(¢1) = 0. De plus, on a ¢”(1) = 0, alors en appliquant encore le
Théoreme de Rolle, il existe au moins un point ¢y € |ey, 1] tel que (E1(.)¢")'(ca) = 0.

Enfin, on a encore (E1(.)¢")' (1) = 0. En se servant a nouveau du Théoreme de Rolle, il
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existe au moins un point c3 € |eg, 1] tel que (EI(.)¢")"(c3) = 0. Et d’apres la premiere
équation de (2.58), on en déduit que ¢(cs) = 0.
Etape 2 : Hérédité

Supposons qu'il existe un nombre n de zéros distincts de ¢ dans l'intervalle |0, 1].
Montrons qu’il existe au moins n + 1 zéros distincts de ¢ dans l'intervalle |0, 1].
On a ¢(0) = 0 et en utilisant 'hypothése de récurrence, on en déduit d’apres le
Théoreme de Rolle qu'il existe également un nombre n de zéros distincts de ¢’ dans

I'intervalle |0, 1] c’est-a~dire 0 < ¢; < ¢g < ... < ¢, < 1 tel que
¢'(c;) =0, i=12,..n

On a aussi ¢'(0) = ¢'(1) = 0 donc d’apres le Théoreme de Rolle, il existe pour tout
1 = 1,2,....,n + 1, des réels d; deux a deux distincts de ¢”. Autrement dit, on a

O0<di < <dy<cg<..<cpq<d,<cp,<d,1 <1 tel que

De plus, ¢”(1) = 0 donc en utilisant de nouveau le Théoréme de Rolle, il existe pour
tout i = 1,2,...,n + 1, des réels a; deux a deux distincts de (EI¢")". C'est-a-dire, on

al<di<ay<dy<a<..<dp 1<, 1<d,<a,<dy1 <a,1 <1 tel que
(E1()¢" () () =0, i=1,2,...,n+1.

Enfin, (FI(.)¢"(.)) (1) = 0 donc en se servant encore du Théoréme de Rolle, il existe
pour tout i = 1,2, ...,n + 1, des réels §; deux a deux distincts de (E1¢")". Autrement
ditbt,onal0< o <fi<a<fo<..<a1<fri1<a,<pbp<ap</pPp<l
tel que

(E1()8"()"(8:) =0, i=1,2,.,n+1
Par conséquent, grace a la premiere équation de (2.58), on a
o(Bi) =0, i=1,2,...,n+1.

Etape 3 : Conclusion

Il existe au moins n + 1 zéros distincts de ¢ dans Uintervalle |0, 1[.
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En vertu de la conclusion, il existe un nombre infini de zéros distincts {z;}32, de ¢
dans l'intervalle |0, 1[. Soit x¢ € [0, 1] un point d’accumulation de {z;}°;. Alors tout

ouvert contenant xy contient au moins un autre point de {x;}:2,. Ainsi,
¢ (z) =0, i=0,1,2,3. (2.59)
Notons que ¢ vérifie I’équation différentielle linéaire

(EI(z)¢" (x))" = =Nm(z)¢ (z). (2.60)

Par conséquent, ¢ = 0 par unicité de la solution des équations différentielles linéaires.
Finalement, on en déduit que ¥ = 0 qui contredit le fait que v soit une fonction
propre et donc il n’y a aucune valeur propre sur I’axe imaginaire. Ainsi, nous obtenons
Re()\) < 0.

Par le Théoreme [2.6| et par le fait que le taux optimal de décroissance de 1’énergie est
déterminé par 'abscisse spectrale de 'opérateur, le systeme — est exponen-
tiellement stable pour tous a > 0 et 5 > 0. O
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Chapitre 3

Stabilisation d’une poutre flexible
d’Euler-Bernoulli a coefficients
variables sous ’effet d’un

amortissement visqueux

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions la propriété de la base de Riesz puis la stabilité
exponentielle d'une poutre flexible d’Euler-Bernoulli amortie a coefficients variables.
L’amortissement de ce systéme est une atténuation de ses mouvements par dissipa-
tion de I’énergie qui les engendre. La viscosité de cet amortissement entraine 1’ajout
du terme y(.)wy(.,t) a la premiére équation du Chapitre 2 ou (.) et wy(.,t) re-
présentent respectivement la force de frottement et la vitesse de la poutre. Le modele
mathématique traduisant I’amortissement des vibrations de cette poutre est donné par

le systeme d’équations aux dérivées partielles suivant :

m(z)wy (x,t) + (EL(2) Wy (2,1))ge + y(@)wy (2,t) =0, O0<z<1, t>0, (3.1)
w(0,t) =w, (0,t) =0, ¢t>0, (3.2)

(EI()Wes)e (1,8) =0, ¢ >0, (3.3)

—EI(Nwge (1,1) = awy(1,1) + fw.(1,t), >0, (3.4)
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ou « et 3 sont deux constantes positives données. Nous supposons que la longueur de
la poutre est égale a 'unité. On rappelle que les fonctions E1(.) et m(.) vérifient les

conditions suivantes :
m(z), El(x) € C40,1), m(z), El(z) >0 (3.5)

pour tout = € [0, 1]. Comme indiqué dans le Chapitre 2, les matériaux non homogenes,
en particulier les matériaux intelligents utilisés en ingénierie, sont des exemples types a
considérer pour révéler I'importance de prendre des coefficients comme variables [35].
De plus, la force de frottement visqueux +(.) (une fonction continue) qui apparait dans
I’équation satisfait a la condition suivante :

[ () (E(g>>l/4 =0 30

Notons que la condition (3.6)) permettra a ce que la fonction v ne soit pas de signe

constant dans 'intervalle [0, 1].

Dans la théorie des systemes dynamiques, la stabilité intéresse vivement les mathéma-
ticiens et les ingénieurs. Plus particulierement, la stabilité exponentielle est la stabi-
lité la plus souhaitable, en particulier pour les systemes amortis ou avec frottements.
L’étude du cas (7 = 0) a été réalisée dans le Chapitre 2 ot nous nous sommes servis
de la démarche de Wang et al (voir par exemple [62, 63]) pour montrer la stabilité
exponentielle du systéeme. Dans [62], une question a été soulevée et est valable pour
le systéme amorti - : En raison de la non-uniformité de I’épaisseur et/ou
de la densité physique de la poutre d’Euler-Bernoulli & coefficients variables avec v(.),
la fonction coefficient du frottement visqueux dans I’équation , quelles conditions
faut-il mettre sur le terme d’amortissement 7(.) afin de garantir la stabilité exponen-
tielle ? Ici, il est tres difficile de situer 'emplacement exact des valeurs propres parce
que I'équation (3.1)) contient des coefficients variables et est soumise a des conditions
aux limites - . Aussi, faut-il déja souligner que cette question a été traitée
quand I’équation est associée a des conditions aux limites nulles (voir [62]), et
lorsque I’équation est soumise a un controle force en position et en vitesse (voir
[58]). Dans ce chapitre, nous répondons & cette question quand Iéquation (3.1]) est
soumise a un controle force en rotation et en vitesse de rotation. Nous suivrons la

méme démarche que celle du Chapitre 2. Ainsi, dans le but d’étudier le systeme a

o8



3.2. PROBLEME BIEN POSE AU SENS DES SEMI-GROUPES

coefficients variables, nous utiliserons les deux étapes fournies par les travaux de Bir-
khoff ([6]) et les travaux de Naimark ([44]). Par ailleurs, pour étudier le probleme aux
valeurs propres associé au systéme - sous la forme d’une équation différen-
tielle ordinaire L(f) = Af avec les conditions aux limites A-polynomiales, nous nous
appuyons sur l'idée de Wang et al (voir par exemple [62, [63]).

Le contenu du chapitre est le suivant. Dans la section [3.2] le systéme - est
formulé comme un probléme de Cauchy abstrait dans un espace de Hilbert (espace
d’énergie approprié) et étudié dans le cadre des semi-groupes. Dans la section , une
analyse spectrale est faite et ensuite, nous prouvons que 'opérateur associé au systeme
vérifie la propriété de la base de Riesz dans ’espace d’état correspondant. Enfin, dans
la section [3.4] en étudiant les cas ou le parametre d’amortissement «y change de signe

dans 'intervalle [0, 1], nous donnons des conditions pour obtenir la stabilité exponen-

tielle du systeme (3.1)) - (3.4)).

3.2 Probleme bien posé au sens des semi-groupes

Nous rappelons les espaces fonctionnels utilisés au Chapitre 2 et valables pour cette

présente étude :
HZ(0,1) = {w € H?(0,1) |w (0) = w, (0) =0} (3.7)

et
H= Hz(0,1) x L*(0,1), (3.8)

avec le produit scalaire suivant :
1 1
(w,0 = [ ml@)fo (@) g2 @ de+ [ BI) f @) F @ de+ 6 () F D, (39)

ouw = <f17f2>T € H7 v = (g17g2)T € H.

Notons que ||.||,; désigne la norme correspondante. De plus, on a :
1
L2(0,1) = {w . [0,1] = c’/ lw|? de < oo} (3.10)
0
H(0,1) = {w: [0,1] = Clw,w®, ..., w® € L?(0,1)} . (3.11)
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Soit A, : D (A,) C H—H T'opérateur linéaire non borné avec pour domaine
D(A,) ={ (1.0)" < (B (0.0) 0 1 0,1)) x F0.1) [ (81 () 7" () (1) =0
B/ (1) = ag(1) + fo(l)}(3~12)

défini par

Av(f,g)T=<g(fv>,— [(Ef(x)f”(m))"+v<x>g<x>}). (3.13)

Nous pouvons maintenant écrire (3.1))—(3.4)) sous la forme d’un probleme d’évolution

de premier ordre

d
{ () = Ay2 (1) -
2(0) =z € H,

ot z () = (w,w;)", 2(0) = (wo, vo)"

De plus, notons que

F’Y(‘f’ g)T = A"/(fa g>T - AO(fa g)T = (0, —77

est un opérateur linéaire et borné sur H ou A, désigne 'opérateur du chapitre précé-
dent. En effet, pour tout (f,¢)" € D(A,), on a :

(e o), = ((0-H280) 1)
=~ [ @lgte)Pdz

Puisque les fonctions 7 (.), m (.) et E1(.) sont continues sur [0, 1] avec m (z) > 0 sur
[0,1], on a :

= M (/01 m(2)|g(x)* + EI(x)|f"(2)] du + 5|f/(1)|2)

< M| (f.9)" A

‘ <F’Y(f7 g)T7 (f7 g>T>H
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avec

M= sup (@)
zef01] M ()

Donc l'opérateur I'y, est borné sur H.

Les deux résultats suivants sont immédiats et découlent de la théorie des semi-
groupes. Le premier est une conséquence directe de la théorie des perturbations des
semi-groupes (voir le Théoréme [1.28)).

Théoréme 3.1. Soient les opérateurs A, et Ay définis plus haut. Alors Ay est un
opérateur m— dissipatif et engendre un Cy-semi-groupe de contractions sur H noté par
{S(t)},>¢ €t par conséquent A, est un générateur d’un semi-groupe de contractions

et sur H noté par {T(t)},5,-

Démonstration. La premiere assertion a été prouvée dans le Chapitre 2 ol nous avons
utilisé le Théoreme de Lumer-Phillips (voir le Théoréme [1.17). Donc l'opérateur Ay

engendre un Cp-semi-groupe noté {5 ()},5, = {ert}t>0 sur H, tel que
1S Oy < Ce”t, pour M,w € Rett € R.

Ainsi, le Théoreme nous permet de déduire que A, = I', + Ay engendre un

Co—semi-groupe noté {T'(t)},, = e™" tel que

IT ()l < CeltIm,

Le deuxieme résultat est le suivant :
Théoréme 3.2. L’opérateur A, est a résolvante compacte et 0 € p(A,).

Démonstration. Pour commencer, notons que A, est un opérateur dissipatif.

En effet, pour tout w = (f,g)" € D(4,),

(0. )y = { (s60), - (Euwﬂuw”+wwm@flugﬁ>

m (x) ’
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A=~ [ [(Eu 1) 50+l | s
+ [ B @) ) e+ 8¢ (7).

Par deux intégrations par parties, nous obtenons

(el = = [ BIG@)[g" @@ — /@)@ dz+ 5(s 0T - £/ (0FTD)
~ alg (P /0 Y(@)lg(a) de.

En prenant la partie réelle, nous obtenons
1
Re {Ayw,w), = —=alg (V) = [ 2(x)lg(x)* dz < 0.

Ainsi, A, est un opérateur dissipatif et {eAVt}DO est un semi-groupe de contractions
sur H. De plus, I — A, est surjectif. Puisque l'opérateur A, est m—dissipatif alors
I'opérateur I — A, est un isomorphisme de D(A,) sur H.

La résolvante de A, est un opérateur linéaire et continu sur H. Elle est aussi compacte.
En effet, 'injection j : H*(0,1) x H?(0,1) — H?(0,1) x L*(0,1) étant compacte, il est
donc de méme pour j : D(A,) — H. Aussi, I'application (I — A,)™' : H — D(A,) est
bornée donc compacte. Ainsi d’apres le théoréme d’injection de Sobolev, 'opérateur
A, est a résolvante compacte.

Il reste a montrer que 0 € p(A,). Il suffit de prouver que A7 I existe. Pour tout
U = (g, 92>T € H, il suffit de trouver un unique ® = (fi, fg)T € D(A,) telle que

A, ® = U vérifie le systéme suivant

f2(z) = g1 (x), g€ HE(0,1)

(EI(2) f{ ()" = =m(2)g2 (x) — 7( )f2 (), g2 € L7(0,1)
fi(0) = f1(0) = (BI()f7() (1) =

—EI(1) f{ (1) =afy (D) +Bf1 (1) =agi (1) + B (1).

La solution du systéme précédent est donnée par (voir Théoreme de 'annexe :

f2(z) = g1 (2)

= [P s [ 004200 0 v acas
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avec

i g Iy I () 92 1)+ (1) 9 (1)) drdnde + g (1) 3 g

(1) =
fl() 1"‘6]01%(5)‘%

Alors, A7 ! existe. Par suite, 0 € p(A,). De plus, en utilisant le Théoréme d’injection
de Sobolev, nous en déduisons que A7 L est un opérateur compact dans l'espace de
Hilbert H. O

3.3 Analyse spectrale de 'opérateur et propriété

de la base de Riesz

3.3.1 Analyse spectrale de ’opérateur

L’analyse spectrale est une méthode souvent utilisée pour déterminer le compor-
tement des valeurs propres des opérateurs de systemes dynamiques. Dans ce qui suit,
nous allons suivre I'idée de Wang et al dans [63] pour étudier le probléeme aux valeurs
propres associé au systéme - .

Selon le Théoréme le spectre de l'opérateur A, noté par o (A,), est discret et
est constitué entierement de valeurs propres séparées, qui sont distribuées en paires
conjuguées dans le plan complexe.

Etudions & présent le probléme aux valeurs propres de 'opérateur A,

Soient A une valeur propre du spectre o (4,) et ® = (¢, ¥) sa fonction propre corres-

pondante. Alors, nous avons ¥ = \¢ ou ¢ satisfait aux équations suivantes :

Nm(x)o (z) + (EI (z) ¢ (x)/)" + M (2)p(x) =0, 0<z<I1,
$(0) = ¢ (0) = (EI()¢"(.)) (1) =0

)
0" () =~y (A + 8)9 (1)

(3.15)

Dans l'objectif de résoudre ([3.15]), les transformations spatiales introduites dans [28]
sont effectuées. Ce qui convertit la premiere équation de (3.15)) en une forme simple et

pratique. Pour y arriver, pour tout = élément de (0, 1), le systeme (3.15)) est d’abord
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réécrit comme suit :

@ 21 (x) , El" (z) , Nom () . Ay () o) =

R
= =(E Orde )(>=

¢”<>— P @+ 8 (1.

(3.16)
De plus, afin de rendre constant le coefficient de ¢ dans la premiere expression de

(3.16)), considérons la transformation d’espace suivante :

f(z)=6(x), z=z<x>=,ﬁ/j (g}%)idc (3.17)

- /01 (%) dc. (3.18)

Ainsi, le systeme (3.16) peut étre transformé comme suit

avec

FD ) +a2) " (2) +b(2) £ (2) + c(2) £/ (2) + N2RAf (2) + AR*d(2)f (2) = 0,0 < z < 1,
f(0)=f(0)=0,
EI(1)Z (1) " (1) + [EI'(1)22 (1) + 3EI(1) 20 (1) 2, (1) ] 17 (1)
B 200 (1) + BI' (120 (1) | £(1) =0,
fr+ [?;((11)) N EIOé()\l)J;f(l) f=0
' (3.19)
a(z) = 65;“ igl (é)) (3.20)
b(e) = s Bl S B (31
c(z) = 4 Qijﬁj(;()x) 224?;(;) (3.22)
d(z) = ;8 (3.23)
1 (m(x) 1 s 1 m(x)
=T (EI (:c)> T WAEL (2) (3:24)
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et

W

1 (m@E)\"1d [(m@))\?
i (Fre) w(Fe) )
(Pour le détail des calculs, on pourra se référer a ’annexe [Al).
Maintenant, nous utilisons I'idée de Naimark présentée dans le Chapitre 2 de [44] pour
résoudre (3.19). Ensuite, afin de supprimer le terme de la dérivée troisitme a (z) f” (z)
dans , nous introduisons une nouvelle transformation d’espace. Elle est inversible

et définie comme suit :

1 r#
g(z)=exp (4 [[al)dC) f(), 0<z<1,
0
Le systeme (3.19) peut étre écrit comme suit, pour tout 0 < z < 1 :

gW (2) + b1 (2) g" (2) + 1 (2) ¢ (2) + di (2) g (2) + Nhtg (2) + Ah*d(2)g (2) = O,
9(0)=g(0) =0,

9" (1) +bug’ (1) + biag (1) = 0,

g" (1) 4+ ba1g" (1) + baog’ (1) + bazg (1) = 0,

(3.26)
bi (2) = —‘;’a’(z> - 2@2(2) +b(2) (3.27)
c1(z) = ;a3(z) - ;a(z)b(z) —ad"(2) 4 ¢(2) (3.28)
h(:) = 2a(2) — ")+ S () — o (z)

+b(2) <116a2(z) _ ia'(z)) - W (3.29)

1 Zpz (1) a\ f
b= =30+ 50y B T B0 (3:30)

L 1,1 (1) a 8
bz = 1 (1) + 6 (1) — Za(l) 2(1) + Bz () + E](l)zw(1)> (3.31)
3 32..(1)  EI'(1)
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3, 3, Er'(1a(l)  3z.(1)a(l)
Zoza(1)  EI'(1)z55(1)
2B(1)  EI(1)23(1) o
Loy, 3 L) - “ELW
by = —7a" () + pa'(Da(l) = 2a’(1) = 4BI(1)z(1)
30 Wz(l) | EPMa*(1) | 32a()a*(1)  a(Dzan(l) 5 o))

422(1) 16E1(1)z,(1) 1622(1) 423(1)

(Pour le détail des calculs, on pourra se référer & ’annexe .
Puisque les deux transformations spatiales sont inversibles, le systéme obtenu (3.26)
est équivalent au probléme initial .

Pour résoudre le probléeme aux valeurs propres , le plan complexe est subdivisé

en 8 secteurs distincts :

(n+1)m

Sn:{zeC I<argz< 1

},n:O,1,2,...,7. (3.35)

De plus, soient wy, wy, ws, wy les racines de I'équation *+1 = 0 telles que les inégalités

suivantes soient vérifiées :
Re (pw1) < Re (pws) < Re (pws) < Re(pws), Vp € S,. (3.36)

Notons que les choix dans le secteur S; satisfaisant (3.36|) sont donnés comme suit

w1 = €x (igw):—\/_—i-\/_
e 2 2

[\)
[\)

w3 = exp (ziw) = —\/_ — \/—z

2 27

[\]
[\

w4 = €xXp (i77r> £ — iz
4 2 2
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Notons que, de maniere similaire, les mémes choix peuvent étre faits dans les autres

secteurs.

Dans ce qui suit, nous étudierons le comportement asymptotique des valeurs propres
uniquement pour deux secteurs adjacents S; et Sy parce que les calculs sont similaires
dans les autrezs secteurs.

Posons A\ = %, dans chaque secteur S,. Dans le but d’analyser les solutions asympto-
tiques fondamentales du systéme , nous nous servirons du lemme suivant (voir
[44, 63)) -

Lemme 3.3. Pour p € S,, avec |p| assez grand, I’équation :
gV )+ (2)g" () + ax)d ()

+ di(2)g(2) +p'g(2) + p?hd(2)g (z) =0, 0<z<1,

admet quatre solutions asymptotiques fondamentales linéairement indépendantes, les

fonctions

P,
CDS (va):epwsz <1+71(Z)+O(p2)> ’ 521727374
1%

et ainsi leurs dérivées successives pour s = 1,2,3,4 et pour j = 1,2,3, sont données

par
dj J  pwsz CI)& (Z) —
0 () = () (1 Rl ( “'))
ot - 2 e
D1 (2) = == [ 0 (Qdc - [Ca(dc.

Ainsi, pour s =1,2,3,4,

1 1 ws +
.1 (0) =0, Doy (1) =~ /0 by (¢)de = Lt T h2

Ws w3
1 h2 1
avec py = =7 [ b1 (Q)dC et pp = ——- | d(¢)dC.
4 Jo 4 Jo
Démonstration. Pour la preuve, on pourra se référer a [59]. O
Nous utiliserons aussi le lemme suivant :
T _ V2

Lemme 3.4. Pour p € S, si nous posons d = sin , alors les inégalités suivantes

4 2
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sont vérifiées

Re(pwi) < —|p|d, Re(pwy) > |p| 6 et e’ =0 <p72) quand |p| — 0.

Nous introduisons la notation suivante :

lal, =a+0 (p~2).

aa(l)
1EI(D) 2 (D)

Posons aussi Kk = —
En utilisant le Lemme , les expressions asymptotiques suivantes pour |p| assez
grand sont obtenues pour s = 1,2, 3,4,
Us (05, p) = @5 (0,p) = 1+ 0 (p7%) = [1],,
Us (05, p) = P, (0, p) = pws (1 + 0 (p72)) = pus [,
Us (D5, p) = ®¢ (1, p) + b1 @ (1, p) + b12®s (1, p),
Us (s, p) = (pws)* €7 (14w + (mw? + po)p~ wy® + w(wlpn + po)wy p~ + 0 (p72))
Us (s, p) = (p)” e [L+ wwy? + (imw? + po)p~'w;® + (Wi + pe)wy*p '],
Ui (P, p) = @7 (1, ) + b21®5 (1, p) + b2o® (1, p) + 023 P (1, p),
Ui (®y, ) = (po)” e (14 (pun + oy + powy?) pwit + 0 (p72)

U (@, p) = (pws)® e [1 + (p1 + bay + pow2) p~ wi ], .

Notons que A # 0 est une valeur propre de (3.26]) si et seulement si p vérifie

I’équation caractéristique

Uy (P1,p) Us(Pa,p) Us(P3,p) Us(Py,p)
Alp) = Us (®1,p) Us(®a,p) Us(Ps3,p) Us(Py,p) _ 0 (3.37)
O U (@10) Uy (®2,0) Un(Psip) Us(@aip) | |
Uy ((I)bﬂ) Uy (‘1)2,P) Uy (‘I)&P) Ui (@470)
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Par substitution, ’expression suivante est obtenue

[1]; [1];
A(p) = puwr [1, , ) pws [1], ) )
0 (pwa)® ™2 [1+ kwy” + (ed + pia)p~wi® + (Wi + po)wy o™
0 (pw2)3 ePw? [1 + (Ml + boy + ,u2w2_2) p*1w51}2
[1];
pws [1],

(pws)? e [1+ kewy® + (i + p2)p~ wi® + (wip + ug)wg“p*lk

(pws)” ere {1 + (Ml +bo1 + N2w3_2> P_lwg_lk

0
0

(pus)? ers {1 + kwp 2 + (pw? + po)p~twr® + k(Wi + #2)004_4,071}2
(Pw4)3 efes {1 + (,u1 + bo1 + ,ugw4_2> p*1w11}2

En développant le déterminant suivant la premiere colonne puis suivant la premiere

ligne, nous obtenons :

A(p) = per{(=1)(ws — wn) [R(wy = wp®) + (1 + bar + o) (' — ey )p™!

+r(p1 + bor + u2w2_2)(w2_2w4_1 - w4_2w2_1),0_1

H(pn + powy ) (wy = wi)p T+ w(pn + prawy ) (wy? — wiP)p Tt e
+(we — wy) [m(w;Q —wi?) 4 (1 + oy 4 powy P (wy ' —wy )p !
(i + bar 4 pows ) (wyPwr ! — witwy )p!

(1 + paw ) (wi !t — w4 k(i + paws?) (wy® — wit)p e + 0 (p72)).

Nous avons les choix suivants dans le secteur S; :

w% = —1, w% = 1, w§ =1, wZ = —1, w§1w4 =1, wz_lw4 = —1, W3 = —Ws,

w4—w3:\/§, wl—cu3:\/§i, wQ—w1:\/§, Wi — Wy = —1 2,w2_2—w4_2:—2i,
-2 -2 . -3 -3 - -3 -3 -

wyl—wit= =20, wiwr =1, Wwi?=1, wy’—w;® = —(1+i)ws, w3 —w;® = (1—1)ws.
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En substituant les précédentes valeurs dans 'expression de A (p), nous obtenons :

Al(p) = 2\/§r§p6ep‘“4{ep“2 — e P2 4 [uze™? 4 pge P2t 4+ 0 (p’2> }, (3.38)

ou

b
H3 = [QHI + 2p2 + o1 — 21]

(3.39)

lels

b
fa = lQ,ul — 249 + by + :]

Nous avons le théoréeme suivant :
Théoréme 3.5. Sik # 0, le probléme auz valeurs propres (3.26)) est fortement régulier.

Démonstration. Nous avons
@_170 = —2\/52 K @170 = 2\/5/1 @070 = 0.

Par conséquent, le probleme aux valeurs propres (3.26)) est fortement régulier d’apres
la Définition 3.2.5 p. 43 de [62]. Ce qui signifie que les valeurs propres sont asympto-

tiquement simples et séparées. O

A présent, nous pouvons déduire une expression asymptotique des valeurs propres

du probleme (3.26)).

L’équation A (p) = 0 implique que :
er? — e P2 4 pugp e 2 4 pup e P2 4 09 (p*Q) =0. (3.40)
L’équation peut étre réécrite de la maniere suivante :
e —ie ™ + 0 (p') =0. (3.41)
Remarquons que les solutions de ’équation
er? —ge ™ =0
sont de la forme :

' .
pn:(—n>m,n:1,2,... (3.42)
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Soit p,, les solutions de (3.41)).

En utilisant le Théoréme de Rouché (voir par exemple [34]), nous obtenons 'expression

suivante :

1 .
Pn = Pn + Qp = (—n)m—i—an, ozn:(f)<n_1), n=N,N+1,..., (3.43)
4 09))

ou N est un entier positif assez grand.
En mettant la valeur p, dans (3.40)) et en utilisant 1'égalité suivante e”? = je <2,

nous obtenons :
n —Qn ~—1 n ; ~-1_— n ~—2 _
GQWQ_QQWQ+M3pn GQWQ_ZM4pn eaw2+o(pn )_0

De plus, par le développement en série de Taylor de la fonction exponentielle au voi-

sinage de 0, nous obtenons

J25] 221
— +
2wapn  2wapy

i+(9(n’2), n=N,N+1,...

oy =

Par conséquent, nous avons

1 .
m:(-n)m+ ot 1+ fa +O(n’2),n:N,N+1,...
2(—-—n|m 2(—-—n|m
4 4
ﬁ?
Notons que A\, =

W

- _
# 0, wy = €'1 et w3 = 4. Alors nous avons

A = jh% (pta — p3) + ;2 [\/f (pta + p13) + (i - n)2 wﬂ i+0(n7t),  (344)

oun=N,N+1,...avec N suffisamment grand.

La méme preuve peut étre appliquée dans le secteur Sy car les valeurs propres de (i3.26))
peuvent étre obtenues par un calcul similaire avec les choix suivants :

1 V2 V2.

wlzexp(zzﬂ): 5 + 5

. (.3) \/§+\/§.
wy = exp(t—-m) = ——— + —1
2 p4 2 27

2 2"

TV

w3 = eXp(zZﬂ) =

V2
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V2 V2.

wy = exp(zzﬂ) =—5 5

tels que les inégalités soient satisfaites c’est-a-dire
Re (pw1) < Re (pws) < Re (pws) < Re (pws), Vp € Ss.
Ainsi, dans le secteur S, le déterminant caractéristique A (p) de (3.37)) vaut :
A(p) = 2\/§7p6e”w4{6p‘“2 Fie P2 — [ugef 4 pge P 2p 4+ 0 (p_z) }

Par un calcul semblable a celui fait dans le secteur S;, nous avons

N 1 1 . _
i (§) B ot ot 0 () e a9
2 2(—n>7r 2(—n>7r
4 4
avec N assez large.

’\)2 q
En outre, en utilisant A\, = % #0, wy = T et w3 = —i, nous obtenons comme suit
les valeurs propres conjuguées du probleme ((3.26))

= ;fg (pha — p13) — h12 l\éﬁ (pa + ps) + <1 — n>27r2] 1+ 0 (n_l) , (3.46)

An 1

oun=N,N-+1,...avec N assez grand.

Les expressions (3.44]) et (3.46])) donnent, dans le théoreme suivant, I’expression asymp-

totique des valeurs propres :

Théoreme 3.6. Soit l'opérateur A, défini par (3.12) et (3.13). Si k # 0, alors une

expression asymptotique des valeurs propres du probleme (3.26)) est donnée par

V2 1 [V2 1 2 . .
)\nzm<ﬂ4_ﬂ3)iﬁ 2(M4+M3)+(4—”> & z—l—O(n )7 (3.47)
oun=N,N+1,... avec N assez grand, et
ba1 1 1 3
o= pa = VA2 + 72 = <23 = - (VIRmDIHEIW)) (349
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Ha = _hzl 01 Z@<(xx>);z<;nl<2)>4dx
_ _Z /01 ;((?) (g((g;))>4dx, (3.49)
et

fa + p = V2(2p1 + bay). (3.50)

De plus, les valeurs propres N, (n=N,N +1,...) de modules suffisamment grands

sont simples et séparées excepté un nombre fini d’entre elles, et satisfont

lim Reh, = 21h /01 ;,L(x) (g}%) dr — alh ((m()s(EIQ)T).  (351)

n—+00 (q})

En outre, en se référant a [44], nous pouvons dire que les valeurs propres obtenues

par les autres secteurs .5, coincident avec celles déterminées dans les secteurs S; et Ss.

3.3.2 Propriété de la base de Riesz des fonctions propres de

’opérateur

Dans cette sous-section, nous suivons encore 'idée de Wang dans [63] afin de dis-
cuter de la propriété de base de Riesz des fonctions propres de l'opérateur A, du
systeme . Pour débuter, nous prouvons que les fonctions propres généralisées de
A, forment une base de Riesz dans I'espace de Hilbert H.

Nous introduisons la transformation £ telle que

L(f,9) = (0,¢)

6@ =1 v =g o= [ e e

avec

h:/()l(m(o)id(. (3.53)
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Notons que £ est un opérateur inversible et borné sur H.

Nous définissons 1'opérateur différentiel ordinaire suivant :

L(f)=fD(2)+a(z) " (2)+b(2) " (2) +c(2) ' (2),

p(z) = h2d(2),

B (f) = f<> 0, = f'(0) =

By (f) = )+ [zm aA)—I— B() )]f' (1) =0 (3.54)

Bi(f)= EI(1)Z2(1) f [Ef'<1>z2+3m<1>zm<1>zx<1>}f~<1>
+|BI(1) 2000 (1 >+Ef'< Ve (1) £(1) =

ou les coefficients sont donnés par ((3.20))-(]3.25).
Soient A défini comme dans (3.14), n € o (A) une valeur propre de A et (f,g) une

fonction propre correspondante a 7, alors nous obtenons g = nf et f vérifie ’équation

suivante :

FOR) +a) " (2) +0(2) [ (2) + ¢ (2) £ (2) + np(2) f(2) + 7P f (2) = 0,

avec les conditions aux limites B; (f) =0, j=1,2,3,4.
Maintenant, quand nous prenons A = % et
L(f.g9)=(o(x),¢(x)),

on obtient ¥ = \¢ et ¢ vérifie

9y 22 gy V) () M) )
601 = )= (B0 (1)
o (1) = ~ gy (@h + 96 (1),

(3.55)

Donc, le résultat suivant est obtenu :

neo(A)eXeo(4,).

Théoreme 3.7. Soit A, défini par (3.12)) et (3.13). Alors, les valeurs propres de

A, sont toutes simples excepté un nombre fini d’entre elles et les fonctions propres

généralisées de l'opérateur A, forment sur H une base de Riesz.
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Démonstration. Le Théoreme montre que le probleme aux limites est for-
tement régulier. Alors, la premiere assertion est vérifiée. De plus, les conditions aux
limites fortement régulieres assurent que la suite de fonctions propres généralisées
F, = (fn, M fn) de lopérateur A forme une base de Riesz pour H. Aussi, £ étant un opé-
rateur inversible et borné sur H, nous pouvons en déduire que V,, = (¢, \n¢,) = LF),

forme sur H une base de Riesz. O

Nous pouvons étudier maintenant la stabilité exponentielle du systeme . En
se référant a [20], la propriété de la base de Riesz implique que le taux optimal de dé-
croissance de I’énergie est déterminé par ’abscisse spectrale de 'opérateur du systeme
et que décrit I'asymptote du spectre o (A,). Ainsi, pour ¢ > 0 suffisamment
petit, il existe seulement un nombre fini de valeurs propres de A, dans le demi-plan

suivant :

Bl

S Re > & [ 2@ ( m(“")))4 dv — 1h ((m(1)3(EI(1)

2h Jo m(z) \ EI (x « )+€' (3:56)

Dans la section suivante, nous avons deux résultats de stabilité qui décrivent I'in-
fluence de la fonction coefficient v d’amortissement ou de frottement sur la stabilité

exponentielle du systeme.

3.4 Stabilité exponentielle du systeme

Le théoreme suivant donne des conditions pour obtenir la stabilité exponentielle

du systeme (3.1))—(3.4)).

Théoréme 3.8. Siy(z) > 0, le systéeme (3.1)—(3.4) est stable exponentiellement pour

tous >0 et a > 0. Dans ce cas, il existe alors les constantes M > 0 et w > 0 telles

que ’énergie E (t) du systéeme (3.1)—(3.4]) vérifie

Lot 2 Lty p 2 —wt
E(t) = 5/ Elw:, dx + 5/ mw; dx + §(wz(1,t)) < ME(0)e ™", Vt >0,
0 0

pour toute condition initiale (w (x,0),w; (z,0)) € H.

Démonstration. A, est un opérateur dissipatif et {eAWt}DO est un semi-groupe de
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3.4. STABILITE EXPONENTIELLE DU SYSTEME

contractions sur H d’apres le Théoreme [3.2] De plus, il existe une asymptote

Bl

Lty () m(:c)% 1 3
Rea~ g [ () o L (@ era?)

pour le spectre de A,.
Pour obtenir la stabilité exponentielle, il reste a montrer qu’il n’existe aucune valeur
propre sur l'axe imaginaire.

Soit A = i7 ot 7 € R*, une valeur propre de l'opérateur A, sur I'axe imaginaire. Soit

U = (¢, 1/1)T la fonction propre correspondante. Donc ¢ = A¢. Aussi nous avons :
1
0= Re (4,0, 9),,) = —a ¢/ (D] = [ ()b (@) da.

1
0= W Re (1) = Re ((4,,9),)) = —a s/ O = [ 4(@)o(a)P de.
Puisque () > 0 et ¢(x) sont continues avec o > 0, nous obtenons
Y (1) =0

et
y(z)|w(z)|* =0, Vz € |0,1]. (3.57)

Puisque v > 0, nous avons 1) = 0. Cela implique que la fonction ¥ de A, est nulle car

1 = A\¢. L’équation différentielle vérifiée par ¢(x) est donnée comme suit :

(3.58)

{VM@M@+@H@W®W+M®WWZQ 0<z<1,
$(0) = ¢ (0) = ¢ (1) = ¢" (1) = (EI(.)¢"(.))' (1) = 0.

Montrons a présent que la fonction nulle est solution unique de ’équation .
Tout comme dans le Chapitre 2, nous suivons une idée de Guo émise dans [30].
Etape 1 : Initialisation

¢’ est une fonction définie sur [0, 1], continue sur [0, 1], dérivable sur |0, 1] et telle
que ¢'(0) = ¢'(1). Alors d’apres le Théoreme de Rolle, il existe au moins un point
c1 €10, 1] tel que ¢”(¢1) = 0. De plus, on a ¢”(1) = 0, alors en appliquant encore le
Théoreme de Rolle, il existe au moins un point cs € ey, 1] tel que (E1(.)¢") (co) =0
Enfin, on a encore (EI(.)¢")'(1) = 0. En se servant a nouveau du Théoreme de Rolle,

il existe au moins un point ¢z € |eg, 1] tel que (EI(.)¢")"(c3) = 0. D’apres la premiere

76



3.4. STABILITE EXPONENTIELLE DU SYSTEME

équation de (3.58), on a :
Nm(c3) (es) + Ay(es)d(es) = 0.
Ce qui quivaut 2 :
Am(cs) A (c3) 4+ v(cs)Ag(cs) = 0.
Puisque ¢ = Aé, on a :
Am(es) (es) +y(es)p(es) = 0.

En multipliant les deux membres de la somme de 1’équation ci-dessus par le conjugué
de 9(c3), on obtient :

Am(c3)y (e3) ¥ (c3) + v(es)yp(cs)y (e3) = 0.

Ce qui équivaut a
Am(es)|i (es) |2+ v (es)v(es) ] = 0.

Grace a (3.57), on a Am(cs)|¢ (c3) |* = 0 donc finalement ¢ (c5) = 0.

Etape 2 : Hérédité

Supposons qu'il existe un nombre n de zéros distincts de ¢ dans l'intervalle |0, 1].
Montrons qu’il existe au moins n + 1 zéros distincts de ¢ dans l'intervalle |0, 1].

On a ¢(0) = 0 et en utilisant 'hypotheése de récurrence, on en déduit d’apres le
Théoreme de Rolle qu'il existe également un nombre n de zéros distincts de ¢’ dans

I'intervalle |0, 1] c’est-a-dire 0 < ¢; < ¢y < ... < ¢, < 1 tel que
& (c;)=0, i=1,2,...n.

On a aussi ¢'(0) = ¢/(1) = 0 donc d’apres le Théoreme de Rolle, il existe pour tout
1 = 1,2,....,n + 1, des réels d; deux a deux distincts de ¢”. Autrement dit, on a

O<di < <dy<cg<..<cpq<d,<cp<d,i1 <1 tel que
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De plus, ¢"(1) = 0 donc en utilisant le Théoreme de Rolle, il existe des réels a;, i =
1,2,...,n+ 1 deux a deux distincts de (F1¢")". C’est-a-dire, on a 0 < d; < oy < dy <
g < .. < dp1 <y <dp <y <dpig < aper <1 tel que

(EI()9"() (i) =0, i=1,2,...,n+1.

Enfin, (EI1(.)¢"(.))'(1) = 0 donc en se servant du Théoreme de Rolle, il existe des
réels 5;, i =1,2,...,n+ 1 deux a deux distincts de (E1¢")"”. Autrement dit, on a
D<o <Pr<as<fo<..<ap1<fn1<a,<pPn<ap < B <1 tel que

(BEIO)O"()"(B) =0, i=1,2,..n+1.

Par conséquent, grace a la premiere équation de (3.58)) et par le méme raisonnement

que celui fait dans l'initialisation, on a
H(B) =0, i=1,2,...,n+1.

Etape 3 : Conclusion
Il existe au moins n + 1 zéros distincts de ¢ dans I'intervalle 0, 1[.

En vertu de la conclusion, il existe un nombre infini de zéros distincts {z;}2, de ¢
dans l'intervalle |0, 1[. Soit z¢ € [0, 1] un point d’accumulation de {z;}°,. Alors tout

ouvert contenant xy contient au moins un autre point de {x;}2,. Ainsi,
¢ (z) =0, i=0,1,23. (3.59)
Notons que ¢ vérifie I’équation différentielle linéaire

(BI(2)¢" (2))" = =N’m(2)¢ () — (2)Ap(x). (3.60)

Par conséquent, ¢ = 0 par unicité de la solution des équations différentielles linéaires.
On en déduit que ¥ = 0. Ce qui contredit le fait que ¥ est une fonction propre. Il
n’existe donc aucune valeur sur 'axe imaginaire. Par conséquent, Re (A) < 0. Par
le Théoreme et grace au fait que le taux optimal de décroissance de I’énergie est

déterminé par I'abscisse spectrale de l'opérateur, nous pouvons conclure que le systeme

(3-1) - (3.4) est exponentiellement stable. O
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3.4. STABILITE EXPONENTIELLE DU SYSTEME

Ensuite, en utilisant toujours une idée de Wang dans [62], nous étudions la situation
ou la fonction continue v (.) n’est pas de signe constant dans [0, 1].

Nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 3.9. Soient

V¢ (z) = max {7y (z),0}, v (z)=max{—(z),0},

et soit
(029 = (50 s (BT @) 8@ 45 0 @)) V(0" € D (4,,) = D)
et r

T (f,9) = (0, 771((;))9(550 V(fg) € H

Ainsi, A, peut étre écrit comme :
A=A, +T_.

Soit s (A7+) =sup{ReA|]A € 0 (A1)}

S7 nous avons la condition suivante

o { T <,

z€f0,1] | m ()

alors nous obtenons la stabilité exponentielle du systéme (3.14]).

Démonstration. I'_ est un opérateur autoadjoint. Posons

IT_|| = max {7 <I)}. (3.61)

m (z)

Selon le Théoreme et selon la définition de 'opérateur A, {6A7+t}t>0 est un

semi-groupe de contractions et s (A7 +) < 0.

De plus, grace a la théorie de la perturbation des semi-groupes pour les opérateurs
linéaires (voir Théoreme du Chapitre 1), nous obtenons A € p(A4,) tant que
ReA > s (A7 +) + ||II'_|| . Nous avons aussi par le Théoreme , le résultat important
suilvant

w(Ay) =5(A) <s(A,)+ 1]
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Donc pour qu’on ait stabilité exponentielle, il faut que
s(A,,) +Ir-|l <o.
Ce qui implique que
T [ <]s (A ) |-

Par conséquent, nous pouvons conclure la stabilité exponentielle du systeme (3.14]) si

s {0 < s,

z€l01] | m (x)
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Deuxieme partie

Méthode numérique dissipative par

la méthode des éléments finis
(MEF) d’une poutre flexible

d’Euler Bernoulli
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Chapitre 4

Dissipativité d’une méthode
numérique pour une poutre flexible

d’Euler-Bernoulli

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie la dissipativité d’'une méthode numérique basée sur la
méthode des éléments finis. Le systeme a étudier est un cas particulier du Chapitre 2,

celui & coefficients constants que nous décrivons par les équations suivantes :

Wyt (T, 1) + Wagee (x,8) =0, O0<zx <1, t>0, (4.1)

w(0,8) =w, (0,¢) =0, >0, (4.2)

Waae (1,1) =0, £ 0, (4.3)

Wep (1,1) = —awe(1,t) — Bw,(1,t), >0 (4.4)

ou « et [ sont deux constantes positives données. La longueur de la poutre, la masse
linéique ainsi que la rigidité en flexion sont supposées égale a un.

Dans [58], il fut démontré que le probleme ([(.1)-(4.4) est bien posé au sens des semi-
groupes. Aussi, par la méthode de Shkalikov [53], ces auteurs ont fait une analyse
spectrale du systeéme et ont établi la propriété de la base de Riesz afin de déduire la
stabilité exponentielle du systéme.

Par ailleurs, il faut remarquer que 1’énergie mécanique totale € : Rt — R du systéme
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(4.1)-([4.4) est donnée par :
1 1 9 1 1 9 6 )
e(t) = 7/ wmdxjtf/ v dz + S (w,(1,1)) (4.5)
2 Jo 2 Jo 2

qui décroit dans le temps et définit une fonction de Lyapunov.

En effet, on calcule formellement la dérivée de £(t) le long des solutions classiques du
systeme (¢.1)-(4.4) :

d

1 1
as(t):/o wmwmdw/o wwn dz + Blws(1, 6)) (wra(1,1)).

1
Par une intégration par parties de / WeptWye dx, Oon a :
0

d

1 1
re(t) = [waatwadl} — /O Wopwas. da + /0 wirwr dz + Blws(1,6)) (wre(1,1))

Par une seconde intégration par parties, on obtient :

78@) = [w:ﬂxth](l) o [wx:r:pwt](l) + /01 WtWyzar dx + /01 Wyt Wy dr + B(wx<17 f}))(wm(l, t))
—e(t) = Wap(1, )W (1,1) — Wer (0, 6) Wit (0, ) — Wazr (1, 6)wi (1, ) + Waae (0, )wy (0, T)

+ /01 Wi (Waee + wit) Az + Blwe(1,1)) (Wi (1,1)).

En utilisant les conditions aux limites (4.2)-(4.4) avec w,(0,t) = w,(0,¢) = 0, on a
apres simplification :

jte(t) = —afv(1,0)]* <0 (4.6)
car > 0. L’égalité de sert de motivation dans la conception de la commande
awg(1,t) + fw,(1,t) qui assure la décroissance de ’énergie du systeme dans le temps.
En outre, selon le Théoreme du Chapitre 2, le systeme — est exponentiel-
lement stable pour tous 5 > 0 et o > 0.

L’objectif de ce chapitre est de développer une méthode numérique stable et conver-
gente reproduisant fidelement les propriétés du probleme continu notamment la stabi-
lité et la dissipativité.

Le plan du chapitre est le suivant : Dans la section [4.2] a partir de la formulation faible,
nous démontrons 'existence, 'unicité et la régularité de la solution faible. Dans la sec-

tion [£.3] nous développons par la méthode des éléments finis, une méthode numérique
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qui conserve la propriété de la dissipativité. Cette méthode est développée de telle
sorte que le systeme semi-discrétisé et celui totalement discrétisé conservent la dissi-
pativité. Pour la discrétisation dans ’espace, on utilise la méthode des éléments finis
avec les fonctions polynomiales cubiques d’Hermite, et le schéma de Crank-Nicolson
pour la discrétisation dans le temps. La convergence de cette méthode numérique est

démontrée et des estimations a priori sont obtenues.

4.2 Existence, unicité et régularité de la solution

faible

4.2.1 Probleme bien posé au sens des semi-groupes

On introduit 'espace fonctionnel suivant :
V ={we H*0,1) | w(0) = w,(0) = 0}. (4.7)
On prend aussi pour espace d’énergie, ’espace de Hilbert suivant :

x={y=(w,v)" cweV,oeL*0,1)} =V x L*0,1), (4.8)

ou T désigne la transposée. Dans 'espace Y, nous définissons le produit scalaire sui-

vant :
1 1 1 3
<Y, Y >y = 5/ Wiy Wy AT +/ v dr + §wx(1)@x(1) (4.9)
0 0

oty = (w,v)l € yet g = (0,0)T € x.

Nous notons par ||.||, la norme correspondante.

Maintenant, nous définissons l'opérateur linéaire et non borné A : D (A) C x—x
comme suit :

‘A (w7 U) = (?J, _wxxx:c) (410)
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ou D (A), le domaine de I'opérateur A est défini comme suit
D(A) = {(w,v) cx:we (HY0,1)NV),v € V,wue(1) =0,
Wy (1) = —av, (1) — sz(l)}. (4.11)

Le systeme a boucle fermée (4.1))-(4.4)) peut étre formulé d’une fagon équivalente sous

forme d’un probleme d’évolution sur Y :

S (0= Ay (1)

y(0) =1yo € x,

(4.12)

oty (t) = (w(.,t),v(, )", y(0) = (w,v)" pour tout t > 0.

Nous rappelons ici un résultat fondamental concernant le caractere bien posé du pro-

bleme (4.1)-(4.4) (voir le Théoreme [2.1) du Chapitre 2).

Théoréme 4.1. L'opérateur A défini par (4.10)-(4.11)) engendre un Cy—semi-groupe
de contractions sur x défini par {S(t)},5, -

Le résultat suivant découle directement du Théoréeme [4.1] :

Théoréme 4.2. Pour tout yy € x, (4.12) admet une unique solution généralisée y €
C([0,00) 5 ).

Notons que la contraction du semi-groupe implique aussi que |||/, est un meilleur
candidat pour la fonctionnelle de Lyapunov pour (4.12]). Pour étre plus précis, prenons

la fonctionnelle ¢ : y — R définie comme suit

1 /! 1/t
() = ol = 5 [ whede g [ o2de S (1) (4.13)
0 2 Jo 2

De maniere analogue a (4.6)), pour toute solution classique y, on montre que :

d

d 2 2
—_ = — = — 1) <0. 4.14

Ainsi I’évolution dans le temps de la fonctionnelle de Lyapunov tout au long de la so-

lution classique est décroissante. Pour les solutions généralisées, en raison du manque
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de régularité, la dérivée partielle par rapport au temps (dérivée temporelle) est géné-

ralisée :

Définition 4.3. La dérivée temporelle généralisée de la fonctionnelle £ tout au long
de la solution généralisée y(t) de (4.12)) avec pour valeur initiale yy € x est définie
comme suit :

(o) = im sup f(y(t))t— (o)

qui peut prendre la valeur —oo.

Nous donnons la définition d’une fonctionnelle de Lyapunov sur un espace de Hil-

bert analogue a la Définition [1.6|

Définition 4.4. La fonctionnelle ¢ : x — R est appelée fonctionnelle de Lyapunov du
probléme d’évolution (4.12)) si les propositions suivantes sont vérifiées :

i) {(y) >0, Vyex—{0},
ii) £(0) = 0,
iii) (o) <0, Yy € x.

De plus, grace au Théoreme [L.1] la décroissance de 1'énergie tout au long des

solutions classiques peut étre étendue aux solutions généralisées :

Théoréme 4.5. Soit y(t) la solution généralisée de (4.12)), pour tout yo € x. Alors
y(t) = 0 dans x lorsque t — oo.

Maintenant, écrivons le systeme d’équations (4.1)-(4.4) sous la forme faible.

4.2.2 Formulation faible

Dans cette sous-section, le systeme (4.1))-(4.4) est écrit sous la forme faible. L’exis-
tence et I'unicité de la solution faible sont démontrées. La nouvelle formulation établie
sera utile dans la section 4.3| pour développer une méthode numérique dissipative pour

le systeme observé.

4.2.2.1 Définition de la solution faible

Soit ¢ € V. On multiplie (4.1)) par ¢. En intégrant sur [0, 1], on a :
1 1
0 0
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Par deux intégrations par parties de (4.1) et en tenant compte des conditions aux

limites (4.2)-(4.4), on obtient :
1 1
/0 W di + /O Wpstaw dt + [Buwn(1, 1) + awin(1,6)] da(1) =0 (4.15)

pour tout ¢ € V' et pour tout ¢t > 0.
L’égalité (4.15]) est appelée la formulation faible du probleme (4.1))-(4.4]).

On cherche a définir une solution faible de —.
La premiere étape consiste a choisir de maniere appropriée les espaces fonctionnels car
ils jouent un role crucial dans la définition d’une solution faible. Les choix suivants
sont motivés par ce qui est décrit dans [5.

Soit I'espace de Hilbert
Y =R?*x L*(0,1)
muni du produit scalaire défini par :
(0, &)y = () €®) 2 + M0 + 12)€@); (4.16)

pour tous 7 = (77(1), 12); 77(3)), §= (5(1), §(2),€(3)) €Y.
Aussi, choisissons 'espace de Hilbert

X =R*xV = {y = (w(l),w,(1),w)}
ou w € V. Son produit scalaire est défini par :

<y17 y2>X = <(w1)$$7 (w2)33:17>L2 . (417)

Nous pouvons remarquer que X est un sous-espace vectoriel dense dans Y et supposons
que l'injection canonique de X dans Y est continue.

Y est 'espace pivot et I'on a le triplet de Gelfand :

X CY C X' ou X’ est le dual topologique de X.
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En outre, soient les formes bilinéaires suivantes :

a: XxX — R

(Y1,92) = a1(y1,92) = (Y1, ¥2) x + B(w1)(1)(w2)(1)

et

ar: Y xY — R

(1,€) = aneée)-

Nous pouvons maintenant définir la solution faible du probleme —.
Définition 4.6. Prenons T > 0 bien fixré. On dit que w = (w(1),w,(1),w) est une
solution faible du probléme de — sur [0,1] si

we L*0,T; X)NHY0,T;Y) N H*0,T; X")

et qui vérifie

-~

(@0:0) ¢ o+ 01(@,0) + as(@y, §) = 0 (4.18)

pour presque tout t € (0,T) et pour tout w € X,

avec les conditions initiales

@(0) = i = (wo(1), (wo) (1), wo) € X (4.19)

@t(O) =1y = (00(1)7 ('UO)x(l)a UO) €Y. (420)

Dans la Définition |4.6, la forme bilinéaire (., .)y y, est le crochet de dualité entre

X et X’ qui est une extension naturelle du produit scalaire dans Y.

Remarque 4.7. Dans Uexpression (4.19), les deux premiéres composantes du coté
droit de Wy représentent les traces de wg € V' tandis que dans , les termes vo(1)
et (v9)z(1) sont juste des valeurs complémentaires données. De plus, dans le cas ot
w € H*(0,T;X), la formulation est équivalente a Uégalité (4.15). Ici le terme
Wy, doit étre également considéré. Les termes aux bords de premier ordre en t inclus

dans as(.,.), exige une légere généralisation de la théorie standard énoncée par exemple
dans [38].
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4.2.2.2 Existence et unicité de la solution

Dans le but de donner un sens aux conditions initiales (4.19)-(4.20)), rappelons les
lemmes suivants & savoir le Lemme [4.§| et le Lemme [£.9] qui sont des cas particuliers
du Théoreme 3.1 p. 23 de [3§].

Lemme 4.8. Soient X etY deux espaces de Hilbert tels que X soit continiment dense

dans Y. Supposons que
we L*0,T; X)
v=uw; € L*0,T;Y)
Alors

we C([0,T);[X,Y],)

1
3
apres modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle.

Notons que [ X, Y]
du Chapitre 1.
Nous rappelons le théoréme de dualité (voir le Théoréme du Chapitre 1) :

est un espace intermédiaire tel que défini dans la Définition

1
2

Lemme 4.9. Soient X et Y deux espaces de Hilbert tels que X soit continiment dense
dans Y. Pour tout 6 € 10,1, on a

[X’ Y]/e = [Y/> X,]l—G
avec équivalence de normes.

Nous énongons maintenant un lemme important que nous utiliserons dans la dé-

monstration du Théoréme .11} On retrouve la preuve de ce lemme dans 1’Annexe

Bl

Lemme 4.10. Soit V le sous-espace de H*(0,1) défini au ([4.7]).

oo
1=

Alors il existe une suite de fonctions {¢;};—, telle que
{¢:};2, soit une base orthogonale de V/

et
{@}zl soit une base orthonormale de LQ(O, 1).
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Nous énoncons a présent le théoreme d’existence de la solution faible :

Théoréme 4.11. La formulation faible (4.18)-(4.20) posséde une solution faible w

vérifiant :

e L>®0,T; X),w; € L>(0,T;Y), (4.21)
@ e C([0,7];[X,Y]y), (4.22)
i, € C ([0,T]; X, Y]’%) . (4.23)

Démonstration. La démonstration de existence est basée sur la méthode de Faedo-
Galerkin.

o0

=

D’apres le Lemme 4.10] il existe une suite de fonctions {ggz} ) qui soit une base

orthonormale pour Y et une base orthogonale pour X. Considérons une telle suite.

~ym
Introduisons les espaces de dimension finie engendrés par {gzﬁz} =
1=

Vm € N, Vm = VeCt{(Zl, 7$m} = {ZO‘J(EJ’ a1, g, ..., Uy € R} (424)
j=1

Etape 1 (Construction des solutions approchées) :

On cherche alors @ = @,,(t) € V,, la solution approchée du probléme sous la forme :
i=1

oules gin(t) R (0 <t <T, i=1,..,m)sont solutions de la formulation (4.18) sur

~

V,n. Pour un entier m fixé, on a :
< (W) its @ >y +1 (W, §) + as((Brn)r, @) = 0, Y € V. (4.25)

Le systeme d’équations différentielles (4.25)) est a compléter avec les conditions ini-

tiales : .
Wi (0) = Winoy, Wino = Z Ozim@- — Wy dans X quand m — oo, (4.26)

i=1
Um(0) = oy, Omo = Zﬁimaﬁi — Ug dans Y quand m — oo, (4.27)

i=1

avec Qim = Gim(0) €t Bim = (gim):(0).
Ainsi, ce systeme d’équations différentielles de second ordre admet une solution unique

W, € C*([0,T]; X) de (#.18)-(.20) pour 0 <t < T.
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Etape 2 (Estimations a priori sur les solutions approchées) :
Soit £ : R x X — R la fonctionnelle d’énergie pour la trajectoire w analogue a celle

définie par l'expression de la fonctionnelle de Lyapunov (4.13) :

N 17 /1 1
Bt @) = 5 { | wtdet [ a2 do+ 5%@)} (4.28)
0 0
~ 1. 9 1, 9 ISRV 2
B(t,0) = g0l + 3 a0l + 5 (a0 (4.29)
Ainsi, nous avons
E(t, @) = [[(w,)]x- (4.30)

En supposant qu’il existe une solution @, € C*([0, 7] ; Vm) dans (4.25)) sur un intervalle
[0,7] et en prenant ¢ = (@,,); dans (@.25)), un calcul analogue donne

SB(t ) = —a [{@n)a ), 0] <0

pour tout ¢t € [0, 7]. La décroissance de I’énergie E correspond a celle de (4.14) pour

la solution classique. Cela implique la bornitude uniforme de la solution sur [0, 7] :
E(t, @) < E(0, @), t > 0.
Ceci implique que
{Wn } men est bornée dans C([0,T7]; X) (4.31)

et
{(Wyn)¢ }men est bornée dans C([0,7];Y). (4.32)

Il reste a déterminer I'ensemble dans lequel {(@,, ) }men est bornée.
Au regard des résultats de bornitude (4.31))-(4.32)), il est montré que pour tout peX:

|1 (@ (1), 9) + az((@m)e(1), 9)| < M9l (4.33)

pour presque tout t € (0,7) avec M une constante positive qui ne dépend pas de m.
A présent, soit un entier m € N bien fixé. De plus, prenons qg € X et QAS =01+ Py
telles que @, € Vm et p9 orthogonal a ‘A/m dans Y.
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Alors, on obtient

o~

(@) 8), = ((Bn)uss P1)y

Gréace a (4.25)) et a (4.33)), nous obtenons :

o~

(@), B, = —a1 (@(), 81) — ax((@u)i(0), 1) < M|Grllx < M|l (4.3)

On en déduit que

{(W) st }men est bornée dans C([0,T7]; X'). (4.35)

Etape 3 (Passage a la limite) :

D’aprés le Théoréme de Eberlein-Smulian (voir par exemple dans [I3]), on peut extraire
des sous-suites faiblement convergentes {@Wm, }ien, {(Wm, )t Hien €t {(Wim, )1t hien avec

w € L*(0,T; X) , wy € L*(0,T;Y) et @y € L*0,T; X') telle que :

{@p,} — @ dans L*(0,T;X), (4.36)
{(Dy,)¢} — @; dans L*(0,T;Y), (4.37)
{(@ml)tt} — @tt dans L2(07 CT7 X/) (438)
En outre, (4.37)) implique
{(@2ym, )¢} — D2y dans L*(0,T;R) (4.39)

pour presque tout t € [0, T].
Soit maintenant mq € N.

Pour toutes fonctions @ € L2(0,7;V,,,) de la forme
mo
B(t,x) =D pi(t)e;(x) (4.40)
=1
ot u; € L*(0,T;R) et pour tout m; > myg, la formulation (4.25) devient :

/OT [<(wml)tt7 @)Y + al(wmlﬂ 95) + a2((wmz)t’ Qb\)} dt = 0. (441)
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Par conséquent, en passant a la limite dans (4.41]) pour m = m;, quand | — oo et en
utilisant les résultats de convergence (|4.36))-(4.38)), on obtient :

T
/0 |:<@tt7 @)X,X’ + ai (@’ @) + a?(@tv @)} dt = 0 (442)

Alors, on obtient
<,@tt7 @>X7X’ + al(@7 @) + a2<@t7 @) =0 p.-p sur [07 T]

pour tout ¢ € L*(0,T; X).

Toutefois, les fonctions de la forme sont denses dans L*(0,7; X) et donc
est bien défini pour tout @ € L*(0,7T; X). On obtient donc I'expression de la formu-
lation faible presque partout sur [0,7]. D’ott w est solution de la formulation
faible.

Pour ce qui concerne les régularités supplémentaires, par définition de la solution

faible et (4.31))-(4.32)), w vérifie la régularité (4.21]). Quant a (4.22)), elle découle immé-

diatement du Lemme[4.8] aprés une modification éventuelle sur un ensemble de mesure
nulle et enfin, la régularité (4.23)) se déduit du Lemme et du Lemme . O

Théoréme 4.12. La formulation faible (4.18)) avec les conditions (4.19))-(4.20) admet

une solution unique w.

Démonstration. La preuve suivante de 'unicité de la solution faible est une adaptation
de la preuve du Théoreme 8.1 p. 290 - 291 dans [38].

Mais bien avant de montrer 'unicité, il serait utile de montrer que la solution @

vérifie les conditions initiales (4.19))-(4.20)).
Soit @ € C?([0,T];Y) telle que @(T) = 0 et @;(T) = 0. Intégrons I'équation (4.18)) sur
[0,7]. On a :

T ~ —~ ~
| 1< @06 >0 +a(@.6) + aa(@, )ldr = 0. (4.43)
En intégrant deux fois par parties sur [0, 7] sous le crochet de dualité, on a :

-~

/OT[< B, by >y +ai(0,0) + ao(@y, d))dr

= < @,(0),0(0) >x.x — < @(0), s (0) >y . (4.44)
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De maniere analogue, pour m fixé, en intégrant par parties (4.25)), on obtient :

/OT[< @WM Qgtt >y +a1(@m7 gg) + GQ((UA]m)ta éﬁ\)]dT
0)

= < 6m07$( >y — < @mmﬁgt(o) >y . (4.45)

De par (4.26))-(4.27) et (4.36)-(4.38) et en passant a la limite I’expression (4.45]) le long

de la sous-suite {w,,, }, on obtient :

-~

[ 060>y +ar(@.8) + al(@).dldr
= < 0o, 0(0) >y — <@g, :(0) >y . (4.46)

Quand on compare 'expression (4.44) avec celle de (4.46]), on obtient wy, = @w(0) et
w¢(0) = ©(0) d’ou les conditions initiales supposées (4.19)-(4.20)) sont vérifiées.

Maintenant, prouvons 'unicité de la solution faible de (4.18)).

Fixons 0 < s < T. Introduisons la fonction auxiliaire définie ci-apres

~

v 10, T[ — R

~ /szﬂ(T)dT, 0<t<s
t — Y= t
0, t > s.

En multipliant (£.18) par ¢(¢), en intégrant sur (0,7') avec 1(t) = ¢(t) et en utilisant
une intégration par parties dans (4.18)), on obtient :

/0 [(@(r), @(7)y — ax(@(r), (1)) + as(@(r), &(r))] dr = 0. (4.47)
On en déduit grace a , I’égalité suivante
[ 5 BIoeIE = Sar@). o)) dr == [ aa(@r) a@par. @15

Cela est équivalent a

S

I L Y T
100~ 5@, 50| == [ aatatr), ()

Alors nous obtenons
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Lo ooy 1
@)1 + 5a1(4(0),9(0)) < 0.

La forme bilinéaire a;(.,.) étant coercive, on en déduit que @(s) = 0 et 1(0) = 0. De

plus, puisque s € |0; T est arbitraire, on a w = 0. ]

4.2.2.3 Résultat complémentaire de régularité

Dans cette sous-section, on démontrera également la continuité forte de la solution
faible w, solution de (4.18))-(4.20). Avant d’énoncer le théoreme de la continuité forte
de la solution faible, rappelons un lemme cité dans [38] plus précisément le Lemme 8.1

p- 297 qui nous servira par la suite dans la démonstration de ce théoreme.

Lemme 4.13. Soient X etY deux espaces de Banach, X C'Y avec injection continue,
X étant réflexif. On pose :

Cu([0,T];Y) ={w € L*(0,T;Y) : t = (f,w(t)) est continue sur(0,T],Vf eY'}.

qui désigne [’espace des fonctions faiblement continues a valeurs dans 'Y .

Alors on a
L>=(0,T; X) N Cy([0,T];Y) = Cu([0,T]; X).

Démonstration. Pour la preuve, voir le Lemme 8.1 p. 297 — 298 de [3§]. ]

Nous pouvons a présent énoncer le théoreme qui prouve que la solution faible est

continue dans le temps :

Théoreme 4.14. Apres modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle, la

solution faible w de (4.18))-(4.20) vérifie
@€ C([0,T]; X), (4.49)

@, € C([0,T];Y). (4.50)

Démonstration. La preuve est une adaptation des stratégies standards évoquées dans
la section 8.4 de [38] p. 297-301 et dans la section 2.4 de [57]. En utilisant le Lemme

4.13] il résulte de (4.21)-(4.23) que @ € Cy([0,7];X). De méme, (4.21) et (4.23)
impliquent w, € C,,([0,T]:Y).
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Maintenant, nous utilisons une technique courante en analyse fonctionnelle, plus
précisément en théorie des distributions afin de passer d’un probleme avec les fonctions
généralisées a une restriction des fonctions régulieres, plus simples a manipuler.

Soit la fonction scalaire £ € C*°(R) fixée telle que

E(x) = 1sizeJCC0,T]

&(z) = 0 sinon,

ol CC désigne l'inclusion stricte et compacte.
Alors la fonction £w est a support compact. Soit 77° une suite régularisante dépendante
du temps (voir la définition par exemple dans [13]). Par exemple, la fonction 7° peut

étre donnée par °(t) = e 1p (ﬁ) ol

_ ) Ceapl=1/(1L=[t)], [t <1
n(t)—{o’ > 1

appartient a C2°(R) pour tout réel C' et telle que [gndz = 1.

En utilisant la régularisation par convolution des distributions, définissons
w® =n"*x&w e CF (R, X).

La suite @w° converge vers w dans X et (w°); converge vers w; dans Y presque partout
sur J. Ainsi, de méme E (t, W) converge vers E (t,w) presque partout sur J. Puisque

w*® est suffisamment réguliere, un calcul direct sur J et analogue a (4.6) donne :

CZE(t, D) = —a |(@) ) (t)}2 (4.51)

au sens des distributions sur J. Puisque J est arbitraire, (4.51]) est vérifiée pour tout
sous-intervalle compact de [0, 7).

Soit ¢ € [0, 00 bien fixé, et soit (t,)nen la suite telle que

oL b =
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Soit une suite (v, )nen définie par

= ) — () + e) ~ e+ 5 (e 6) — dep(t)” . (452

Alors, nous avons pour tout n € N :
Vo = E(t, D) + E(tn, @)— < ©(t), ©(t,) >x — < @4(t), D(tn) >y —Bb2) ()D2)(tn).

(4.53)

Puisque @, w; sont continues faiblement et E est continue en ¢, nous avons, en passant

a la limite dans (4.53) :

lim v, =0.
n—-oo

Par conséquent, cela implique que

. —~ —~ 2
im_[[@(t) — ()3 =0 (454)
et
. —~ —~ 2
i [[@() — @t = 0. (4.55)
Ainsi, on obtient w € C([0,7]; X) et w, € C([0,T];Y). O

Apres avoir démontré 'existence et I'unicité de la solution faible, nous développons

une méthode numérique qui conserve fidélement certaines propriétés du systeme (4.1))-

(9.
4.3 Meéthode numérique dissipative par la méthode

des éléments finis

Rappelons d’abord que la norme de la solution () pour le probléme d’évolution
(4.12)) décroit dans le temps car

91 =~ w0 < 0. (45

Notons aussi que le second membre de I’égalité (4.56) est formé par des variables de

controle. Ainsi, I’équation aﬂyHi = 0 n’implique pas que y = 0. Cela se justifie en
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observant I'expression (4.12)).

Par conséquent, il est important que la méthode numérique correspondante préserve

aussi la propriété structurelle de dissipativité. En effet, I'importance de cette propriété
est double. D’une part, pour les calculs avec un temps de longue durée, elle favorise la
convergence du schéma numérique au sens classique (c’est-a-dire sur des intervalles de
temps fini) mais aussi donner correctement et avec précision la limite du temps. D’autre
part, la dissipativité du schéma implique immédiatement la stabilité inconditionnelle.

Dans cette section, la méthode des éléments finis d’abord en temps continu puis
en temps discret, est développée de telle sorte qu’elle dissipe la norme dans le temps.
De plus, les principaux résultats sur la convergence des schémas numériques seront
énoncés dans des théorémes et [4.21]

Discutons brievement différentes manieres de procéder. La formulation d’évolution
est un point de départ inopportun pour 'obtention de la formulation faible en
raison des traces aux bords élevées de w a x = 1. En effet, la régularité naturelle de
la formulation faible impose que w € C([0,00[; V) et v = w, € C([0,00[; L*(0,1)).
Ainsi, l'insertion des termes wy.,(1,t) et w,,(1,t) dans la formulation d’évolution n’est
possible que si I'on recoure aux conditions aux limites —. C’est pourquoi, dans
ce qui suit, nous trouvons approprié¢ de démarrer par le systeme initial —.

4.3.1 Schéma semi-discret

Dans cette sous-section, la méthode des éléments finis pour la discrétisation en
espace est présentée, suivi de 'argumentation de dissipativité. Ensuite, nous signalons
le choix approprié de l'espace discret que nous avons fait. Enfin, des estimations a

priori sont obtenues.

4.3.1.1 Discrétisation de I’espace

A cause du cumul des erreurs d’arrondi dues a l'ordre élevé des dérivées partielles
dans 1’équation de la poutre (les dérivées spatiales étant d’ordre 4), nous pro-
posons un schéma d’éléments finis semi-discrétisé en espace. En fait, une approche
variationnelle nous permet de diminuer 'ordre des dérivées grace a l'intégration par
parties.

Prenons V}, C V un espace de dimension finie arbitrairement choisi. Ses éléments sont

globalement dans C'([0,1]) en raison de linjection de Sobolev. Aussi prenons arbi-
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trairement ¢;,5 = 1,..., N des éléments fixés qui forment une base de Vj,. Comme

nous 'avons vu dans les démonstrations des théorémes [4.11] et [£.12] I"approximation
de Galerkin de (4.18) s’écrit comme suit :
Trouver wy, € C?([0,00[, V") c’est-a-dire w, = (wp(1), (wp).(1),w) € C%([0,00[, X)

avec

[ wnagideo+ [ @)aa(@r)ande + Bn)a(D(6a(1)
+ aln)eD@)0)=0 (@57

pour tout j =1,...., N et t >0,

avec les conditions initiales
wy(.,0) = wpo € V", (4.58)

(wn)i(.,0) = v € V", (4.59)

L’équation (4.57) est un systeme d’équations différentielles ordinaires de second ordre
dans le temps. Par la séparation de variables, sa solution peut étre écrite dans la base

choisie sous la forme suivante :

N
(wp)(z, ) =Y Wi(t)di(w) (4.60)
i=1
ou W est la représentation vectorielle de la fonction wy, définie comme suit :

W =W, Wy ... Wal”.

L’équation (4.57)) est donc équivalente a I’équation vectorielle suivante :
MWy + SW,+ KW = 0. (4.61)
Les matrices correspondantes M, S et K sont données respectivement par :
1
Mij:/ QZSZ‘ijdI‘, Vi,jzl,...,N,
0

Sij = a(¢$)x(1)(¢j)x(1)v \V/Z,j =1, -~-aN7

Ky = [ (@)ae(6)aedr + BG))(6)a(1), Vij=1,..N

M est appelée matrice de masse et K la matrice de rigidité. La matrice K est symé-

trique, définie et positive car § > 0 et donc K est inversible. Puisque la matrice M 1’est
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aussi, cela entraine I'existence et 1'unicité de la solution du probleme (4.57))-(4.59).

Les calculs des éléments des matrices M, S et K seront faits dans le Chapitre 5.

4.3.1.2 Dissipativité du schéma numérique

Nous montrons a présent la dissipativité du schéma semi-discret. De maniere ana-
logue & la norme ||y, définie dans la sous-section 4.2.1, la fonctionnelle £ dépendante
du temps tout au long de la trajectoire w € C([0,00[; V) est définie premierement
par :

Lot Lot p 2
E(t,w) = f/ w?, d:c+—/ v2da + = (w,(1))2 (4.62)
2 Jo 2 Jo 2

Pour la solution classique de ([4.12)) dans D(A), on a E(t,w) = [ly(t)||3.

Nous avons le résultat suivant qui traduit la dissipativité numérique du schéma

semi-discret.

Théoréme 4.15. Soit wy, € C([0,00[; V") solution de (4.57)-(4.59)). Alors nous obte-
nons :

@ B(t,wn) = —a ()L <0 (4.63)

Démonstration. Par dérivation temporelle de E(t,wy,), on obtient :

Vit>0,

d 1 1
V0, SEtwn) = [ (m(w)ede + [ (w)a(w)ds

dt

En utilisant (4.57)) avec la fonction test ¢, = (wy,)¢, on obtient :

Vi>0, /0 l(wh)tt(wh)t dz + /0 1<wh)m<(wh>m da + B(wn) (1) ((wn)(1)
+a(wn)e(1)(wn)w(1) = 0. (4.65)

Ainsi nous obtenons 1'égalité (4.63]). O

Remarque 4.16. Notons qu’il a été montré dans les démonstrations des théoremes
et que la fonctionnelle de [’énergie pour la solution faible w de —
a une propriété de dissipativité analogue a . Notons aussi que la propriété de
dissipativité de la norme du Théoréme a été écrit indépendamment de la base ¢;,
1=1,...,N. Par conséquent, la propriété de dissipativité du Théoreme s’applique

a tout choir du sous-espace Vi, C V.
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4.3.1.3 Fonctions polynomiales cubiques d’Hermite

Dans cette partie, un choix approprié d’espace discret par la méthode des éléments
finis est déterminé.

Une question naturelle est de savoir quelle est la régularité de la solution approchée
wy. En particulier, wy, est-elle continue ? dérivable ? La solution approchée wy, étant
obtenue par combinaison linéaire des fonctions de base globales qﬁ{ , la question revient
donc a déterminer la régularité de celles-ci. Par construction, on voit que la régularité
de gb{ sera donnée par sa régularité au niveau des interfaces entre les éléments adjacents
formant son support.

Aussi, la continuité sur la dérivée spatiale d’ordre 1 de la solution (la pente de la courbe
entre les intervalles adjacents) doit étre garantie car la solution devrait évoluer dans V.
Afin de surmonter cette difficulté, nous introduisons l'interpolation dite hermitienne
avec une classe de fonctions polynomiales spécifiques qui vérifient la contrainte de
continuité.

Notre travail numérique consiste a construire un espace approprié de fonctions de
classe C? définies par morceaux sur U'intervalle Z = [0,1].

Subdivisons Z en P sous-intervalles de la forme
Z'i = [xl-,:c”l] ,?: = 0, ,P — 1.

Ainsi,

Déterminons des fonctions polynomiales cubiques notées par
NI, i=0,1,.,P—1 et j=123/4
qui vérifient les conditions suivantes aux points x; et z;.1, pour tout =z € Z; :

Ni(z;) = 1, Ni, (i) = N{(wip1) = Ni,(2i1) = 0,
N3, (25) = 1, Nj(;) = N3(i1) = Ny, (2i1) = 0,
Ni(zip1) =1, Nj(2) = N3, () = Ny, (2i41) = 0,
Niy(ris1) =1, Ni(z;) = Ni,(2;) = Nj(2i41) = 0.

(4.66)
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Maintenant, on définit la transformation affine

0; = u, Vo € |1, 2],
Tiv1 — T4

qui nous permet de manipuler toutes les opérations sur 'unique élément canonique
[0,1].

Il est avantageux d’effectuer ces transformations pour que le calcul matriciel du systeme
global — soit simplifié par concaténation des blocs de sous-matrices obtenus
sur chaque élément canonique. Les variables intermédiaires 6; sont appelées coordon-
nées locales.

Grace a cette transformation, les conditions aux limites que doivent vérifier les fonc-

tions inconnues NN;(6) se réécrivent comme suit :

M(0)=1,  Niy(0) = Ny(1) = Nyp(1) =0
Nog(0) =1,  Ny(0) = Ny(1) = Nap(1) =0
Ns(l) =1, Ns(o) = N?;@ N.

Ni(1) =1,  Nyi(0) = Ny

(4.67)

Déterminons par calcul les expressions explicites des fonctions N;(0).

On sait que N;(6) est un polynéme de degré 3 donc il est de la forme
N;(0) = ab® + b0* + ¢ + d.

Gréce a la premiere ligne de (4.67), 1 est une racine double de N;. Donc Ny(6) =
(60 — 1)%*(af + b). En utilisant les deux conditions restantes, on trouve a = 2 et b = 1.

D’ou
Ni(6) = (0 — 1)*(20 + 1).

De la méme maniere, on trouve les expressions explicites de No(6), N3(0) et de Ny(0)

définies comme suit :

Na(6) = 0(0 —1)*,
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N4((9) = 92(9 - 1)7

pour tout 6 € [0,1].

Les représentations graphiques des fonctions polynomiales hermitiennes dans un méme

repere sont données dans la Figure 4.1

FIGURE 4.1 — Fonctions polynomiales hermitiennes
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En prolongeant vers 0 les fonctions définies sur Z \ Z;, on peut définir les fonctions

hermitiennes sur Z tout entier pour tout ¢ =0,..., P —1:

NJZ(‘/E):N](GZ) T — T J=13
0;,= N
Nj(z) = =hN;(0:) | 5 _ o, =24 (4.68)
0;,=
h
N/=0 ,i=0,.,P-1, j=1,2,34,
Z\Z;

ol h = x;41 — x; désigne un pas constant.
En concaténant les fonctions hermitiennes obtenues ci-dessus, nous pouvons obtenir
les fonctions de base sur les différents supports :

Avec le support Zj,

i(x) = NY(x)

$(x) = Ny (2);
avec le support Z;_1,

Gi(w) = Ni (@) = gt

ha) = N (o) = B
avec le support Z;,

i(z) = Ni(z) = o1

¢a(x) = Ny(z) = 03’ ;
et avec le support Zp,

Pw) = NP (a)
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05 () = Ni ().
L’ensemble
B={¢f, k=0,..,P, =12}

forme une base qui engendre un sous-espace de V' de dimension 2P + 2 noté par Vi
Avec la séparation des variables, la solution approchée w;, € Vi peut s’écrire sous la

forme
N . . . .
wp(w,t) = Y wy () o1 (2) + @3 (8) g3 ().
=0
Et les conditions aux bords (4.2)) a savoir w(0,t) = w,(0,t) = 0 impliquent que :

w ¢ (0) + @y¢5(0) + wy1(0) + @67 (0) = 0

de sorte que nous avons wi = @9 = 0. Nous pouvons donc choisir 'espace

Vi = Vect{¢1, ¢3, ..., 07, &3 }

qui est de dimension 2P comme l'espace de discrétisation.
Un avantage du choix de cet espace discret et de sa base est I'obtention des relations

suivantes :
wp(t,1) = Wy_1(t), (wp)L(t,1) = Wn(t) avec N = 2P.

4.3.1.4 Estimations d’erreur a priori

Dans ce paragraphe, les estimations d’erreur a priori pour la solution de I’approxi-
mation semi-discrete de Galerkin (4.57)) sont obtenues.
Soit I'espace discret V},, 'espace des fonctions polynomiales d’Hermite introduit dans
la sous-section 4.3.1.3.

Nous adapterons une méthode classique d’obtention des estimations d’erreur presen-
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tée dans [I8]. Puisque les polynémes cubiques d’Hermite sont utilisés comme espace

d’approximation, la précision d’ordre 2 en espace (dans H?(0, 1)) est obtenue.
L’interpolation d’Hermite de la solution faible w de V}, ou encore appelée projection

de w sur H*(0, 1) noté w est définie par :

N
Vae(0,1),Vt>0, w(x,t) Zwta:](bj wat:ﬂ]qﬁ]()
7=1

j=1

On pose
G ={we H*0,1), w(0) = w,(0) = 0}.

Supposons pour la suite que :

we C([0,7];G), (4.69)
w, € L*([0,T];G), (4.70)
wy € L2([0,7]; V). (4.71)

En se référant au Lemme 2.1 p. 31 de [I8], nous avons les estimations suivantes pour

presque tout ¢ :

Hw — wHHQ(O’l) S Ch2||wHH4(0,1); (472)

|w — We|| 20,1y < Ch2HthH4(O,1)a (4.73)
et d’apres le Théoreme 5.4.8 p. 149 de [11], on a l'estimation :
lwe — Wyt | £200,1) < Oh2HwttHH2(O,1)- (4.74)

Il est maintenant temps d’énoncer le théoreme de convergence du schéma semi-discret :

Théoréme 4.17. Soit V" lespace des polynémes cubiques d’Hermite. Supposons les
expressions (4.69)-(4.71). L estimation d’erreur pour wy, € C?([0,T],V") solution de
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(4.57)) est donnée par :

1/2

vt e [0,7), [Etw, —w)| " < <7<E«Lwhm)—4wonv2+h?@uwawj“ﬂmJ»

+ Hwt||L2(o,T;H4(o,1))+HwttHL2(o,T;H2(o,1)))>- (4.75)

De plus, si wyg et vy sont respectivement des interpolations d’Hermite de wy et de vy,

alors il existe une constante positive C' telle que :

1/2

{E(t, wp, — w)} < Ch2<||w||0([o,T},H4(o,1)) + llwell L2 0.7;190,1)

+ HwttHL2(0,T;H2(0,1)))- (4.76)
Démonstration. L’erreur d’estimation de la solution semi-discrete wy, est définie par :
ep = Wp — W.

On remarque que e, est un élément de Vj. Alors en remplacant w;, = e, + w dans

@5, on a
[ euddr + [ n)aser o+ Ben)e(10(1) + aler)ie(1)62(1)
= [[ @t — [ () eberda — 5)2(16:(1) — (@) (1)6.(1)

pour tout ¢ € V" et pour tout ¢ > 0.
De plus, @ est la projection de la solution faible w sur I’espace discret V.
En utilisant encore (4.57)), on a I’équation suivante :

[ euddr + [ n)aser o+ Ben)e(100(1) + aler)ic(1)62(1)
— /Ol(w - ttgbdx+/ W) da (4.77)

pour tout ¢ € V" et pour tout ¢ > 0.
En prenant maintenant ¢ = (ep); € V", (4.77) devient :

/Ol(eh)tt(eh)t dz + /01<€h)xx<€h)tmc dz + B(en)x(1)(en)i (1) + alen)w (1) (en)i (1)

—Lfm—maﬁmm+fm~wm@mmm,WEmﬂ.
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Pour tout ¢t € [0,77,

it [ et [ @zan s sien. )

_ /0 " — D)ulen) dz + /0 " = T)n(en)in Az — a(en)ie(1)(en)en(1). (4.78)

Alors on obtient :

;th(t, en) = /0 "(w = D)ulen)s dz + /O (w0 — T)an(en)in Az — alen)ie()(en)n(1), Vit € [0,T].

Ceci implique que :

1d

5Bt en) < /0 "(w — W)ulen), dz + /0 (W — W) (n)1me d (4.79)

pour presque tout ¢ € [0, 7.
(4.79) est équivalent a

d

SBea) <2 [ N(w — W)ulen) d + 2 / (= D) a(en)e dz,  (4.80)

pour presque tout t € [0, 7.
En intégrant (4.80) sur ¢t € [0,7] , on obtient :

E(t,en) < E(0,e4(0))
+ 2 /0 (w — Wulen) dedr

+of t / (w0 — T)sa(en)in dz dr. (4.81)

t
Par une intégration par parties de / (W — W) g (€n)tze A7, la majoration (4.81)) devient
0
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pour presque tout t € [0, 7]

Et,en) < E(0,en(0)
4 Q/Ot /Ol(wtt(x,T) — Wz, 7)) (en)s(w, 7) d dr
2 [ [ e, ) — Wil D))ol 7) s
+ 2 /0 (Wan (2,1) — W (2,1)) (€n)an (2, ) da

42 /0 (Waa (2, 0) — W (2, 0)) (€1 ), 0) iz (4.82)

En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz a (4.82)), on a pour presque tout ¢ €
0,77 :

E(t,eh) S E((_),eh(O))
+ C

—_

t
o = Telloazann + ) Nkl o7

+ ol 8) = Taas )22y + (€ O 20
Ol 0) = Waa (- Ol a01) + 1(en)ea (s Ol o]

t
bl = T + [ 1)t o 7],

ou (', Cy, C5 et C4 sont des constantes positives.

En utilisant les estimations (4.72))-(4.74)), on a :

Elt.er) < ME(0,en(0)) +Ch /(:E(T,eh)dT

+ Ch4(||w\|20([o,T},H4(o,1)) + ||th%2(O,T;H4(O,1))

+ HwttH%?(o,T;HQ(Oal)))'

En appliquant le Lemme de Gronwall (Lemme du Chapitre 1) a la derniere

inégalité, on obtient

E(t,en) < C<E(07 en(0)) + h4(||w||20([o,T],H4(o,1))
+ ||wt||%2(0,T;H4(0,1)) + ||wtt||%2(0,T;H2(0,1)))>'

Enfin, grace a I'inégalité triangulaire, nous obtenons (4.75). De (4.75)) avec e,(0) = 0,
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on déduit (4.76)). O

Remarque 4.18. L’ordre de convergence pour le schéma semi-discrétisé en espace est
de 2.

4.3.2 Schéma totalement discrétisé

Dans cette sous-section, pour obtenir un schéma totalement discrétisé, nous ef-
fectuerons une discrétisation dans le temps du systeme déja semi-discrétisé de
telle sorte que la condition de dissipativité de 1’énergie soit préservée. Pour ce faire,
le systeme a été d’abord écrit sous la forme d’un systeme d’équations différen-
tielles ordinaires du premier ordre. Ensuite, le schéma de Crank-Nicolson est utilisé
pour démontrer la dissipativité du schéma numérique. Enfin, des estimations d’erreur

a priori sont obtenues.

4.3.2.1 Schéma de Crank-Nicolson

Soit L un entier strictement positif. Ici U'intervalle [0, 7] est discrétisé en L sous-
T

intervalles équidistants. Notons k& = I le pas de temps et t, = nk, n=0,1,....,L
représentent les nceuds de la discrétisation. Dans le but de réécrire le schéma semi-
discrétisé (4.61) comme une équation différentielle ordinaire du premier ordre, intro-
duisons 1'élément vy, = (wy);. De plus, V. = W, = [V} V, ... Vy|T sa représentation
vectorielle dans la base {¢; }jvzl de I'espace des polynémes cubiques d’Hermite. Notons
que la solution wy, du schéma semi-discrétisé (4.61)) devient pour le schéma entierement

discrétisé un vecteur de la forme y, = [w, v;]7. En outre, de maniére analogue a
(4.12)), la norme naturelle de y;, = y,(t) est définie par

Il = 5 [ T2, + ol do + 5 ((un)e)”

" o"] la solution approchée de y; au temps t = t,,. Posons

Soit maintenant y" = [w
Wn =Wi(z,t,) et V" = V(x,t,) les représentations vectorielles dans la base {gbj}jy:l
respectivement de w” et de v".
Pour la discrétisation dans le temps de (4.61]), le schéma de Crank-Nicolson

wn+1 —w" vn—i—l + "

= (4.83)
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est utilisé. On a alors :

n+l _ n+1 n+1 n
[ R edr [ ) a4 gD

9 (¢h)x<1)
Un+1 1 —|—U
ol )2 W n).1) = (4.81)
pour tout ¢ € V.
De plus, I’équation vectorielle (4.61) devient :
Myntt— pmyr Syntt o gyr KWt 4 K
4 oV, + ~0 (4.85)
k 2 2
Ce qui est équivalent a :
M S\ .o K K M S
n Wn+1 T yn ( o ) n 4.
(k: 2)V t5 2W+k v (4.86)

Les expressions (4.83))-(4.86|) nous donnent le systéme d’équations suivant

Pyn—l—l Qyn

ou P et () sont les matrices par blocs définies par

I I
k 2
P=
K M n S
2 k 2
1 I
k 2
Q=
K M S
2 k 2
et le vecteur Y est défini par
y" = [Ww" vr.
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4.3.2.2 Dissipativité du schéma numérique

Dans le théoreme suivant, il est montré que le schéma totalement discrétisé (4.83))
et (4.86)) dissipe la norme (’énergie) dans le temps.

Théoreme 4.19. Soient L et k des entiers strictement positifs. Pour toutn = 0,1, ..., L,

on a : 2
n+1 1 o n 1

Démonstration. Soit n = 0,1, ..., L avec L un entier.

Voici I'expression des normes ||y" ™| et ||y ||* :

‘ n+1H2 2/ n+1 n—i—l) ]dlﬂ—l—g( n+1(1))2_
1 1
Iy = 5 [ [ + @) de + 5wz )
On a:
1 /! 1 rt
L P Nk ) | e+ 5 [ @rhrde
Binin2

— 2/ dx—ir (wpth(1))? — 5@?(1)) :

Multiplions (4.83)) par v™™' — v™ et intégrons sur [0, 1]. On obtient :

1 yntl _ ,n 1 (,n+1N\2 _ (,n)\2
/ u(U”Jrl —v")dx = / ()" = (") dz. (4.88)
0 k 0 2

Prenons ¢, = w™! € V" dans (4.84). On a alors :

1 Un+1 — "
/ n+1 — / wn—l—l n dl‘ . / wn—l—l dz
2 0 k

6 ;cH_l(l) + w;<1)wn+1<1)

~ o wt(1), (4.89)
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Prenons maintenant ¢, = w" € V" dans (4.84)). On a donc :

1 1 1 1 1 gntl _ n
5/ (w™ )*dz = —5/ w ™ dr — / %w” dz
0 0 0

_ﬁw;ﬁl(l);- wg(l)w;l(l) B avg+1(1)2+ U;"L(l)wg(l)' (4.90)

Alors en utilisant (4.88])-(4.90)) et & nouveau (4.83)), on a :

(wp (1) + wi(1))’

k

ly™ M2 = 1ly"|I* = —a <0

car « et k sont positifs. O

Remarque 4.20. La norme décroit dans le temps telle qu’on ait l'inégalité suivante :
ly™ P <y 1.

Cette décroissance de la norme lorsque k tend vers 0 est conforme a celle de la norme
définie en dans le cas continu et a celle de la norme définie en dans le
cas semi-discret. Toutefois, lorsque a = 3 =0, on a ||y"| = ||y"||. Ainsi, la suite des
normes ||y"|| est constante pour tout n =0,1,..., L ou L un entier strictement positif.
En outre, notons que le schéma de Crank-Nicolson (4.83)) et et la propriété de
dissipativité de la norme du Théoréme ont été écrits indépendamment de la base
;. Par conséquent, la propriété de dissipativité du Théoreme s’applique a tout

choiz du sous-espace Vj, de l’espace fonctionnel V.

4.3.2.3 Estimations d’erreur a priori

Dans cette partie, les estimations d’erreur a priori pour le schéma totalement dis-
crétisé sont obtenues.
Supposons que w € H*(0,T;V). Soit w € V" la projection de la solution faible w sur
Vi, telle que ay (w(t), o) = ay(w(t), ¢p) pour tout ¢, € V", pour tout ¢ € [0,T]. Alors
on a aussi w € H*([0,T];V) puisque w est borné dans V.
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De plus, soit w® := w — w désignant 'erreur de projection. Supposons aussi que :

w e H*([0,T];Q),
w, € L*([0,T]; G)
wy € H*([0,7];V). (4.91)

9

Ensuite, grace a [55], nous avons les estimations suivantes :

H’UJ — w”HQ(O’l) S C’h2||w||H4(0,1), (492)
Hwt — thHQ(O,l) S C’h2||wt||H4(0?1), (493)
||wtt - wtt”H?(O,l) < Ch2||wtt||H4(0,1)- (494)

Soit y(tn) = [w(t,) wi(t,)]” la solution faible de 'approximation de Galerkin (4.57)

au temps t = t,,. Son approximation est définie par y" = [w" U"]T , la n-iéme itération

du schéma totalement discret de Crank-Nicolson. Ainsi, 'erreur d’approximation est

définie par

avec

el =v" — wy(t,)

pour tout n = 0,1, ..., L.
L’estimation d’erreur de second ordre c’est-a-dire d’un coté en espace et de 'autre

cOté en temps du schéma totalement discret est obtenue dans le théoreme suivant :

Théoréme 4.21. Supposons que w € H*([0,T];G) N HA([0,T];V). Aussi, soit n =

1,...,L. Alors on a :
I = w01+l
+ K (HwttHL2([0,T];H4(0,1)) + HwttHHQ([O,T];HQ(OJ))) ] (4.95)

ou M est une constante positive.
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Démonstration. Prenons arbitrairement n = 0,1,..., L avec L un entier strictement

positif.
En utilisant le Théoreme de Taylor avec reste intégral et par un calcul direct, on

obtient pour tout z € [0,1] :

w(t'ﬂ-l—h .T) B W(tn, ZE)

k = Wi(tnt1/2, %) + 0n Wit (tnt1/2, T)
. /tt/ thtt(x, ) dt
n ;;”“@ﬁijmmﬂ&,
avec 0, = tnﬂ;tn
D’une maniere similaire, on a
wt(tn+1,x)2+ Wi(tn, ) Wy(tns1 /2 @) + 60 Wit (tng1 ), 7)

1 rtn+1 o
+ = / (tn+1 — t) wm(x, t) dt
2 lnt1)2

]_ tn+1/2
— 5 ; (tn — t) @m(x, t) dt

Par conséquent, on obtient

W(tpy1, ) — W(tp, ) Wi(tnyr, x) + Witn, )

- - 5 + kQ7 (z), (4.96)
ou
1 ftorr W(x,t) 2 L ptnsre Wiy (x, t) 2
ny L W)y 02di = B 0 4, — )2 dt
T(x) 2/tn+1/2 12 (tht1 — 1) + 5 ), 1.2 ( )
1 ftoet Wyy(z,t) L [ine1/2 W2, 1)
_ 1 Wl ) o ) dt+ - L0 o — 1) dt.
QLMN g (= ditg g n= )

Nous avons par I'équation (4.83) :

et —en W —w(t, g1, ) — W+ W(t, )
k N k
V" 0" Wy, 1) — W(t,, T)
B 2 k '
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En utilisant (4.96)), on obtient :

€?+1 _ 6711 B TL+1 + 62

k_2

— kQM(2). (4.97)

En multipliant (£.97) par (e5™" — e5) et en intégrant sur [0, 1], nous obtenons :

1€n+1_€ n n Lt n n
/0 1 - Lient! —enydr = 7/ (en )2 q 2/ +1)
— & / (3 — e)Qp () do (4.98)

En outre, dans le but de réécrire la formulation faible (4.15)), nous obtenons par le

Théoreme de Taylor avec reste intégral les expressions suivantes :

Wi(tns1, ) — wi(tn, T)

= wtt(tn+1/27$) + 0n wttt(tn+1/27x)

k
n+l n+1 - t)
-_ t)dt
+ 5 /n+1/2 2 Wy (x, 1)
1 fteva2 (t, —t
+ 5 . (/{j) wtttt(x,t) dt,

w:m:(thrla i[') + Wya (tn7 .CC)

= wxm(tn+1/27$) +5 wtxx(tn+1/27$)

2
tn+1
+ / n+1 — t) wttm(x t) dt
2 n+1/2
1 ity
_ 5 e (tn — t)wttm(x, t) dt,
tn

wtx(thrla .CIZ') + Wiy (tn7 x)
2

= wtx(tn+1/2ax) +5 wttx(tn+1/27x)

n+1
+ / (tna1 — t) wye(z,t)dt
2 n+1/2

n+1/2
— 2 (tn — t) Wtttr (33', t) dt,
tn
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et

w$<tn+17 I) + wx(tn7 $)
2

= wx(tn+1/27 l’) + 671 wtx(tn+1/27 :U)

1 rtr+1

+ o= / (bt — D, £) dt
2 lnt1)2
]_ tn+1/2

- (tn — t)wttx(a:, t) dt
2 Ji,

En prenant t,,1/2 = t et en appliquant les expressions précédentes de la formulation

faible (4.15]), nous obtenons apres simplifications :

/01 (wt(th,iE) - wt(tn,x)> 6 da

k

+ /1 (wm(tnﬂax);‘ wm(tn,x)> G A
0

o (wtac<tn+17 1) + wtac(tn’ 1)

. ) outt)
LB (wx(tnﬂ, 1) 4+ wy(tn, 1)) o)

2
= kQ3(9). (4.99)

ot la fonctionnelle Q5 : V' — R est définie comme suit :

Q3(¢) = /0 1 (1 /t e web2) gy L tn+1/2W(tn—t)2dt>¢dx

92 12 k2 2 tn k2
1 /1 f[tetr wttzx(t>x> 1 finsisz wtmx(t7x>
z ——(t, —tdt—*/ ———(t, — t)dt |pp d
+/0<2/W S b =t = [ 2~ ) dt ) e
1 tn+1 =t 1 1 tn (1,1
O L A U P R UL R G
2 lny1)/2 k 2 tn k
1 t t 1 1 tnt1/2 t, 1
+ « 7/ " Wars(t,1) (tny1 —t)dt — */ - wtmf(’)(tn_t)dt s (1).
2 tosr)o k 2 J, k
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Aussi, en utilisant (4.99)) et (4.84), nous obtenons :

1 ,n+1

_,n 1 ,n+1 n
/()%@dx i /Oelw;relwz(%)m
n+1 n
+ 056296 (1);62x(1)(¢h>$(1)
n+1 n

= —kQ3(on) + Q5(on) (4.100)

ou

Qg(@%) _ /01 wzf(tn-&-hx)k_ @f(tn,d/’) ¢h dz + awfm(tml—l: 1)2_ wfm(tm 1) ((bh)x(l)

n+1 n
e e
En utilisant (4.97)) et en prenant aussi ¢, = k22‘|’2 € V" dans (4.100]), on obtient :

n n 1 67;3 +_€nix n 67?1 1 +_€n$ 1
2 — = — k2 [ e gy g, grefis D Fel) on) )
0 2 2
k2 n n+1 n k n n+1 n
5@2 (62 +€2) + 5@3 (32 +62> :

Nous avons 'estimation suivante :

tn+1
1@l < M [ ()] .

Dans le but d’obtenir une estimation de ()5, nous avons besoin de réécrire le second
terme de Q% (ey). En intégrant deux fois par parties sur [0,1] et en supposant que
e5(0) =€, (0) =0, on a:

(1 et et 2) L ftness (1, 2)
- —————(tpp1 —t)dt — = R (t, — t) dt el d
/0 <2 /thrl/g L ( +1 ) 2 Js, L ( ) Coxy AT

tn+1 1 1
= / 7(tn+1 - t) (wttxz(ty 1)63x(1) - wtt:ca:a:(ta 1)63(1) + / wttmxwz(ta $)€g dl’) dt
tni1y2 2K 0

toy1/2 1 1
_ /t ﬁ(tn —t) (wtm(t,l)egx(l) — Wygae(t, 1)e5 (1) + /0 Witzaaa (t, 7)€l dx) dt.
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Alors,

tnt1
as(es+e) < M (k7 (Dol + T + a0

+ ‘egﬂ(l) + 6;(1)‘2 + Heg“ + e}

o+ ef)

De plus, nous avons :

n n n 1 tn+1 e e
s+ eg)| < M (g [ RO dt ot

n+1 n
+ H62 + €5

)

On déduit que :

n+1 2

Ye

2 n
|

< M(k(uysﬂw 12+ o)
tn+1
+ [ )3

tn+1
+ K [ (s @)1 + w3 + e (£)] 32 ) dt).

Soit maintenant m = 1, ..., L. En sommant sur n = 0, ..., m, en prenant k < nous

2M
obtenons finalement grace a 'inégalité de Gronwall et aux estimations (4.92)-(4.94)) :

lye 1 < M[HySHQ+h4<”wt|‘%([0,T];H4)+Hwtt”%2([0,T];H4))

+ K (w20, + w2 o2

-l (4.101)
En utilisant I'inégalité triangulaire, nous obtenons (4.95]). ]

Remarque 4.22. L’ordre de convergence tant en temps qu’en espace pour le schéma

totalement discrétisé est de 2.
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Chapitre 5

Simulations numériques

5.1 Introduction

Soit le systeme évolutif suivant :

U (T, 1) — Upy (x,8) =0, O0<z <1, t>0, (5.1)
u(0,t) =0, ¢t>0, (5.2)
Uy (Lt) = _5ut (Lt) ) > Oa (53)

ou u est une fonction scalaire des variables x et t, S est une constante positive non
nulle.

Ce modele simplifié peut étre celui d’un cable fixé a une extrémité et soumis a l'autre
a un controle force en vitesse. Le cable est supposé flexible et de longueur constante.
Plusieurs auteurs ont étudié le systeme ([5.1)-(5.3)) (voir par exemple [23]) et ont mon-
tré qu’il est exponentiellement stable pour S # 1. En outre, ils ont prouvé qu’il vérifie
la propriété de la base de Riesz et ont obtenu par une formule explicite le lieu géomé-
trique du spectre. L’idée d’ajouter un contrdle force en position a celui déja existant

a préoccupé les mathématiciens et les ingénieurs.
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5.1. INTRODUCTION

Le systeéme ainsi obtenu peut étre décrit comme suit :

Ut (T,1) — Uyy (2,8) =0, O<z<l1, t>0, (5.4)
w(0,t) =0, t>0, (5.5)
ug (1,t) = —=pus (1,t) —au (1,t), ¢t>0. (5.6)

D’un point de vue mathématique, on cherche alors a vérifier si les propriétés du systeme
perturbé demeurent intactes. A cette question, plusieurs auteurs ont donné une réponse
positive.
Le systeme — obtenu par perturbation du premier, a savoir — est
encore exponentiellement stable (voir O. Morgiil [48]) et vérifie la propriété de la base
de Riesz ([60]).
D’un point de vue pratique, outre la propriété de la base de Riesz et la stabilité
exponentielle, on cherche a savoir si I’on améliore le taux optimal de décroissance de
I’énergie élastique. A cette préoccupation pratique qui tire son importance du fait du
colit de la réalisation des modeles ainsi obtenus théoriquement, il convient d’apporter
une réponse satisfaisante. L’étude théorique d’un tel probleme, méme pour un modele
simple comme celui décrit par le systeme — n’est pas chose aisée. Ainsi dans
[17], les auteurs ont prouvé que le rajout d'un contrdle force en position au controle en
vitesse, bien que préservant la propriété de la base de Riesz et la stabilité exponentielle
a un effet négatif sur le taux optimal de décroissance de ’énergie élastique.
L’idée d’aborder d'un point de vue numérique le probléme — a ainsi préoccupé
plusieurs auteurs. Ainsi dans [45], a I’aide de la méthode des différences finies ([19, [51])
et de la méthode QZ ([32, [47]) permettant de décrire géométriquement le spectre, les
auteurs ont obtenu le méme résultat. L’idée d’utiliser ainsi les méthodes numériques
pour étudier I'impact du rajout d’un controle a un contréle déja existant se présente
alors comme une alternative crédible aux méthodes théoriques.

Ce chapitre est consacré a 1’étude numérique du systeme — du Chapitre 4

que nous rappelons :

Wyt (T, 1) + Wagee (x,8) =0, O0<zx <1, t>0,
w(0,t) =w, (0,t) =0, t>0,
Weee (1,8) =0, >0,

Wep (1,1) = —awy(1,t) — pw,(1,t), >0
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ou « et ( sont deux constantes positives données, w(x,t) désigne le déplacement la-
téral a l'instant ¢ d'un point de la poutre d’abscisse x. La longueur de la poutre, la
masse linéique ainsi que la rigidité en flexion sont supposées égale a un.

Dans ce chapitre, nous illustrons par la méthode des éléments finis d’Hermite la
réponse aux deux questions suivantes concernant les systemes dissipatifs :
1- Quelle est linfluence des parametres figurant dans le controle moment sur le
spectre 7 Le parametre 5 améliore t-il le taux optimal de décroissance de 1'énergie ?
2- Peut-on développer une méthode numérique pour un probléme original (initial) qui
préserve la stabilité et la décroissance de 1'énergie, propriétés obtenues dans le cas
continu ? Si oui, quel est 'ordre de convergence de cette méthode ?
Rappelons que le systéme ([4.1])-([4.4) a été discrétisé déja en espace par la méthode des
éléments finis et discrétisé en temps par la méthode de Crank-Nicolson dans la section
du Chapitre 4. Nous rappelons aussi que la dissipativité de 1’énergie discrete du
systeme reproduit fidelement la décroissance de I’énergie obtenue dans le cas continu.

Le plan de notre travail est le suivant : D’abord, nous étudierons numériquement
le spectre du systeme en observant l'influence des parametres a et 8 sur la vitesse
de convergence de I’énergie associée au systeme discrétisé. Ensuite, les schémas numé-
riques développés dans la section du Chapitre 4 sont implémentés et les résultats
de simulations sont présentés. L’ordre de convergence des méthodes numériques est

vérifié.

5.2 Etude numérique du spectre du systéme

Nous rappelons une définition utile :
Définition 5.1. Un maillage de ]a,b[ est de la forme
a=290< T3 <Xy <..<Tp<Tpi1=20b
avec le pas de discrétisation h = x;11 — x; pour 1 =0,1,...,n.
On supposera par la subite un maillage uniforme si bien que pour tout ¢ = 0,1, ...,n+
—a

n+1
Dans le cadre de ce probléme, on subdivise l'intervalle [0,1] en N intervalles de la

1, on a x; =1ih avec h =

forme [z;, x;11] de longueur h. A chaque nocud z;, les inconnues sont w; et (wy); qui
représentent respectivement les valeurs approchées de w et de sa dérivée au point x;.

Comme décrit dans le chapitre précédent, nous utiliserons les fonctions d’interpolation
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5.2. ETUDE NUMERIQUE DU SPECTRE DU SYSTEME

cubiques d’Hermite.

Nous rappelons I'approximation de Galerkin (4.57))-(4.59) :
Trouver wy, € C?([0, 00[, V4) cest-a-dire @y, = ((wy), (wp)e, w) € C?([0,00[, X) avec

[ )ty [ ) (6)an i+ Ban)a(D(5)2 1) + @) (1) 97)a(1) =0

pour tout j =1,..., N et t > 0,
avec les conditions initiales

wh(.,O) = Wh0 € Vh
(wh)t(.,O) = Vpo € yh

dont I'équation (4.57)) est donc équivalente a I’équation vectorielle suivante :

Cette derniere équation est un systeme de N = 2P équations & N = 2P inconnues ou

le vecteur
WEt)=[w wy ... wp (w1 (wy)y ... (w)p]r.

Notons que M et K sont des matrices tridiagonales par blocs tandis que S' est diagonal.
Le calcul des éléments de S est trivial parce que tous les éléments de S sont nuls excepté
un élément non nul Sy y = a avec N = 2P.

On a donc & résoudre I'équation différentielle dans RY dont I'inconnue est W (t).
En posant V =W, et X = [W W;]?, Péquation s’écrit :

X,(t) = LX (1) (5.7)

ou
0 Ign

~-M7'K  -M~S

est la matrice du spectre.
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5.2. ETUDE NUMERIQUE DU SPECTRE DU SYSTEME

5.2.1 Calcul des approximations des intégrales pour les ma-

trices de masse et de rigidité

Pouri=1,...,N,on a:

T4 .
My 39i3 = / (¢* 3?2 dx

Ti—1
= /‘Z [Ng (02'_1)]2 dl‘
i T — Ti-1
= N.
[ (=)
i T —xi1\> T — Ti—1 ?
:/ ( I )(3_2< h )) dr
v fr—xi\* T — 21" T —x;-1\°
-/ 9( ) —12( ) +4( ) dz
Tio1 h h h
o h T — Tj—1 5 h r — T;j—1 6 h r — T;—1 )
- [95< h ) _126( h >+47( h )
22

= h—Sh
35

2
dx

Ti—1

Myi_39i—3 =

x5
2i—2\2
Msi—99i9 = / (3 ") da
Ti—1

= /.1 [—hN4<9i_1>]2 dx
Ti T — T

N hQ/ [N‘*( h 1)

o [T (T — @i\ (T =T ’

- h/ ( n ) ( I _1) du

e [T [T — X 6_ (fﬁ—xi—l)s <$—$i—1)4

- h/< 7 ) S R dx
h /x—x;i 1\ h/r—x;,4\% h/x—x,1\°]"

_ 27 i—1 ) I i—1 o i—1

_hl7( h ) 26( h >+5( h )]

Ti—1

2

dx

Msi_99i—9 =
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Ti+1 21
My 12i1 = / (p¥ 12 da

$’L+1
dzx

[
e |
/x”l K 1)2<2x;xi+1>] dz
= () e () e () e ()
(x_xi>2+1dx

iy
|

2

dx

T —Ti 1\’ h (x—x;_1\° h fx—x;\?]" "
( h >_126( h >+95< h )]
A (x_$i)4_6h (w_xi)5+x‘|mi+1
h 3 h _
h

h

= 4- —2h+9- +h—2h+h

- +9% + +
13

M2i71,22'71 = %ha

=~ > 3>

My = /x+ (¢3')* dz
= /x“rl [—h,NQ (92)]2 dz
z Titl — r:\12
= e ()
Z 2
e[ ey e
g [T (T x r—z\* (ac—x,»)z" (x—xi
h/( )(h) o(57) (557 +

4
h h h h h
- B2 4" r6t 4
( 6 4+3>

dx

7 6 5

My = 7h3
2,2 105
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Tit1 . .
Mai19i-3 = / (A3 1)o7 ) da

= /mi+1 Nl (91) N3 (90 dzx

Ti+1 xr—x; xr—x;
_L.Ni h)m(iz)m

2

M2i71,2i73 = 7h7

Myi_39i9 = /mvl (¢32) (95" ?) du

= —h ' N3 (07;_1) N4 (02‘_1) dz

Ti—1

i T — Ti—1 — Ti—1
= —h Ny —— | N. dz

i 3( h ) 4( h )
I S A 2 $z1 — Ti—1 T —Ti-1
= h @_1< B ) (3 > ( ) ( h 1) dr

h /x—xi1\" T — T r—x;1\?]"

— _pl0Z

() e () o ()

h _h _h
( 7% 35>

Ti—1

11
Msi32i2 = th
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Myi_1,9;

My 19

Mai_1,2i—2

Mi_12i—2

T
41 ( %
1
X

—h

(@) dz

Tit+1

Ny (6;) No (6;) dx

2/ r—uwm
-1 2
) (5

7 6 ) 3

(65 da

[

—;L ““Nl(e)m(ei) dz
()
B /1+1< o

h (o —x\3]""
h 7 1
55,

7
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2/ —um
—1 2
)

h/x—x;\7 h /x—ux;
—h 27 KA _ o (A
28 (25 -5 (%5

r—x;\ [T — T 2
1 : —1) d
* >( h )( h ) ’
ﬁ <x_xl>5_2h (x_xl)zl Ti41
5 h 4 h

Ti+1 r—x; xr—x;
_h/ Nl( h )NQ( h )dx
Ti4+1 €r — X;
—h/ < i
z; h
h (x—x;\7 h (x—x;\°
_plot () D (T
o (55) -7 (557 s
b _22 (x—l'z>3+h(l'—ﬂfl)2 Ti41
s\ h A SAR

—h <2h L —2h>

)dm
) (5

ek () (5
5 h 4 h

X5

—1) dx

)4] Tit1
T



5.2. ETUDE NUMERIQUE DU SPECTRE DU SYSTEME

i1 ) )
My 39 = /m (6372)(43") da

—h [N (60) 2 (8) da

= [T () M ()
[ ) () () e

A A - T

X4

2
Myi19i0 = ——=h",

Ti+1 . .
Ms;gio = / (63)) (3 ?) da

— 12 [N, (0) Ny (6)) da

Zj

- hQ/;H <wh < > 95
9 $'L+1 T —x; €T — T — T 2<$—$i )
-1
( )( h ) h de

h (x—x; T —x h /o —a\® R /1 — x\4]%
_ 27 % 7 n i _h i
R () (52 - (5 ]

7

_ 3
Myioig = ———=h".
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21—3
o

(6
()
()

Ainsi,
Ky 32i-3
Ko 32i3
Aussi, on a :

2¢—1
1

()

(o)
(")

N3(9i71)

r— ;1 2 T — Ti—1

3—2

) (B2 (5)
2 r — Ti—1 r — i1 2
Z -9 S
() () s
O 12 (o)
h?  h? h
36_M4@—%4>+M4@—%4f
h4 h4 h h4 h '
[ @y
[ M a0 oy
s ht b h h h
36 72 48 36
AT s s Tt
36 72 48
Bww
12
ﬁ.
N1(6;)
(57 (")

h h
) ) ) (5
h h h h
) e ()
h? h h? h
S () )
h4 h h4 h h4
32 64 [x— x; 2
i)
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Tit+1 .
Koo = [ (@) de

) (5 - )
Y h A\ h A\ h .

3

ziv1 32 64 [z — 2
- /m h4+h4( n ‘1) de

18 64 16 32 2 64 32

IR T TR TR Tt
2 126 32
= —4+ — - —
h3 = 3h3 h3
12
K2i71,2i71 = ﬁ
572 = —hNy(0;1)

= h (x _hxi_l)z (J; _hxi_1 - 1) 2
o = () () ()
£ - )2

2 = —hNy(6)
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Ainsi,

Ko

Ky 99i0 =

Ky 9

K2'i,2i

((ﬁ%ifl)// (¢%i73)//

2
B
144

h4

2—2\11\2
(03 dz

)
(e

1 (HZ 1) w (5
- )
)

L
/

2

>

o
(5
(%

>

[ @3y

[ G5 -5)

2

(m 5 1) f?ﬂ de

— Ti-1

[y B
e h* h ht h

(1224 16 16
<h3_h3 patt T h4)

# (5)

SIS

(5 ) 5 (520

(x—xi)Z B 144 (x—a:z)? B 36
h h4 h h4
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Donc on a

Koi 1o [T 2 1vmg 2i-3 "
2i—1,2i-3 = (07 )" (97" )" da
T

B /xi+1M(x—xi)g_Wl(a:—xi)Q_%d
— L mt\Uh o\ h pt

72 48 36 36
T gt
12
K2i71,2i73 = _ﬁ'

De plus,

Koi_39i—9 = /ml (ﬁiis)”( 31;2)”(195

i—1

_ / _h<6_12(x—%1>) <6(5‘7—%’1_2)> da
e h2 K2 h h?2 h h2

2430 12 12
= )

IR I T T
6
K2i—3,2i—2 = ﬁ’

Ti4+1 . .
K2i—l,2i — / (¢%1—1)//( %z)/l dl’
i1 72 fx —x;\2 84 [z — x5 24
— _p fa i o= i 24
h4< h ) h4< h >+h4x
24 42 24 24
= —h (G~ gt )

18 24
= ()

6
—33
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[T i3y 20
Koi_39i = (677°)" (")  d
Z;

Tit1 84 [x — x4 72 /fx—x;\% 24
= [ T) e () e

h W\ h hA
42 24 24 24
= (5~ g5 ~ e+ )
42 24 24
= (5w w)
K2i73,2i = 1527

Tit1 . .
Koi_19i—2 = / ( %Z_lyl( 32_2)” dz
ziv1 72 fx—x\2 60 [z — 12
= —h —_— —_— T —
h4( I ) h4< I )+h4dx
24 30 12 12
= —h (G~ e )

24 30 12
= (-t w)
6

—75

Koi12i—2 =

Tiiq . .
Kyigio = /{B_H( gl)”( 3172)//(11,
1

g [ 36 fx—w\? 36 (w—uay 8
- h/ h4( h >_h4< h >+h4dx

12 18 8 8
= W ( g3 T gatit T h433i)

h3 h3
(2,08
h3 h3 h3
2
Kioio = I
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5.2.2 Tests numériques

A présent, en implémentant la matrice du spectre L, nous représentons le spectre

associé au systeme (4.1)-(4.4) pour N =75, a = 5 et 8 = 1. Sur la figure [5.1] I'on a
représenté une distribution de 4N = 300 valeurs propres.

5
10
4 - T T T T T T T T
3 - -
2t ot 1
o QG
e S,
m 1T s, i
[
o Fagy
]
E D - >a -
5] b
&u
510 .,_,.»_..--""" 7
B C
2T frea, T
aF -
_4 i i i i i i I i
-0.4 -0.35 -0.3 -0.25 -0.2 015 -01 -0.05 0 0.05

Parties réelles

FIGURE 5.1 — Représentation du spectre

On remarque une famille de spectre dont la partie réelle est négative. Ce qui rend

le systeme exponentiellement stable tant que a > 0.
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On observe le comportement du systeme quand on a les valeurs a = 0 et g = 10.

&
10
‘l u T T T T T T
0.8 N,
0.6 .
o 04F .
g ey
g 027 .:ll e BT e . ) . }
=) . . Fooqa e '-\‘. . . LI
m Fe e w pt oy [T
E orF e "I.;‘h;i:‘?:ﬁ:‘l'*l E" .
g b - " 5
- 4 _D.z - . - ". - -
E e e
o
04 r .
06 -
DA+ i
_,|| I 1 1 1 1 1
6 -4 -2 i) 2 4 G B
Parties réelles w1

FIGURE 5.2 — Représentation du spectre lorsque o = 0

On observe un spectre éparpillé de part et d’autre de ’axe imaginaire. Ce qui amene

a croire que le systéme n’est pas uniformément stable lorsque a = 0.
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Nous étudions I'influence des parametres oo et 5 sur la vitesse de convergence de
I’énergie.

Dans la figure ci-dessous, on fixe la valeur de g = 1 et on fait varier a.

5

x 107
4F | —
* alpha=1
3l + alpha=2| |
W e e s *:F*.**-q,ﬁpak%ﬂs**#
2_ —

Parties imaginaires
o
T

Parties réelles

F1GURE 5.3 — Influence de la variation du parametre « sur le spectre

On remarque a travers cette figure que, plus on augmente la valeur de a plus le

spectre se déplace vers la droite en fonction de la croissance de a.
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Ensuite, on fixe la valeur de o = 1 et on fait varier S.

x 10
“ T T T T T T T T T
+  heta=1
08f +  beta=5 R
4+ +
0.6 yr 7 -
. g:*
041 H _
-*-*-*__*_
iy
i Fresy
£ 02F + L + + .
2 R
o
£ Of + * i
(2]
0] + + +F
£ -0 * +# + * * .
s
o .*_-*-‘*
et
-04- {d&* .
_*.
-0.6- + 4 r 4 . |
+ + 4
* +
-0.8 + 4 4 _
-1 \ I ! ! ! ! | ! |
-1.8 -1.6 -1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -04 -0.2 0

Parties reelles

FIGURE 5.4 — Influence de la variation du parametre (§ sur le spectre

On remarque alors que la variation de § n’entraine aucune perturbation du spectre.
Le spectre est donc stable. Ainsi donc, I'influence du controle de vitesse de rotation «
est numériquement dominante. Ce qui est normal car quand a = 0, le systéme n’est

pas uniformément stable.
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Nous illustrons aussi 'asymptote connue et obtenue dans [58] :

lim Re\, = —l.

n—oo o

Sur les figures suivantes, on représente le spectre par rapport a 'asymptote ——.
Q@

En premier lieu, nous représentons le spectre pour a = 0.75. On observe aussi I'asymp-

tote en l'abscisse spectrale —1.33. On constate également des valeurs a droite de

I'asymptote.

8000

8000

4000 -

2000

-2000

Parties imaginaires
]
T

-4 000

-6000

alpha=0.75

-8000

18 16 14 -1.2 -1 08 068 D4
Parties reelles

FIGURE 5.5 — Asymptote du spectre pour a = 0.75
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5.2. ETUDE NUMERIQUE DU SPECTRE DU SYSTEME

Voici la représentation du spectre pour @ = 2 par rapport a 'asymptote qu’on

observe en l’abscisse spectrale —0.5. On constate des valeurs a droite de I'asymptote

mais moins que dans le premier cas.

Parties imaginaires
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FIGURE 5.6 — Asymptote du spectre pour a = 2
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5.2. ETUDE NUMERIQUE DU SPECTRE DU SYSTEME

Voici la représentation du spectre pour a =

5 par rapport a 'asymptote qu’on

observe en ’abscisse spectrale —0.25. On constate des valeurs a droite de 'asymptote

mais moins que dans les cas précédents.
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FIGURE 5.7 — Asymptote du spectre pour a = 5
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5.2. ETUDE NUMERIQUE DU SPECTRE DU SYSTEME

Enfin, on représente le spectre pour a« = 10 par rapport a 'asymptote qu’on ob-
serve en I'abscisse spectrale —0.1. On constate des valeurs a droite de ’asymptote mais

moins que dans les cas précédents.

% 10%

alpha=10 i

0.8

0.4 : -

0.2+ i

Parties imaginaires
]
T
N
i

1 1 1 1 1 1
0.3 -0.25 0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0
Parties reelles

FIGURE 5.8 — Asymptote du spectre pour o = 10

En conclusion, le taux optimal de décroissance de 1’énergie est en général déterminé

par les valeurs propres de basse fréquence, celles qui sont a droite de I'asymptote.

5.2.3 Conclusion

De toutes les observations précédentes, nous affirmons que la variation du controle
sur le déplacement angulaire (rotation) S n’entraine aucune perturbation sur le spectre
du systeme. Toutefois le controle de vitesse de rotation « est d’influence dominante. Il
améliore le taux de décroissance de 1’énergie du systeme. Car nous constatons que plus
nous augmentons la valeur de «, plus le spectre se déplace vers la gauche en fonction

de la croissance de «. Dans [52], Pauteur a prouvé théoriquement que le contrdle en
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5.3. CONVERGENCE DE LA METHODE NUMERIQUE

vitesse de rotation suffisait pour établir la stabilité exponentielle du systeme. Ce qui est
conforme a nos résultats numériques. De plus, nous avons illustré 'asymptote obtenu
dans [58] et nous avons constaté que le taux optimal de décroissance de 1'énergie est
en général déterminé par les valeurs propres de basse fréquence, celles qui sont a droite
de I'asymptote. Ainsi, la méthode numérique mise en ceuvre, a travers sa finesse, nous
a permis d’apprécier I'impact du contréle de rotation sur le taux de décroissance de

I’énergie du systeme étudié. Ce qui n’est pas pratiquement visible au plan théorique.

5.3 Convergence de la méthode numérique

Nous construisons maintenant les simulations numériques qui valident le Théoreme
4271
Dans le but de vérifier 'ordre de convergence, des simulations sont faites a chaque pas
de discrétisation de I'espace ainsi qu’a chaque pas de la discrétisation du temps. Les

conditions initiales sont choisies comme suit :

wo(r) = —0.62% + 0.42° (5.8)
Vo = 0 (59)

De plus, nous prenons
a=p=5%10"3.

Dans les tables suivantes, les normes de 'erreur /2 de 3. sont listées. Pour commencer,
sur un intervalle d’espace [0, 1], les solutions numériques sont calculées sur un pas
uniforme h = on pour n = 2,3,4,5,6,7 et 8 Pour le premier tableau, le calcul est
fait avec un pas de temps uniforme k& = 1072, L’ordre de convergence (0.d.c) est donné
dans le tableau suivant en utilisant successivement le rapport d’erreur loggi.

Dans le second tableau, dans le but d’obtenir les résultats de 1’o.d.c pour le’liglltervalle

1
de temps [0,7T] avec T = 4.1 x 107, nous fixons h = =0 et nous prenons le pas de

T
temps k = v pour ¢, = 64, 128,256,512, 1024 et 2048.

S
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5.3. CONVERGENCE DE LA METHODE NUMERIQUE

k h lYe |2 o.d.c h k A o.d.c
1073 1 3.12x1072 — 1 6.4%10°% 2.13%x107* —
4 50
-3 1 -3 1 —6 —5
10 3 8.59 % 10 1.86 = 3.2 % 10 5.73 % 10 1.89
1073 1 225%1073 1.93 1 1.6%x107% 1481075 1.95
16 50
1073 1 574%107*  1.97 1 8x1077 3.73x107% 1.99
32 ' ' 50 ' '
1073 1 1.45%10~%* 1.98 1 4%x1077 0.92%x10°% 2.02
o . . = . .
1073 L 3.64%107° 1.99 1 2%1077 2.15% 1077 2.10
128 ' 50 ' '

Ces tableaux ci-dessus nous indiquent le comportement de I'erreur de O(h?) pour

la norme (% qui est en accord avec le Théoréme [4.21]
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Conclusion générale et perspectives

Pour terminer cette these, nous rappelons les résultats essentiels atteints dans
les différents chapitres. Ensuite, nous décrivons brievement quelques extensions de nos

travaux de recherches qui sont des questions ouvertes.

Conclusion générale

Dans cette these, nous nous sommes intéressés a 1’étude des poutres d’Euler-
Bernoulli flexibles qui sont fixées a une extrémité et ou a I'extrémité libre, I’on applique
un contréle moment combinaison linéaire d'une vitesse de rotation et de I’angle de ro-
tation. En premier lieu, dans les chapitres 2 et 3 de ce mémoire, il a été démontré la
propriété de la base de Riesz ainsi que la stabilité exponentielle de ce systeme dans
deux situations : quand il est a coefficients variables et quand celui-ci est amorti. En
second lieu, nous avons aussi développé dans le Chapitre 4, une méthode numérique
dissipative, stable et convergente pour ces problemes a coefficients constants, laquelle
méthode conserve fidelement les propriétés établies dans le cas continu. Enfin, dans le
Chapitre 5, des résultats théoriques sont validés par des simulations numériques.

L’étude de la stabilité des probléemes a coefficients non constants donc variables
et/ou avec un amortisseur visqueux est beaucoup plus compliquée. Mais ce type de
problemes revét un intérét particulier de nos jours en raison de 'utilisation fréquente
des matériaux non homogenes, en particulier les matériaux intelligents utilisés en in-
génierie afin de satisfaire les besoins utiles de la population [35]. Pour I'examen de la
stabilité exponentielle de ces problemes dans cette these, nous avons utilisé la théorie
de Wang basée sur les travaux de recherche de Birkhoff (voir [6] [7]), Naimark (voir
[44]), Shkalikov (voir [53]), Tretter (voir [61]) sur les équations différentielles ordinaires
pour étudier de maniere unifiée un certain nombre de problémes d’évolution tels que :

la corde vibrante ou les problemes d’ondes, les poutres etc.
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Des simulations numériques portant sur le spectre, nous affirmons que la variation
du contrdle rétroactif en position de rotation [ n’entraine aucune perturbation sur le
spectre du systeme. Toutefois le controle rétroactif en vitesse de rotation a est d’in-
fluence dominante. Il améliore le taux de décroissance de I’énergie du systeme. Car nous
constatons que plus nous augmentons la valeur de «, plus le spectre se déplace vers la
gauche en fonction de la croissance de a. Dans [52], auteur a prouvé théoriquement
que le controle en vitesse de rotation suffisait pour établir la stabilité exponentielle du
systeme. Ce qui est conforme a nos résultats numériques. De plus, nous avons illustré
I'asymptote obtenu dans [58] et nous avons constaté que le taux optimal de décrois-
sance de I’énergie est en général déterminé par les valeurs propres de basse fréquence,
celles qui sont a droite de 'asymptote. Ainsi, la méthode numérique mise en ceuvre, a
travers sa finesse, nous a permis d’apprécier 'impact du controle position en rotation
sur le taux de décroissance de I’énergie du systeme étudié.

Par ailleurs, il a été montré qu’appliquer la méthode des éléments finis pour la dis-
crétisation de 'espace et la méthode de Crank-Nicolson pour la discrétisation totale
menent a une méthode numérique stable et convergente. Nous avons utilisé ’espace des
fonctions d’interpolation cubiques d’Hermite comme espace des éléments finis. Mais
il faudrait remarquer que la propriété de dissipativité numérique est indépendante du

choix de I'espace des éléments finis. La méthode a été validée par des simulations.

Perspectives

Pour terminer 1'étude de la stabilité asymptotique ou exponentielle des systemes de
poutres faite dans les chapitres 2 et 3, il serait intéressant d’étendre nos résultats aux
systémes avec un controle dynamique non linéaire a la frontiere. En effet, étant donné
que la demande sur des performances de haute précision pour ces systemes augmente
continuellement, il a été toujours intéressant d’obtenir des résultats de stabilité dans
les cas du contréle dynamique linéaire et non linéaire. Mais puisque I'analyse existante
pour le contréle dynamique aux limites linéaires de 1’équation de poutres d’Euler-
Bernoulli est totalement explorée, il faudrait développer une nouvelle stratégie pour
étendre les résultats de stabilité au cas non linéaire.

Un autre sujet de recherche qui s’averera intéressant est de développer une méthode
numérique dissipative, stable et convergente semblable a celle du Chapitre 4 avec un

choix d’espace approprié pour le probleme d’équation de poutres présenté au Chapitre
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3 c’est-a-dire une équation de poutre d’Euler-Bernoulli & coefficients variables avec un

amortisseur visqueux.
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Annexe A

Pour la premiere partie

Dans le but de garder 'intégrité de cette these, les résultats importants utilisés et

qui n’ont pas été justifiés au sein des chapitres ont été prouvés ici dans cette annexe.

Pour commencer, nous démontrons le théoréme suivant :

Théoréme A.1. La formulation faible de (2.14)-(2.16|) définie comme suit

[ det [ Bl (@7 de(ot B (0a 1) = [ (g4 F)m detaf(1p:0)

admet une unique solution w € H%(0,1).

Démonstration. Posons

a(w, ) = /01 mwp dx + /01 Elw, (2)0m, de + (a+ B)w,(1)p,(1)

et
1) = [ o+ Pm do -+ afu( D20,

Montrons que a est une forme bilinéaire continue et coercive.

Soient w, ¢ € Hx(0,1) et x € (0,1).
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1 1
atw.@)| < [ m@wllpl de+ [ BI@)wellpe] o+ (@ + 8)w. ()], (D)
1 1
< Nmlloe [ 1olll do+ 1Bl [ [wael ] da+ (e -+ B)wa(1) (D)
1 1
< Nmlloe [ follpl do+ 1Bl [ [taellpaal da + (0 + B)lwa(1) lpa 1)
< Imllsollwll 2,1l 220,0) + 1B oo [|wae |l 20,1y [| 022l L20,1)
+ (a+ B)llwelooll@zlloo
< (mlloe + IET o) ol o iz 0y + (@ + BYM 02 01|l mz 0.
a(w, @) < (Imllo + 1Bl + (o + AM) 0l my o Il 00

M étant une constante positive.

D’ou a est continue sur Hz(0,1) x Hz(0,1).
Soient w € H%(0,1) et z € (0,1).

1 1
a(w,w) = /Om]w]2 dx+/0 El|wg.|* dz + (a + B)|w,(1)]?

1 1
= [l de+ [ Elwgl? do+ Blua (D) + aluw (1)
0 0

= [wlls + afwa (1)

v

|wllse = ||w||H§3(O,1) + |wll 20,1

a(w,w) > |lwllgz 1)

Par conséquent, a est coercive sur Hz(0,1) x Hz(0,1).

Montrons que [ est continue sur Hz(0,1).

i) = [ g+ Hmp dz + afel1)or(D)

< [ gl + 17D il de + ol (1) [0

< lmloe (l9l201) + 1fllz200) 1l 2201 + @ll folloollallos

O
A

@)l < Cllellazoy) ou C est une constante positive.

Ainsi, le Théoreme de Lax Milgram permet de conclure.
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Soit ¢ € D(0,1). Par deux intégrations par parties, on obtient

T 1 _ 1
/ mwep(x) dr +/ (Elwgy)ztp(z) do = / lpdxavec l=m(g+ f) .
0 0 0

Ce qui équivaut a X
/ (mw + (Elwgy)ze — 1)@ de = 0.
0

Ce qui implique que
(mw + (Elwg)z. — 1)@ =0; Ve e D(0,1).
D’ou
mw + (Elwg,)e. =1 € D'(0,1).

En utilisant en particulier ¢ dans H%(0, 1), nous retrouvons les conditions aux bords.

[]

Nous avons aussi le théoréme suivant pour une fonction d’amortissement (.). Il a
été utilisé dans les théoremes [2.1] et [3.1] respectivement dans les chapitres 2 et 3. Nous

le démontrons pour une fonction 7(.) quelconque, qu’elle soit nulle ou non.

Théoréme A.2. Le systéme d’équations d’inconnue (fi, f2) vérifiant

f2(x) = g1 (), g€ Hg(0,1) (A1)

(BI(2) f{' (2))" = —=m(@)g2 (v) = y(2)fa (), g2 € L*(0,1) (A.2)
fi(0)=f1(0)=0 (A-3)

(EIC)A()) (1) =0 (A.4)

—EI(1) f{ (1) =afy (1) +B8f1) =ag (1) +8f(1). (A.5)

admet comme solution unique

f2 (x) = g1 (x)

[ P g [ 00m 0400 o) s
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De plus, on a

8 gy S 03 0 5) 92 1)+ (1) ()] drdde + agf (1) 1 s
1 +5f01 ﬁ(g)dﬁ

fi)=—
Démonstration. D’apres I'équation (A.2)), nous avons

(BI(2) fi (x))" = =m (2) g2 () = 7 (2) g1 ()

Par une intégration, nous obtenons pour tout 0 < x < 1 :

[ B RN dr= = ) g2 0) 42 ) g1 (] dr

Ce qui donne :

(BIC) S0 () = (BL@) f @) = = [ ()02 (1) + (1) 1 ()] .

En utilisant la condition au bord (A.4)), nous avons :

~BL@ @) == [ )9 () + 7 0) g ()] dr

Par une autre intégration, on obtient pour tout 0 < x < 1:

—/ (EI(n)f{ (n // v (r) g1 (r)] drdn

Ce qui implique que

SEL KW+ EI@ @) = = [ [ )9+ ()00 ()] drdy

En utilisant la condition au bord ({A.5]), nous avons :

gt (1) + 8 () + BT @) 2) = = [ [ fm () g1 (r)] drd
Ou encore
Elﬁ(x) LD+ () = _Ell(m) /xl /nl (M (r) go () + v (r) gy (r)] drdy — E[O‘( )g’ ().
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Par une nouvelle intégration

J @i [ g = <00 [ gy

_/OzEll@/;/171[m(7“)92(1”)+7(7“)91(7“)]d7“d77d§

Ce qui donne

R@+oi0 [ et = | el / m (r) g2 (1) + 7 (1) g1 () drnde

0491 (1) 0 mdf (A.6)

Par une derniere intégration, on a

[ fi@ds + o [ [ s
_ _/z/SEIl/l/l [ (F) g2 (F) + 7 (r) g1 (r)] drdndeds
—ag; ( /:C /S 7d§ds

En utilisant la condition au bord (A.3]), nous obtenons

fi@) + BRQ //—dﬁds

- —/0 /0 E](§)/§ /n m (r) go (r) + v (r) g1 (r) drdnd&ds
—agy (1) /Ox /OS E[l@dfds.

Par conséquent,

/1’/ lﬂfl +agl '+ E[l(g) /nl /:m(f)gz( ) +(r)gy (r) drdn| déds.

Il reste a déterminer f’(1). En remplagant x par 1 dans (|A.6]), nous obtenons

RO+880 [ gt = [ ~grg ] e+ 0) 0 0]
~od, (1) [ e
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Ce qui donne

RO (140 [ gt) = [ g L a0+ 00 0 ardns

~odt (1) [ e

D’ouon a :

B g ey I (1) 02 (1) + 7 (1) g1 ()] drdnds + g (1) ) gty
L+ 5 Jo wredé '

(1) =

]

Méthode d’obtention des coefficients a(z), b(z) et ¢(z) du systéme (2.15).

Posons

ou

-

z:z(x):;/ox <;I<<%>4d§ ot h:/ol <g](8)>idg.

On a donc

Dans le but de transformer le systeme (2.20)), on calcule les dérivées successives sui-

vantes :
¢(x) = 2 x fl(2) = zf(2)
¢"(x) = 2" x fl(2) + 2% % f(2) = 2z f'(2) + 22 f(2).
(;5/”(%) = szfl(z) + 3Zxxzzf//(z) + zif’"(z).
O (1) = Zasaof'(2) + 42pmaza [ (2) + 322, "(2) + 322, f"(2) + 622200 " (2) + 20 f U (2).

En remplagant les dérivées précédentes dans la premiere équation de (2.20)), en ran-

geant par ordre décroissant les dérivées de f et en divisant toute I’équation par z%, on
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obtient les coefficients a(z), b(2) et ¢(z) du systéme ([2.15) donnés comme suit :

(2) 620 N 2ET ()
a(z) =
22 2, E1 (z)

322, 62,.ET (x)  EI'(x)  42pes
b(z) = + +
24 23E1 (x) 22E1 (x) 23

Zpgzr | 2Zzaa B (T)  2p BT (2)
c(z)=—+— 1
z 22E1 (x) ZAET (x)
Méthode d’obtention des coefficients b;(z), ¢1(z), di(2), bi1, bia, ba1, boo et
bos du systeme (12.28]).
Dans le but de supprimer le terme de la dérivée troisieme a savoir a (z) f” (z) de (2.22)),

une nouvelle transformation d’espace inversible est introduite :

g(z):exp(i/oza(g)dC)f(z), 0<z<l

Ce qui implique que

f(z):exp(—i/oza(g)dg“)g(z), 0<z<l

On dérive successivement f(z).

1) = (309 + g exp (—5 [ a0 dc)
1) = (~30EE) - 50 () + 5@t (@) +9') ) exw (— [ a€)dc)
1) = (—30"E) — (R ()~ Ja)g () + s (a)g() ) esp (- [ a()dc)
(1090 = e Glae) + 9" () exp (4 [a(€)dc)
19G) = (—3¢"(2)e) — () () - Sa(2)9" () — (g (2) e (=5 [ a () c)
+ (a0 + 1a?(2)g(e) + S (al2)g () ) o ([ a()dc)
+ (5006 — SR ) exw (5 [Ca(©)dc)
— (350G e + e (he() + 99 ) exp (—5 [ alc)ac)
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En remplagant les dérivées précédentes dans le systeme (2.22), on obtient les coeffi-
cients by(z), ¢1(2), di(2), bi1, bia, ba1, bag et bog du systéme (2.28) définie par ([2.29)-
(2-36).
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Annexe B
Pour la deuxieme partie

Lemme B.1. Soit V ={w € H?*(0,1) | w(0) = w,(0) = 0}.

Alors il existe une suite de fonctions {¢;},—, telle que
{¢i};2, soit une base orthogonale de V

et

¢; }2 | soit une base orthonormale de L*(0,1).
i=1

Démonstration. Considérons L un opérateur différentiel d’ordre 4 défini par :
Lw = Weeee-

Considérons le probleme aux limites suivant :

Lw(z) = f(z), z€(0,1) (B.1)
w(0) = 0, (B.2)
w;(0) = 0, (B.3)
Wy (1) = 0, (B.4)
Wezp(1) = 0 (B.5)

Supposons aussi que f € L?(0,1).
Soit ¢ € V. En multipliant (B.1]) par ¢, en intégrant deux fois par parties et en tenant
compte des conditions aux bords (B.2)-(B.5), on obtient :
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1 1
j[ u&z¢1xd17::j/ f¢”j$
0 0
pour tout ¢ € V.

Le fait que f € L?(0,1) assure la continuité de la forme linéaire.

La forme bilinéaire symétrique

est continue et coercive sur V. En effet,

0,0 < [ wantee | da
< | waellz2(0,0) | Pa || £2(0,1)
< lwllazepllélla o0
< Nulvloly-

Ce qui prouve la continuité de a. De plus, on a :

a(w,w) = meH%Q(O,l)
> ||w||i2(0,1)
1
alww) > gl

Ainsi, le Théoreme de Lax-Milgram nous permet de montrer que la formulation faible
admet une unique solution w € V.

De ce qui précede, il existe une unique solution faible dans V' définie par

w=L(f)

avec
L' L2(0,1) — L*(0,1).

On remarque que L' est un opérateur linéaire et continue.

De plus,

HwHH2(o,1) < CHfHL2(0,1)

et grace a l'injection compacte de V' dans L?*(0,1) alors L™! est compact.

Il reste & montrer que 'opérateur L~! est symétrique.
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Soient f,g € L*(0,1) et posons

w=L7'(f)
et
v=L""(g)
On a
<L f g>L2 01) - <w g>L2(O 1)
1
= wgdx
0
1
= w Lvdz
0
1
<L f, g>L2 oy = WVpgre AT

Par deux intégrations par parties, on obtient finalement :

1
<L fs g>L2 01) /0 Vg Wep AT = a(v, w). (B.6)
De la méme maniere, on obtient :
(FL79) oy = /O Wagtye dz = a(w, v). (B.7)

Puisque a est symétrique, on a :

<L f g>L2 (0,1) - <f’ L_19>L2(0,1) ’

D’ou L1 est symétrique.

Au regard des propriétés de compacité et de symétrie de 'opérateur linéaire continue
L~/ il existe une base orthonormale {¢;};-, de L?(0,1) constituée de vecteurs propres
de L7

De plus, ces vecteurs propres sont des fonctions de V' selon la définition de 'opérateur
L~1. Aussi par la formulation faible, on remarque que la base {¢;};-, est bien une base

orthogonale de V' muni du produit scalaire af(.,.). O
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Annexe C

Les trois (3) articles publiés dans

deux (2) journaux spécialisés
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AMS subject classification: 35B35, 35P20, 93D15.
Keywords: Beam equation, boundary feedback control, exponential stability, semi-
group theory, Riesz basis.
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1. Introduction

In this paper, we study the Riesz basis property and the exponential stability for a flexible
Euler-Bernoulli beams with variable coefficients under a force control in rotation and
velocity rotation. The equations of motion of the system are described as follows

mx)ws (x, 1) + (EI(xX)wyy (x,8))xx =0, O<x<l1,t>0, (1.1)
w(0,71) =w, (0,1) =0, t >0, (1.2)

(ET()wyy)y (1,1) =0, t >0, (1.3)

—ETI(Dwyy (1,1) = awy (1, 1) + Bwy(1, 1), t >0, (1.4)

where « and B are two given positive constants, w(x, ¢) stands for the transverse dis-
placement of the beam at the position x and time . The subscripts ¢ and x denote
derivatives with respect to the time ¢ and the position x respectively. Without loss of
generality, the length of the beam is chosen to be unity. E7(x) is the flexural rigidity
function and m(x) is the mass density function of the beam. —(E1(x)wyy (X, 1))xx 1S
the total lateral force acting on a slice of the beam of length dx, located at the position
x and the time ¢. (E1(.)wyy)y (1,¢) and —ET(1)wyy (1, t) are the force and the torque
acting on the rigid body from the beam at the time ¢. Throughout the paper, we always
assume that:
m(x), El(x) e C4(0, 1), mx),EI(x) >0

for any x € [0, 1]. Likewise, the coefficients are supposed to be variable because it is
common, in engineering, to adopt problems with nonhomogeneous materials such as
smart materials ([9]).

Exponential stability is the most desirable kind of stability. More precisely, the
problem (1.1)-(1.4) is the nonuniform version to ([15], case B # 0) and ([13], case
B = 0). In their papers, the authors have proved that the uniform closed-loop system
is well-posed in the sense of Cp-semigroup of contractions theory. From Shkalikov’s
method [14], a spectral analysis of the operator and the property of the Riesz basis
were studied to derive the exponential stability of the system. Moreover, there are
two steps usually found in the study of linear systems with variable coefficients (see
e.g. [6]): the first is to transform the dominant term of the system under study into a
uniform dominant equation by space scaling and state transformation where no variable
coefficient is involved any longer, while the second is to approximate the eigenfunctions
of the system by those of the uniform dominant equation. This fundamental idea comes
essentially from Birkhoff’s works [2] and from [11]. This approach was used to study
the Euler-Bernoulli equations with variable coefficients (see [6], [7], [17], [18]). Also,
another method which is used for the verification of the Riesz basis is the Bari’s Theorem.
In our case, we use aresult due to Wang et al. (see e.g. [17]) in order to study the problem
with eigenvalues related to problem (1.1)-(1.4) in the form of an ordinary differential
equation L(f) = Af with A-polynomials boundary conditions (see [14]; [16]). We
establish conditions on the two feedbacks parameters at the boundary « and B in order
to obtain the property of the Riesz basis and the exponential stability of the system
(1.1)-(1.4).
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The rest of the paper is organized as follows. In section 2, the system (1.1)-(1.4) is
formulated as an evolution problem and studied in semigroup framework. In order to
examine if the system is exponentially stable, in section 3, the spectrum of the system
operator is analyzed and it is demonstrated that the generalized eigenvalues of the operator
form an Riesz basis in the corresponding state space.

2. Semigroup formulation

The semigroups generated by the system operator of an abstract Cauchy problem, can
be used to completely characterize the well-posedness and the stability of its solution.
Hence, the following formulation provides an efficient tool for the discussion on asymp-
totic and exponential stability. In the following, the notation v = w;, (velocity of the
beam) is used. Let us introduce the following spaces:

Hz (0, 1) = {w € H*(0, 1) |w (0) = wy (0) = 0}. 2.1
The Hilbert space is defined by:
H = HZ (0,1) x L*(0, 1), (2.2)

with the inner product

1 -
(w, V) = /0 (m@) f2 (0820 + EL) S (0 8] ) dx + B (D g] (D, 23)

where w = (f1, fz)T e H,v = (g1, gz)T € Hand we denote by ||.||y the corresponding
norm. The superscript 7" stands for the transpose and the spaces L?(0,1) and H* (0, 1)
are defined as

1
L?(0,1) = {w [0, 1] — (C‘/O lw|>dx < oo} (2.4)

HE O, 1) = fw 10,11 > Clw,w®, ... w® e L2, D] 2.5)
LetA : D (A) C H—H an unbounded linear operator with the domain
D (4) = { (f.9)" € (H*(0.1) NHE (0, 1)) x Hy (0. 1) [ (E1 () f" () (1) =0,
—EI() f" (1) = ag:(1) + ﬂfx(l)}(2-6)
defined by

T
A(f,g>T=(g<x>,— (E1<x>f"<x>)”) : (2.7)

m (x)
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Now (1.1)—(1.4) can be written formally as a first order evolution problem

d
Ey(t) :Ay (t) (28)
y(0) =y € H,

where y (1) = (w (., 1), w; (., )T, y (0) = (wo, vp)T forallt > 0.

We demonstrate now the following fundamental well-posedness result for the system
(1.1)—(1.4).

Theorem 2.1. The operator A defined by (2.6) and (2.7) is a closed, densely defined,
dissipative operator with compact resolvents. Furthermore, A is invertible with A ~! being
compact and A generates a Co-semigroup of contractions on H denoted by {S(7)},>¢ -

Proof. When the functions u = EI = 1, this result is obtained in [15]. We will use
again here the well known Lumer-Phillips theorem (see, e.g., [12]). First, we will show
that the operator A is dissipative. For any w = (f, g)T € D(A),

1 AT
< Aw, w >=<(g(x),— ( )(El(x)f”(x)) )  (f, g)T>

u(x

1 1
<Aw,w >=— /0 (E1) £ () g(x) dx+ /0 EI(x)g" (x)f"(x)dx+Bg (1) f'(1)

Integrating twice by parts and using the boundary conditions (1.2)—(1.4), we have

1
< aw,w === [ EI0[ 0T - @0F7) ds
+B(g' () f' () — (g’ (D) —alg (DI

Taking real parts, we obtain Re < Aw, w >= —a|g'(1)]*> < 0. Thus, Aisa dissipative
operator.

Next, the domain D(A) is clearly dense in H and the operator is closed. Finally, we
prove that A~! exists. For any ¥ = (g1, g2)! € H, we need to find a unique ® =
(fi, f2)T € D(A) such that A® = W which yields

fL(x) = g1 (x), g €HE 0,1
(ET @) fl )" = —mx)g(x), g eL*©,1)

f10) = fO)=(EIO[)) 1)=0
—EI(D) f () = afs(D+Bf (1) =agi(D)+Bf1).

A direct computation shows that the above solution is given by

f2(x) =g1 (x)

[T TBAM Hag () /lfl ]
fi () = fO/O[ e R ), | moen e
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Thus, A~ exists and is bounded on H. Furthermore, the Sobolev embedding Theorem
implies that A7l is compact on H. Now according to Lumer-Phillips Theorem, the
statement of the Theorem follows. [ |

3. Riesz basis and Exponential stability

3.1. Spectral Analysis of operator A

In this subsection, we study the eigenvalue problem of A. Our work shall make use of
the following result from [18], which deals with the eigenvalue problem of beams in
the form of an ordinary differential equation L(f) = A f with A-polynomial boundary
conditions (see [14]; [16]). To begin, we recall some notations and definitions. Let L (f)
be an ordinary differential operator of order n = 2m € N,

n
L(H=f"@+> A@f" V@, 0<x<1, (3.1)
v=1
and let the boundary conditions defined at the two points x = 0, and x = 1 be
kj
Bi (=Y (i f @O+, rG M), 10, (2
v=0

where k; e N, 1 <k; <n—1land«aj, ﬁjv e C, ozjo} + "Bjo‘ > 0. Suppose that the
coefficient functions f, (x) (1 <v < n) in (3.1) are sufficiently smooth in (0, 1), and
n

that the boundary conditions are normalized in the sense that k = Z k ; is minimal with
j=1
respect to all equivalent boundary conditions (see M. A. Naimark [11]).
Let fi (x, p) (k =1,2,...,n) be the fundamental solutions for the equation:
LH+p"f+p"nx) f(x)=0 peC (3.3)

where u© (x) being continuous in [0, 1], and let wy (k = 1, 2, ..., n) be the n-th roots of
" + 1 = 0. If we denote by A (p) the characteristic determinant of (3.3) with respect
to (3.2)

Apy=det[B; (iG]

then A (p) can be expressed asymptotically in the form for (r > 1)
Ap) = ph Y e F] (3.4)
kg "
whenever p is large enough (see A. A. Shkalikov [14] and M. A. Naimark [11]). Here,

k. is a k-elements subset of {1, 2, ..., n}, M, = Z wj,
Jeky

k k -1k —r+1 ok —
[F k]r:Fok‘H’ R+ 40 R +0 (7)),
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and the sum runs over all possible selections of k. Here and henceforth, O (,o_r) means
that ‘,or x O (,o_r)‘ is bounded as |p| — oo.

Definition 3.1. ([18] p. 461) The boundary problem (3.3) with (3.2) is said to be regular

if the coefficients Fg§ *in (3.4) are nonzero. Furthermore, the regular boundary problem
(3.3) with (3.2) is said to be strongly regular if the zeros of A (p) are asymptotically
simple and isolated one from another.

Let Wy" (0, 1) be the usual Sobolev space of order m and let
VE O, ) ={f(x) e W3 (0, 1) |B; (f) =0, kj <m}.
Define a Hilbert space
H=Vy(0,1)xL>,1),

with the norm
ICE N7 = 1 F 1y + l1gll3

and define the operator A in H by

{ A(f,e)=(g —L(f)—pnx)g) (3.5)
DA)={(f,g) eH|A(f,g) €H, Bj(f)=0, k;j >mj. '

The following result used in [18] was presented in [19]. The reader can be also referred
to ([17], chapter 3).

Theorem 3.2. ([18] p. 461) If the ordinary differential system with parameter A = p™

L(f.0)=L(f)+ 2 f +rp@) f (3.6)
Bj(f)=0, 1=<j<2m |

has strongly regular boundary conditions, then the generalized eigenfunction system of
A form a Riesz basis in the Hilbert space H.

According to Theorem 2.1, A has a compact resolvent then o (A), the spectrum of A
consists only of isolated eigenvalues, which distribute in conjugate pairs on the complex
plane.

Let L € 0 (A) and ® = (¢, V) be an eigenfunction of A corresponding to A. Then
we have W = L¢ and ¢ satisfies the following equations:

Mmx)e (x) + (E1(x)¢" ()" =0, 0<x <1,
#(0)=9¢'0) = (E10)¢"()) (1) =0 37)
P" (1) = — (@r+B) ¢ (1).

EI (1)

In order to solve (3.7), spatial transformations as introduced in [6] are performed, which
convert the first equation of (3.7) into a more convenient form. For this reason, (3.7) is
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firstly rewritten as:

2ET (x) EI" (x) A2m (x)
“) " " _
o (x)+—EI(x) ¢ (x) + EI () o) (x)+—EI(x) p(x)=0, O0<x<l,
¢ (0) = ¢’ (0) 1= (E1()¢"()) (H)=0
¢ (1) = “EL D (ar+B) ¢ (1).

(3.8)
In order to transform the coefficient function appearing with ¢ in the first expression of
(3.8) into a constant, a space transformation is introduced. Let

F@=60, 2=z =+ (28 4 (3.9)
o \Er @)

I i
h:/ (m@)) ac.
o \EI(Z)

Thus, (3.8) can be transformed using again its boundary conditions

where

fP@D+a@f"@Q+b@ f @) +c@ f@+r1*hf@) =0, 0<z<l,
()= f(0) =0,

I ET(OZ () f" () +[EI (D22 (1) +3EI(Dzex (D ze (D ] f7 (1)
H[EI(Dzexr () + EN Dzex (D] (1) =0,

” Zxx (1) ak+ ,3 /
1 1) =
U ”[z;(l) " El(l)zxa)]f =0
(3.10)
with ‘ 5
_ OZxx El (x)
a(z) = z +szI(x) (3.11)
323, 62 El'(x) | EI"(x) | Azu
b(z) = o + ET () ZET (v) 2 (3.12)
_ Zxxxx 2Zxxx El (x) Txx El" (x)
€@="2 Z4ET (x) ZAET (x) (3-13)
L (m@\ 1 m@
Zx = A (El(x)) y Iy = h4—EI(x) (3.14)
and X 1
_i m (x) _Zi m(x) \*
YA (El(x)) dx (EI(x)) ' G-15)
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In order to solve (3.10), the strategy as in Chapter 2, Section 4 of [11] is used. Hence,
in order to eliminate the third derivative terma (z) f" (z) in (3.10), anew invertible space

transformation is introduced:

1 Z
g(z)=eXP<Z/ a(()dé“)f(z), 0<z<l.
0
Boundary value problem (3.10) can be written as:

P@D+b @ @+ @ @ +d (2)g@) +1h*g () =0, 0<z<l,
g0)=g0)=0

g () +big (1) +bipg(1)=0

g" (1) +bug" (1) + bang (1) +byg (1) =0,

(3.16)
where
3 / 3 2
by (z) = 54 (z) — ga (z) +b(2) (3.17)
e1(0) = %a3(z) - %a(z)b(z) —d"@) 4 e2) (3.18)
3 2 " 3
di(z) = = 1% (z) — a (z)+§a (2)a*(z) — 256 *(2)
1 a(z)c(z)
+b(z) (Ea (z) — —a (Z))- 1 (3.19)
. _1 Zxx(l) ar :3
=500+ Bt ) T EI a0 520
bio = — ')+ La2a1) - Laqy (D oan p 321
12 = —ga (D) + fea™(l) = za )<z,%<1> T EDnm EI(l)zxm) 62D
B 32..(1)  EI'(D)
ba = =za) + 2() " EI(D)ze(D) (3.22)
_ 3 3 _ EI'(Da(1) _3Zxx(1)a(l) Zxxx (1)
b = =)+ ) 2EIMo () 22() | 2
El (1)Zxx(1)
EI(HZ3(1) 29
1, 3 L a (WET'(1)
by = —74 (1)—|——a (Da(1) — a1 (1)—m
_361 (Dzxx (1) n EI'(1)a*(1) 4 3zex(Da?(1)
4z2(1) 16E1(1)z,(1) 16z2(1)
_azeex (D) (3.24)

4z3(1)
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Due to the invertibility of the above transformations, the obtained problem (3.16) is
equivalent to the original problem (3.7).

To further solve the eigenvalue problem (3.16), we follow the procedure in G. D.
Birkhoff [2], [3] and M. A. Naimark [11] and divide the complex plane into eight distinct
sectors,

k k41
il %},k:(xl,z,..ﬂ (3.25)

Sk:{zeC:Tfargzi

and let w1, wy, w3, w4 be the roots of equation 6% + 1 = 0 that are arranged so that
Re (pw1) < Re (pw2) < Re (pw3) < Re (pws), Vp € S. (3.26)

Obviously, in sector S, we name the roots of —1 as

3 ﬁ+ﬂ.
=€X - | = — —1,
1=ty > T

+

9

(47) =%
wy=expli-m | =—
4

2

V2.

—I1

2 2

5 V2 V2.

w3 =expli-7|)|=——7——1I,
4 2 2

V2.

_l,

B 7\ V2
w4 = exp 1471 = >

which satisfy the inequalities in (3.26) and choices can also be made for other sectors. In
the rest of this section, we shall derive the asymptotic behavior of the eigenvalue of the
sectors S1 and S because the same will hold for the other sectors with similar proofs.

2

P
Set A = ﬁ’

solutions of system (3.16), we need the following result(see [11] and [18]):

in each sector S;. In order to analyse the asymptotic fundamental

Lemma 3.3. For p € S; with p large enough, the equation:
V@D +b @ @D+ @8 @+di(@Dg@+p'g@ =0, 0<z<1,
has four linearly independent asymptotic fundamental solutions,

(Ds,l (2)
0

D, (z, p) = eP? (1+ —|—(’)(p_2)), s=1,2,3,4

and hence their derivatives fors = 1,2, 3,4 and j = 1, 2, 3 are given by

)

d’ .
— & (2, p) = (pwy)! e’ | 1 +
dz’

ch,l (Z)
0
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where
ch,l (z) =—

1 Z

; f by (0)dz.
Ws Jo

Hence, fors = 1, 2, 3, 4,

1 " 1 1
/b1<;>d;=—, Withm=——f b (¢)ds.
0 w 4 Jo

N

1
051 (0) =0, @51 (1) =—7

Wy

For convenience, we introduce the notation [a], = a + O (,0_2).

b1 /2
Lemma 3.4. Forp € §;, ifwesetd = sin 1= 3 then we have following inequalities

Re (pw1) < — |p| 8. Re (pws) > |p| 8 and "' = O (p~2) when |p| — oo.

Using Lemma 3.3, we obtain asymptotic expressions for the boundary conditions for
large enough |p|, fors =1, 2,3, 4,

Us (@5, p) = &5 (0, 0) =14+ 0 (p7?) = [11,
Us (®y, p) = @} (0, p) = pos (1 + O (p77)) = pass [ 11,
U2 (CI)S’ 10) — CD;/ (1’ p) + bllq)g (17 IO) + blZCDs (19 10) )
U (Ds, p) = (pwy)? e (1 + yo; >+ wip oy +yup o, + 0 (p72))

where

_ aa(l)
AEI(1)z, (DA%
Then,
Uz (5, p) = (pw5)* " [1 +yo;> + pup oy +yup~ o], .
Similary,

Ul (CDSa /O) = CD;// (19 p) + bzlq);/ (15 IO) + b22¢§ (17 IO) + b23q>s (1’ p)

Ui (@, p) = (pwy)’ e”> (1 + (g + ba1) p oyt + O (072))

Ui (s, p) = (pay)’ e [1+ (g +ban) p~ o) '],
2
Note that A = % # Oisthe eigenvalue of (3.16) if and only if p satisfies the characteristic

equation

Uy (@1, p) Us (D2, 0) Uy (D3, p) Us(Py,p)

Us (@1, 0) Uz (P2, p) Us(P3,p) Usz(P4,p) 0 3.27)
Uz (@1,0) Uz (P2, p0) Uz (P3,p) Uz (P4, p) ' '

Ui (@1, p) Ui (P2,0) Ui (P3,p) Ui (P4, p)

A(p) =
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By substitution, we obtain

[1]> [1],

pwi [1]5 pw [1]5
A(p) = 0 (pw2)?* P*? [1 +yoy 2+ up oy v p o) )
0 (w2 e [1 4+ (uy + ba) p~' 03|
[1]>
pws [1]o

1 1
3! + e 0 3]2

(pw3)® ™ [1 + (1y + D21) /0_1603_1]2

0
0

(pws)* "™ [1 +yw i+ up”

(pw3)* €3 [1 +ywy+up”

1 -1 —
oyt +ymp 1w43]2

(pa)* e |1+ (uy +bo) p~' ooy
Expanding the above determinant, we obtain the following expression:
A (p) = pe" (=) (w3 — o)) [(077 — @)y + (1 + ba) (@ —wyHp™!
+y () + b)) 2wy — w0y e
@y = e + v (@37 — w) ) e
+Hwr — oD[(037 — 0 )y + () + b)), — w3 Hp™!
+y (1 + b)) (o3 0) ! — o) ;e ™!
(@3 — oy He T Fyp ;7 —w e e P2+ 0 (p72)).

In sector Sy, the choices are such that:

a)% = —I, a)% =1, w% =1, a)ﬁ = —i, a)3_1a)4 =1, a)z_la)4 = —i, w3 =—wy,

wy— w3 =2, 0] —w3 =2, 03— =V2, w—wr=—iv2,
a)gz—a)Zz:—Zi, a)3_2—a);2:—2i, w%wﬁ:l, w%wi:l,

w,” —w,” =—(1+iwy, a)3_3 — w;3 =1 —-1)w;.

Putting them into A (p), we obtain:
A (p) = 232y pOeP {eP ™ —i ™" 4 [ppeP”? + pze P21~ + 0 (07%)), (3.28)

where \/_
2 by
Mo = —[2M1 + ba1 — —1]
2 14

V2 by
RS
2 14

(3.29)
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Theorem 3.5. If y # 0, the boundary eigenvalue problem (3.16) is strongly regular.

Proof. Since
O_10=—-2V2iy ©O19=2v2y ©go=0

so the eigenvalue problem (3.16) is strongly regular. |

For the definition of strongly regular boundary problem, the reader is referred to (pp.
43 Definition 3.2.5 in [17]).

Now, we compute the asymptotic behavior of A,,. The equation A (p) = 0 and (3.28)
imply that

P2 —jeTP2 4y p e 4 pspTle P2 + O (p2) =0 (3.30)
which can be rewritten as
e’ —ie "2+ 0 (p~') =0. (3.31)
Ignoring the higher order terms, the following equation
eP?? —je P2 =(

has solutions

1 i
pn:<——n)—,n=1,2,... (3.32)
4 w)

Let p,, be the solutions of (3.31). So by Rouche’s theorem (see M. A. Naimark, p.70
in [11]) to (3.31), we get the following expression:

~ 1 :
pn:pn—l—an:(z—n)ﬂ—l—an, an:O(n_l), n=N,N+1,..., (3.33)
w2

where N is a large positive integer. Substituting p,, into (3.30), and using the fact that
e’? = ie” P2, we obtain

P2 _ pTUn®2 Mzﬁ;l—leanwz _ i/L3,571_1€_a”w2 + 0 (ﬁ;l—Z) —0.
Expanding the exponential function according to its Taylor series, we get

12%) Mn3

— + i+Om 2, n=N,N=+1,...
2602,0n 2a)2/0n ( )

an:

Therefore, we have

~ 1 j

4 1 1
“2 2{-—n)nm 2{-—n|xm
4 4
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~ 2
Note that A, = phiz #0, wy =e€'% and a)% =i. So we have

V2

= o

1 |2 1 2
(U3 — Ho) + 7 |:§ (U3 + Ho) + (4_1 — n) ﬂz} i+0@m"), (334

wheren = N, N + 1, ... with N large enough.
The same proof can be applied to sector > because the eigenvalues of the problem
(3.16) can be obtained by a similar calculation with the choices

1 V2 V2
w] = exp lZT[ =7+71,

(3) V2 V2,
w)y = exp ZZJT = — + 1,

2
7 V2
=exX -T)|=— - —
@3 =Py 2 T 2!
5 V22
wg=expli-m | = —
4 2
so that they satisfy the inequality
Re (pw1) < Re (pwz) < Re (pw3) < Re(pws), Vp € 5.
Then, in sector S, the characteristic determinant A (p) of (3.7) :

A (p) = 232y p0eP (e +i e — [ye”™ + pze "1™ + O (p77)).

By a direct calculation, we have

~ 1 '
P (L L P2 ;4 H3 +O(n ), n=N,N+1,...
4 w7 1 1
2{-—n|nm 2{-—n|nm
4 4
(3.35)
2
with N large enough. Again, using A, = % #0, wr = ¢ and w% = —i.
V2 1 [v2 1 2. _
An = W(M—Mz)—ﬁ 7(M3+M2)+ (Z—”) w’ i+0(n 1)’ (3.36)

wheren = N, N + 1, ... with N large enough.
Here we should point out that the eigenvalues generated from the other sectors Sk
coincide with those from S; and S,. The detailed argument can be found in M. A.
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Naimark [11]. Combining with (3.34) and (3.36), we obtain the following result on the
eigenvalues.

Theorem 3.6. Let A be defined by (2.6) and (2.7). If y # 0, then an asymptotic
expression of the eigenvalues of the problem (3.16) is given by

V2 1 |[V2
)\n:ﬁ(u3_ﬂ2)i_|:7

2
w2 (u3 + po) + (i — n) JTZ:| i+0(m"), (337

wheren = N, N + 1, ... with N large enough, and

2b 1 1 3
wy—pp = Y2 _ 1 (vV2hon ()3 E1(1)7) (3.38)
% o
w3+ o = ~2Quy + bay). (3.39)

Moreover, A, (n = N, N + 1, ...) with sufficiently large modulus are simple and distinct
except for finitely many of them, and satisfy

lim Rek, = — ((m(1))%(51(1))%) . (3.40)

n—+00 ah

Notice that in the uniform case with m(x) = EI(x) = 1, we find the following result

which was obtained in [15]:

1
lim Rel\, = ——.
n——+o0o o

3.2. Riesz basis property of eigenfunctions of A

In this subsection, we discuss the Riesz basis property of the eigenfunctions of operator
A of the system (2.8). We follow an idea due to Wang (see [18] pp. 473-475). We begin
with showing that the generalized eigenfunctions of A form an unconditional basis in
Hilbert state space H.

For this task, we introduce a transformation £ via

L(f, 8= (V)
where 1
_ _ Lt m(@)
¢(X)—f(z),1ﬁ(X)—g(Z),Z—h/0 <—E1(§)) dg, (3.41)
with

! m(;))}‘
— de. 342
/0 (El(o ¢ 042)
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It is easily seen that £ is a bounded invertible operator on H. Next define the following
ordinary differential operator:

LAH=fP@D+a@ " @+b@ 1@ +c@ f (2,
Bi(f)=f(0)=0, B (1f) = f'(0) =ﬁo,
_ V4 Z)C)C ( ) (Ol)“ + ) / _
By(f)=f <1>+[Z§(1) El(l)zx(l)]f (=0
By (f)= EI(Mz (1) f” (1) +[EI'(Dzz +3ET(Dzex (1) 2y (D) ] f7 (1)
HEIMzxex (1) + EI' Dzex (D] £/ (1) =0,

A

(3.43)
where the coefficients are given by (3.11)-(3.15). Let A be defined as in (2.7),n € o (A)
be an eigenvalue of A and (f, g) be an eigenfunction corresponding to 1, then we have
g = nf and f will satisfy the following equation:

fP@Q+a@ f"@Q+b@ @) +c@ f @ +nf@) =0,

with boundary conditions B; (f) =0, j =1,2,3,4. Now by taking A = % and

L(f.8)=(px), ¥ (x)

we see that v = A¢ and ¢ satisfies the equation

) EI'(x) ., 1" (x) , m(x)
6 )+ ()¢()+E1()¢()+ o

¢ (0) =9 (0) (EI1()¢") (1) =0
9" (1) = - (ar+p)¢ (1),

¢(x)=0, O0<x<l,

El (1)
(3.44)
Hence we have the following result:

neoA) & rea(A).

Theorem 3.7. Let operator A of the system (2.8). Then the eigenvalues of operator A
are all simple except for finitely many of them, and the generalized eigenfunctions of
operator A form a Riesz basis for the Hilbert state space H.

Proof. According to Theorem 3.5, the boundary problem (3.16) is strongly regular.
Therefore the eigenvalues are separated and simple except for finitely many of them.
Also, the strongly regular boundary conditions ensure that the generalized eigenfunction
sequence F, = ( s f,,) of operator A forms a Riesz basis for H. Since £ is bounded
and invertible on H, it follows that ¥,, = (¢n, Anq&n) = LF, also forms a Riesz basis on
H. ]

We are now in a position to investigate the exponential stability of system (2.8).
Since the Riesz basis property implies the spectrum-determined growth condition (see
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Curtain and Zwart [5]) and (3.40) describes the asymptote of o (A) , for any small ¢ > 0
there are only finitely many eigenvalues of A in the following half-plane:

S Reh > — - ((m(l))%(Em))%) te. (3.45)
ah

3.3. Exponential stability

The Theorem 3.7 is one of the fundamental properties of the evolutive system (1.1)—(1.4).
Many other important properties of this system can be concluded from Theorem 3.7. The
exponential stability stated below is one of such important property.

Theorem 3.8. System (1.1)—(1.4) is exponential stable for any 8 > 0 and « > 0. That
is, there are nonnegative constants M, w such that the energy E (¢) of system (1.1)—(1.4)
satisfies

B

1 ! 2 1 . I 2 —ot
E(t)_2 Elwxxdx—i-2 muw; dx—l—z(wx(l,t)) <ME@Q)e ™, Vt >0,
0 0

for any initial condition (w (x, 0), w; (x, 0)) € H.

Proof. According to Theorem 2.1, A is dissipative and ¢” is contraction semigroup on
H. If we can show that there is no eigenvalue on the imaginary axis, then the exponential
stability holds. Let A = ir with r € R be an eigenvalue of operator A on the imaginary
axis and ¥ = (¢, ¥)” be the corresponding eigenfunction, then v = A¢. Then we have

Re((AW, W) = —a |y (1)’

0= I¥|3Re (A) = Re((AW, ¥)) = —a |9/ (D),

since o > 0, we get
y' (1) =0.

Then ¢’ (1) = 0. ¢ (x) has to obey the uniqueness theorem of the differential equation:

{ Wm)¢ () + (EI (x)¢" (1)) =0, 0<x <1, (3.46)

P =¢"(0)=0¢()=¢"(1)=¢"(1) =¢" (1) =0.

The above equation has a zero solution only (see [8]). However, ¥ = 0 contradicts ¥
being an eigenfunction and so there is no eigenvalue on the imaginary axis. Therefore,
we get Re(L) < 0.

From Theorem 3.7 and the spectrum-determined growth condition, the system is
exponentially stable. n
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Abstract

In this paper, we study a flexible Euler-Bernoulli beam clamped at one end and subjected to a force control in rotation and
velocity rotation. We develop a finite element method, stable and convergent which preserves the property of time decay
of energy in the continuous case. We prove firstly the existence and uniqueness of the weak solution. Then, we discretize
the system in two steps: in the first step, a semi-discrete scheme is obtained for discretization in space and, in the second
step, a fully-discrete scheme is obtained for discretization in time by the Crank-Nicolson scheme. At each step of the
discretization, the a-priori error estimates are obtained.

Keywords: beam equation, Galerkin method, finite element methods, a priori estimates
1. Introduction

In this work, we study a dissipative numerical property by the finite element method for a flexible Euler-Bernoulli beams
with a force control in rotation and velocity rotation. The dynamic system that models the mechanical phenomenon that
changes over time is described as follows:

Wi (X, 1) + Wegrx (x,1) = 0, O<x<1,t>0, (D)

w(0,1) =w,(0,1) =0, t>0, )

Wi (1,1) = 0, t>0, 3)

Wi (1,1) = —awy(1,1) — Bw,(1,1), t>0. (@))

w(x, ) stands for the transverse displacement of the beam at the position x and time ¢. The subscripts ¢ and x denote
derivatives with respect to time ¢ and position x respectively. Moreover, —w,.x(x, ) dx is the total lateral force acting on
a slice of the beam of length dx, located at position x and time ¢ and w,,(1, f) is the force in rotation acting on the rigid
body from the beam at the time 7. The nonnegative constants « and S are the feedback gains that can be tuned in practice.
For simplicity sake, the flexural rigidity function, the mass density function of the beam and the length of the beam are
assumed to be unity. Moreover, the following notation v = w, (velocity of the beam) will be used in the sequel.

In (Touré, Koua & Diop, 2016), it has been proved that the system (1)-(4) is well posed in the sense of Cy-semigroup of
contractions. In order to perform the stability analysis of this system, the authors formulate the problem as an evolution
problem first. Also, from Shkalikov’s method (Shkalikov, 1986), a spectral analysis of the operator and the property of
the Riesz basis were studied to derive the exponential stability of the system.

Furthermore, it should be noted that for all ¢, in our case, the total mechanical energy & : R* — R* of the system (1)-(4)
is given by

L, L, B 2
s(t)zzj; wmd)c+§’f0 v dx + E(wx(l,t)) (®))

which decreases over time. Indeed, the time derivative of the energy functional £(¢) along the classical solutions of (1)-(4)
read as follows:

d _ 2
750 =—al:(1.0]" <0 (6)

because a > 0. The right hand side of (6) serves as a motivation in the design of the control aw,(1,?) + Bw,(1, ), ensures
the energy decay of the system in time. Moreover, according to Theorem 3.5 of (Touré, Koua & Diop, 2016) whose proof
is based on an idea of (Guo, 2002), the system (1)-(4) is exponentially stable for any 8 > 0 and o > 0.
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Figure 1. Energy decay

Our main contribution is to develop a convergent numerical method which faithfully reproduces some properties of this
problem such as stability and energy decay.

The rest of the paper is organized as follows. In section 2, from the weak formulation, we show the existence, uniqueness
and higher regularity of the weak solution. In section 3 and in section 4, we develop by finite element method, a numerical
method for the system (1)-(4) which conserves the dissipativity property.

2. Existence, Uniqueness and Higher Regularity of the Weak Solution
2.1 Formulation as a Dissipative Evolution Equation

Let us introduce the following spaces:

P "
H"(0,1) = {w S [0,1] — R}w, wh = a—v:,...,w“”) - T: e 12(0, 1)}

where

L*(0,1) = {w :0,1] —>R|f01 wi* dx < oo}.
Then, we also introduce the following functional space:
V = {we H*0,1) | w(0) = wy(0) = 0} )
and for energy space, the following hilbert space :
y==w :weVveL*0,1)) =V xL0,1), (8)

where the superscript T stands for the transpose. In the space y, we define the inner-product:

1
<yy>= % f e + W1+ i (D) ©)
0

where y = (w,v)T € y andy = W, V)7 € y. We denote by IIIl, the associated norm. Next, we define an unbounded linear

operator A : D (A) C y—y as follows:
A (W’ V) = (v, _Wxxxx) (10)

where D (A), the domain of operator A is as follows

D(A) = {(W, v ex :we HNO,1)NV),v e Viwe(1) = 0,we(l) = —avi(1) —ﬁwx(l)}- (1)
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Now we can write our problem as a first order evolution problem

d
y(0) =yo € x,

where y (f) = w(.,1),v (., T, y(0) = (wo, vo)! forall £ > 0.
We recall here the following fundamental well-posedness result obtained in Theorem 2.1 pp. 36 of (Touré, Koua & Diop,
2016).

Theorem 1 The operator A, defined by (10) and (11), generates a Cy-semigroup of contractions on y denoted by {S (¢)},s¢ -
Next results follow directly from Theorem 1:
Theorem 2 (12) has a unique mild solution y(t) = S(t)yy € C([0, 00); x) for all yy € x.

Notice that the contractivity of the semigroup also implies that ||.||, is a good candidate for the Lyapunov functional for
(12). Let the functional ¢ : y — R defined as follows

1 1! B
— IR = 2 2 2
() =yl = Efo w2, dx + Efo Vdx + 2 w(1L0). (13)
Analogously as in (6), for all classical solutions y it follows that:

L) =S1biE =~ () <0, (14)
hence time evolution of the Lyapunov functional along the classical solutions is non-increasing. Furthermore, from
Theorem 1, the decay of energy along the classical solutions can be extended to mild solutions :

Theorem 3 Assume that y(t) is the mild solution of (12) for all yy € x. Then y(t) — 0 in y when t — oo.

Remark 1 The right hand side of (14) is formed by a control variable. Thus, %Ilyllf( = 0 does not imply y = 0 through
(12).

Now write the system of equations (1)-(4) in the weak form.

2.2 Weak Formulation

Let ¢ € V. Multiplying (1) by ¢, integrating over [0, 1] and taking into account the given boundary conditions (2)-(4), we
have

1 1
f Wi dx + f W dx + [Bs(1, 1) + awn(1, 0] 2(1) = 0 (15)
0 0

VoeV,t>0.

It seeks to define a weak solution of (1)-(4). But first, make an appropriate choice of spaces. We follow an idea used in
(Banks & Rosen, 1987). Let the Hilbert space ¥ = R? x L2(0, 1) with the following inner product:

<n,&>=<nq), &) >z Heée) + 16)§6) (16)

for all 7 = (1), N2> N3)-E = €1y €2 E3) € Y. We also define the following Hilbert space X = RZx V = {y =
(w(1), wy(1), w); w € V} with the inner product

<YLY2 >x=< W1)xw, W2)xx >12 (17

It can easily be shown that X is densely embedded in ¥ and suppose that the canonical injection of X into Y is continuous.
Therefore, taking Y as a pivot space we obtain a Gelfand triple :

XcycXx

where X’ is the dual of X. Consider the following bilinear forms:

ap: XxX->R  (y,y2) = a1y, y2) =< y1,¥2 >x HBW1)(1)(w2)(1)

a:YxXY->R (7], f) [ an(z)f(z).

In the following definition, the bilinear form < .,. >xy is the duality pairing between X and X’, which is a natural
extension of the inner product in Y.
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Definition 4 Let T > 0 be fixed. We say that w = (w(1),w(1),w) is a weak solution of problem (1)-(4) on [0, 1] if
we L0, T;X)NnH'(0,T;Y)N H*0,T;X’) and satisfies

<Win§ >xx +a1(W,9) + ax(r ) = 0 (18)
for almost everywhere on t € (0,T) and for all a € X, with the following initial conditions
w(0) = Wo = (wo(1), (wo)x(1), wo) € X 19)

wi(0) =Vo = (vo(1), (vo)x(1), vo) € Y. (20)

Remark 2 The formulation (18) is equivalent to equality (15) if w € H*(0, T, X). Furthermore, in the expression (19), the
first two components of the right hand side are the boundary traces of wy € V. But for (v)(1) and (vp),(1) in (20), they are
given in addition to the function vy and not as its trace. Here, the term u,,(1) also need to be considered. Then, the bilinear
form ay(., .) with the first order boundary term in ¢ requires a slight generalization of the standard theory (as presented for
example in chapter 3 section 8 of (Lions & Magenes, 1968) or again in section 7.2 of (Evans, 1998)).

Recall the following Lemmas provided in Theorems 3.1 pp. 23 and 6.2 pp. 34 of (Lions & Magenes, 1968) where the
definition of the intermediate spaces is given and which will be useful in proving theorem of existence of weak solution.

Notice that, in the following, [X, Y], with 0 < 0 < 1 is the intermediate space defined as in chapter 1 pp. 11— 13 of (Lions
& Magenes, 1968), for X and Y Hilbert spaces, X C Y, X dense in Y with continuous injection by means of domains of
positive self-adjoint operators. Remark also that for 6 = 0, [X, Y]y = X and for6 = 1, [X, Y], = Y.

Lemma 5 Let X and Y be two Hilbert spaces, such that X is dense and continuously embedded in Y. Assume that
w € LZ(O, T;X)andv e LZ(O, T;Y). Thenw € C([0,T];[X, Y]%), after, possibly, a modification on a set of measure zero.

Since X C [X, Y]y C Y, each space being dense in the following, we have by duality (without any identification between
space and its dual) for 6 € 10, 1] :
Y C[X,Y],cX,

each space being dense in the following. We have the following duality theorem:

Lemma 6 Let X and Y be two Hilbert spaces, such that X is dense and continuously embedded in Y. For all 6 € 10, 1],
[X, Y], = [Y',X"],_q holds.

We will also use the following result:

Theorem 7 Let V be a subspace of H*(0, 1). Then there exists a infinite sequence of functions {¢i}i2, such that
{¢i}i2, is an orthogonal basis of V

and
{¢i}2, is an orthonormal basis of LZ(O, 1).

Proof. Let the operator B : V — L*(0, 1) defined as

YweV, BwW=Wyyx. 21
Consider the following boundary value problem :
Bw(x) = f(x), x€(0,1) 22)
w(0) = wr(0) = wyr(1) = wy (1) = 0.

Assume that f € L*(0,1). Let ¢ € V. Multiplying by ¢, integrating twice by parts and taking into account the given
boundary conditions yields:

1 1
f W dx = f fodx, VpeV. (23)
0 0

The fact that f € L2(0, 1) ensures the continuity of the linear form. Set

1
az(w,¢) = f Wix@y dX.
0
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Then a3 is symmetric bilinear form, bounded and coercive on V. The Lax-Milgram theorem allows us to conclude the
existence and uniqueness of the solution w of (21). Then, there exists a unique weak solution w in V such that w = B~!(f)
with B™! : L2(0,1) — L?*(0, 1). We remark that B~! is obviously linear and bounded. Furthermore, there exists a constant
C > 0 such that

Wllg20,1) < Cllfllz20,1)

and since V is compactly embedded in L*(0, 1) then B~! is compact. It remains to show that it’s symmetric. Let f, g €
L*(0, 1) and denote w = B~!( f)and v = B!(g). By straightforward calculation and integration by parts, we finally obtain

1
-1
<B" f,g>p0n= f VixWyr dX = az(v, w).
0

Analogously, we get
1
<f, B‘lg >1200,1)= f WiV dx = az(w,v).
0
Thus, a3 is symmetric and we have
-1 -1
<B f,g >L2(0,1)=< f,B g >L2(0,1) .

Hence B~' is symmetric. In view of compactness and symmetry properties of the bounded linear operator B~', there
exists a countable orthonormal basis {¢;};, of L*(0,1) constitued of eigenvectors B~!. Furthermore, these eigenvectors
are functions of V according to definition of B~!'. Moreover, from the weak formulation, one can see that the basis {#i}2, is
an orthogonal basis of V with respect to the inner product as(., .). O

2.3 Existence of the Weak Solution

Theorem 8 There exists a weak solution W of the equivalent weak formulation (18) such that :

weL”0,T;X),w, € L”(0,T;Y), (24)
we C(0,T];[X, Y]%), (25)
w; € C([0,TT;[X, YT)). (26)

Proof. This proof is based on the Faedo-Galerkin’s method and is an adaption of the proof of Theorem 8.1 pp. 287-290
in (Lions & Magenes, 1968). According to Theorem 7, there exists by extension an infinite sequence of functions {(/),}
that is an orthogonal basis for X and an orthonormal basis for Y. Consider such a sequence. Introduce the following ﬁmte

dimensional spaces spanned by {¢'}i:1 defined as:

Vm e N, Vm = span{al, ...,(bm = {Z aj¢)], ay,Qn,...,Qy, € R} 27
Jj=1
Step 1 (Construction of approximate solutions): We seek W = w,,(¢) € Vm the approximate solution of the problem.

Then w is in the form:
m
m = Z gim([)(pi’
i=1

where g;,,(f) e R(0 <t <T,i=1,...,m) are solutions of the formulation (18) on Vm. For a fixed m € N, we have:
< Wndi» @ >y +a1 (W, ) + (W) §) =0 VP V. (28)

The approximate differentials equations system (28) is completed with the initial conditions:

m

Win(0) = W0, Wino = Z Qimdi = Wo in X when m — oo (29)
i=1
m

’V\m(o) vaOa /V\mO = Z,Bima;i _>V0 in Y when m — 0o, (30)
i=1

with @, = gin(0) and B, = (gim):(0). According to standard existence theory for ordinary differential equations, we are
insured of the existence of solution w,, € C([0,T];X) of (28)-(30) for0 << T.
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Step 2 (A-priori estimates on approximate solutions): Let £ : R X X — R be the analogue of the Lyapunov functional
as defined by (13):

1 1
E(t,W):%[ f W2 dx + f Wixdxwwfz)(t)] (31)
0 0
L NESUSE N TGS R c e 2
E(t,w) = §||Wt(t)||y + EIIW(t)IIX + §(W‘2)(t)) : (32)
E(t,w) = [l(w, v)llx. (33)

Assuming that there exists a solution w,, € C*([0, 7] ;Vm) to (28) on some interval [0, 7] and taking ?q; = (W) in (28), a
straightforward calculation yields

d - - 2
SE@w) = —a|(@ne), 0] <0,

for all ¢ € [0, 7]. Dissipation of the functional E corresponds to the decay in (14) for the classical solution. This implies
uniform boundedness of the solution on [0, 7]:

E(t» Wm) < E(O’ Wﬂlo)’ t2 0
which implies that
{(Witmen is bounded in C([0,T];X), (34)
{(Wi)i)men is bounded in C([0,T];Y). 35)

It remains to find set in which (w,,);; is bounded. Considering the results (34)-(35), it is shown that for all a eX:

la1 (W(0), @) + a2 (W) (1), )| < Mligllx, V1 € [0, 7] (36)

where M is a positive constant which does not depend on m. Now, let m € N be fixed. Furthermore, let 5 € X and
?q; =] + ¢, such that p; € V,, and ©, orthogonal to V,,in Y. Then, we get < (Wm),,,a >y=< (Wp)u» ¢1 >y. From (28) and
(36), we have:

< Wi @ >y= —a1(wWi(t), 91) — a2(Wn)i(1), 91) < Mligillx < Mllglix (37)

This implies that
Wp)u is bounded in C([0,T];X"). (38)

Step 3 (Passage to the limit): According to the Eberlein-Smulian Theorem (see Brezis, 2011, e.g.), we can extract weakly
convergent subsequences {W,,, }ien, {(Wp, ) e and {(Wi, )i }iewy withw € L2(0,T; X) , w; € L*(0,T; Y) and Wy, € L*(0, T; X)
such that:

(W) = W in L*0,T;X), (39)
(W)} = W, in L*0,T;Y), (40)
(W)} = Wy in L*0,T; X'). (41)
Furthermore, (40) yields
(W)} = Way in L*0,T;R). (42)

Let mg € N. For all functions g € L*(0, T; V,,,,) of the form
Mo
P = ) p()65(x) (43)
=1
where u; € L*(0, T;R) and for all m; > my, the formulation (28) becomes:

T
f < )i @ >y +a1Fys D) + @2(F)s ) = 0. (44)
0

Therefore, passing on to the limit in (44) for m = m;, when I — oo and using the convergence results (39)-(41), one
obtains:

T
f < TP o a1 (5, 8) + ax( P = 0. (45)
0
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Then, one obtains < Wy, @ >x.x +a1 (W, @)+a(w;,») =0 a.eon [0, T]forallg € L*(0, T; X). Since the functions ¢ of the
form (43) are dense in L*(0, T; X), w is therefore the solution of the weak formulation. For the additional regularity, from
the construction of the weak solution and due to (34)-(35), w satisfies (24). Furthermore w satisfies (25) using the Lemma
5, after, possibly a modification on a set of measure zero, and the regularity (26) follows from Lemma 5 and Lemma
6. a

2.4 Uniqueness of the Weak Solution
Theorem 9 The solution w of the weak formulation (18) with the initial conditions (19)-(20) is unique.

Proof: This proof of uniqueness is an adaption of the proof of Theorem 8.1 pp. 290-291 in (Lions & Magenes, 1968).
Before shgwing uniquep\ess, we prove that the solution W satisfies the initial conditions (19)-(20). Let ¢ € C*([0,T1; X)
such that ¢(T) = 0 and ¢,(T") = 0. Integrating the equation (18) over [0, T'], we get:

fo T[< Wi, @ >xx +ai (W, @) + ax(w,, §)ldr = 0. (46)
By integrating twice by parts over [0, 7] under the duality pairing, we have:
fo < B o a5 + axF PldT =< T0,FO) >xx - < TO),FO) >y @7)
Let m be fixed. We obtain analogously by integrating twice by parts expression(28) :
T — — — — —
fo [< Wins Bu >y +a1 (Wi, @) + a2((Win)r, 9)1dT =< Vg, $(0) >y — < W0, $(0) >y . (48)
Passing to the limit in (48) along the convergent subsequence, using (29)-(30) and (39)-(41), we obtain:
fo < T oy @) + @@ Pl =<To, O >y — < To,F0) >y (49)
Comparing expressions (47) with (49), we can deduce that wy = w(0) and w,(0) = V(0). Thus the initial conditions (19)-

(20) are satisfied.
Now it suffices to show that the only weak solution of (18) is w = 0. To verify this, fix 0 < s < T and introduce an

auxiliary function: ’zﬁ\: 10,T[ - R,
S
E(t):{ j; wrdr 0<t<s

0 t>s.

Integrating (18) over [0, T[ and then using one integration by parts with ’1,/7(t) = E(t) in (18), we obtain:

fo < WD), (1) >y —a1 @), §(0) + ax@(@), W(o)ldr = 0. (50)

Sdrl 1 -
fo ]S - Sa @, v

dr = — f " a0, ). (51)
0

This is equivalent to [%umr)ni—%al@(r),i(ﬂ)]; =— fo " ay(W(T), W(r))dr. Thus we get %||W(s)||§+%a1@(0),$(0)) <0.

Since the bilinear form a;(.,.) is coercive, w(s) = 0 and z’p\(O) = 0. Also, since s € ]0;T[ was arbitrary then w =
0. |

2.5 Higher Regularity Results

Before stating the theorem of the stronger continuity of the weak solution, recall the lemma 8.1 of chapter 3 pp. 297 of
(Lions & Magenes, 1968) which will be used in the proof of this theorem.

Lemma 10 Let X and Y two Banach spaces, X C Y with continuous injection, the space X being reflexive. We set:
C([0,T];Y)={we L™, T;Y) : t >< f,w(t) > is continuous on [0,T],Vf €Y'}

which denotes the space of weakly continuous functions with values in Y. Thus we get

L0, T;X) N Cw([0, T1:Y) = Cu([0,TT; X).

36



http://jmr.ccsenet.org Journal of Mathematics Research Vol. 9, No. 4; 2017

Proof. For the proof, the reader is referred to chapter 3 pp. 297 —-298 in (Lions & Magenes, 1968). O
Theorem 11 The weak solution w of (18)-(20) satisfies

we C([0,T];X), (52)

w; € C([0,T];Y), (53)
after possibly a modification on a set of measure zero.

Proof. This proof is an adaption of standard strategies in section 8.4 of (Lions & Magenes, 1968) pp. 297-301 and in
section 2.4 of (Temam, 1988). Using Lemma 10, it results from (26)-(27) that w € C,,([0, T]; X). Furthermore, (24) and
(26) imply w; € C,,([0,T1;Y).

Now, we use a common technique in functional analysis, specifically in distribution theory, to move from a problem of
generalized functions to a restriction of regular functions easier to handle. Let a scalar cutoff function ¢ € C*(R) be fixed
such that £(x) = 1 if x € J cC [0, T] and &(x) = 0 else. The function éw is then compactly supported. Let 5° be a standard

mollifier in time. For example, the function 7° may be given by 7°(f) = &7} (ﬁ) where

_ [ Cexp[-1/(1 =1, 1 < 1
"= { 0, I > 1

belongs to C°(R) for any C. We choose C such that J];{ ndx = 1. Introduce the notation w* = n° * &éw € CP(R, X). In

addition, w*® converges to w in X and (w*®), converges to w; a.e in H for all element on J. Hence, E(1,w°) converges to
E(t,u) a.e on J. Since w* is smooth, a straightforward calculation on J gives:

d — e 2
SE@) = (7))o 0] -
Passing to the limit, one obtains when & — 0 :
d _ 2
EW) = —a|(W)y 0] (54)

in the sense of distributions on J. Since J was arbitrary, (54) holds on all compact subintervals of [0,7]. Then, let
t € [0, oo be fixed, and let lim,_,, #,, = t. Let the sequence v, be defined by

1 _ - 1 — — —
W=Ewm—mmﬁ+ymm—mmm+§Wmm—mMMV- (55)

Thus, we have: _ _
Va = E(t, W) + E(ty, W)— < W(0), W(t,) >x — < Wi(1), Wi(ty) >y —BWay(OWe)(ty). (56)

Since w, w; are weakly continuous and E is continuous in t, we have, passing to the limit in (56) :
v, — 0, when n — oo.

Therefore, this implies that

[W(t) — W(t,)llx — O when n — oo (57)
and

Wi (#) = Wi(t)I[; — O when n —> oo. (58)
Thus we get w € C([0,T];X) and w; € C([0,T];7Y). O

In the next sections, the goal is to develop a numerical method for (1)-(4) in such a way that the decay of the Lyapunov
function is preserved. The first step of this method is the discretization of the system in space to obtain the semi-discrete
scheme, and then in time, in order to get the fully-discrete scheme.

3. Semi-discrete Scheme
3.1 Piecewise Cubic Hermite Polynomials

Our numerical work consist to construct an appropriate piecewise space of C'-functions on Z = [0, 1]. Assume that Z is
subdivided into P intervals of the form Z; = [x;, x;41],i = 0,..,.P—-1ie Z = UiOZi. In particular, if the subdivision is
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uniform, let us denote the step length by 7 = 1/P and Z; = [ih, (i + 1)A].

Let us find cubic polynomial functions Nj., i=0,1,..

,P—1and j=1,2,3,4 that satisfy the following conditions :

Ni(x) =1, N (xi) = Ni(xi1) = Nj, (xis1) = 0,

Ny (xi) =1, Ny(x;) = Ny(xis1) = Ny (xis1) = 0, (59)
N3(xis1) = 1, N3(x;) = N3 (xi) = N3 (xis1) = 0,

Ny (xivn) =1, Ny(xi) = Ny (xi) = Ny(xip1) = 0, Yx € Z;.

Let us use the following affine transformation:

X —

6, =

X;
' > Vx e [-xi’-xi+l]9

Xit1 — X

allowing us to manipulate all operations on [0, 1]. The intermediate variables 0; are called local coordinates. Then under
these coordinates, the unknown functions N;(#) must satisfy the following boundary conditions:

Ni(0) =1, Nig(0) = Ni(1) = Nip(1) = 0
Na(0) =1, Np(0) = Nao(1) = Nae(1) = 0 (60)
N3(1) =1, N3(0) = N3p(0) = N3p(1) = 0
Nyg(1) =1, Ny(0) = Nip(0) = Ny(1) = 0.

Let us find explicit expressions of the functions N (0. Forall 8 € [0,1], for all j = 1,2,3,4, the functions N (0) are
polynomials of degree 3, therefore of the form N;(6) = a®® + b6 + ¢ + d. We remark that 1 is a double root of N;. Then
N1(6) = (6 — 1)*(ad + b). Using the two remaining conditions, we find @ = 2 and b = 1. Hence we get

Ni©®) = (0 -1)>20+1).
Analogously, we find

Na2(6) = 00— 1)%, N3(0) = 6*(3 — 26), Nay(0) = 6*(6— 1), YO € [0,1].

M1
2

08 i

06

0.4

0z

02
0

0z 0.4 0a 0s 1

Figure 2. Hermitian Polynomial functions

By extension by O on Z — Z;, for alli = 0, ..., P — 1, we define the Hermitian functions on Z :

NI = Nj@)| o= 13
NI = N0 | - =24 61)
T h

,i=0,.,P—1, j=1,2,3,4.
Z-7;

Ni=0
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By concatenating the Hermitian functions obtained above, we can obtain the basic functions on the different supports as
follows:

with the support Zy, ¢°(x) = N%(x), ¢9(x) = NJ(x);

with the support Z;_y, ¢/ (x) = N7\ (x), ¢ (x) = Ni ' (x);

with the support Z;, ¢' (x) = Ni(x), ¢)(x) = N(x)

and with the support Zp, ¢¥(x) = Ni~'(x), ¢5(x) = NI~ ().

The set B = {¢;‘, k=0,..., P [ =1,2} forms a basis that generates a subspace of V of dimension 2P + 2 denoted by v
With the separation of variables, the approximate solution wy, € V" which we seek can be written as follows:

N

Wi 1) = ) Wi (08](x) + T (1.

J=0

Thus, since w2 = v~v2 = 0, the N-dimensional space is as follows:

Vh = Span{¢%’ ¢%7 (R3] ¢1P’ ¢§}

3.2 Semi-discrete Scheme: Space Discretization

Since rounding errors are cumulative because of the high partial derivative terms (the spatial derivatives being of order
4) in the equation of the beam (1), we propose a finite element scheme semi-discretized in space. In fact, a variational
approach allows us to reduce the degree of the derivatives by the integration by parts.

Let ¢;, j = 1, ..., N be fixed basis for V". The semi-discrete solution w;, € C2([0, oo , V") is defined as the solution of the
finite element method:

fo 1(wh)nfzﬁ jdx + fo I(Wh)xx(¢j)xx dx + Bwp)x(D)(¢)(1) + a(wp)u(1)(¢)(1) = 0 (62)

forall j = 1,...,N and 7 > 0, which solves the initial conditions
wi(.,0) = wyo € V" (63)
Wi)i(,0) = vy € VA, (64)

Equation (62) is a second order ODE-system in time. By separation of variables, its solution can be written in the following
form:

N
w)(x,1) = >~ WilDi(x) (65)
i=1
where W is a vector representation of the function wj, defined as follows:
W(t) = [Wi(t) Wa(t) ... Wa(t) Wik(t) ... Wp (D]
Equation (62) is equivalent to the following equation:
MW, +SW,+ KW =0. (66)

M 1is the mass matrix and K is the rigidity matrix. The corresponding matrices M, S and K are given by:

1
M;; =](; ¢ipjdx, Sij=a(di)x(1)(¢)c(1) Vi, j=1,...N,

1
Kij = fo (9)xx(@)xx dx + B(i)x(D(@)x(1) Vi, j=1,...N.

The matrix K is symmetric, defined and positive because S > 0 and therefore K is invertible. Since the matrix M is also
symmetric, defined and positive , this implies the existence and the uniqueness of the solution of problem (62)-(64). Note
that M and K are tridiagonal matrices by blocks while S is diagonal. The calculation of elements of § is trivial because
all the elements of S are zero except one nonzero element S 5y = @ with N = 2P.
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Values of elements of matrices M and K

Fori=1,...N
M213213—f (¢77) dx ——h

Ry 1
Moy i = 2i-2\2 41 = 1,
2i-2,2i-2 XH(¢2 )" dx 103
'Xit+1 13
Myi_1pi1 = ; (¢ 2 dx = Eh

Xi+] . 1
Moo = j; (¢3)? dx = ﬁh3,

i

X1 - . 9

Myi_1i-3 =j; (tﬁl 1)(dﬁ 3dx = %h,

Y i »

M 302 = s dx = —h
2i-32i-2 L_l(fﬁl )5 ) 210

Xi+1
R 2i-1 _ Al
Mpi-1 i j; @ N(@3)dx = 210}1

i

Xi+1 - 13
M2i—3,2i:f (¢%’ 3)((1) dx =—mh2

i

Xi+] i 13
M1 =fx (@ H(@F ) dx = mhz

i

Xi+1 i i 3
M2i—1,2i—2=£ (@1 g dx = mhz

Xit+1 . . 1
Maiis = f @G dx= o

i =3\’ 12
Kyi 3013 = ((¢%’ "2 dx = =

Xi-1 h
Ksi29i0 = ((¢§"‘2)")2 dx = W

Xi-1

Xit] 1o 12
Kaio12i1 =fx‘ (@¥ 1"y dx = i

i

Kjipi = f ((¢5)")* dx =

it i3 12
Ksi_10i3 = f (@17 ) (97" dx = -5

" —3\77 ” 6
Kyi30i0 = f (¢%’ 3) (¢) =2y dy = ok
Xi-1
i 2i—1\17 7 1 2iN17 6
K2i—1,2i:£ (¢77 ) (93) dx = - — 3
. L el 2i—3\77 7 _ 6
Kasa= [ @GP @ = 2

Xit1 . . 6
Kyi10i0 = f (@1 (957" dx = -

i i 2
Ksipia = f (@5)"(¢5)" dx = e
X,

i
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3.3 Dissipativity of the Semi-discrete Scheme

In order to show that the scheme given by (62)-(64) is dissipative, first a time dependent energy functional E for a trajectory
w € C2([0, 00 , V) is defined as analogous of the Lyapunov functional (13).

Theorem 12 Let wy, € C([0, co[ ; V) solution of (62)-(64). Then we get:
d
V>0, —E(twy) = —a (D) <0. (67)

Proof. Derive for all t > 0, E(t, w;,). We have:

Yi>0, %E(t, wp) = j(; ](Wh)xxt(wh)xx dx + fo l(Wh)n(Wh)t dx + Bwp)ex (D) (wp)x(1). (68)

Using (62) with the test function ¢, = (w;);. we obtain:
Vi1>0, j; I(Wh)tz(Wh)t dx + fo I(Wh)xx((wh)xxt dx + Bwi)x(D((Wr)ex(1) + @(Wp) (1) (Wr)ee(1) = 0. (69)
Then, we get the result (67). O

Remark 3 Note that the property of dissipativity theorem of the norm was written independently of the basis ¢;, j = 1,..., N
and can be applied to any choice of the subspace V' c V.

3.4 A-priori Error Estimates

In this subsection, the a-priori error estimates for the semi-discrete solution approximation (62) are obtained. We will
use a common method used in (Choo, Chung & Kannan, 2002) to obtain error estimates. Of course, we will adapt the
method used in this article to our problem. The projection of weak solution w to V" on H?(0, 1) denoted by w is defined
as follows:

Vxe(0,1),Y1>0, wix,1) = i w(t, ;)¢ (x) + i Wx(t, X))
— -
We set G = {w € H*(0,1), w(0) = w,(0) = 0}. Assume fo]r later that: j
we C([0,T];6), (70)
wi € LX([0,T1;G), (71
wy € L*([0,T]; V). (72)

Then, from the lemma 2.1 of (Choo, Chung & Kannan, 2002), we have the following estimations almost every in ¢:

W= Wllg2,1) < Ch2||W”H4(0,1)> (73)
— 2

llw, — Wz||H2(o,1) <Ch ”Wt“H"(O,l)’ (74)
— 2

[lwi — th”Lz(O,l) <Ch ||Wtz||H2(0,1)- (75)

Now, we give an important result for the convergence of the semi-discrete scheme:

Theorem 13 Let V" the space of cubic Hermite polynomials. Assume the expressions (70)-(72). The following error
estimate holds for wy, € C*([0, T1, V) solving (62) is given by:

Vi e [0,T1, [E(t,wy —w)]'? < C(E(o, wi(0) = wON'? + B (IWIZ (o 71,1401y + WAl 22071500y + ||w,,||iz([0,n,,,z(0,m)). (76)

Furthermore, if wyy and vy are respectively Hermite interpolations of wy and of vy, then there exists a positive constant
C such that:

12 )
[E(t,wp — )] < Ch*(IWllcqorrmt 0.1y + IWdlzqo. .m0, + Walli2qo.r1,0200.1)))- (77
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Proof. The error of semi-discrete solution wy, is defined as e, = w;, — w. We remark that e, is an element of V*. Then,
substituting wy, = e, + w in (62), we get:

1 1
j()‘ (eh)tt¢ dx + fo (eh)xx¢xx dx +,B(eh)x(1)¢x(1) + a(eh)tx(1)¢x(1)

1 1
- fo (W) dx — j; W)xxPex dx = BW)(1)x(1) = a(W)p(Dx(1)

for all ¢ € V. Furthermore, W is the projection of weak solution w on discret espace V".
Therefore using again (62), we have the following equation:

fo l(eh)tt¢ dx + fo l(eh)xx¢xx dx + Ben)(Ddx(1) + alen)(1p(1) = fo 1(W — W)y dx + fo 1(W = W) xxPrx dx (78)
for all ¢ € V. Taking now ¢ = (ey,), € V" Thereby, (78) becomes :
fo‘ l(eh)n(eh); dx + fo l(eh)xx(eh)txx dx + Ben)x(1)(en)n(1) + alen)rx(1)(en)in(1)
= f 1(w — Wulen) dx + f ](w — Wanlen)e dx, V1 €[0,T].
Forall t € [0,T], 0 0
f (en)y; dx + f (en)y, dx + ﬂ((eh)x(l))z] = fo 1(W = W)u(en), dx + fo 1(W = W)xx(€n)rxx dx — alen)n(1(en)ix(1). (79)
Thus we get:

1d 1 1
EEE(I’ en) = fo (W —W)u(en), dx + fo (W = W)xx(en)iex dx — alen)n(1)(en)in(1), Y1 €[0,T].

This implies that:

1d o b
sEte < [ -mutendrs [ - Btennds e 0.7, (30)
0 0
Or again :
d 1 1
GECe) <2 [ -mutendre2 [ w-Malansds Vi€ 0.T). 81)
0 0

By integrating (81) in the time direction ie on ¢ € [0, 7], one obtains:

S| S|
E(t,en) < E0,e,(0) +2 f f W —w)y(ep),dxdr +2 f f (W = W)xx(ep)xy dx dr. (82)
0 Jo 0 Jo

!
By one integration by parts f (W — W)yx(ep)ixy AT, (82) becomes finally:
0

t pl
Yt e [0,T], E(t,ey) < E(0,e,(0)) + 2f f Wy (T, X) — Wy (T, x))(ep) (1, x) dx dt
0o Jo
S|
= f f (W (7 3) = T, )7, 2) dv T
o Jo
1
+2 f (Wxx(t: .X) - Wxx(ts x))(eh)xx(ts x) dx
0

1
+2 f (W (0, %) = Wix(0, x))(e)xx(0, x) dx. (83)
0
Using Cauchy Schwarz’s inequality to (83) yields
3
E(ten) < B, x0) + Co Iy = Fullgo 10,0 + f [COYCOIA
0

+Co Wt ) = W, 7o 1) + ) xts o )]
+C3[||Wxx(07 ) Wxx(() )”LZ(O i + ”(eh)xx(()’ ‘)”22(0’1)]

=12 2
+C4[”Wt - Wt||L2([0,T],H2(0,l)) + f ||(eh)xx(T, ')”LZ(O,I) dT]9
0
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where C;, C,, C3 and Cy4 are positive constants.
Using estimations (73)-(75) and Gronwall’s inequality, we obtain (76). Finally, using the triangle inequality, we get the re-
sult (77). |

Remark 4 The order of convergence for the discretized scheme in space is 2.
4. Fully-discrete Scheme

In this section, in order to obtain a fully discretized scheme, we discretize in time of semi-discretized system (62) in such
a way that the dissipation of energy is preserved. To achieve this goal, the system (62) is written as a system of ordinary
differential equations of first order. Then, the Crank-Nicolson scheme obtained is used to demonstrate dissipativity of the
numerical scheme. Finally, the a-priori estimates are obtained.

4.1 Crank-Nicolson Scheme

Let L be positive integer. Here, the interval [0, 7] is discretized into L equidistant subintervals. Let k = T'/L denotes the
size of time discretization and #, = nk where n = 0, 1, ..., L represent the nodes of the discretization. In order to rewrite the
semi-discretized scheme (62) as a differential equation of the first order, introduce the element v, = (w;,);. Furthermore,
let V=W =[V, V, .. Vy]” be its vector representation in the basis {q& j}j’_l of Hermitian cubic polynomial space.
Note that the solution wy, of semi-discretized scheme (62) becomes for the full discrete scheme a vector of the form
yin = [wp v;]T . Furthermore, similar to (13), the natural norm of y, = y;(¢) is defined as follows:

1 1
Ionl? = 5 f (09 431+ 5 (O
0

Let now y" = [w" V"] be the approximate solution of y, in time ¢ = ¢,. Let again W" = W(x,t,) and V" = V(x,1,) the
N

vector representations in basis {(Z) j}j*I

For the time discretization of (62), the Crank-Nicolson scheme

respectively of w" and v".

= (84)

is used. Then we get:

L on+l _ 0 1, on+l n n+1 n n+1 n
[ mars [ g e gt g+ o g0 89
0 0

for all ¢, € V".
Furthermore, the vector equation (66) becomes:

MY™ - MY SV SV KW KW

0 86
k 2 2 (86)
which is equivalent to:
M S K K M S
— 4+ = vy ! =——W”+(———)V”. 87
( k 2) 2 2 k2 87)

(84) and (87) give us the following system of equation: PY"*' = QY" where P and Q are block matrices defined as
follows:

1 1
k 2
P=
K M+S
2 k2
1 1
k 2
0=
_K M_S
2 kK 2

and the vector Y" = [W" V"].
4.2 Dissipativity of Numerical Scheme

Now, we show that the fully discrete scheme (84) and (86) dissipates the norm (energy) in time.
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Theorem 14 Foralln = 0,1, ..., L, L and k the positive integers, we get

(Wit (1) = wiD))’
o

n+1712 n2
- = - <
17 =1yl 3

lly (88)

Proof. We have

R = 1P = f WY dx - - f W) dx+ & f WY dx

B

1ny\2 é n+1 2 _ n 2
_EJ;(V) dX+2(W)r (1) 2(W,C(1))-

Multiplying (84) by v"*! — " and integrating over [0, 1], we obtain:

1, n+l _ o0 n+14\2 n\2
f w w (W~ f )T -0 ) - (v ) (89)
0 k

Taking ¢, = w"*! € V" in (85) yields:

1 I n+l _ n
f(wn+1) dx___f n+1 wh dx_f vvanH dx
0 0

n+11+ neq n+11+nl
_,8 Wy ( ) Wx( )WT—l(l)—CKVX ( ) Vx( )W;-H(l) (90)
2 2
Taking now ¢;, = w" € V" in (85). Hence we get:
L n+l _ n
f( wh )2 dx———f witiyn dx—f LV wrdx
0 k
n+11+n1 n+11+n]
g WD) gy VT DD gy ©1)
2 2
Thus, using (89)-(91) and again (84), we obtain the result (88). O

Remark 5 The norm dissipates in time : |[y"*!||> < |[y"||?>. This decay of the norm when k —> 0 corresponds to the decay
of the norm (14) in the continuous case and with the norm (67) in the semi-discrete case. However, if the beam is not
controlled ie when @ = 8 = 0 then ||y’”1|| = ||y"|l, therefore the norm ||y"|| is constant for all n = 0, 1, ..., L where L is a
positive integer. Also, notice that the Crank Nicolson scheme (84), the expression(86) and the norm dissipation property
from Theorem 14 of the norm were written independently of the basis {¢ j}. Therefore, this property of dissipativity can

be applied to any choice of the subspace V" c V.
4.3 A-priori Error Estimates

Assume that w € H*(0, T; V).

Let w € V" be defined as the projection of the weak solution w on V" such that a;(w(t), ¢;,) = a;(w(1), ¢y,) for all ¢, € V",
forallr € [0,T]. If w € H*([0,T]; V) then w € H*([0, T]; V) since w is bounded in V. Moreover, let w® := w — w denote
the error of the projection. Assume also that:

we H*([0,T];G), w, € L*[0,T1;G), wy, <€ H*([0,T];V). (92)

Then due to ( Strang & Fix, 1973), we have the following estimations:

Iw = Wllz.1) < CHIWlas0.1)5 (93)

lwe = Will g2y < CRWillga0.1)s 94
— 2

Wi = Wullgzo,1y < Ch7lwillgso,1)- 95)

Let y(t,) = [w(t,) wi(t,)]7 denotes the weak solution of (18) at time ¢ = #,. This approximation is defined by y" =
(w" V"7, the n-th iteration of the fully-discrete scheme of Crank Nicolson. Thus, the approximation error is defined by

T
Y= [e'; eg] with € = w" —¥i(t,), €4 = V' = Wi(t,) for alln = 0,1, ..., L
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Therefore, the second order error estimate both in space and time of the fully discrete scheme is obtained in the following
Theorem.

Theorem 15 Assume w € H*([0, T];G)NH*([0,T]; V). Also, take n = 1, ..., L. Then the estimate is translated as follows:

0 2 2
" = y(&)Il < M|llyell + AWl g2 qo.71:m0.1y) + K (”Wlt||L2([0,T];H4(0,1)) + ”Wztl|H2([0,T];H2(0,1)))] (96)

where M is a positive constant.
Proof. Take arbitrary n = 0, 1, ..., L with L > 0. Using Taylor’s theorem, by straightforward calculation, we obtain for all
x e [0,1]:

W(ZVH-I s x) - W(l‘ns -x)
k

_ _ Tn+1 (t 1= t)z_ 1 tn+l/2 (t — t)2 _
= Wi(tns1/2, X) + 6, Wi(tps1/2, X) + % f HTWm(xs ndr+ E f k Wi (x, 1) dt,

ths1/2 tn 2
. ty1 H,
with 6, = 5.

Similary, we have

Wiltpa1, X) + Wi(ty, X)  _ _ 1 ffw
the1)2

3 = Wiltu1/2, %) + 6 Wy (tns12, %) + =

_ 1 In+1/2 _
(a1 — OWye(x, 1) dt — E f (= 1) Wi(x,1)de.
In

Therefore, we get
W(thrl > )C) - W(tnv X) _ Wt([n+l > )C) + Wt([n’ )C)

7 3 +kQ1 (%), 7
where
1 e Wi (X, 1) ) 1 12 Wm(x 1) 7
"(x) = = ~(tyer — ) dt + = t, — - dt
010 sz D 1 - ) Zf (1 - 1)
1 e Wi (x, 1) 1 Gl Wm(x, 1))
- ther — DA+ = —(t, — 1) dr.
2f D Gyt -1 2[ 0,
We have from (84):
et — et W =W, X) = WA W, X)) V" _ Wtas1, X) = Wty X)
ko k 2 k '
Using (97), one obtains:
en+l e en+1 + e
! -2 2 — kQ" (). (98)

k2
Multiplying (98) by (e”*1 — ¢3) and integrating over [0, 1], we get:
1 en+l
fo L (”+1 ehdx = = f (e dx - = f ey dx -k f (&5 - e QI(x)dx. (99)

Furthermore, in order to rewrite the weak formulation (15), we have from Taylor’s Theorem the following expressions :

Wi(tps1, X) — Wi(t,, X) L (" (e — )2 1 (2 (1, —1)?
Lot X — = Wi(tns1/2, X) + O Wir(tns1 /2, X) + 5 % Win(x, 1) df + 5 L X Wi (X, 1) d,
f

ntl1/2 Iy

Wxx(tn+l 5 .X) + Wxx(tn’ )C)
2

1 ol 1 n+1/2
= Wxx(tn+l/25 )C) + 5}1 thx(tn+l/25 )C) + = f (tn+1 - t) Wrtxx(-x’ t) dr - z f (tn - t)wttxx(x» t) dt’

tns1/2 Iy

th(thrl 5 X) + th([n’ )C)
2

1 sl 1 Tnt1)2
= sz(tn+l/29 X) + 6n thx(tn+l/2’ X) + 5 f (tn+l - t) thlx(x’ t) dr - 5 f (tn - t) thtx(xv t) dt,

Int1/2 Iy
and

Wx(tn+1’ )C) + Wx(tn: .X)
2

1 el 1 tnt1/2
= Wx([n+1/2’ x) + 6}1 th(tn+1/25 )C) + E f (tn+1 - t)Wrtx(x» t) dr - 5 f (tn - t)Wrtx(x» t) dr.

tns1/2 In
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Taking #,+1/2 = t and applying the previous expressions to the weak formulation (15), we obtain after simplifications:

fl (Wl(tn+1 5 x) - Wz(tn, x)) ¢dx . fl (Wxx(tn+l7 X) + Wxx(tn, X)) ¢xx dx
0 k 0 2

tl’l ] 1 tn’ 1 tn 9 1 tn’ 1
a(sz( +1 )2+ Wix( ))¢x(1) +ﬂ(WX( +1 )2+ Wwi( ))¢x(1) _ kQ;((ﬁ) (100)
where the functional Q) : V — R is defined as follows:
05(¢) =
1 1, 1,
1 " Wi (2, %) 2 1 f””/z Wie(£, X) 2 )
— — (1, H-dr+ = t, — - dtlpd
fo(zf e G- tare g [0, R apa
1 1, 1,
1 " Wirex (2, X) 1 f"”lz Wirxx(£, X) )
- " (ty — DO dt — = ——" " (t, — ) dt)p,. d
+f0(2f LR | D, - i) da
1 " Wity 1) 1 2 (2, 1)
- tyor — 1) dt — = t—tdt) 1
(5 f CD (g =y 3 f ©D G- ndr) 6.01)
1 fne1 Winx(t, 1) 1 172 Wix(t, 1)
= — (tyy —tdt - = —tn—tdt)xl. 101
+a(2fw D - 2£ 2 - i, (101)

Furthermore, using (100) and (85), one obtains:

1 g+l _ en L pntl 4 o1 n+1(1) e (1)
f 2 24,dx+ f G Ty 4 @22 0T s 1y
o k 0 2 2

eir' () + et (1) " 0
ﬁf(m)x(l)dx = —kQ5(¢n) + Q3(¢n) (102)
where .
" n+l» __;) ns zex n+ $1 __fx nvl
Qi) = f Wil DD g, gy ol Dl D) 1)
n+1 n
Using (98) and taking also ¢, = k% € V" in (102), we obtain:
1 on+l +e n+1 1 1
”ye+l||2 ”ye”Z sz(; elxx > lxx(Qn)xx ﬁkz%(QT)x(l) Q2( n+l )+ Qn( n+1 +€;).

We have the following estimate:

Tn+1
191l < Mkf e (DIl d.
1,

n

In order to obtain the estimate of Q7, we need to rewrite the second term of Q’(¢?). Integrating twice by parts over [0, 1]
and assuming that €3(0) = €5 (0) = 0, we have:

1 1 Tnt1 ox t, 1 l‘,,+1/2 ox t,
f <§f W”T(x)(tm —dt - Ef W”T(x)(tn _— dt)egm dx
0 t t

+1/2

Tn+1 1 1
- f 2—k(r,m—r)(w,ma,1)e;x(1>—wtm(r,l)e3<1>+ fo w,txxxx<t,x>e;dx)dr

Lnt1/2

far1/2 ] 1
- f ﬂan—z)(wm(r,1)e';x(1)—wm(r,l)e';<1>+ f Witreax(t, 1) dx)dr.
, 0

Then,

In+1
|Q"(e"+‘+e';)|sM(k f Wi DI + WO, + w5 dr + Jea™ + €3] + |e"”(1>+e2x<1>|)
1,

n

Moreover, we have

1 Tn+1
|Q”(e"+] + eg)I < M(z I ||Wf,(t)||iz dr + ||W?||é([t,,,t,,+|],H2) + ||e"+] + ez”y |e"+'(l) + e2x(1)| )
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We deduce that

Int1

Tn+1
2 2
Iy = el sM(k(uyﬁ“llz+||yZ||2+||wf||é([,mtn+]w2))+ f Iwe I3, dr + k* f
th

2 2 2
WOl + WOl + Warre (Ol dt).
I?X

n

1
Letnowm = 1,...,L. Summing onn = 0, ...,m , taking k < o Ve obtain finally using Gronwall’s inequality and the
estimates (93)-(95), we get:

192 02 4 2 2 4 2 2 2
”yem+ ” < M[||y3|| +h (||W'||C([0,T];H4) + ”W””LZ([O,T];H4)) +k (”Wlt(t)”LZ([O’T];[.ﬂ) + ”Wt”([)”LZ([O,T];HZ) + ||th(t)||L2([0,T];H2)) ]
(103)

Using the triangle inequality, we obtain (96). a
Remark 6 The order of convergence both in time and space for the fully discrete scheme is 2.
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Abstract

This paper investigates the problem of exponential stability for a damped Euler-Bernoulli beam with variable coefficients
clamped at one end and subjected to a force control in rotation and velocity rotation. We adopt the Riesz basis approach
for show that the closed-loop system is a Riesz spectral system. Therefore, the exponential stability and the spectrum-
determined growth condition are obtained.
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1. Introduction

In this paper, we study the exponential stability property of a damped Euler-Bernoulli beams with variable coefficients
under a force feedback in rotation and velocity rotation. The equations of motion of the system are described as follows

m(xX)wy (x, 1) + (EI()Wxy (X, 1)) + YW, (x, 1) = 0, O<x<1,t>0, (D
w(0,1) =w,(0,) =0, t>0, )

(EI()wy)x (1,1) = 0, t>0, 3)

—EI(Dwyy (1,1) = awy (1, 1) + Bw,(1, 1), t>0, “4)

where the subscripts ¢ and x denote derivatives with respect to the time ¢ and the position x respectively. w(x, f) stands
for the transverse displacement of the beam at the position x and time ¢. The feedbacks @ and S are two given positive
constants. We assume that the length of the beam is equal to unity. EI(x) and m(x) are, respectively, the flexural rigidity
function and the mass density function of the beam along the spatial variable x satisfying the following condition

m(x), El(x)e€ C4(O, 1), mx), EI(x)>0 5

for all x € [0, 1]. Non-homogeneous materials, in particular smart materials used in engineering, are typical examples of
the importance of assuming coefficients as variables (Lee & Li, 1998). Moreover, y(x) is a continuous coefficient function
of feedback damping that is assumed to satisfy the condition

1 1/4
Y \ [ m(x)
fo (m)(mm) x>0 ©

Notice that the condition (6) will allow y to be indefinite in the interval [0, 1].

In the theory of dynamic systems, stability is a matter of great interest to mathematicians and engineers. More particularly,
exponential stability is the most desirable stability, especially for damped systems. The study of the case (y = 0) was
done in (Bomisso, Touré & Yoro, 2017) where the authors have obtained a result according to the authors Wang et al
(see e.g. Wang, 2004) to show the exponential stability of system (1)-(4). In (Wang, 2004), a question has been raised
and is valid for our system (1)-(4): Due to the nonuniform physical thickness and/or density of the Euler-Bernoulli beam
with the variable coefficient damping y(x) in equation (1), what conditions are needed to put onto the damping term to
guarantee exponential stability? Here it is very hard to have the exact precise location of the eigenvalues because equation
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(1) contains variable coefficients and subject to the boundary conditions (2)-(4). This question is treated when (1) is
associated to hinged boundary conditions (see Wang, 2004), and when the equation (1) is subjected to the force control
in position and velocity (see Touré, Coulibaly & Kouassi, 2015). Moreover, in order to study the eigenvalues of systems
with variable coefficients, we will used the two steps provided by Birkhoft’s works (Birkhoff, 1908) and Naimark’s works
(Naimark, 1967). This approach was used by many authors for study the Euler-Bernoulli beams equations with variable
coefficients (see e.g. Guo, 2002; Guo & Wang, 2006; Wang, 2004; Wang, Xu & Yung, 2005). In our case, we rely on idea
of Wang et al (see e.g. Wang, 2004; Wang, Xu & Yung, 2005) in order to study the problem with eigenvalues related to
problem (1)-(4) in the form of an ordinary differential equation L(f) = Af with boundary conditions A-polynomials. We
establish conditions on the two feedbacks parameters at the boundary @ and § to obtain the property of the Riesz basis
and the exponential stability of the system (1)-(4).

Our main contribution is to prove the exponential stability of the perturbed system (1)-(4).

The rest of the paper is organized as follows. In section 2, the system (1)-(4) is formulated as an evolution problem and
studied in semigroup framework. In section 3, a spectral analysis is made and next, we prove that the system operator
has Riesz basis property in the corresponding state space. Consequently, in section 4, we give conditions that ensure the
exponential stability of our perturbed system.

2. Semigroup Formulation

We define the following functional spaces:

HE(0,1) = {w € H? (0, 1) Iw (0) = w (0) = 0} (7
and
H = H2(0,1)x L*(0,1), (8)
with the inner product
1 . 1 . .
(W, Vg = fo m(x) f2 (x) g2 (x) dx + fo EI(x) f" (x) g} (x)dx +Bf] (1) g} (1), ©)

where w = (fj, fz)T e H,v = (g1, gz)T € H and ||.|[y denotes the corresponding norm. We recall also the definitions of
the following spaces :

1
L2(0,1) = {w 0,11 - <c|f w2 dx < oo} (10)
0
HE(0,1) = {w: 10,11 - Clw,w®, ... .w® e L2(0, 1)} (11

LetA, : D (Ay) C H—H an unbounded linear operator with the domain

D(A,)= {(ﬁg)T € (H* (0. 1) N HE (0, 1)) X HE (0. D[(E1() £ ())' (1) = 0,=EI(1)f” (1) = agu(1) +,8fx(1)} (12)

defined as ,
1
Ay (f.9)" = (g(x), ———[(EIX)f" () +y(0)g®)]] . (13)
m(x)
So, we can written (1)—(4) as a first order evolution problem
d
EZ(I) =A,z(1) (14)
2(0) = zp € H,

where z () = (w,w;)", 2(0) = (wg, vo)" .
Furthermore, notice that

m (x)

F)’(fs g) = Ay _AO = (0’ _’)/(x)g(x))

is a linear operator and bounded on H with Ay denotes the operator in the undamped case y (x) = 0.

Two results are immediate and the first one is a consequence of the perturbation theory of semigroups (see e.g. Pazy,
1983).
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Theorem 1 Let operators A, and Ag be defined as before. Thus Ay is a dissipative operator and generates a Cy-semigroup
of contractions on I denoted by (S (t)},5¢ and therefore A, is a generator of the contraction semi-group e on H denoted

by {T ()} >0

Proof. The first assertion has been proved in (Bomisso, Touré & Yoro, 2017). The authors have used the Lumer-Phillips
Theorem (see, e.g., Pazy, 1983, pp.14) and Hille-Yosida-Phillips Theorem in order to show that the dissipative operator
A generates a Cy-semigroup S () = ¢’ on H, such that

IS @Il < Ce*".

Hence, the perturbation theory (see Theorem 1.1 of Pazy, 1983) allows us to deduce that A, = I', + A generates a Co-
semigroup 7T () = e such that ||T (1)|| < Celwrclin |y, [ |

Theorem 2 The operator A, has compact resolvents and 0 € p (A,/).

Proof. The first assertion is trivial. It remains only to show that 0 € p(Ay). We prove that A, ! exists. For any ¥ =
(g1, )7 € H, it is enough to find a unique ® = (f;, f>)" € D(A) such that A® = ¥ which yields

L) =g s 81 € H(0,1)

(EI) £ 0)" = ~m(0)g2 (0) ~y(0fp ). g2 € L7 (0,1)
Ji(0) = (0) = (EIOf' ()Y (1) = 0

—EL() £ (1) = afy (1) +Bf; (1) = ag; (D +Bf; (1).

The solution of above system is obtained straightforward after computation:

L) =g1(x)

PR flfl
£ = fo fo [ e E® ) ) m0e oo daldds

Therefore, 0 € p (Ay). Moreover, using Sobolev’s Embedding Theorem, we deduce that A}, !'is a compact operator on the
Hilbert space H. |

3. Spectral Analysis of Operator and Riesz Basis Property
3.1 Spectral Analysis of Operator A,

Spectral analysis is one of the methods used today to determine the behavior of eigenvalues of operators of dynamic
systems. In what follows, we will rely on idea of Wang et al ( Wang, Xu & Yung, 2005) in order to study the eigenvalues
problem associated to system (1)-(4).

But first, we recall the following definitions and notations useful in the sequel.

Let L (f) be an ordinary differential operator of order n = 2m € N defined as

L =W+ AW @, 0<x<l, (15)
v=1
under the following boundary conditions
kj
Bi(f)= Y (s fE™ @ +p, £ ). 1< j<n, (16)
v=0

where kj € N, 1 < k; <n-1ande;,B; €C, |aj0| + lﬂjol > 0. Assume that the coefficient functions f, (x) (1 < v < n)

n
in (15) are sufficiently smooth in (0, 1), and that the boundary conditions are normalized in the sense that K = Z kjis

j=1
minimal with respect to all equivalent boundary conditions (see Naimark, 1967).
Let fi (x,p) (k =1,2,...,n) be the fundamental solutions for the equation:

L) +p"f+p"ux) f(x)=0,peC 17)
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where u (x) being continuous in [0, 1]. We denote the n-th roots of w” +1 = 0 by wy (k = 1,2,. .., n) and the characteristic
determinant of (17) under the boundary conditions (16) by A (p) defined as follows

A(p) = det [B; (fi (.p)) |

jk=1.2,...n"

Moreover, asymptotically, A (p) can be rewritten in the following form for (r > 1)

A(p) =p* ). e [P (18)
ki

whenever p is large enough (see Shkalikov, 1986; Naimark, 1967). Here, k; is a k-elements subset of {1,2,...,n},

Mk, = Z (I.)j,
Jek

[F'kk]r =Fy +p ' Fif+ .+ p % 4007,
and the sum runs over all possible selections of k;. Here and henceforth, O (p™") means that |[o" X O (p™")| is bounded as
lol — co.
The following definition is in ( Wang, Xu & Yung, 2005, pp.461).

Definition 3 The boundary problem (17) with (16) is said to be regular if the coefficients F g‘k in (18) are nonzero. Further-
more, the regular boundary problem (17) with (16) is said to be strongly regular if the zeros of A (p) are asymptotically
simple and isolated one from another.

Let WY (0, 1) be the usual Sobolev space of order m and let
VEO. 1) = {f(x) € W5 (0,1) | B; (/) =0, k; <m].

Let H be a Hilbert space defined as

H=Vr0,1)xL*(0,1),
with

ICF @ = 11F1Ry + gl

which denotes its corresponding norm and let A be a operator in H defined by

{ A(f,8) = (g —L(f)—u(x)g) (19)
D(A) ={(f.9) e HIA(f,g) €H, B;(f) =0, k; >m}.

The Theorem 4 used in (Wang, Xu & Yung, 2005) was presented in (Wang, 2003). The reader may also refer to chapter 3
of (Wang, 2004).
Theorem 4 [f the ordinary differential system with parameter A = p™

(20)

L(f,)=L(H+2f+ux)f
B;(f)=0, 1<j<2m

has strongly regular boundary conditions, then the generalized eigenfunction system of A form a Riesz basis in the Hilbert
space H.

According to Theorem 2, A, has a compact resolvent. Thus, the spectrum of A denoted by o-(A,), consists only of isolated
eigenvalues, which distribute in conjugate pairs on the complex plane.

Now, the eigenvalue problem of operator A, can be investigated. Let A be an eigenvalue of the spectrum o(A,) and
® = (¢, V) denoting its corresponding eigenfunction. Thus, ¥ = A¢ with ¢ satisfies the following equations:
A2m(x)¢ (x) + (EI () ¢ (%)) + Ay(x)p(x) =0, O0<x<1,
$(0) = ¢ (0) = (EI()¢"()) (1) =0 e
¢" (1) = - (ad+pB) ¢’ (1).

EI(1)
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In order to solve (21), spatial transformations as introduced in (Guo, 2002) are performed, which convert the first equation
of (21) into a more convenient form. For this purpose, for 0 < x < 1, the system (21) is firstly rewritten as :

2ET (x) EI"” (x) A2m(x) Ay (x)
) el (x) ., " _
¢ (x) + EL ) ¢ (x) + El(x)¢ (x) + EI(x)¢(x)+EI(x)¢(x)_O’
¢ (0) = ¢’ (0) = (EI()¢” () (1) = 0, (22)
¢’ (1) = “ELD (ad+p)¢' (1).

Moreover, introduce the following space transformation in order to transform the coefficient function appearing with ¢ in
the first expression of (22) into a constant. Let

B L (m@)
f@=90x), z—z(x)—hfo (—El(g)) d¢ (23)
with 1
! m(§>)4
h= —| d. 24
fo(Euo ¢ @

Thus, using again its boundary conditions, the system (22) can be transformed as

fYP@Q+a@f"@Q+bQ@ @ +c@f @+ f (@) + Ah*d@2)f(2) =0,0<z< 1,

fO)=f"(0)=0,

EIZ (1) £ (1) + [EI' (D22 (1) + 3EI(D)zec (1) 2, (D) ]f” (1) + [EI(1) 20 (1) + EI" (12, (1) ]f7 (1) = 0, (25)
Zyx (1) a'/l"'ﬂ

FOHZ0 Yool D=0
with . =
Zxx X
@)= T (26
3z, 62uEl(x)  EI"(X) | 4Zu
blay=—¢+ 3EI(x)  2EI(x) 2 @7
_ ZXXXX 2ZXXXEI’ ('x) ZXXEI// (‘x)
c(z) = z + AET () ET ) (28)
d(z) = L (29)
m(x)
_1 m(x) i 4_im(x)
“Th (El(x)) © ST WEI G0
and . 1
L (m@\d (m))
T = 4h(EI(x)) dx(EI(x)) ' (D

Next, we use the idea of Naimark presented in Chapter 2 of (Naimark, 1967) for solve (25). Then, in order to cancel the
third derivative term a (z) f””’ (z) in (25), we introduce a new invertible space transformation

1 "z
g(Z)=eXp(1f0a({)d§)f(z), 0<z<l.

(25) can be written as follows, for any 0 < z < 1:

§Y@+b1 (g @ +c1 (g @) +di (2)g(2) + 12h*g () + Ah*d(2)g (2) = 0,
g(0) =g () =0,

¢ (1) + bug (1) + big (1) = 0, (32)
g (1) +bng” (1) +bag (1) + byzg(1) =0,
where 3 3
b1 () =-3d@) - gcﬂ(z) +b(2) (33)
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1 1
€1d) = 5@°(@) - 5ab() = a" (@) + ¢(2) (34)
_ 3 7”2 1 " 3 ’ 2 3 4 1 2 1 ’ a(Z)C(Z)
di(z) = 16a (2) 4a (2) + 32a ()a“(2) 256a (2) +b(z)(16a (2) 4a (2) ) (35)
1 Zux(1) ad B
by =—-za(l) + + + 36
=T S B Bz (0
1 1 1 Zex(1) ad B
bir = —=d'(1 —21——1( ) 7
12 =~z D+ qear(l) = zall) 20) " EIz()  EIz() 37
3 3z,(1) EI'(1)
by = —=a(l) + + 38
21 =3 S B (38)
3 3 El'(Da(1)  3zo(Da(l) | zoa(1)  EI'(1)zx(1)
by = —-Zd(1)+—d*()- - + + 39
2 27 W+ 154D = S 22(1) 2) | EIZ23) (39)
1 3 1 a(HEI(1)
- ——4'( 40 1) - — 3 1) =~ 2= 7
bas 34 D+ qgaMah) = 2ra D) = 4 D)
3d/(Dzee(1)  EF(Da*(1)  3z(D)a*(1)  a(1)zex(1)
- + + - . (40)
422(1) 16E1(1)z,(1) 16z2(1) 473(1)
Since the above transformations are invertible, the obtained system (32) is equivalent to the original problem (21).
To further solve the eigenvalue problem (32), the complex plane is divided into eight distinct sectors:
1
S, = ze(C:TSargz_(rH- ) ,n=0,1,2,...,7. 41)
4 4
Moreover, we denote the roots of equation #+1=0 by wi, w2, w3, wy such that inequalities holds
Re (pw;) < Re (pw;) < Re(pws) < Re(pws), Yp€eS,. (42)

Clearly, the choices in the sector S| satisfying (42) are given as follows

V2 V2, 1

w; =expli=n|=——7+—1I, wy=¢€exp lzﬂ =

==+ =i,
4 2 2 2 T2
V2 V2 V2 V2

5 7\ .
w3 = eXp (lzﬂ') = —7 - 71, w4 = €Xp (lzﬂ') = > ) 1.

Notice that, similary, the choices can be obtained for other sectors. In the following, we study the asymptotic behavior of
the eigenvalues only for the sectors S| and S, because the work done in these two sectors is valid in the other sectors.

2
Set A = % in each sector S ,,. In order to analyse the asymptotic fundamental solutions of system (32), we will use the

following Lemma (see Naimark, 1967; Wang, Xu & Yung, 2005) :
Lemma 5 Forp € S, with p large enough, the equation:

gY@+ @+ (g @+d (gR) +p'eR) +p d(2)g(x) =0, 0<z<1,
has four linearly independent asymptotic fundamental solutions,

(I)s,l (Z)

D, (z.p) = ep“’-‘z(l + + 0(p‘2))’ s=1,2,3,4

and hence their derivatives for s = 1,2,3,4 and j = 1,2,3 are given by

di w2 Dy, (2) -
d—ZjCDS (z,p) = (pw;)’ € (1 + P + O(p 2))
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where

D (2) = -

1 ¥4 h2 "z

b dc — d)de¢.
| B0 Mfo @O de
Hence, for s = 1,2,3,4,

1 1 2 ] 1 h2 1
@,10)=0, &, ()= fbl(i)d§=w, withm=—zf0 blmdganduz:—zfo dQd.

s Jo Wy

Proof. For the proof, the reader can refer to (Touré, Coulibaly & H. Kouassi, 2015). |

In the following, we will use the notation:

[al, =a+ O(p‘z).

We also need the following Lemma:

Lemma 6 Forp € Sy, ifwesetd =sinj = ?, then the inequalities holds

Re (pwy) £ —|pl 8, Re(pws) = |p|§ and 7' = O(p_z) when |p| — oo.

aa(l)

AEI(N)z (DA
obtained for s = 1,2, 3, 4,

Us (@, p) = 05 (0,p) = 1 +0(p72) = [1],,

Us (@5, p) = O (0, p) =pws(1 + 0(/)‘2)) = pw; 1]y,
Us (@5, p) = O (1,p) + b11 @[ (1, p) + b12 P, (1,p0),

Setk = — Using Lemma §, the asymptotic expressions for the boundary conditions for large enough |o|, are

Us (@, p) = (pwy)* e’ (1 + kW + (U w? + ) w7 + k(Wi + w)w et + O(p‘z)) ,
Us (@, p) = (pwy)* e’ [1 + kw7 + (w? + w)p w7 + KWl + pz)w;“p‘l]z ,

Ui (@5,p) = OV (1,p) + b1 @Y (1,p) + bpo®; (1, p) + b3 P (1,p0),

U, (@, p) = (pwy)® e’ (l + (;11 + by +,u2a);2)p‘1w;1 + O(p‘z)) ,

U, (®y,p) = (pa)s)3 eres [1 + (,u] + by +y2w;2)p’1w;1]z.

Notice that A # 0 is the eigenvalue of (32) if and only if p satisfies the characteristic equation

Us (@1,0) Us(®2,0) Uy (D3,0) Uy (Dy,p)
Us (@1,0) U3 (®2,0) U3 (D3,0) Uz (P4, p)
Uy (@1,0) Uz (®2,0) Uz (D3,0) Uz (P4, p)
Ui (®@,p0) Ui (@2,0) Ui (P3,0) Ui (D4,p)

Alp) = (43)

By substitution, the following expression is obtained

(1], [1],
Alo) = pwi 1], pw; 1],
D=1 0 (ow)? e [1+kwy® + (0w} +pp w5 + k(whn + ey p™ |,
0 (pw2)3 erw? [l + (/,tl + by +ﬂ2w52)p‘1w51]2
[1],
pws 1],

(pw3)? eP [1 + Ka);z + (yla)% + /Jz)p_la);3 + K(a)%,ul + yz)w;4p_l]

(pws)* &1 [1+ (1 + boy + w3?) p~' w3 2
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0
0

(pwa)? & [1 + kw}? + (1] + )p™ w7 + k(Wi + w)wyp™ |

(pws)? ePs [1 + (Hl + by +/~lzw22)P_le]] ’

2

Developing the determinant, we obtain:

2 1

A(p) = p6ep“’4{(—1)(a)3 - a)l)[K(w;2 - w;z) + (up + by +,uzw;2)(a);1 - wgl)p’1 + k(uy + by +,ugw£2)(a)§2a);1 - wy a)gl)p’

+r + )Wy = W™+ K+ ey )Wy — w T e
+(wy — a)l)[K(a);2 - w;z) + (U + byy + ,uzwf)(u);l - wgl);f1 + k(U + byy + /,tgwgz)(a)gzwgl - wiza)gl)p’l

+H(r + o) w3 - Wi + K + w5 - Wi e + 0 (p7?) }

We have the following choices in S ;:

w% = —i, w% =1, w% =i, a)i = —i, a)glw4 =i, w£1w4 = —i, W3 = —Wy, W4 — W3 = \/z, W] — w3 = \/Ei,
Wy —wp = \/E, w4 — Wy = —1 \/E, w;z - w;z = =2, a);z - u);2 = =2i, w%wi =1, w%wi =1, a)g3 - a);3 = -1 +w,,
w;3 - a)f =1 -w,.
Substituting the previous values into A (p), we get:
Alp) =2 \/Ekpée"““{e”“z —ie7P 4 (3P + pge P + O(p_z) }, (44)
where
V2 b
M3 = 7[2111 + 2up + boy — ﬂ]
7 (45)
V2 by
Ha = —= 2uy =2up + by + —
Y
Theorem 7 If k # 0, the boundary eigenvalue problem (32) is strongly regular.
Proof. We have
®_1’0 =-2 \/EiK @1’0 = 2‘/§K @0’0 =0.
Therefore, using the Definition 3, the eigenvalue problem (32) is strongly regular. ]
Next, we study the asymptotic behavior of 4,,. The equation A (p) = 0 implies that
e — [P 4 pp P 4 ugp e P 4 O(p’z) =0. (46)
(46) can be rewritten as follows
e’ — je7 P 4 O(p’l) =0. 47
Remark that the solutions of equation
e —je P =0
are in the form
1 .
pnz(——n)ﬂ,nzl,Z,... 48)
4 (00
Let p, be the solutions of (47). Using Rouche’s Theorem (see e.g. Krantz, 2008), we obtain:
= _ Y o). n=
Pn=pn+a,= n + a,, a/,,—()(n ),n—N,N+1,..., 49)
4 (00

where N is a large positive integer. Putting p, into (46) and using this equality e’“2 = je™“2, we get

W2 _ pm w2 +Iu3'5;l’le”nw2 — i/l4ﬁ'nfle_a"w2 + 0(,5;[72) =0.
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Moreover, expanding the exponential function according to its Taylor series, we get

H3 +,U4

=— i+0(n?), n=N,N+1,...
20-)2pn 2w2pnl <n ) "

Therefore, we have

Note that A, = % # 0, w, = e'i and w3 = i. So we have

V2 1
Ao = 3y Gta = is) + 25

W i+0(n’1), (50)

V&) 1 2
g(ﬂ4+ﬂ3)+(z—n) i

where n = N, N + 1, ... with N large enough.

We make the same work for the sector S, because the eigenvalues of system (32) can be got by a similar computation
with the following choices

_ (.1)_«/§+«/§. _ (.3)__«/§+«/§.
a)l—expl47r— ) 21, a)g—expz47r— ) 21,
el VoS 2V,
w3—expz4ﬂ— ) 21, w4—expz47r— ) 21,

such that the inequality (42) is satisfied
Re (pw;) < Re (pw;) < Re(pws) < Re(pws), Yo € S5.
Hence, in sector S,, the characteristic determinant A (p) of (21) :
A(p) =2 ‘/iypﬁep""‘{ep‘”z +ieP — [P + uge P p ! + O(p’z) }

After computation, we have

— 1 j
pn=(z—n)§— 1“3 i+ 1“4 +0(n?). n=NN+1,... (51)
? Z(Z—n)ﬂ Z(Z—n)n
feh 3
with N large enough. Again, using 4, = h—; #0,w; =¢€'% and w% = —i, we obtain as follows the conjugate eigenvalues
of the problem (32)
V2 1[v2 1 Vol .
n:ﬁ(ﬁM_#S)_ﬁ 7(#4+#3)+(Z—n) 7T21+O(i’l 1), (52)

where n = N, N + 1,... with N large enough.

The expressions (50) and (52) give, in the following Theorem, the asymptotic expression on the eigenvalues:

Theorem 8 Let A be the operator defined by (12) and (13). If k # 0, then an asymptotic expression of the eigenvalues of
the problem (32) is given by

V2 1[V2 1Vl _
n=ﬁ(ﬂ4—#3)iﬁ T(ﬂ4+#3)+(2_n) 7T21+0(n 1), (53)
wheren = N,N + 1,... with N large enough, and
b 1
=iz = V22 + =) = =2 V3 = < (V2hm(1)* E11))Y) (54)



http://jmr.ccsenet.org Journal of Mathematics Research Vol. 9, No. 6; 2017

where
R ‘y(x)g(m(m)i
= g ), mer\ET)
o Ty (m@) |
- _Zfo m(x)(EI(x)) . o
and
pa + i3 = N2, + bay). (56)

Furthermore, A, (n = N,N + 1,...) with sufficiently large modulus are simple and distinct except for finitely many of them,
and satisfy

1
lim Red, = - [ 2 (m(x)
El(x)

i 1 . .
n—s+00 2h Jo m(x) ) dx_%((m(l)) (EI(1)) ) (57)

Remark 1 This Theorem is a bit of surprise because although the beam is nonuniform, we obtain an asymptotic uniform
rate of decay in terms of the viscous damping function and thus the important question asked in introduction is answered.

Moreover, with reference to (Naimark, 1967), we can say that the eigenvalues generated by the other sectors S, coincide
with those determined in the sectors S; and S .

3.2 Riesz Basis Property of the Generalized Eigenfunctions of A,

In what follows, we follow an idea of Wang in (Wang, Xu & Yung, 2005) in order to discuss the Riesz basis property of
the eigenfunctions of operator A, of system (14). To begin, we prove that the generalized eigenfunctions of A form an
unconditional basis in the Hilbert space H. Thus let us choose a transformation £ such that

L(f»g):(ff’»lﬂ)
with 1
dx)=f@,¥vx)=g@), z= hfo (El(g)) dd, (58)
and 1
(! m@)4
=] (EI(,:) & o

Notice that £ is invertible and is a bounded operator on H. Also, we define the following ordinary differential operator:

LNH=fY@Q+a@f" @Q+b@f"@+c@f (2,

u(z) = h*d(z),

By (f) = f(0)=0, Bz(g) ZJZ(/?) =’8;)

77 Txx ad+ , _
Bs(f) =170+ 20) T El(D)z (D) Fh=0
By(f) = EIMz2 (1) f”" (1) + [EI' (123 + 3EI(D)zx (D) 2 (D) 1f” (1) + [EI(1)Zpar (1) + EI' (D)2 (D ] f7 (1) = 0,

(60)

where the coefficients are defined by (25)-(29). Let A be defined as in (19), n € o (A) be an eigenvalue of A and (f, g) be

an eigenfunction corresponding to 7, then we obtain g = n7f and f satisfies the following equation:

fP@D+a@ " @Q+b@f @) +c@f @ +nu@)f@)+n'f @) =0,

with boundary conditions B; () =0, j=1,2,3,4. Now, when we take A = % and

L(f,8) =),y ()

we obtain that ¢ = A¢ and ¢ satisfies

2EI’ (x) EI" (x) ¥ (x) A2m(x)
(4) A 27 ’7 _
¢ (%) + ET ) ¢ (x) + EI(X)aﬁ (x)+AE[(x)¢(x)+ El(x)¢(x)—0, 0<x<1,
¢(0) = ¢ (0) = (EI()¢") (1) =0, (61)
¢” (1) = “ED (@l +p ¢ (1).

10
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Thus, the following result is obtained: n € o (A) @ 1€ o (Ay) .

Theorem 9 Let A, be defined by (12) and (13). Thus, A, has the eigenvalues which are all simple except for finitely many
of them, and the generalized eigenfunctions of operator A, form on H a Riesz basis.

Proof. The Theorem 7 underlines that the boundary problem (32) is strongly regular. Then, the first statement follows.
Moreover, using Theorem 4, we obtain that the generalized eigenfunction sequence F,, = (f,, n,.f,) of operator A forms
a Riesz basis for H. Also, £ being an invertible and bounded operator on H, we can deduce that ¥,, = (¢,,, 4,¢,) = LF,
forms on H a Riesz basis.

Now, we are moving on to the study of the exponential stability of system (14). Referring to (Curtain & Zwart, 1995), we
note that the Riesz basis property implies the spectrum-determined growth condition and (57) describes the asymptote of
o (Ay) , for any small & > 0 there are only finitely many eigenvalues of A in the following half-plane:

s Rei> L [ 2@ (m&)
’ EI (x)

Fy ) 3
2h Jo m(x) ) dx = — () EI(D)}) + &. )

4. Exponential Stability

According to idea of Theorem 2.4 of (Guo, 2002), all the properties of operator A, obtained previously allow us to say
that for the semigroup e+ generated by A,, the spectrum-determined growth condition is satisfied:

w(4,) = 5(4,).

w(4) = tim 2,

t—+oo f
which is called the growth order of ¢4’ and
s (Ay) = sup {Re/ll/l € O'(Ay)}

which is called the spectral bound of A,.

We will use the Theorem 9 which is fundamental property to conclude the exponential stability of the system (1)—(4).
Theorem 10 Ify(x) > 0, the system (1)—(4) is exponential stable for all 8 > 0 and @ > 0. Thus, there exists the constants
M > 0 and w > 0 such that the energy E (t) of system (1)—(4) satisfies

1 (! 1
E@ = 3 f Elwixdx + 3 f mw,2 dx + g(wx(l,t))z <ME(Q)e ™™, ¥Vt >0,
0 0

for all initial condition (w (x,0),w; (x,0)) € H.

Proof. To begin, A, is a dissipative operator. Indeed, for all w = (f, )" € D(A),

1 ’’
<Ayw,w>= <(g(X), —m(El(x)f”(X)) + V(x)g(X)) ,(f, g)>

1 1
<Aw,w>=— fo [(EI(x)f”(x))”ﬁ +y()lg()P | dx + fo EIx)g" (x)f"(x)dx + Bg () f'(1).

Integrating by parts, we obtain

1 1
<Aw,w>=— fo EIX[g" () f"(x) = f(x)g" (0] dx + B (Df' (D) - £/ (Hg'(1) - alg’ (DI - fo y(0)lg(x) dx.

1
Taking real parts, we obtain Re < A,w,w >= —alg’(DP - f y()c)|g()c)|2 dx < 0. Thus, A, is a dissipative operator and
0

e’ is a semigroup of contraction on H. Furthermore, there exists an asymptote

LMy (m(x)

Red ~ —
¢ EI ()

i 1 1 3
TR ) dx—E((m(l))«‘(El(l)M).

11
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for the spectrum of A,. In order to conclude the exponential stability, it remains to show that there is no eigenvalue on the
imaginary axis. Let A = it where T € R” is an eigenvalue of operator A, on the imaginary axis. Let ¥ = (¢, )" be the
corresponding eigenfunction. So, ¢ = A¢. Then we have

1
0 =Re ({4, W), ) = —a|y’ [ - fo YW dx,

1
0 = VI3 Re (1) = Re ({4,%,'%),.) = —a|y’ (D] - fo YOWP dx,

since y(x) > 0 and ¢/(x) are continuous with @ > 0, we get
Y (1)=0
and
YW =0, Vxe€[0,1].

Since y > 0, we have ¢ = 0 which implies that ¥ of A, is zero because = A¢ and the following differential equation is

satisfied by ¢(x):

’ ’ " 44 (63)
p0)=¢" ) =) =¢"(1)=¢"(1)=¢"(1)=0.

The above equation has a zero solution only (see Touré, Coulibaly & Kouassi, 2015). However, if ¥ = 0 then we have

a contradiction because ¥ is an eigenfunction and thus there exists no eigenvalue on the imaginary axis. Consequently,
Re(1) < 0.

{ 2m(x)¢ (x) + (EI(x) ¢ (x))” + 2y(x0)p(x) =0, 0<x<1,

Due to the spectrum-determined growth condition and the Theorem 9, we can conclude the exponential stability of system
(H)—=(4). u

Next, using an idea of (Wang, 2004), we study the situation where y (x) is continuous and indefinite in [0, 1]. We have the
following Theorem:

Theorem 11 Let
v+ (x) = max {y (x),0}, y-(x) = max{-y(x),0},

and let ;
1 "
Ay (0= [0, = S(EL@ 7 () 44 (x)g(x))) .V (f,.9) € D(A,.)=D(A,)

and

T
I (f.g) = (o, “y—()‘)goc)) V(f.g) € H.

m(x)

Hence A, can be writtenas Ay, = A, +1T'_. Let s (A%) = sup {Re/ll/l €T (Aﬁ)} Af

- (x)
m ) <b o)

then we obtain the exponential stablility of system (14).

b}

Proof. 1t is easily to see that I'_ is self-adjoint operator and

IT_|| = max {7‘ (x)}. (64)

xe[0,1] | m (x)

According to the Theorem 10 and definition of operator A, , e’ is a semigroup of contraction and s (Aﬁ) < 0. Further-
more, due to perturbation theory of linear operators semigroup, for example in the Theorem 1.1 pp. 76 of (Pazy, 1983),
we obtain A € p (Ay) whenever Red > s (Aﬁ) + |IT-|| < 0. We have again by the Theorem 9 the following important result

w(4y) =s(4y) < s(A,.) + Tl <O0.

Thus, we can conclude the exponential stability of system (14). ]

12
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Résumé

Dans cette these, on considere une poutre flexible d’Euler-Bernoulli encastrée a une
extrémité et soumise a 'extrémité libre a un controle force en rotation et en vitesse
de rotation. Ce systeme appartient a la classe des systéemes dynamiques de dimension
infinie. L’objectif poursuivi consiste a étudier le caractere bien posé au sens des Cp-
semi-groupes, le spectre, la stabilité exponentielle et la dissipativité numérique de ce
systeme.

La premiere partie de cette theése est composée de deux chapitres. Le premier est
consacré a la stabilisation de cette poutre a coefficients variables. Nous montrons que
le contréle force en rotation et en vitesse de rotation stabilise exponentiellement le
systeme. Dans le second, nous ajoutons au systeme étudié au premier chapitre, un
amortissement dont le coefficient est une fonction qui n’est pas de signe constant. La
question qui se pose naturellement est de savoir si une telle fonction pourrait avoir une
mauvaise influence sur la stabilité exponentielle de ce nouveau systeme. Nous donnons
des conditions pour qu’il soit exponentiellement stable.

La deuxieme partie se décompose en deux chapitres. Le premier développe une mé-
thode numérique qui conserve fidelement les propriétés obtenues dans le cas continu
telles que la stabilité et la dissipativité de la fonction de Lyapunov. La discrétisation
du systeme se fait en deux étapes : une premiere méthode numérique semi-discrete est
obtenue en utilisant la méthode des éléments finis pour la discrétisation dans ’espace,
et dans la deuxieme étape, un schéma numérique totalement discrétisé est obtenu en
se servant du schéma de Crank-Nicolson pour la discrétisation dans le temps. Chaque
schéma numérique est développé en conservant ’argumentation de dissipativité. Par
ailleurs, la convergence de la méthode est montrée et des estimations d’erreur a priori
sont obtenues. Le deuxieme présente des simulations numériques. Par la méthode des
éléments finis, nous illustrons l'influence des parametres de controles rétroactifs a la
frontiere sur le spectre approché. En outre, 'ordre de convergence des méthodes nu-

mériques obtenu dans le premier chapitre de la deuxieme partie est confirmé.

Mots clés : poutre d’Euler-Bernoulli, semi-groupe, stabilité, éléments finis d’Hermite,

schéma de Crank-Nicolson, dissipativité numérique.
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