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& Résumé &

Les codes linéaires construits dans le cadre de ce travail sont des codes binaires systéema-
tiques (I,,|A) oit A est la matrice obtenue de la matrice d’adjacence d’un graphe & n sommets.
1ls corrigent une seule erreur car leur distance minimale est égale a 3.

Mots clés : Codes linéaires ; graphes bipartis ; matrice génératrice ; matrice d’adjacence ;

distance minimale.
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& Abstract &

The linear codes built here are systematic binary codes (I,|A(G)). A(G) is the matrix
obtained to the adjacency matrix of a biparti graph. These codes correct only one error because
thier minimun ditance is 3.

Keys words :Linear codes ; bipartis graphs ; generator matrix ;adjacency matrix ; minimun

distance.
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& Introduction &

La communication est le fait qu'un expéditeur envoie un message a un récepteur, elle a
évolué avec I’avenement des TIC notamment avec I’apparition des ordinateurs et de 1’internet.
Malgré le fait que les TIC ont amélioré la qualité de la communication, elles ont aussi apporté
des problemes a I’instar des virus et des pirates informatiques qui sont a I’origine des erreurs de
communication.

La théorie des graphes est une branche des mathématiques discretes utilis€ée dans de nombreux
domaines tels que le transport, 1’architecture et permet de modéliser plusieurs situations de vie.
Elle a tardivement recu une attention soutenue de la part de la communauté mathématique.
Les premiers développements majeurs de cette théorie datent du milieu du vingtieme siecle
avec ’apparition d’un des premiers ouvrages traitant de la théorie des graphes ™ Théorie der
endlichen und unendlichen graphen “écrit par Konig [10] . Depuis cette époque, la théorie des
graphes s’est largement développée. Nous présenterons dans ce mémoire le lien qui existe entre
cette théorie et la théorie des codes.

La théorie des codes est un domaine qui a pour but de transmettre, de stocker et de sécuriser
les données numériques contre les ennemis. Ces opérations rencontrent des difficultés dis a des
raisons diverses a I’instar des poussieres ou des rayures qui dégradent les données contenues sur
un disque BLU-RAY et des perturbations électromagnétiques qui détériorent les données dans
les communications satellitaires et téléphoniques. Pour résoudre ce probleme, de nombreux
mathématiciens a I’instar de Claude SHANNON, Richard HAMMING [3] ont mis sur pieds des
dispositifs de correction (codes correcteurs d’erreurs). La correction d’erreurs est directement
lié a la distance minimale car un code qui a une grande distance minimale corrige plusieurs
erreurs. Nous allons présenter une approche de construction des codes linéaires a partir des
graphes bipartis et regarder leurs distance minimale.

L’ organisation de notre travail est la suivante :

— Le premier chapitre présente les structures algébriques : anneaux, corps, espaces vecto-
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Table des matiéres

riels et matrices.
— Le deuxieme chapitre se concentre sur les graphes plus précis€ément les graphes bipartis.
— Le chapitre trois concerne les codes linéaires sur les corps de Galois.
— Le dernier chapitre sera consacré a la construction des codes linéaires a partir des

graphes bipartis.
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'S8 CuariTRE UN IS

PRELIMINAIRES
]

1.1 STRUCTURES ALGEBRIQUES

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions sur les anneaux, les corps, les espaces

vectoriels et les matrices.

1.1.1 Anneaux et Corps
Anneaux

Définition 1.1.1. Un anneau est un triplet (A4, +, -) ot A est un ensemble non vide, + et - sont
des lois de composition interne dans A vérifiant les propriétés suivantes :
Py ) (A,+) estun groupe commutatif (dont 1’élément neutre est noté 04).
P, ) Laloi - est associative et distributive par rapport a +, c’est-a-dire :
V(a,b,c) € A% (a-b)-c=a-(b-c)eta-(b+c)=a-b+a-c;(b+c)-a=b-a+c-a.
Si la loi - admet un élément neutre noté 1 4 1’anneau est dit unitaire.

Si la loi - est commutative 1’anneau est commutatif ou abélien.
Dans la suite, sauf mention du contraire A est un anneau commutatif et unitaire.

Définition 1.1.2. Soit B un sous-ensemble non vide de A.
On dit que B est un sous-anneau si la restriction des lois de I’anneau A a B confére a B une

structure d’anneau ( c¢’est-a-dire (B, +, -) est un anneau).
Proposition 1.1.1. Soit B un sous-ensemble non vide de A, alors les propriétés suivantes sont
équivalents :

1. B estun sous-anneau de A.

2. V(x,y) € B>,z —y € Betxy € B.
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1.1. STRUCTURES ALGEBRIQUES

Preuve . Voir[9]

Définition 1.1.3. Soient x et y dans A avec x # 04. On dit que z divise y s’il existe un élément

zde Ately = zx.

Définition 1.1.4. Un élément = de A est dit inversible dans A s’il est un diviseur de ’unité de
I’anneau A. Autrement dit, un élément x de A est dit inversible dans A s’il existe un élément y

de A tel que zy = 14. L élément y est appelé I’inverse de .
Proposition 1.1.2. Soit = un élément de A. Si x est inversible, alors son inverse est unique.

Preuve . Supposons que x; et x5 sont des inverses de x; alors xx; = zxy = 14, ce qui

implique que
T1XT] = T1X%9 = 14 d’o0 21 = Zo.

Définition 1.1.5. Soit x un élément non nul de A. On dit que = est un diviseur de zéro s’il

existe un élément non nul y de A tel que xy = 0
Définition 1.1.6. [’anneau A est dit integre lorsqu’il n’a pas de diviseurs de zéro.
Cest-a-dire: Vx,y € A, zy =0 = (z =0ouy = 0).
Définition 1.1.7. Soit / un sous-groupe additif de A, on dit que / est un idéal si
V(a,i) € AX I, ai € [ etia € 1.

Définition 1.1.8. Soit X C A.

L’idéal engendré par X noté (X) est I’intersection de tous les idéaux contenant X.
Définition 1.1.9. A est dit principal si tout idéal de A est engendré par un élément de A.

Proposition 1.1.3. Soit A un anneau unitaire d’élément unité 1 4, alors 1’application

v 7 — A

n — n-ly

est un morphisme d’anneaux.
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1.1. STRUCTURES ALGEBRIQUES

Preuve . En effet, pour n, m € 7Z,

v(n+m) = (n+m)-14
= n-1A+m-1A

= Y(n)+y(m)

et

(nm) = (nm)la
= (n-lA)(m-lA)

= Y(n)y(m)
D’ou le résultat.

Remarque 1.1.1. Si ¢ est non injectif, alors Keriy est un idéal propre de Z. Z étant principal,
Keriy est de la forme mZ ou m est un entier naturel non nul.
Définition 1.1.10.

1. Si Kery = 0, on dit que A est de caractéristique nulle.

2. Si Keryp = mZ, (m € N*) on dit que A est de caractéristique m.

Corps

Définition 1.1.11. Un corps est anneau unitaire dans lequel tout élément non nul est inversible.

Un corps commutatif est un anneau commutatif unitaire dans tout él€ément non nul est inversible.

Définition 1.1.12. Soit L une partie non vide de K.
L est un sous-corps de K si la restriction des lois de K a L lui confere une structure de corps ;

c’est-a-dire :
1. V(ab) € L? a-be L.
2. V(ab) € L? abe L.
3.VacLa#0,a!elL.

Définition 1.1.13. Un corps fini est un corps qui a un nombre fini d’éléments fini.

On I’appelle aussi corps de Galois.

Proposition 1.1.4. Tout corps est un anneau integre.
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1.1. STRUCTURES ALGEBRIQUES

Preuve . Soient K un corps, z,y € K tels que x # 0 et zy = 0.
Alorsy =14 -y = (zz )y =2 zy) =270 =0.

D’ou K est integre.

Théoreme 1.1.1. (théoreme de Wedderburn)

Tout corps fini est commutatif.
Proposition 1.1.5. La caractéristique d’un corps fini est un nombre premier.

Preuve . Soit K un corps fini de caractéristique m.

Comme le corps K a un nombre fini d’éléments, le morphisme ¢/ ne peut étre injectif, donc son
noyau est distinct de I’'idéal nul. Ainsi, m est un entier naturel non nul. De plus m est distinct de
1 (carsim = 1, alorsona: Kery = Z ce qui est absurde). Supposons que m n’est pas premier,
alors il existe deux entiers p et ¢ non nuls et tous distincts de 1 tels que m = pq. Puisque p et ¢
sont non nuls et strictement inférieurs a m, plk et ¢l sont deux éléments non nuls de K.

Ona:
(p-1x)(q-1x) = (p- )1k =m - 1x = Ox.
Ce qui contredit le fait que le corps K soit integre. D’ou m est premier.
Proposition 1.1.6. Le cardinal d’un corps fini est une puissance de sa caractéristique.

Proposition 1.1.7. Soit (K, +, -) un corps.

Alors K ne posseéde pas d’idéaux non triviaux.

Preuve . Soit [ un idéal de K.
SiI# {0k} alors il existe a € I tel que a# O.

Mais a € K ~\ {0} et donc a~! existe dans K.

1 1

a =1y € I carlestunidéal de K. Pourtout z € K,ona:x = lg.x € 1

c’est-a-dire K C I d’ou [ = K.

Ainsi aa™" = a~

Proposition 1.1.8. Soit p € N avec p > 2.
7,/ pZ est un domaine d’intégrité <= p premier.

Preuve .
Supposons que Z/pZ est un domaine d’intégrité et que p non premier. p non premier entraine

quilexiste p;,ps €N, 1 < p; <petl < py < ptelsque p = p;p; alorsp = 0 = P1ps = P1.p2
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1.1. STRUCTURES ALGEBRIQUES

ouVi € {1,2},p; = p; + pZ .On apy,ps € Z/pZ et py.p; = 0 ce qui est absurde car Z/pZ est
sans diviseur de zéro d’ou p est premier.

Réciproquement supposons que soit p premier.

Pour montrer que Z/pZ est un domaine d’intégrité, il suffit de montrer que Z/pZ est sans

diviseurs de zéro. Soit p,, p, € Z/pZ tel que :p1p; = 0

P1D2 =0 = p‘plpz
= p|p1 ou p|ps

D’ou le résultat.
Proposition 1.1.9. Tout domaine d’intégrité fini est un corps.

Preuve . Soit K" un domaine d’intégrité fini.

En supposant que K posséde n éléments, posons K = {0, 1, k3, ky, ks, ..., kp}.

Soitu € K, u # 0 alors uK = {0, u, uks, uky, ..., uk,}.

uk; = uk; si et seulement si k; = k; ; donc tous les éléments de u /K sont distincts.

Ainsi uK possede aussi n éléments et de plus, comme uK C K alors ulKX = K.

lx € K = uK par conséquent il existe u" € K tel que 1x = uu’ = u u ainsi u est inversible,

c’est-a-dire tout élément non nul de K est inversible d’ou K est un corps.
Proposition 1.1.10. Soit p € N avec p > 2
7,/ pZ est corps <=> p est premier.

Preuve . Supposons que p soit un nombre entier premier.

ppremier =—> 7 /pZ est un domaine d’intégrité.

= 7/pZ est un corps car Z/pZ est fini.

Z/pZ est donc un domaine d’intégrité fini ¢’est-a-dire un corps.

Réciproquement supposons que Z/pZ soit un corps.

Z/pZcorps = Z/pZ est un domaine d’intégrité

—> p est premier

DIPES II 2018-2019 7



1.1. STRUCTURES ALGEBRIQUES

1.1.2 Espaces vectoriels
Dans toute cette partie K désigne un corps commutatif.

Définition 1.1.14. On appelle K-espace vectoriel tout ensemble £ muni d’une loi notée + et

d’une loi externe -

KxFE — FE
telles que :

(ANz) — Az

1. (E,+) estun groupe abélien

2.V(\p) eK, Ve e E
A+ p)x = Az + px

3. VA € K,V(z,y) € E?
ANz +y) =+ Ay

4. V(\ p) € K3 Ve € E, \Npz) = (Au)z
5. Vx € E, 1xx = x.
Dans la suite K-ev désignera K-espace vectoriel.

Définition 1.1.15. Soient £ un K-ev, F'une partie non vide de F.

On dit que F' est un sous-espace vectoriel de ' si et seulement si :

1. F 0.

2. V(z,y) € FPetVA e K,x + \y € F.

Définition 1.1.16. Soient £ un K-ev,n € N* et (e1,...,¢e,) € E".

1. On dit que la famille finie (eq, ..., e,) est liée si et seulement si

El()\l, e )\n) e K" — {(O, ce ,0)}, Z?:l Aie; = 0.
2. On dit que la famille finie (eq, .. ., e, ) est libre si et seulement si elle n’est pas liée, c’est-
a-dire
V(A1 ..., A\n) € K™,
Z?:l Ae; =0=—= (VZ S {1, c. ,N}, A= 0)

Définition 1.1.17. (En dimension finie)

Une famille de vecteurs {ey, ..., e,} d’un espace vectoriel E est dite génératrice si

Vee E,3(M,....\) €K' telquez = > | Ne.

DIPES II 2018-2019 8



1.1. STRUCTURES ALGEBRIQUES

Définition 1.1.18. On dit qu'une famille 5 d’éléments d’un K-ev est une base de F si B est

une famille libre et génératrice de .

Proposition 1.1.11. Une famille finie B = (e, ..., e,) d’éléments d’un K-ev E est une base

si et seulement si
Ve e El(zy,...,z,) e Kz =)0 xe;.

Preuve .

Supposons que B = (ey, ..., e,) soit une base de F.soit z € £

re E = El(xl,...,xn)EK”\x:inei
i=1

Supposons qu’il existe (y1,...,y,) € K" tel que x = Y1 yie;.

T = Zyiei - Z(l’z —yi)e; =0
i=1 i=1
= Vie{l,...,n}, x; —y; = 0 car B une famille libre de £

= Vie{l,...,n}, z;=vy;

Ce qui prouve I’unicité.

Réciproquement supposons Vz € E 3(x1,...,z,) € K",z =Y"" | ze;.

Par hypothese, B = (ey, ..., e,) est déja une famille génératrice car tout élément de £ s’écrit
comme combinaison linéaire d’éléments de B.

soit (z1,...,z,) € K"telque > | x;e; =0

n n n
szez—o = Zmiei—ZOez
i=1 i=1 i=1
= I =Ty = = x, = 0 par unicité de la décomposition
D’ouBB = (ey,...,e,) est une famille libre de E et par conséquent une base de E.
Proposition 1.1.12. Soient £ un K-ev de dimension finie n € N* et B = (eq,...,e,) une

base de F, I’application ¢ définie par
p: B — K"
r — (T1,...,%,)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
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1.2. CALCUL MATRICIEL

Preuve . Soit (z,y) € E? tel que o(1) = o(y).

pa) =ely) = (21, 20) = (W1, Un)
— inei = Zyiei
— 2=y
d’ ol ¢ est injective.
Soit (o, ..., ) € K", posons y = >, aue;,onay € Eeto(y) = (aq,...,a,) d ol pest
surjective. Ce qui permet de conclure que ¢ est bijective.
Soient x et y dans F et A € K,
olx+Ny) = (x1+ Ay, 22 + \ya, ..., Tp + AYp)
= (21,22, ..., Tn) + ANY1, Y2, -+, Yn)
= () + Ae(y)
d’ou p est un isomorphisme de K espaces vectoriels .
Proposition 1.1.13. Si K est un corps fini et &/ un K-ev de dimension finie n, on a
card(E) = (card K)"

Preuve . D’apres la proposition précédente F est isomorphe a K" d’ou card(E) = (card K)"

1.2 CALCUL MATRICIEL

Soient n, p € N* et K un corps.

Définition 1.2.1.

1. On appelle matrice a n lignes , p colonnes et a éléments (ou coefficients ou termes ) dans
K toute application de {1,...,n} x {1,...,p} dans K définie par :
A: {1,...,n}x{l,....p} — K
(4, ) > Q4
On note cette application sous forme de tableau par

@113 a2 ... Qp

Q21 Q22 ... QG
A = (aij)i<icnn<i<p = (aij)ij =

ap1 Ap2 ... G

DIPES II 2018-2019 10



1.2. CALCUL MATRICIEL

2. M, ,(K) désigne I’ensemble des matrices de taille n x p sur K.

3. Une matrice est dite carrée lorsque n = p.

Définition 1.2.2.

1. Addition

Soient A = (a;;);; et B = (b;;);; deux matrices de méme taille n x p. A+ B est la matrice

de taille n x p définie par :

A -+ B = (aij + bm)w

2. Multiplication par un scalaire.

Soit A = (a;;);; une matrice et A € K le produit de A par A est la matrice définie par :

)\A = (/\aij)ij.

3. Produit

Soient A et B deux matrices de taille n X p et p X g respectivement. Le produit de A par

B est la matrice définie par :

AB = (cit)ir avec ¢, = Y0_, aijbji

Définition 1.2.3.

Soit A une matrice

A = ai)ij=

11

21

an1

a2

22

An2

0,1p

CL2p

de M, ,(K),

Ay

on appelle transposée de A la matrice notée * A de M, ,,(K) définie par :

‘A = (ay)s
@11 Aa21 An1
aiz2 A2 an2
a1p QAgp Anp
Proposition 1.2.1.
1. VA€ Mmp(K) JH(PA) = A.
DIPES II 2018-2019 11



1.2. CALCUL MATRICIEL

2. Ya € KY(4, B) € (M,,(K))?, {aA+B)=a'A+ 'B

3. VA € M, ,(K).VB € M,,(K), {(AB) = 'B'A

Preuve .
1. Immédiat

2‘ En notant A = (aZ])U et B=(b"J>Z] on a OZA + B — (O[CLZ] + b’L])U
donc {(aA + B) = (ca;; + byj)ij et

A+ B = alaij)i + (bij)i

= (aaij + bij)i;

dou’(0A+B)=a'A+'B

3. En posant A=(a;;)ij » B=(bji);x ona'A = (ay;)j; et 'B = (Bij)k;
ol oy = ay; et Br; = by et AB = (cir)ir ' B'A = (k)i avec
Cik = D5y ijbjk €y = 30 Brjayi = D25 bjkaij = cip, ainsi

‘B'A= '(AB)
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IR CHAPITRE DEUX‘ * ok

GRAPHES
-

2.1 Généralités

2.1.1 Définitions

Définition 2.1.1. [1] Soient V un ensemble (fini ou non) et £ une partiede V' x V.
— On appelle graphe la donnée du couple (V, E') et on note G = (V, E).
— Les éléments de V' sont appelés les sommets ou nceuds de G .
— Les éléments de E sont appelés les arcs ou les arétes de G.

— Le graphe est fini lorsque V' est fini non vide.

Définition 2.1.2. Soient / un ensemble d’indices, U = {v;|i € I} eta = (v;,v;) € E avec
1,j€1
— v, est appel€ origine de I’arc a, v; est appel€é destination de I’arc a.

— Larc a est appelé€ boucle lorsque v; = v;.

Définition 2.1.3. Soient G = (V, E) et H = (F, D) deux graphes.
Le graphe H = (F, D) est un sous-graphe de G si :
1. FCV

2. DC EN(F x F).

Définition 2.1.4. Dans le cas ou G est un graphe fini :
— Le demi-degré sortant d’un sommet v noté d* (v) est le nombre d’éléments de w™ (v).
— Le demi-degré entrant d’un sommet v noté d~ (v) est le nombre d’éléments de w™ (v).

— Le degré d’un sommet v noté d(v) est défini par d(v) = d~ (v) + d* (v)

Exemple 2.1.1. Considérons le graphe G = (V, E) ou V = {a, b, c,d} et
E ={(a,b),(a,c),(d,d), (b,d),(c,d), (b,a)} alors :

DIPES II 2018-2019 13



2.1. Généralités

1. wt(a)={(a,b), (a,c)} etd™(a) =2

2. wh(b)={(b,d), (b,a)} et d*(b) = 2

3. w(b)={(a,b)} et d~(b)=1. On obtient d(b) = 3.
le graphe H = (F, D) avec F' = {a,b,c} et D = {(a,b), (a, ), (b, a)} est un sous-graphe
de G.

Lemme 2.1.1. Soit G = (V| E) un graphe orienté et fini, alors les w™ (v) v € N etles w™ (v)
veM@N={veV/Ix eV, (vz) € E}etM={v € V/3z € V,(z,v) € E}) forment

chacun une partition de .

Preuve . 1. Soitv € N alors il existe 2 € V tel que (v,z) € E d’ot w™(v) # 0.

2. Soit u,v € N supposons que w' (v) (w'(u) # 0 . Soit alors (x,y) € w(v) (N w*(u)
ona(z,y) = (v,a) = (u,b) avec a,b,y € V c’est-a-dire v = x =ueta =y = bd’ou
u=wv

3. Soitv € Nonaw"(v) C Edonc |,y w*(u) C E.Soit (a,b) € E alors (a,b) € w*(a)

eta € NdouFE =], .y w(u); De méme on montre que £ = | J,,, w™ (v).

Proposition 2.1.1. Si G = (V| E) est un graphe orienté et fini alors :
LY ey d(v)=3_ v d (v)=|E].

2. Y, d(v) = 2|E|.

9

Preuve. 1. D’apréslelemme2.l.1ona FE =], ,, w™ (v)={J,cny w' (u) d’ol
Yver & (V) = Xy d(v) = |E].
2. Soitv € V onad(v)=d*(v) + d~(v) donc
ddw) = D dt )+ d (v)
veV veV veV
= |E[+E|

— 2B

Définition 2.1.5. Un multi-ensemble est un ensemble au sein duquel un méme élément est

répété plus d’une fois.

Définition 2.1.6. Un multi-graphe G = (V, E) est un graphe pour lequel 1’ensemble E des

arcs est un multi-ensemble.
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2.2. Graphes et algebre linéaire

Exemple 2.1.2. Posons V' = {vy, vg,v3, 04} et E = {(v1,v2), (v1,v2), (v2,v4), (v3,v2)} alors

G = (V, E) est un multi-graphe.
Dans ce type de graphe on peut trouver plusieurs arcs reliant deux sommets donnés.
Remarque 2.1.1. Un multi-graphe G = (V, F)) est fini si V et E sont finis.

Définition 2.1.7. Soit p > 1.Un p-graphe est un multi-graphe G = (V, E') pour lequel tout arc

de E est répété au plus p fois.

Définition 2.1.8. Un graphe G = (V, E) est dit simple (ou strict) s’il ne s’agit pas d’un multi-

graphe et F est irréflexif ¢’est -a-dire que quelque soit v € V, (v, v) n’appartient pas a E.

Exemple 2.1.3. Soient V' = {v,v9,v3} et E = {(v1,v2), (v2,v3), (v1,v3)} alors G=(V,E) est

un graphe simple.

Définition 2.1.9. Soit G = (V, E)) un graphe (resp un multi-graphe). Si F est une relation

symétrique, on dira que GG est un graphe (resp un multi-graphe) non orienté ou non dirigé.

Définition 2.1.10. Soient £ > 1 et G = (V, E') un multi-graphe orienté (resp.non orienté). On

dit que G est k régulier si pour tout v € V, d*(v) = k (resp deg(v) = k).

Définition 2.1.11. Un graphe G = (V, E) estcompletsi £ =V x V ~\ {(v,v),v € V}c’est-

a-dire qu’on ne tient pas compte des boucles.

Remarque 2.1.2. Un graphe complet est non dirigé. K, est le graphe simple non orienté

complet a n sommets.

Définition 2.1.12. Un graphe G = (V, E) est dit N-partis avec N > 2 si V peut- étre parti-

tionné en N sous-ensembles V7,. ..,V tels que

Ec|Jvixv.
i#j

Lorsque N = 2 on parle de graphe biparti. Si | V; [=met| Vo |[=net E =V x V, on parle

de graphe biparti complet et on note /,,,,.

2.2 Graphes et algebre linéaire

Dans cette partie nous établissons le lien entre la théorie des graphes et 1’algebre linéaire.
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2.2. Graphes et algebre linéaire

Définition 2.2.1. Soit G = (V, ') un multi-graphe non orienté dont les sommets sont ordon-
nés par V={vy, ..., v, }. La matrice d’adjacence de G est la matrice A(G) dont I’élément a;; est

égal au nombre d’arétes {v;, v, } présentes dans E.

Exemple 2.2.1. Soient V = {0,1,2} et £ = {(0,1),(0,2), (1,0),(2,0), (2,1),(1,2)}, alors

G = (V, E) est un graphe non-orienté de matrice d’adjacence :

011
AG)=11 0 1
110

Proposition 2.2.1. Soit G = (V, F) un multi-graphe non orienté. La matrice d’adjacence

A(G) de G est une matrice symétrique.

Preuve . A(G) = (a;j) ol a;; est le nombre d’arétes {v;, v; }, comme le graphe est non-orienté
, il y a autant d’arétes {v;,v;} que d’arétes {v;,v;} donc a;; =a;; pour tout 2,5 € {1,...,n}

ainsi "A(G)=A(G) d’ou A(G) est symétrique.

Définition 2.2.2. Deux graphes G; = (V;; F;) ¢ = 1, 2 sont isomorphes s’il existe une bijection

w: Vi — V; telle que :

(z,y) € By <= (v(z),0(y)) € E»

Définition 2.2.3. Une matrice de permutation est une matrice ou chaque ligne et chaque co-

lonne contiennent exactement un coefficient non-nul qui est égal a 1.

Proposition 2.2.2. Deux graphes (G; et G5 sont isomorphes s’il existe une matrice de permu-

tation P telle que
A(Gl) = PilA(GQ)P
Preuve . Voir [10] page 70.

Définition 2.2.4. Matrice d’adjacence version graphe orienté.
Soit G = (V, E) un multi-graphe orienté dont les sommets sont ordonnées par V' = {vy,...,v,}.
La matrice d’adjacence de G est la matrice A(G) dont I’élément [A(G));,; est égal au nombre

d’arcs (v;, v;) présents dans E.
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2.3. Domaines d’applications des graphes

Exemple 2.2.2. Considérons le graphe G = (V, E) ou V' = {vy, va,v3,v4} et

E = {(v1,v2), (v1,v3), (v1,v4), (v2,v3), (v4,v1) }. La matrice d’adjacence de G est donnée par :

1

_ o O O
o o o =
o o =

o o o =

Remarque 2.2.1. Pour les graphes orientés, la matrice adjacence n’est pas toujours symé-

trique.

2.3 Domaines d’applications des graphes

La théorie des graphes a de nombreuses applications a I’instar de :
1. L’informatique (Programmation).

2. La recherche opérationnelle (Tournés de distribution, ordonnancement de taches, 1’ opti-

misation des plans de production industrielle).
3. La cartographie(Coloriage des cartes).

4. Théorie du codage.
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CODES LINEAIRES SUR LES

CORPS DE GALOIS

3.1 Généralités sur les codes linéaires

3.1.1 Définitions et premieres propriétés

Définition 3.1.1. Soient .4 un ensemble non vide de cardinal ¢ et n un entier naturel non nul.
— On appelle code de longueur n sur A toute partie non vide C' de A™.
— L’ensemble A est appelé alphabet du code.

— Tout élément x = (21, ..., x,) de C est appelé mot de code.
Proposition 3.1.1. L’application dy : A" x A" — N définie par :
Ve, y € A% dy(z,y) = Card{i € {1,...,n}/x; # v}
est une distance sur A"

Preuve . Soient z, y et z dans A"

1. (Axiome de séparation)

dy(z,y) =0 Card{i € {1,...,n}/x; #y;} =0
{ie{l,....n}/x; £y} =0

Vie{l,....,n},x; =y

1117

r=1y
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3.1. Généralités sur les codes linéaires

2. (Axiome de symétrie)

dy(x,y) = Card{i€{l,...,n}/x; # y;}
= Card{i e {1,...,n}/y; # x;}
= du(y, )
3. (Inégalité triangulaire).
Posons U={i/x; # z;},S={i/x; # zi Nx; =y} et T = {i/x; # z; Nxy # i}
OnaSOT=UetSNT = 0.
En effet supposons que S (7T # 0 . Soitig € {1,...,n} telqueip € ST .
io € ST = xiy # iy €t Tiy = Yiy-
ce qui est absurde d’ott ST = 0.
OnaT CUetS CUdoncS|JT CU.Tlrestea montrer que U C S|JT.
Soiti € {1,...,n}telquei € U.
1€l = x; # 2
= (z; £z Nxi=y;) ou (x; # 2 Nxy #Yi)
= eS| T
ainsi, U = SUT.
dy(z,2z) = Card(U) = card(T) + Card(S), de plus
Card(T) < dy(x,y) et Card(S) < du(y, 2)
d’oudy(z, 2) < dg(z,y) + du(y, 2).
Définition 3.1.2. La distance dy de la proposition 3.1.1 est appelé distance de Hamming sur
A"

Définition 3.1.3. Soient I, le corps de Galois de cardinal ¢ et n un entier naturel non nul.
On appelle code linéaire de longueur n et de dimension & sur I, tout IF,-sous -espace vectoriel

de F de dimension k.
Dans la suite, C' est un code linéaire de longueur n et de dimension £ sur IF,.

Définition 3.1.4. Soit z = (x1,...,2,) un mot de C.

On appelle poids de Hamming de = 'entier wy () défini comme suit :
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3.1. Généralités sur les codes linéaires

wy(x) = Card{i € {1,... n}/x; # 0}.

Proposition 3.1.2. Les mots d’un code linéaire binaire sont soit tous de poids pair ou soit en

nombre égal de poids pair et impair.
Preuve . Voir [3] page 24.
Remarque 3.1.1. Pour tous mots z et y de C, on a I’égalité suivante :
dy(x,y) = wy(x —y) etdy(z,0) = wy(x).
Définition 3.1.5. Soit C' un code, on appelle distance minimale de C' I’entier d défini par :
d=min{dy(x,y):z,y € C,x #y} = min{wy(z) : v € C,x # 0}

Notation 3.1.1. On écrit C[n, k, d], pour dire que C' est un code linéaire sur F, de longueur n,

de dimension & et de distance minimale d.

Proposition 3.1.3. Soit C' C Fy.
Si C estun [n, k, d]-code sur F, alors Card(C) = ¢".

Preuve . Puisque C est un code linéaire sur [, C est donc un sous-espace vectoriel de Fy de

Cl ="

dimension k ainsi d’apres la proposition 1.1.13, C' = IF’; d’ou

Proposition 3.1.4. (Borne de Singleton) Soit C' C F.
Si Cestun [n, k,d]-code sur F,alorsd <n —k+ 1

Le théoréme suivant donne une condition d’existence des codes linéaires.

Théoreme 3.1.1 (Borne de VARSHAMOV-Gilbert). Soit C un [n, k, d]-code linéaire sur [F,.

d—2 O Nk (] e
Yiolg—1) ' < ¢"" = (il existe un[n, k, d] — code) sur F,.
i

Définition 3.1.6. Soit C un [n, k, d]-code et soit P; le nombre de mots de poids i.
Le n-uplet (P, Py, ..., P,) est appelé distribution des poids du code C'.
Proposition 3.1.5. Soit C un [n, k, d],-code linéaire.
Si (P, P, ..., P,) estladistribution de poids de C' alors

1. PO = 1

2.Vil<i<d—-1,FP,=0
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3.1. Généralités sur les codes linéaires

3.Vi>d, Py >1
Preuve . Voir [3] page 29

Définition 3.1.7. Soit C' un [n, k, d]-code de distribution de poids (Py, P, ..., P,), on appelle

polyndme énumérateur de poids du code C' le polyndme a deux inconnues défini comme suit :

We(z,y) =>"  Pa" "y ouz,y € C.

3.1.2 Matrice génératrice d’un code linéaire

Définition 3.1.8. Soient C'[n, k|,-code linéaire et (€1, e, . .., €,) une F,- base de C.
On appelle matrice génératrice de C toute matrice dont les lignes sont formés des composantes

des vecteurs de base de C par rapport a la base canonique de Fy sur F,.
Remarque 3.1.2. Toute matrice génératrice d’un [n, k|,-code linéaire est de taille k& x n.

Proposition 3.1.6. Si GG est une matrice génératrice d’un code C, alors toute autre matrice de

(' est de la forme A - G ou A est une matrice carrée inversible d’ordre £ a coefficients dans IF,

. / . ., . .
Preuve . Soient GG et G deux matrices génératrices de C, alors les lignes x1, s, ..., 2, de G

forment une base de C sur [F,. De méme, les lignes y1, 42, ..., yi de G’ forment une base de

k

C sur F,. Ainsi, pour tout i € [|1,k|], il existe ¢;1,t0,...,t;x € F, tels que y; = ijl tijTj.

Donc G = AG ot A = (tij)1<i,j<k est une matrice carrée d’ordre k a coefficients dans F,. De
méme il existe une matrice carrée A" d’ordre k 2 coefficients dans F, telle que G = A'G’. Ainsi

G = AA'G et G = A'AG, ce qui implique AA" = A'A = I;,. D’ol1 A est inversible.

Proposition et Définition 3.1.1. Soient C' un [n, k] — code sur F, et G une matrice génératrice

C alors :

1. L’application

u — uG
est un morphisme injectif d’espaces vectoriels appelé encodeur.

2. C'=Imyp={uG/u € Ft}.
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3.1. Généralités sur les codes linéaires

Preuve. 1. Soientu,v € Fy et A € F ona

o(u+ Av)

(u+ )G
€1
e
(ug + Avy, ..o ug + Avg) 2
€k

(ug + Avy)er + (ug + Avg)ea + ... + (ug + Aex)vg,

ure; + Avier + uges + Avges + - - - + uger + Aepuy

k k
E w;e; + E Av;€;
i=1 i=1

€1 €1

€9 €2
TR N Il RSP YO

€k €k

uG + MG

p(u) + Ap(v)

ainsi ¢ est un morphisme. Soient u, v dans F¥ tels que o(u) = ¢ (v).

d’ou ¢ est injectif.

!

el

uG = vG

k k
Z Uiy = Z Vi€
i=1 i=1

k
Z(UZ — vi)ei = O
i=1

V1 <i<k,(u;—v;) =0car (e)1<i<k est une base de C

uUu="v
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3.1. Généralités sur les codes linéaires

2. Soitz € Fy tel que x € C'.

k
relC << == Z Aie; car (e;)1<i<k est une base de C
i=1

€1
= r=(A,..., M)

€k

— r=(N,..., )G

D’ou C' = {uG/u € F'}.

3.1.3 Détection et correction d’erreurs

Lors de la transmission d'un message des erreurs peuvent se produire dus & de nombreuses
raisons.La théorie du codage a donc pour réle de détecter et de corriger les erreurs de transmis-
sion d'un message. Mais il se pose le probléme de savoir a quelles conditions un code linéaire

peut détecter et corriger une erreur. Les définitions suivantes nous donnent ces conditions.

Proposition et Définition 3.1.2. Soit¢ > 1. Nous dirons qu’un [n, k, d],-code détecte t erreurs

si pour tout = € C, les chaines y € Fy vérifiant = # y et d(x,y) < t ne sont pas dans C.

Proposition et Définition 3.1.3. Soit¢ > 1. Nous dirons qu’un [n, k, d],-code corrige t erreurs
si pour tout y € Y il existe au plus un x € C'tel que v # y et dy (v, y) <t

d—1
Définition 3.1.9. On appelle capacité correctrice d’un code C[n, k, d], le nombre £ (T)

c’est le nombre maximal d’erreurs que peut corriger un code.
Théoreme 3.1.2. Soit C un [n, k, d]-code linéaire sur IF,.
1. C détecte t erreurs si et seulement si ¢ < d.

2. C corrige t erreurs si et seulement si d > 2t + 1.

Preuve .

1. Supposons que C' détecte t erreurs montrons que ¢t < d = mindy(x,y) x,y € C avec
T # .
Sit > dalors il existe xg, yg € C' tel que d(zg,yo) < t mais comme C' corrige t erreurs

alors sans nuire la généralité on suppose que yo ¢ C' ce qui est absurde car yo € C, d’ou
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3.2. Dual d’un code linéaire

t<d.
Inversement supposons que ¢ < d, soient z € C ety € Fy tels que
r # yetdyg(zr,y) < t. Montrons que y ¢ C,siy € Conady(xr,y) <t <d=

mindy(x,y) z,y € C avec x # y ce qui contredit la minimalité de d, d’ou y ¢ C.

2. Soientd < 2tetx,z € C ol x # yetoudy(r,y) < 2t. On peut alors choisir un y € F}
tel que dy (z,y) < tetdy(z,y) < t. Nous avons donc deux mots du code dont la distance
a 'y est inférieure ou égale a ¢, ceci implique que le code ne corrige pas t erreurs.
Soit y € F7”, supposons que d > 2t + 1 et qu’il existe z et x5 dans C' tels que =7 # v,
Ty # Y, dg(zr1,y) < tetdy(ze,y) < t;onady(x,zy) < 2t c’est-a-dire d < 2t
ce qui est absurde car d > 2t 4+ 1 d’ou il existe au plus un x dans C' tel que x # y et

dy(x,y) > 2t + 1.

3.2 Dual d’un code linéaire

Proposition 3.2.1. L’application (,) : Fy x Fy' — F, définie par

Vo = (xlax% s 7xn)7y = <y17y27 cee 7yn) € FZ7 (xay) = (ZT xlyl)mOd q

est un ~produit scalaire “sur Fy

Preuve . Immédiate

Remarque 3.2.1. (;) est un produit scalaire par abus de langage car ( ;) n’est pas défini posi-

tive.
Définition 3.2.1. On appelle code dual du code linéaire C' le code C* défini par :
1 _ n —
C+={y ek /vVx € C,(z,y) = 0}.
Autrement dit C est I’orthogonal de C' par rapport a (;) .

Définition 3.2.2. Toute matrice génératrice H du code dual de C' est appelée matrice de

contrdle de C'.
Proposition 3.2.2. Si C est un [n, k, d|-code sur F,, alors Card(C*) = ¢**

Preuve . Puisque dim C*+ = n — k on remplace C par C* et k par n — k dans la preuve de la

proposition 3.2.3 pour avoir le résultat.
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3.2. Dual d’un code linéaire

Théoreme 3.2.1. Soient C' un code linéaire sur F,, G’ une matrice génératrice de C' et B =

(vi)1<i<k une base de C.
1. Ct ={z eF}|lz'G = 0}.
2. Si C estun [n, k]-code alors C* est un [n, n — k]-code.
3. cH=C

Preuve .

1. Soit z € C* montrons que z'G = 0.
reCt = VeeC,<z,c>=0
— Vie{l,... k},<x,v,>=0

— \V/’iE{1,...,]{5},ZB1U¢1+"'+ZL‘n’Uin:0

On a
t
Vi1 V12 ... Uip
V21 V22 ... U2p
t
r'G = (x1,...,2,)
Ukl Vg2 ... Ugn
Vi1 V21 ... Vg1
Vi2 V29 ... U2
= (z1,...,7p)
Vin V2 ... Ukp
= (<zyu > <xzv9>,...,<T,05>)
= (0,0,...,0)

d’ou C*+ C {z € F}'/a'G = 0}.

Soit # € {a € F? /xG" = 0} montrons que = € C*.

Vi1 V21 ... U1

Uiz V22 ... U2
Onaa=(ay,...,a,)et'G =1 .t | donc,

Uin UV2pp ... Uknp
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3.2. Dual d’un code linéaire

a'G = (aqv11 + a1z + . .. + AU, =< a,v; >, < A, 03 >, ..., < a, U >).
t t
re€faelF)/aG=0} = 1'G=0

= < z,0 >=<x,0 >=...=<1z,0; >=0

Soit y € C alors y:Zle Q;v; ON a,

<my> = <3,y o>

d’ot z € C* et par conséquent O+ = {a € F)'/a 'G = 0}

2. Soit C un [n, k]-code linéaire sur ;. Puisque ( ;) est non-dégénéré, on a dimC+dimC L=
n d’ol
dimC*+ = n—dimC
= n—=~k
et par conséquent C'- est un [n, n — kJ-code linéaire sur IF,,

3. On sait que
Ct={zeF;/NaecC <z,a>=0}etC* ={z € F})/Va € C* < z,a>=0}.
Soienty € Ceta € Ctona <y,a>=0douy € C++ainsi C C C*++, or d’apres 2)
dim C+ = n — k donc dim C** = n — (n — k) = k,on a alors C C C*+ et dim

C+t=dim Cd’ou C*+*+ = C.
Proposition 3.2.3. Soient C un [n, k|,-code, H une matrice de contrdle et = € F7.
reC < 2'H=0

Preuve . Soit x € IE‘Z

Supposons que = € C,

reC = VaeCH<z,a>=0

— Vie{l...n—k},<x,e >=0car (¢)1<icn_i est une base de C*.
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3.2. Dual d’un code linéaire

Ti1€11 + T9o€12 + -+ Tn€in = 0
T1€91 + Toeoo + -+ + Tpeay, =0
On obtient le systéme suivant : { zje3; + Tae30 + - - + Tpesn =0
L T1€p—k1 + X2€p_p2 + -+ Tplp_fn = 0

€1

s < g ; €2

c’est-a-dire H'z = Q0 car H =
Cn—k

ainsi ‘(H'z) = 0d’ou 2'H = 0.

Inversement supposons que x'H = 0,
t'H =0= z € C** = C car H est une matrice généretrice de C.

Proposition 3.2.4. Soit C' C IFZ;
si C un [n, k, d]-code sur [, de matrice G et de matrice de controle H alors

G'H=0

Preuve . Soient C' [n, k]-code et z € IF; alors d’aprés la proposition 3.2.3 r € C <=« ‘H =

0.

€1

€2

€k
€1 tH
€9 tH

€L tH

carVi € {1,...,k}, e; est mot de C' d’oti le résultat.
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3.2. Dual d’un code linéaire

Proposition 3.2.5. Soient C' un [n, k, d] -code et H une matrice de contrdle du code C'.

La distance minimale d est le plus petit nombre de colonnes linéairement dépendantes de H.

Preuve . Soient x = (x1,9,...,x,) € C tel que wy(z) = d et H; la i-eme colonne de H.

w(x)=d = g1 =Tgyo=+"+=2,=0
= o'H=a\H +2Hy+ -+ 2,Hy
= 2'H, +abHy+ -+ 25H; =0 (car ' H = 0)
— $1H1+I2H2+"'+$de:0 (cart(tHi) :Hz)

—> H possede d colonnes linéaires dépendanttes.

Supposons que H posseéde m colonnes linéairement dépendantes avec m < d, H possede m
colonnes linéairement dépendantes signifie qu’il existe o, . . ., ay, € F tel que

o Hy +oaoHy+ -+ agHy = 0.

[L’1H1+$2HQ+"'—|—JIde:0 — t($1H1+ZL’2H2+"'+.Tde) =0
= 2 H +abHo+ -+ 24H; =0
= (a1, Q0,...,00,,0,...,0))H =0
= a=(a,a,...,0,,0,...,0) € C.

Comme Vi € {1,2,...,m}, a; # 0, @ est donc un mot de C' de poids m avec m < d ce qui est

absurde d’ou d est le plus petit nombre de colonnes linéairement dépendantes de H.

Proposition 3.2.6. Soient C' un [n, k|-code linéaire sur I, et H une matrice de controle C'.
d est la distance minimale de C' si et seulement si tout systétme de d — 1 colonnes de H est

linéairement indépendantes.

Preuve . Supposons que d soit la distance minimale de C, que S = (H;)1<i<q—1 SOit un sys-
teme de d — 1 colonnes de H et que z1, 22, ..., 241 € [y tels que
r1Hy+x9Hy+ - +x4 1Hy 1 =0.
o Hy +x9Hy+ 4+ 24 1Hy 1 =0 = z "Hy+ay ' Hy+ - +x41 "Hyg1 =0
= (21,...,74.1,0,...,0)"H=0
— == (21,...,24-1,0,...,0)) € C

Supposons qu’il existe ig € {1,...,d — 1} tel que x;, # 0 alors 0 < wy(z) < d ce qui

contredit le fait que d est la distance minimale de C, ainsi Vi € {1,...,d — 1}, x; = 0 d’ou
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3.2. Dual d’un code linéaire

S = (H;)1<i<a—1 est un systeme linéairement indépendant.

Le théoréme suivant nous permet d’avoir 1I’énumérateur de poids de C* connaissant 1I’énu-

mérateur de poids de C.

Théoréme 3.2.2. Soient C' un [n, k, d]-code sur F, et C* son dual, alors les polyndmes énu-

mérateurs de poids C' et C sont liés par le relation suivante
1
WCJ_(SL’,ZD = q_kWC(x + (q - 1)y,$ - y)
appelée identité de MacWilliams.
Preuve . Voir [3] page 22.
Ce théoreme nous permet de montrer la non-existence d’un code linéaire.

Exemple 3.2.1. Soit C = {(0,0,0,0),(1,0,0,1),(0,1,0,1),(1,1,0,0)}, C est un code li-
néaire sur [,.

Déterminons les polyndmes énumérateurs de poids de C et C*.

4
Welz,y) = > Pa*y
=1
= Py’ + Pty + P’y + Psay® + Pyt

= o'+ 32%?

car P =1,P, = Py =0et P, = 3. Comme P, = 3 et P, =0, C estun [4,2, 2]-code.

1
Wei(z,y) = ﬁ[(x + )t + 3z +y)4(z —y)?
1
= Z_L[x4 + 42y + 6%y + daty® +yt + 32t — 627y + 3y

= '+ 2% + 2y +
C+ est donc un [4, 2, 1]-code car P; # 0.

Exemple 3.2.2. Nous allons monter que sur Fs il n’existe pas un [7, 2, 5]-code.
La borne de Singleton nous donne £ < 7 — 54 1 = 3; ainsi k = 2 est possible.

Maintenant en utilisant la proposition 3.1.2 nous obtenons seulement deux cas possibles pour la
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3.3. Codes linéaires équivalents et systématiques.

distribution de poids d’un tel code, a savoir :(1,0,0,0,0,1,1,1) et (1,0,0,0,0,2,1,0), ce qui
nous donne respectivement les polyndmes de distribution de poids suivants :
We(r,y) = a" + 2%y + ay® +y,
We(z,y) = 27 + 22%y° + xy°

En appliquant I'identité de MacWilliams afin d’obtenir le polyndme de distribution de poids du

code dual il vient que :

Wer(z,y) = 22%y° + 32y + 27 — 225 + 132°y* + 152%y*,
Wee(z,y) = 27 — 2% + 82°y* 4+ 102%y? + 5a'y* 4+ T2%y® + 2295

Comme le dual d’un code linéaire est aussi un code linéaire, on obtient la non-existence de notre

[7,2, 5]-code car les coefficients de W1 ne sont tous positifs.

3.3 Codes linéaires équivalents et systématiques.

Définition 3.3.1. Soit A une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans F,. On dit que A
est une matrice monomiale si A posséde un seul élément non nul sur chaque ligne et chaque

colonne.

Définition 3.3.2. Une transformation sur IE"; est dite mononiale si la matrice associée a cette

transformation dans la base canonique est monomiale.

Proposition 3.3.1. Soient 7" et GG deux transformations monomiale alors :
1. T~! est monomiale.

2. T o (G est monomiale .

Preuve . 1. Soit T une transformation mononiale et A7 sa matrice relativement a la base
1 n
canonique de F7.
Ar = (aij)1<ij<n et les coefficients a;; pour i, et jo fixés dans {1,2,3,...,n} vérifient :
Qinjo # 0= Vk,q € {1,2,3,...,n} ~ {4, 5} aisr = ag, = 0.
On a detAr = [ a;; avec a;; # 0 donc
1 t

A7l = A
T detAT (COm( T))
1

= ()™)=)

aij

d’ou 7! est monomiale.
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3.3. Codes linéaires équivalents et systématiques.

2. Soient T" et G deux transformation mononiales de matrices respectives A1 et As dans la

base canonique de [y .

Aroc = ArAg est la matrice de T o G, on montre facilement que cette matrice est
monomiale.
Exemple 3.3.1. Soient Ay, ..., \, des éléments non nuls de F, et o € S, alors I’application
QAx; ., - FZ — F g
(1, 7)) — (MTaq), - -5 AnTam))

est une transformation monomiale .
En effet soient X = (z1,...,7,)etY = (y1,...,y,) des éléments de F] et A € F, on a

O (X YY) =an (@1 + Y1, @+ yn) et
QN A (X> + ANy, (Y) = ()\1 (*Ta(l) + ya(l))a ) (An(xa(n) + ya<n))
Vie{l,...,n}, posons z; = z; + y;. Comme (i) € {1,...,n} car « est une permutation

Za(i) = Ta(i) T Yai) ON & XiZa() = Ai(ZTa(i) + Ya(i)) €t

axexn (X +Y) = ayv o (@1+ Y, Tn +Yn)
= o215, 20)
= (MZa@1),-- > AZam))
= (MiZa) +Yaw)s s AnlTatm) + Yan)))
= . (X) +0a ., (Y)

et

W, (AX) = (ANizaq), - AnTam)
= )\(Alxa(l); ER) Anxa(n))
= )\5)\1..)\77, (X)

N o
d’ou vy, .., est linéaire.
La matrice de vy, ., notée M, est une matrice de taille n x n dont les entrées sont nulles sauf

les (a(7),7) qui valent ;.

Remarque 3.3.1. Ona ), »,(z) = 2M, etwy(ay, .\, () = wy(z) car F, est un corps et

de plus permuter les composantes d’'un mot ne change pas son poids.

Proposition et Définition 3.3.1. Soient C et C; deux codes linéaires sur F,.
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3.3. Codes linéaires équivalents et systématiques.

(' et Cy sont équivalents si seulement s’il existe une transformation monomiale 7" telle que
Cl - T(Cg)
Preuve .
1. Soit C un code, C' = id(C) <= C = C donc = est réflexive.

2. Soient (] et C'y deux codes tels que C', = Ch.

Cy =Cy = Fune transformation monomiale T telle que Cy = T(Cs)
— Tﬁl(cl) = CQ

= (Cy = (4 car l'inverse de T est monomiale.
d’olu = est symétrique.
3. Soient (', Cy et Cj trois codes tels que C; = Cs et Cy = (.

Ci=ChetCy=C3 = T et U telles que C; =T(Cs) et Cy = U(C3)

- 01 = 03
d’ou = est transitive.

Proposition 3.3.2. Soient (' et C; deux codes linéaires sur [F,,.

Si C; et Cy, sont équivalents alors Cf- et C;- le sont aussi.

Preuve . Soient C) et C, deux codes équivalents montrons que C;-sont équivalents C .

Cy et C; sont équivalents équivaut a dire qu’il existe ay, ..., o, € F; /
(Cly.oyen) €01 <= (g, aecy, ..., anc,) € Cy
cherchons 3, ..., 3, € F} /
_ i L
r=(z,...,x,) € C7 <= (biz1,...,0nzs) € C;

Soient x = (xq,...,2,) € Cirety = (y1,...,yn) € Cyona (ayy, ..., any,) € C; car C; et
(5 sont équivalents. Posons v = (a1, . . ., anyy,) il vient que

<TU>= T Y+ ..+ Gy, = 0carz € Cf etu € C.

On aalors < (11, ..., 0,00 ),y >= 11y + ... + Ty =0

d’ou (21, ..., a,x,) € Cy prendre 5; = «; Vi pour conclure.
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3.3. Codes linéaires équivalents et systématiques.

Définition 3.3.3. Soit C' un [n, k]-code linéaire sur F,, on dit que C' est systématique s’il
possede une matrice génératrice de la forme G = [ I | A], cette forme est appelée la forme
standard ou [, est la matrice identité d’ordre k et A une matrice de taille k£ x (n — k) sur F,

plus précisément

10 ... ... 0 €lk+1 -+ -+ ... €E1n
01 0 ... 0

G = 0
00 ... ... 1 Ckk+1 -+ -+ .. Ekp

Proposition 3.3.3.
1. Un code linéaire reste inchangé si on permute les lignes de sa matrice génératrice.
2. Si on effectue cette opération sur les colonnes d’une matrice génératrice d’un code li-
néaire, on obtient un code linéaire qui lui est équivalent.
Preuve .

1. L’ordre des éléments dans une base importe peu donc permuter les lignes de la matrice

génératrice d’un code ne change pas le code.

2. Soit C' un [n, k]-code linéaire sur I, engendré par :

ailr a2 A1n

a21 Q22 Q2n,
G =

ar1 Qg2 Akn

en permutant la premiere et la deuxieéme colonne on obtient la matrice

Q12 Q11 Q1n
Q22 Q21 Q2n
!
G =
Qr2 Q1 Qkn

Désignons par C’ le code donc la matrice génératrice est G’ et « la permutation définie

par:
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3.4. Domaines d’applications des codes linéaires

a: {1,2,....n} — {1,2,...,n}

1 — .
Vie{3,4,...,n}
2 — 1
1 — 1
aq 1,1 définie comme dans I’exemple 3.3.1 est une transformation monomiale et Vi € {1,...,k},
ona
0411...1(6%1, A2, Ai3y - - - 7am) = (aia(l)u Aiy(2)5 - - - 7aia(n))

!
= (a2, an,a3,...,0;,) € C

ainsi a1, 1(C) = C' dou C = C'. Lorsqu’on permute plus de deux colonnes on a le méme

résultat car = est une relation d’équivalence.
Proposition 3.3.4. Tout code linéaire est équivalent a un code systématique.

Preuve . Soit C un [n, k, d]-code linéaire sur F,.
Soit G' une matrice génératrice de C.

— Si G est sous forme standard, alors C' est systématique.

— Sinon, comme le rang de G est k, il existe un mineur de taille £ x £ non nul et en
permutant les colonnes de (G, on rameéne ce mineur aux k premieres colonnes et on obtient
une matrice G’ de la forme G’ = (X|Y) ot X € My, (F,) et Y € M, ,,_i(F,) avec
rang(X) = k, X est donc inversible et en multipliant G’ par a gauche par X !, on
obtient la matrice G” = X 'G = (I X ~'Y") qui est sous forme standard. G” est donc la

matrice d’un code linéaire systématique C” équivalent a C' d‘ou le résultat.

Proposition 3.3.5. Soit C' un [n, k]-code linéaire sur F,.
Si C' est systématique de matrice génératrice G= [ I | A] alors une matrice génératrice de C* est

donnée par H = [—tA|]n_k}.

A
Preuve . En effet, si H = [—'A|l, ], alors H' = et GH! = []HA] =

— A+ A = 0dou le résultat.

3.4 Domaines d’applications des codes linéaires

Les codes linéaires s’appliquent dans plusieurs domaines de la vie a I'instar de :
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3.4. Domaines d’applications des codes linéaires

1. La sécurité informatique.

2. La cryptographie qui est I’ensemble des techniques qui au moyen d’un code secret visent
a rendre un message indéchiffrable pour toute autre personne que son émetteur ou son

destinataire.
3. La télécommunication.

4. stéganographie qui est I’ensemble de techniques permettant de transmettre une informa-

tion en la dissimulant au sein d’une autre information (Photo,vidéo,texte, etc)
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APPROCHE DE CONSTRUCTION

DES CODES LINEAIRES A PARTIR

DES GRAPHES BIPARTIS
-

4.1 Introduction

De facon générale les codes linéaires sur un corps sont des sous-espaces vectoriels de dimen-
sion finie qui peuvent étre entierement déterminer par leurs matrices génératrices. Le probleme
dans I’approche de construction des codes linéaires a I’aide des graphes bipartis est de savoir si
a partir de la matrice d’adjacence d’un graphe biparti on peut obtenir une matrice qui engendre

un code linéaire. Le chapitre 4 de ce Mémoire apporte des solutions a ce probleme.

Définition 4.1.1. Soit G un graphe biparti de matrice d’adjacence A(G).
La matrice A(G) est la matrice obtenue de A(G) en remplacant progressivement les 0 de la

diagonale inférieure de A(G) par des 1.

4.2 Principe de construction.

L’objectif de cette partie est de construire des codes linéaires de distance minimale d > 3.
La construction d’un code binaire a partir d’un graphe biparti se fait en plusieurs étapes qui
sont :

Etape 1 : Déterminer la matrice d’adjacence du graphe notée A(G).

Etape 2 : Déterminer la matrice A(G).

Etape 3 : Construire une matrice génératrice du code associé au graphe par ajout de I’iden-

tité d’ordre k (I;) a la matrice A(G) qui est d’ordre k, on obtient alors une matrice
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4.3. Construction d’un code linéaire sur [, a partir d’un graphe biparti.

génératrice de la forme (1| A(Q)).

4.3 Construction d’un code linéaire sur [, a partir d’un graphe
biparti.

Soient n > 4 et V = {vy,vq,v3,...,v,} un ensemble a n éléments ,V; non vide tel que
VicV,
Vo =V\Viet E C V) x Vi Le graphe G = (V, E) est biparti.
Pour n=4,
Soit V' = {uvy,vq,v3,v4} ’ensemble des sommets du graphe, partitionnons V' en deux sous-
ensembles V) et V5. Posons alors Vi = {v1}; Vo = {v,v3,u4} et E = V| x V5, le graphe
G = (V, E) est biparti complet.

La matrice d’adjacence de G est :

o o o o
o o o O
o O ==
o O ==

En remplacant O par 1 et 1 par 0, on obtient la matrice

1011
— 1 111
A = 1 110
0111

La matrice (I,|A(G)) définie comme suit est la matrice génératrice d’un code C.

10001011
_ 01001111

G = (L|A(G)) =
00101110
00010111
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4.3. Construction d’un code linéaire sur [, a partir d’un graphe biparti.

On définit alors C(G) par C(G) = {uG/u € V4(Fy)}.

Une matrice de controle de C'(G) est

H = (='AlL)

= ("AllL)
11101000

S Jori1o0100

11110010
11010001

car —1 = 1 dans [F.

On définit le dual de C(G) par C(H) = {uH /u € V,(F5)}.

Le code C(G) et son dual C*(H) sont des [8,4, 3]-code, ces codes peuvent détecter au plus

deux erreurs et corriger une seule.

Pour n=5,

Soit V' = {vy, va,v3, v4,v5} posons Vi = {vy,va} et Vo = {v3,v4,v5} ona

Vix Vo = {(v1,v3), (v2,v3), (v1,v4), (Va, v4), (v1,05), (U2, v5) }. Posons E = {(vy, v3), (ve, v4), (v1,v5)},

G = (V, E) est un graphe biparti, sa matrice d’adjacence est :

00101
000710
AG)=10 00 0 0
00000
00000
0101
1 1010
AG =[11100
11110
11111
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4.4. Graphes bipartis isomorphes et codes linéaires associés.

En ajoutant I5 2 A(G) on obtient une matrice génératrice de la forme (15| A(G)) définie par :

1000010101
0100011010
G=(AG)=(0010011100
0001011110
00007111111

Une matrice de controle est définie par :

H = (-'AG)|I;)

= ("A(G)|I5)
1111110000
0111101000

= ]1011100100
0101100010
1000100001

C(Q) et C+(G) sont des [10, 5, 3]-code de capacité correctrice 1.

4.4 Graphes bipartis isomorphes et codes linéaires associés.

Dans cette partie on s’intéresse aux relations qui existent entre les codes linéaires associés
a deux graphes bipartis isomorphes. Soient G' et G? deux graphes bipartis isomorphes de ma-
trices d’adjacences respective A(G1) et A(G>) alors il existe une matrice de permutation P telle
que A(G') = PA(G?)P~!, P est la matrice donc toutes les entrées sont nulles sauf les (¢(7), )

qui sont égales a 1 ou ¢ est I'isomorphisme G et G2.

Proposition 4.4.1. Soient G' et G? deux graphes bipartis isomorphes de matrices d’adja-

cences respectives A(G1) et A(Gs), alors :

A(GY) = PAG?) P! (4.1)
(IJA(GY) = (L|PAG*HP™) (4.2)
(—"A(GH|I,) = (="' P71 TA(G*)' P|L,) (4.3)

En remplagant A(G) par A(G?) on obtient un résultat similaire.
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4.4. Graphes bipartis isomorphes et codes linéaires associés.

Proposition 4.4.2. Les codes linéaires associés a deux graphes bipartis isomorphes sont équi-

valents.

Preuve . En permutant les lignes puis les colonnes de la matrice génératrice d’un des codes on
obtient la matrice génératrice de 1’autre, or permuter les colonnes de la matrice génératrice d’un

code permet d’obtenir un code qui lui est équivalent on déduit donc le résultat.

Exemple 4.4.1. Soient V' = {vy, vq, v3, vy, v5} et N={1,2,3,4,5}, posons V; = {vy, 2},

Vo = {vs,vg, 05}, Ny = {3,4} et Ny = {1,2,5}.

On aalors V} x Vo = {(v1, v3), (v1,v4), (v1,v5), (V2,v3), (v, v4), (v2,v5) } et

Nox Ny ={(3,1),(3,2), (4,1), (4,2),(3,5), (4,5)} ;prenons E' = {(vy, v3), (ve,v3), (v1,v5), (v2,v4)}
et ' ={(3,2),(4,2),(3,1),(4,5)}, alors G* = (V, E) et G* = (N, F) sont des graphes bipar-

tis isomorphes pour 1’application ¢ définie par :

p: V
U1
%
U3

N
3
4
2
Uy 5
1

A A A

Us

Les matrices d’adjacences de (V, E) et (N, F') sont respectivement

00101 00 00O
00110 00 00O
0 00O0OOJet]1 1 00O
00 00O 01001
00 00O 00 00O
00001
00100
Lamatrice P=11 0 0 0 0
01000
00010

est une matrice de permutation.

c’est-a-dire : A(G?) = PA(G')P~!
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4.4. Graphes bipartis isomorphes et codes linéaires associés.

11010 10000
1 1001 11000
AGH =111 11 1|etAdGH=[1 110 0
11111 11111
11111 01111

On vérifie aussi que A(G?) = PA(G')P~.

Les matrices génératrices des codes associés a G et G? sont respectivement :

10000110710 10000100
0100011001 010001710
(LIAGY)=]00 1001111 1]et(5[AG*)=]o01001 11
0001011111 00010111
0000111111 00001011

4.4.1 Distribution de poids et Polynome énumérateur de poids de C et C*

OnaC = {uG/u € V3(F3)}. Les mots de C sont :

(0,0,0)G = (0,0,0,0,0,0)
(1,0,0)G = (1,0,0,0,1,1)
(0,1,0)G = (0,1,0,0,0,0)
(0,0,1)G = (0,0, 1,0,0,0)
(0,1,1)G = (0,1,1,0,0,0)
(1,1,1)G = (1,1,1,0,1,1)
(1,0,1)G = (1,0,1,0,1,1)
(1,1,0)G = (1,1,0,0,1,1)

Désignons par P; le nombre de mots de poids z,on aalors Py =1, P, =2, P, =1, P3 = 1,
Py =2et P =1;(1,2,1,1,2,1) est le vecteur de distribution de poids de C' et le polyndme

énumérateur de poids de C' est donnée par :
5
Welz,y) = Y Pay
i=0
— LTZ'G +2x5y+$4y2 +2x3y3+2x2y4+y6

De méme C* = {uH/u € V3(FF,)}, les mots de codes de C sont donnés par :
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4.4. Graphes bipartis isomorphes et codes linéaires associés.

(0,0,0)H = (0,0,0,0,0,0)
(0,0,1)H = (1,0,0,0,0,1)
(0,1,1)H = (0,0,0,0,1,1)
(1,0,0)H = (0,0,0,1,0,0)
(0,1,0)H = (1,0,0,0,1,0)
(1,1,0)H = (1,0,0,1,1,0)
(1,1,1)H = (0,0,0,1,1,1)
(1,0,1)H = (1,0,0,1,0,1)

Désignons par (); le nombre de mots de poids ¢, on alors )y = 1,001 = 1, Q3 = 3, Q3 = 3,
Qs = 0,Q5 = 0;(1,1,3,3,0,0) est le vecteur distribution de poids de C* et le polyndome
énumérateur de poids de O est :
5
Wer = Y Qu*y
i=0
= 2%+ 2%y + 3a'y? + 327y

Remarque 4.4.1. On peut aussi obtenir le polyndme énumérateur de poids de C+ en

utilisation I’identit€é de MACWILLIAMS.
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& IMPLICATIONS PEDAGOGIQUES &

Dans cette partie nous présentons les apports de ce travail a notre formation d’enseignant de
mathématiques. La rédaction de ce mémoire m’a permis de :

1= Approfondir mes connaissances sur les structures algébriques et leurs applications. Cet
apport me permettra de bien enseigner les espaces vectoriels et les matrices au lycée et
me permettra également de motiver les éleves a étudier les mathématiques.

1= Renforcer mes aptitudes a faire 1’analyse et la synthese d’un document scientifique.

1= Maitriser ' utilisation du logiciel latex qui me permettra de :
— Saisir des épreuves de mathématiques ;
— Confectionner des fiches de Travaux dirigés ;
— Produire des documents (livres,fascicule,etc).

1 Faire la connaissance de plusieurs sites de téléchargement de documents mathéma-
tiques.

1= Développer I’esprit d’initiative et d’innovation.

1 Renforcer mes aptitudes a faire la recherche.
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& Conclusion et perspectives &

Dans ce mémoire, nous avons présenté une méthode de construction des codes linéaires a
I’aide des graphes bipartis et de regarder les parametres de ces codes. Les résultats que nous
avons obtenus sont les suivantes :

» Les codes ainsi construits (appelés codes meres) n’ont pas une bonne capacité correc-

trice mais peuvent détecter une erreur.

» De ces codes meres, nous obtenons des codes induits qui ont une capacité correctrice

plus intéressante.
Les résultats précédents n’ont pas été généralisé, il serait intéressant de voir dans quelle mesure
étendre ces travaux a des graphes a n sommets (n > 5) pour avoir des résultats plus généraux
et pouvoir appliquer a ces codes des algorithmes de décodage .
Les codes construits dans ce mémoire sont essentiellement binaires, étudier les matrices d’ad-
jacence des graphes k-partis (k > 3) nous permettra d’étendre notre étude sur des corps finis

plus grands et d’avoir des codes ayant des distance minimale plus grandes.
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