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♣ Résumé ♣

Les modèles multi-états sont de plus en plus utilisés en analyse de survie. Ils permettent

de modéliser les différents états occupés par les sujets au cours du temps. Dans un modèle

de risques compétitifs, qui est un cas particulier de modèle multi-états, nous avons un état

initial (vivant) et plusieurs états secondaires (mort). En prenant individuellement chaque état

secondaire, on définit une fonction de survie. Le problème est d’estimer, en considérant tous les

états secondaires, la fonction de survie jointe. Nous avons donné une estimation de la fonction

de survie jointe puis nous avons fait quelques applications dans lesquelles nous avons constaté

que le séjour des patients aux urgences se voit prolonger lorsqu’ils sont mis sous ventilation et

que le risque instantané de décéder aux urgences pour les patients atteints d’une pneumonie

est le même que pour les patients n’ayant pas de pneumonie.

Mots-clés :

Données censurées , Fonction d’incidence cumulée ; Fonction de risque cause spécifique ;

Risques compétitifs, modèles multi-états.
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♣ Abstract ♣

Multistate models are increasingly used in survival analysis. They are used to model the

various states occupied by the subjects over time. In a model of competing risks, that is a par-

ticular case of multistate model, we have an initial state (living) and several secondary states

(death). When taking each secondary state individually, one defines a survival function. The

problem is to estimate, by considering all secondary states, the joint survival function. We gave

an evaluation of the joint survival function and we made some applications in which we noticed

that the stay of the patients to the intensive care unit it seem to be extend when they are

exposed under ventilation and the instantaneous risk to die to the intensive care unit for the

patients with a pneumonia is the same than those without pneumonia.

keywords

Censored data, the cumulative incidence function, risk function specific cause, competitive

risks, multi- state models.
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♣ Liste des abréviations et notations ♣

Analyse de survie

n effectif

∧ minimum
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Λ (.) fonction de risque cumulée
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LCox vraisemblance partielle de Cox

Ti durée de survie du sujet i

Ci temps de censure à droite du sujet i

T̃i durée observée du sujet i (Ci∧T i)
R(t) Effectif à risque à l’instant t−

Zi vecteur des variables explicatives du sujet i

Modèles multi-états

MV maximum de vraisemblance
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X processus (de Markov si pas de précision supplémentaire)

αkl (.) intensité de transition d’un modèle multi-état ou illness-death

αl (.) intensité de transition d’un modèle à risques compétitifs associée à la cause l de décès

Akl(.) intensité de transition cumulée d’un modèle multi-état ou illness death

Al(.) intensité de transition cumulée d’un modèle à risque compétitifs associée à la cause l

de décès

pkl(., .) probabilités de transition de l’état k à l’état l

p0
02 (., .), p1

02 (., .) probabilités de transiter de l’état 0 à l’état 2 directement/en passant par

l’état 1

Fj (t) dans un modèle à risques compétitifs, incidence cumulée associée au décès par la

cause j (i.e. probabilité cumulée de décéder de la cause j)
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F01 (s, t), F02 (s, t) dans un modèle illness-death et pour un sujet en l’état 0 au temps s,

probabilités d’atteindre respectivement l’état 1 et l’état 2 avant t

F0• (s, t) dans un modèle illness-death et pour un sujet en l’état 0 au temps s, probabilité

de sortie de l’état 0 avant t
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du risque cumulatif de décharge. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

4.2 Les données hospitalières. lignes grises : estimateurs Nelson-Aalen de la fonction

cumulative de risques avec causes spécifiques. Lignes noires : estimateurs Breslow

du Risque cumulé avec cause spécifique (tracé de gauche) et risque cumulatif basé

sur un modèle d’estimation pour les patients atteints de pneumonie (graphique

de droite). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

4.3 Les données de ventilation. Estimateur de Nelson-Aalen pour les transitions sans

ventilation → fin de séjour (à gauche) et ventilation → fin de séjour (à droite). 37

DIPES II 2015-2016
viii



♣ Table des matières ♣

Dédicace i

Remerciements ii

Déclaration sur l’honneur iii

Résumé iv

Abstract v

Listes des abréviations et notations vi

Introduction générale 1

1 Analyse de survie 4

1.1 Notions générales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.1.1 Censure et troncature . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.1.2 Distribution de la durée de survie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.1.3 Estimation non paramétrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.1.4 Modèles paramétriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2 Prise en compte des facteurs de risque . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2.1 Modèles de régression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2.2 Modèles à fragilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2 Modèles multi-états 16

2.1 Prise en compte des facteurs de risque . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2 Modèles et estimation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2.1 Observations en temps continu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2.2 Observations en temps discret : panel data . . . . . . . . . . . . . . . . 22

DIPES II 2015-2016
ix



Table des matières

3 Risques compétitifs 25

3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3.2 Méthode d’analyse basée sur la fonction de risque cause-spécifique . . . . . . . 27

3.2.1 Définition des fonctions utilisées dans les risques compétitifs . . . . . . . 27

3.2.2 Définition de la vraisemblance en risque compétitif . . . . . . . . . . . . 28

3.2.3 Contrainte de non-identifiabilité et hypothèse d’indépendance . . . . . . 29

4 Applications 32

4.1 Risques compétitifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

4.1.1 Estimation non paramétrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

4.1.2 Risque proportionnel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

4.2 Modèles multi-états . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

4.3 Implication didactique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

Conclusion 38

Bibliographie 39

Annexe 43

4.4 Liste des commandes de R ayant produit la figure 4.1 . . . . . . . . . . . . . . . 43

4.5 Liste des commandes de R ayant produit la figure 4.2 . . . . . . . . . . . . . . . 44

4.6 Liste des commandes de R ayant produit la figure 4.3 . . . . . . . . . . . . . . . 45

DIPES II 2015-2016
x



♣ Introduction générale ♣

Dans de nombreux domaines, décrire l’évolution des phénomènes dans le temps est d’un in-

térêt capital, en particulier pour aborder les problématiques de la prédiction et de la recherche

de facteurs causaux. Les modèles multi-états constituent une alternative intéressante pour mo-

déliser des données c’est pourquoi depuis une quarantaine d’années, les modèles multi-états

ne cessent de connaître un intérêt croissant. Ces modèles utilisent la notion d’« état » et de

processus pour décrire un phénomène. La notion de processus est utilisée pour représenter les

différents états successivement occupés à chaque temps d’observation. En épidémiologie, ils per-

mettent par exemple, de représenter l’évolution d’un patient à travers les différents stades d’une

maladie. Après définition des différents stades, les modèles multi-états permettent d’étudier de

nombreuses dynamiques complexes. L’étude de ces modèles consiste à analyser les forces de

passage (intensités de transition) entre les différents états.

Un nombre important de publications statistiques concerne les modèles multi-états. Ce-

pendant, l’application de ces modèles dépasse rarement le cadre des revues spécialisées. Cette

situation s’explique en partie, par l’absence de logiciels adaptés et la méconnaissance des mé-

thodes statistiques. La popularité et la richesse des modèles de survie, en particulier du modèle

de Cox, dessert l’utilisation de ces modèles dans le domaine appliqué. Il est pourtant des si-

tuations où l’étude d’un délai d’apparition d’un événement ne peut apporter qu’une réponse

partielle au problème posé. Dans les modèles multi-états les plus simples, l’information sur l’état

présent renseigne sur les états précédents : par exemple, les modèles progressifs , les modèles

à risques compétitifs , ou encore les modèles de survie qui représentent le cas le plus simple

avec uniquement deux états : « vivant » et « décès » . Cependant, dès que le modèle comprend

des états réversibles (c’est-à-dire que certains événements sont récurrents), il devient nécessaire

de faire des hypothèses sur l’histoire de l’individu. Les modèles de type Markovien sont très

utiles car ils supposent que l’information sur les états précédents est résumée par l’état présent.

Le terme de modèle multi-états regroupant de nombreuses problématiques biostatistiques, le

nombre de publications sur le sujet est très important. On pourra se référer, par exemple, aux
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travaux de Saint Pierre (2005), Touraine (2013), Njamen (2014) et Beyersmann et al (2012)

qui font le point sur l’état de l’art dans ce domaine. Dans ces modèles de type Markovien, les

intensités de transition entre les états peuvent dépendre de différentes échelles de temps, en

particulier,

– la durée du suivi (temps depuis l’inclusion dans l’étude),

– le temps depuis la dernière transition (durée dans l’état présent).

Il existe plusieurs possibilités pour définir les intensités de transition α(t, d), où t représente

la durée du suivi et d la durée passée dans l’état. Lorsque α(t, d) = α, le modèle est dit

homogène par rapport au temps t. Lorsque α(t, d) = α(t) le modèle est dit non-homogène.

Dans le cas où les intensités de transition dépendent de la durée du suivi, α(t, d) = α(d),

le modèle est semi-Markovien homogène par rapport au temps t. Enfin, lorsque α(t, d) dépend

des deux échelles de temps, le modèle est semi-Markovien non-homogène.

Dans certaines applications, la durée du suivi n’est pas toujours l’échelle de temps la mieux

adaptée. En effet, le temps calendaire et l’âge peuvent également être considérés comme échelle

de temps principale. Par exemple, le temps calendaire peut être adapté quand on considère

le risque de contracter une maladie qui a une incidence variant beaucoup, comme l’infection

par le VIH dans les années 80. Le choix entre les échelles de temps dépend de ce qui est le

plus important dans une application donnée. Plusieurs modèles statistiques sont possibles, on

distingue les approches paramétrique, non-paramétrique et semi-paramétrique.

L’approche paramétrique stipule que les intensités de transition appartiennent à une classe

particulière de fonctions, qui dépendent d’un nombre fini de paramètres. L’avantage de cette

approche est la facilitation attendue de la phase d’estimation des paramètres. L’inconvénient

est l’inadéquation pouvant exister entre le modèle retenu et le phénomène étudié.

L’approche non-paramétrique ne nécessite aucune hypothèse sur la forme des intensités de

transition et c’est là son principal avantage. L’inconvénient d’une telle approche est la nécessité

de disposer d’un nombre important d’observations. En effet, le problème de l’estimation d’un

paramètre fonctionnel est délicat puisqu’il appartient à un espace de dimension infinie.

L’approche semi-paramétrique est une sorte de compromis entre les deux approches précé-

dentes. Les intensités de transition appartiennent à une classe de fonctions pour partie dépen-

dant de paramètres et pour partie s’écrivant sous forme de fonctions non-paramétriques. Cette

approche est très répandue en analyse de survie au travers du modèle de régression de Cox

(Therneau et Grambsch (2000)).

Le modèle peut également faire intervenir un effet aléatoire qui agit de manière multipli-

cative sur les intensités de transition. Dans les études de survie, ces modèles permettant de

tenir compte de la dépendance entre les temps d’évènement sont appelés modèle de fragilité.
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Plus généralement, ces modèles permettent de prendre en compte des variables omises dans

la modélisation (par exemple, les variables non observées, celles dont les effets sont déjà bien

connus ou celles dont il n’est pas certain qu’elles influencent les intensités). Ces modèles sont

particulièrement intéressants quand on peut distinguer des groupes d’individus : par exemple,

les personnes d’une même famille auront des caractéristiques génétiques communes. Les carac-

téristiques génétiques étant différentes d’une famille à l’autre, il est intéressant d’avoir un effet

aléatoire spécifique à chaque famille.

Si on considère m le nombre total de risques et, pour j = 1, ...,m, Tj la durée jusqu’à

l’apparition d’un évènement dû au risque j en l’absence des autres risques, le modèle des

risques compétitifs postule que l’on n’observe pas toutes les variables Tj pour j = 1, ...,m

mais seulement leur minimum min(T1, T2..., Tm). Dans ce cas, on supposera toujours que l’on

observe en plus une variable η qui prend la valeurj lorsque le minimum observé correspond à

un évènement dû au risque j. L’exemple usuel de risques compétitifs est celui de la population

humaine qui est soumise à plusieurs causes de mort :

un individu meurt une seule fois et par une seule cause. Les fonctions de répartition spé-

cifiques à une cause donnée correspondant au délai jusqu’à l’avènement d’un évènement d’un

type donné permettent de décrire l’évolution d’un risque donné en présence de tous les autres

risques. Le terme de risques compétitifs ( ou concurrents ) se rapporte au domaine de l’analyse

de "durée de survie" où, en plus d’un temps (ou délai) d’évènement, on observe aussi un type

(ou une cause) uniquement d’évènement.

L’objectif central dans les risques compétitifs est la fonction de risque cause-spécifique d’évè-

nement de type j, qui s’interprète comme la probabilité de survenue de l’évènement de type j

dans un interval infinitésimal, sachant que cet évènement ne s’est pas encore produit au dé-

but de l’intervalle. D’une manière plus générale, le modèle à risques compétitifs est un cas

particulier des modèles multi-états (Commenges (1999) ) où à partir d’un état "vivant," les

individus peuvent expérimenter m causes d’évènements exclusifs . Les taux de transition (ou

intensité) entre chaque état sont des fonctions de risque cause-spécifique. La somme de toutes

ces intensités correspond au risque global de quitter l’état "vivant".

Le premier chapitre de ce mémoire est basé sur l’analyse de survie, notion essentielle pour la

compréhension des modèles multi-états. Le deuxième chapitre est une présentation des modèles

multi-états. Le troisième chapitre est consacré aux risques compétitifs qui est un cas particulier

des modèles multi-états. Le quatrième chapitre est consacré aux applications.
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? ? Chapitre 1 ? ?

Analyse de survie

L’analyse de survie est l’étude du délai de survenue d’un évènement d’intérêt. Cet évènement

est souvent associé à un changement d’état, communément le passage de l’état « vivant » à

l’état « décédé ». Cependant, on s’intéresse souvent à d’autres types de délais que la durée de

vie proprement dite : la durée jusqu’à l’apparition d’une maladie, le délai entre la prise d’un

traitement et la guérison d’une maladie, la durée de séropositivité sans symptômes de patients

infectés par le VIH, ou encore en fiabilité, la durée de fonctionnement d’une machine.

1.1 Notions générales

Soit T la variable aléatoire positive et continue qui représente la durée de survie ou délai,

c’est-à-dire la durée écoulée jusqu’à la survenue de l’évènement d’intérêt. Pour définir cette

durée, il faut définir une date d’origine qui est généralement propre aux sujets et dont le choix

va dépendre de l’évènement d’intérêt. Dans un contexte d’essais cliniques par exemple, si l’on

souhaite comparer deux traitements, on choisira la date de mise sous traitement comme date

d’origine. Lorsque l’évènement étudié est très dépendant de l’âge, on choisit souvent la date de

naissance comme date d’origine et la variable T est alors un âge.

1.1.1 Censure et troncature

La difficulté en analyse de survie réside dans le fait que les données recueillies sont en partie

incomplètes.

Censure à droite

Le phénomène le plus souvent à l’origine de ces données incomplètes est la censure à droite.

La durée de survie du sujet i, Ti , est dite censurée à droite si le sujet i n’a pas subi l’évènement

DIPES II 2015-2016
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1.1. Notions générales

à sa date de dernières nouvelles Ci , c’est-à-dire que la seule information dont on dispose est

que Ti > Ci .

Généralement, dans des données de cohorte, une durée Ti est censurée à droite si le sujet i

est :

— perdu de vue : sa surveillance est interrompue alors qu’il n’a pas encore subi l’évènement

(pour cause de déménagement par exemple) ;

— exclu vivant : à la date de fin d’étude le sujet n’a pas encore subi l’évènement . De façon

formelle, on associe à chaque sujet i la variable aléatoire T̃i :

T̃i = Ti ∧ Ci

qui est la durée réellement observée et un indicateur δi = 1{Ti≤Ci} tel que :

δi =

 1 si la « vraie» durée est observée (dans ce cas T̃i=Ti)

0 si la durée est censurée à droite (dans ce cas T̃i=Ci )

Dans les modèles classiques d’analyse de survie, on fait l’hypothèse que les variables Ti et Ci

sont indépendantes, c’est-à-dire que la censure est indépendante de l’évènement. Lorsque cette

hypothèse n’est pas vérifiée, par exemple quand la censure est due à un arrêt du traitement ou

lorsque les sujets les plus malades et donc les plus à risque de décéder sont perdus de vue, on

parle de censure informative.

Censure par intervalle

La durée de survie Ti est dite censurée par intervalle si au lieu de l’observer de façon exacte,

la seule information dont on dispose est qu’elle est comprise entre deux dates connues. La

censure par intervalle se rencontre généralement dans les études de cohorte lorsque les sujets ne

sont pas observés en temps continu mais par intermittence lors de visites. Par exemple, si l’on

s’intéresse à l’âge de survenue d’une maladie et que le sujet i est diagnostiqué malade au cours

d’une visite, on sait seulement que Ti ∈ [Li , Ri ] où Ri est l’âge à la visite de diagnostic et Li est

l’âge à la visite précédente. La durée Ti est dite doublement censurée par intervalle lorsqu’elle

représente un délai entre deux variables aléatoires censurées par intervalle. On trouve souvent

dans la littérature l’exemple où Ti représente le délai entre l’infection par le VIH et le début

du SIDA.
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Troncature à gauche

La durée de survie T est dite tronquée si son observation est conditionnelle à un autre

évènement. La durée de survie T est tronquée à gauche si elle n’est observable qu’à la condition

T > A, où A est une variable que l’on suppose indépendante de T . S’il y a troncature à

gauche, on n’étudie que le sous-échantillon des sujets dont la durée de survie est supérieure à

une certaine valeur. Par exemple, lorsqu’on étudie l’âge de décès et que les sujets ne sont pas

suivis depuis leur date de naissance, les données sont tronquées à gauche puisque seuls les sujets

vivants à la date d’inclusion sont observables et A représente leur âge à l’inclusion.

1.1.2 Distribution de la durée de survie

On suppose que la durée de survie T est une variable positive ou nulle, et absolument

continue. La distribution de T est caractérisée par l’une des cinq fonctions suivantes définies

pour t ≥ 0, chacune pouvant être obtenue à partir de l’une des autres.

Définition 1.1. La fonction de survie S au temps t est la probabilité de survie jusqu’au temps

t :

S(t) = P (T > t)

Propriété : Soit S la fonction de survie de la variable aléatoire T. On a :

• S(t) ∈ [0, 1], t > 0 ;

• S est monotone décroissante ; i.e. t1 < t2 ⇒ S(t1 ) ≥ S(t2 ) ;

• S(0+) = 1 et lim
t→∞

S(t) = 0.

Définition 1.2. La fonction de répartition F au temps t est la probabilité de subir l’évènement

avant le temps t :

F (t) = P (T ≤ t) = 1− S(t)

Propriété : Soit F la fonction de répartition de la variable T. on a :

• F (t) ∈ [0, 1], t > 0 ;

• F est continue à droite, i.e F (t+) = F (t) ;

• F est monotone non-décroissante, i.e. t1 > t2 ⇒ F (t1 ) ≥ F (t2 ) ;

• F(0+) = 0 et lim
t→∞

F(t) = 1.
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Définition 1.3. La densité de probabilité f au temps t représente la probabilité instantanée

de subir l’évènement dans un petit intervalle de temps après t :

f(t) = lim
∆t→0

P (t < T ≤ t+ ∆t)

∆t
= F ′ (t) = −S ′ (t)

Elle est telle que :

F (t) =

∫ t

0

f (u) du

Définition 1.4. La fonction de risque λ au temps t représente la probabilité de subir l’évè-

nement dans un petit intervalle de temps après t, conditionnellement au fait d’avoir survécu

jusqu’à t :

λ(t) = lim
∆t→0

P (t < T ≤ t+ ∆t|T ≥ t)

∆t
=
f (t)

S (t)

Propriété : Soit λ la fonction de risque au temps t. On a :

• λ : R+ → R+ ;

•
∫ t

0
λ (u) du <∞, ∀ t > 0 mais

∫∞
0
λ (u) du =∞ ;

• λ n’est pas nécessairement monotone.

Définition 1.5. La fonction de risque cumulé est :

Λ (t) =

∫ t

0

λ (u) du = −ln(S(t))

Propriété :

Λ (t) vaut +∞ lorsque S(t) = 0

Remarque 1.1 La fonction de survie peut aussi s’exprimer en fonction du risque cumulé :

S (t) = exp{−Λ (t)} = exp

{
−
∫ t

0

λ (u) du

}
(1.1)

1.1.3 Estimation non paramétrique

Dans le cas où l’on ne fait pas d’hypothèse a priori sur la distribution de la durée de survie T,

les principaux estimateurs non paramétriques sont l’estimateur de Kaplan-Meier de la fonction

de survie et l’estimateur de Nelson-Aalen du risque cumulé.
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Estimateur de Kaplan-Meier de la fonction de survie

L’estimateur de Kaplan-Meier découle de l’idée suivante : ne pas avoir subi l’évènement à

l’instant t, c’est ne pas l’avoir subi juste avant t et ne pas le subir en t. Notons t’ le temps «

juste avant t » et t” le temps « juste avant t’ ». On a :

S(t) = P (T > t)

= P (T > t′, T > t)

= P (T > t|T > t′)P (T > t′)

= P (T > t|T > t′)P (T > t′|T > t′′)P (T > t′′)

= ...

En considérant les durées observées (temps d’évènement ou temps de censure) rangées par

ordre croissant, T̃i , i = 1, . . . , n, et en les supposant distinctes, et avec T̃0 = 0, on a :

P (T > T̃i) =
i

Π
j=1
pj , i = 1,.....,n

où pj = P (T > T̃j |T>T̃j−1 ) est la probabilité de ne pas subir l’évènement dans l’intervalle

[ T̃j−1, T̃j ] sachant qu’il ne s’est toujours pas produit en T̃j−1 .

Considérons R(T̃j) l’effectif à risque à l’instant T̃−j , c’est-à-dire le nombre de sujets n’ayant

pas encore subi ni l’évènement ni la censure à droite juste avant T̃j . Rappelons que δj = 1 si

le sujet j a subi l’évènement ( T̃j = Tj ) ; δj = 0 si sa durée de survie est censurée à droite ( T̃j
= Cj ). Un estimateur naturel pour pj est :

p̃j =
R(T̃j)− δj
R(T̃j)

= 1− δj

R(T̃j)

et on obtient l’estimateur de Kaplan-Meier :

ŜKM (t) = Π
j:T̃j≤t

(
1− δj

R(T̃j)

)
Dans le cas où il y a des ex-aequo, c’est-à-dire que tout les T̃j ne sont pas distincts, on note

D( T̃j ) le nombre de sujets subissant l’évènement au temps T̃j et l’estimateur de Kaplan-Meier

devient :

ŜKM (t) = Π
j:T̃j≤t

(
1− D(T̃j)

R(T̃j)

)
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Estimateur de Nelson-Aalen du risque cumulé

Nous avons abordé jusqu’ici l’analyse de survie en considérant la variable aléatoire de durée

T mais elle peut aussi être abordée en terme de processus en considérant le processus ponctuel

qui vaut 0 tant que l’évènement n’a pas lieu et 1 après. L’estimateur de Nelson-Aalen a été

introduit par Aalen (1978) pour généraliser celui de Nelson (1972) aux processus de comptage.

Il est donné par :

Λ̂ (t) =
∑
j:Tj≤t

D(Tj)

R(Tj)

L’estimateur du risque cumulé a une interprétation moins immédiate que celui de la fonction

de survie. Son intérêt réside surtout dans la pente de la courbe correspondante qui estime la

fonction de risque λ.

Les estimateurs de Kaplan-Meier et de Nelson-Aalen se généralisent aux données tronquées

à gauche mais pas aux données censurées par intervalle car dans ce dernier cas, les temps exacts

d’évènements ne sont pas connus.

1.1.4 Modèles paramétriques

Supposons maintenant que la distribution des durées de survie appartient à une famille de

loi paramétrique donnée. Bien que chacune des cinq fonctions S , F , f , λ ,Λ caractérise la loi

de T , on spécifie souvent la forme de la fonction de risque λ qui donne la description la plus

intéressante, à savoir celle du futur immédiat du sujet qui n’a pas encore subi l’évènement.

Loi exponentielle

La loi exponentielle, qui ne dépend que d’un paramètre θ, est la seule distribution continue

qui admet un risque instantané constant. Pour t � 0 et avec θ > 0 :

λ(t) = θ

S(t) = e−θt

f(t) = θe−θt

Cette loi est dite « sans mémoire » et est peu adaptée dans le domaine du vivant. Cependant,

dans certaines applications, on peut découper le temps en plusieurs intervalles et considérer un
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risque constant sur chacun des intervalles (et différent d’un intervalle à l’autre) de façon à

obtenir une fonction de risque constante par morceaux.

Loi de Weibull

La loi de Weibull, qui dépend d’un paramètre de forme a et d’un paramètre d’échelle b,

admet un risque instantané monotone. C’est une généralisation de la loi exponentielle que l’on

retrouve en prenant a = 1. Pour t � 0 et avec a > 0 et b > 0 :

λ (t) = a

(
1

b

)a
ta−1

S (t) = exp

{
−
(
t

b

)a}
f (t) = a

(
1

b

)a
ta−1 exp

{
−
(
t

b

)a}
Il existe d’autres lois avec des risques instantanés monotones. Citons notamment la loi

Gamma et la loi de Gompertz.

D’autres lois permettent aussi de modéliser des risques instantanés en forme de cloche (∪
ou ∩), en particulier la loi de Weibull généralisée.

Vraisemblance

Soit θ le vecteur des paramètres du modèle. Les estimateurs des paramètres sont obtenus en

maximisant la vraisemblance détaillée ci-après. En pratique, on utilise des méthodes itératives

de type algorithme de Newton-Raphson.

La vraisemblance représente la probabilité d’observer l’échantillon d’après le modèle et est

le produit des n contributions individuelles :

L =
n

Π
i=1
Li

Soit ti le temps de participation du sujet i. Dans le cas le plus fréquent de données censurées

à droite, la contribution du sujet i à la vraisemblance est :

— f(ti; θ) si δi = 1 (le sujet i a subi l’évènement)

—S(ti; θ) si δi = 0 (l’observation du sujet i est censurée à droite)

et la vraisemblance s’écrit :

DIPES II 2015-2016
10



1.2. Prise en compte des facteurs de risque

L =
n

Π
i=1
f(ti; θ)

δiS(ti; θ)
1−δi

=
n

Π
i=1
S(ti; θ)λ(ti; θ)

δi

Dans le cas de données tronquées à gauche, la contribution individuelle d’un sujet i dont

l’observation est tronquée à gauche en ai est :

Li =


f(ti;θ)
S(ai;θ)

si δi = 1

S(ti;θ)
S(ai;θ)

si δi = 0

Dans le cas de données censurées par intervalle, la contribution individuelle d’un sujet i dont

l’observation est censurée dans l’intervalle [li, ri] est :

Li =


S(ri; θ)− S(li; θ) sans troncature à gauche

S(ri;θ)−S(li;θ)
S(ai;θ)

avec troncature à gauche

Remarque 1.2. Avantages et inconvénients des approches paramétrique et non paramé-

trique

L’approche paramétrique induit des hypothèses sur la distribution des données mais elle a

l’avantage de fournir des estimations en temps continu de n’importe quelle fonction caractéri-

sant la distribution. L’approche non paramétrique fournit des estimations en temps discret et

donc les fonctions estimées sont continues par morceaux. La fonction de risque étant la plus

intéressante en terme d’interprétation, un lissage a posteriori de l’estimateur de Nelson-Aalen

est envisageable en utilisant une méthode à noyau (Ramlau-Hansen (1983) ). Une autre ap-

proche pour estimer des fonctions lisses sans faire d’hypothèse paramétrique est d’utiliser des

fonctions splines (Rosenberg (1995) ). Ce type d’approche et l’approche paramétrique, étant

basés sur la vraisemblance, ont l’avantage de prendre en compte aisément des données censurées

par intervalle.

1.2 Prise en compte des facteurs de risque

Nous nous sommes concentrés jusqu’ici sur le délai jusqu’à la survenue de l’évènement

d’intérêt mais l’un des principaux objectifs de l’analyse de survie et de l’épidémiologie est

d’évaluer l’impact sur ce délai de facteurs auxquels sont exposés les sujets.
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1.2. Prise en compte des facteurs de risque

1.2.1 Modèles de régression

Les deux principaux types de modèles qui permettent d’exprimer le risque d’évènement en

fonction de variables explicatives sont : Les modèles à temps de vie accélérée et les modèles à

risques proportionnels. Dans un modèle à durée de vie accélérée, une variable a pour effet de

multiplier la durée de survie par une constante tandis que dans un modèle à risques proportion-

nels, une variable a pour effet de multiplier le risque instantané par une constante. Le modèle

à risques proportionnels s’inscrit plus généralement dans la famille des modèles multiplicatifs.

Les modèles additifs constituent une alternative aux modèles multiplicatifs : Au lieu de faire le

produit entre la fonction de risque de base et une fonction des variables explicatives, on en fait

la somme.

Modèle de Cox

Le modèle de régression le plus largement utilisé est le modèle à risques proportionnels de

Cox (1972) :

λ(t|Zi) = λ0(t)eβ
TZi (1.2)

où i est l’indice du sujet,

Zi est le vecteur des variables explicatives,

β est le vecteur des coefficients de régression,

λ0 est la fonction de risque de base, c’est-à-dire le risque instantané des sujets pour lesquels

toutes les variables explicatives sont nulles.

Le risque de survenue d’évènement à l’instant t pour un sujet qui a pour caractéristiques Zi
par rapport à un sujet qui a pour caractéristiques Zj est :

λ(t|Zi)
λ(t|Zj)

=
λ0(t)eβ

TZi

λ0(t)eβTZj
=
eβ

TZi

eβTZj
= eβ

T ( Zi−Zj)

Dans le modèle de Cox, le rapport des risques instantanés est constant au cours du temps.

C’est dans ce sens que le modèle de Cox est dit à risques proportionnels. La proportionnalité

des risques est une conséquence du modèle mais aussi une hypothèse à vérifier à posteriori.

Si la variable Zi est une variable quantitative ou qualitative ordonnée à plus de deux mo-

dalités, il conviendra aussi de vérifier une hypothèse de log-linéarité. En effet, quand on ajoute

une unité à la valeur de Zi , on multiplie le risque instantané par eβ (c’est-à-dire qu’on ajoute

β à son logarithme) quelle que soit la valeur de Zi .
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Vraisemblance partielle

Afin d’estimer les paramètres de régression β, l’idée de Cox a été de considérer le risque de

base λ0 comme un paramètre de nuisance en maximisant une vraisemblance dite partielle.

Soit D le nombre de sujets ayant subi l’évènement. Soient Ti , i = 1, . . . , D les différents

temps d’évènement supposés distincts et rangés par ordre croissant avec i les indices des sujets

correspondant. Notons R(Ti) l’ensemble des sujets encore à risque à l’instant T−i .

La probabilité que le sujet i subisse l’évènement en Ti sachant qu’il y a eu un évènement en

Ti s’écrit :

pi =
λ0(Ti)e

βTZi∑
j∈R(Ti)

λ0(Ti)eβ
TZj

=
eβ

TZi∑
j∈R(Ti)

eβTZj

Le produit sur les temps d’évènement des termes pi qui ne dépendent que du paramètre β

définit alors la vraisemblance partielle de Cox :

LCox =
D

Π
i=1

eβ
TZi∑

j∈R(Ti)

eβTZj

L’estimateur de β est le vecteur des paramètres qui maximisent cette vraisemblance.

Remarque 1.3.

1. Naturellement, d’autres méthodes n’utilisant pas la vraisemblance partielle de Cox peuvent

être utilisées pour estimer les coefficients β dans l’équation (1.2), par exemple en spécifiant un

modèle paramétrique pour la fonction de risque de base λ0 .

2. Par extension, lorsqu’on parle du modèle de Cox, on désigne souvent non seulement l’équa-

tion (1.2) mais aussi la méthode d’estimation des effets des facteurs de risque par vraisemblance

partielle.

De la même façon que les estimateurs non paramétriques, la vraisemblance partielle de Cox

se généralise aux données tronquées à gauche mais pas aux données censurées par intervalle.

1.2.2 Modèles à fragilité

Modèles simples à fragilité

Toutes les variables pertinentes ne sont pas toujours incluses dans un modèle de régression,

soit parce qu’elles n’ont pas été mesurées, soit parce qu’elles ne sont pas suspectées être liées à
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l’évènement d’intérêt. Ces variables omises peuvent créer une sélection de la population au cours

du suivi : Les sujets les plus fragiles subissent l’évènement plus tôt que les autres, entraînant au

fil du temps une modification de la structure de la population observée. Ignorer ces variables

peut engendrer un biais dans l’estimation de la fonction de risque (sous estimation) . La notion

de fragilité traduit le fait que certains individus sont plus susceptibles de subir l’évènement,

et donc sont plus « fragiles » que d’autres. La fragilité est représentée par un effet aléatoire

qui, comme les variables explicatives, agit de façon multiplicative sur le risque instantané. Le

modèle à fragilité est donc une extension du modèle à risques proportionnels de Cox :

λj(t|ωj, Zj) = λ0(t)ωje
βTZj (1.3)

où j est l’indice du sujet et ωj est un effet aléatoire spécifique à chaque sujet, appelé variable

à fragilité.

Modèles à fragilité partagée

Les modèles à fragilité sont aussi utilisés pour modéliser des données de survie corrélées telles

que les données répétées et les données groupées . Dans le cas de données répétées, les individus

correspondent aux différentes observations d’un même sujet ; dans le cas de données groupées

qui est celui qui nous intéressera par la suite, ils correspondent aux différentes observations des

sujets appartenant à un même groupe. Le modèle à fragilité partagée s’écrit :

λij(t|ωi, Zij) = λ0(t)ωie
βTZij (1.4)

où i est l’indice du groupe, j l’indice du sujet, ωi un effet aléatoire spécifique au groupe i.

Plusieurs distributions peuvent être utilisées pour ω. La plus courante est la loi Gamma car

elle possède des propriétés mathématiques entraînant la simplification du calcul de la vraisem-

blance, ce qui évite de recourir à des méthodes d’intégration gourmandes en temps de calcul.

Cette loi a cependant quelques propriétés indésirables (Hougaard, 2000, p. 256). En particulier,

la non proportionnalité des risques pourrait avoir une influence plus grande sur les estimations

que celle de la corrélation des données. La distribution log-normale est aussi largement utili-

sée. Contrairement à la loi Gamma, elle ne permet pas de simplification de la vraisemblance

mais se révèle très pratique dans un contexte multivarié avec plusieurs effets aléatoires non

indépendants.

Dans les cas d’une distribution Gamma ou log-normale, la fragilité ω doit être d’espérance

égale à 1 et de variance finie pour des questions d’identifiabilité. La variance est un paramètre à
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estimer et exprime l’hétérogénéité des données. Remarquons que l’équation 1.4 peut se réécrire :

λij(t|Ui, Zij) = λ0(t)eβ
TZij+Ui

avec ωi = eUi . Dans le cas log-normal, la variable U suit une loi normale N(0, σ2) où σ2 est

le paramètre de variance à estimer.

Tester la significativité de l’effet aléatoire revient à tester si sa variance est significativement

non nulle : H0 : σ2 = 0. La valeur 0 étant à la frontière de l’espace des paramètres, le test de

rapport de vraisemblance basé sur une distribution asymptotique du χ2 n’est pas applicable.
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? ? Chapitre 2 ? ?

Modèles multi-états

L’analyse de survie étudie le délai de survenue d’un évènement d’intérêt, ou autrement dit, le

délai entre deux états successifs (communément état « vivant » et état « décédé »). Les modèles

multi-états, aujourd’hui très populaires, permettent d’étudier des dynamiques plus complexes

en utilisant la notion de processus pour représenter l’évolution d’un sujet à travers différents

états successifs . En épidémiologie, ils permettent par exemple de modéliser son évolution à

travers les différents stades d’une maladie. Un état peut être transitoire ou absorbant lorsqu’on

y reste avec une probabilité égale à 1. Les figures 2.1, 2.2 et 2.3 représentent trois exemples

simples de modèles multi-états à trois états :

Figure 2.1 – Modèle progressif à 3 états

Figure 2.2 – Modèle à 2 risques compétitifs

DIPES II 2015-2016
16



Figure 2.3 – Modèle illness-death

Nous avons :

— un modèle progressif : les sujets transitent de l’état initial (0) à l’état absorbant (2) en

passant obligatoirement par l’état transitoire (1) (figure 2.1) ;

— un modèle illness-death : les sujets transitent de l’état initial (0) à l’état absorbant (2)

directement ou en passant par l’état transitoire (1) (figure 2.3) ;

— un modèle à risques compétitifs (concurrents) : les sujets peuvent transiter vers deux états

absorbants qui correspondent typiquement à deux causes de décès (figure 2.2).

Définition 2.1.

Soit X = {X(t), t ≥ 0} un processus à temps continu et à espace d’états fini i.e. X(t) ∈ S =

{0, 1, ..., K} où K+1 est le nombre d’états possibles. X peut être caractérisé par les probabilités

de transition entre les différents états :

pkl (s; t) = P (X (t) = l|X (s) = k ;Hs−) k, l ∈ S

où Hs− représente l’histoire du processus générée par {X(u), u < s}, ou, par ses intensités de

transition :

αkl (t) = lim
∆t−→0

Pkl (t, t+ ∆t)

∆t
k, l ∈ S

qui sont le pendant de la fonction de risque dans un modèle de survie. Les intensités de

transition cumulées sont définies par :

Akl (t) =

∫ t

0

αkl (u) du

X est un processus de Markov si l’évolution future du processus dépend uniquement de la

connaissance du temps présent s et de l’état en ce temps X(s) (le passé peut être oublié) :
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pkl (s; t) = P (X (t) = l|X (s) = k) k, l ∈ S

On définit un processus de Markov homogène en supposant en plus que les probabilités de

transition dépendent uniquement du délai entre chaque observation et non du temps auquel se

produisent ces observations i.e. du délai depuis le temps d’origine :

pkl (s; t) = pkl (0; t− s)

Les intensités de transition sont alors constantes : αkl (t) = αkl .

Ce cas particulier est particulièrement intéressant car on peut déduire de l’équation de

Chapman-Kolmogorov (donnée par pkl (s; t) =
∑
i∈S
pki (s;u) pil (u; t) ) une relation simple entre

la matrice des probabilités de transition P et celle des intensités de transition Q (Cox and

Miller, 1965).

En effet, de l’équation de Chapman-Kolmogorov, se déduisent des équations différentielles

appelées équations arrière (backward) et avant (forward) de Kolmogorov :

∂P (0, t)

∂t
= QP (0, t) ;

∂P (0, t)

∂t
= P (0, t)Q

Avec la condition initiale P (0, 0) = I (i.e pkk(0, 0) = 1 et pkl(0, 0) = 0, k 6= l), la solution de

l’une ou de l’autre est :

P (0, t) = eQt (2.1)

On peut relâcher un peu l’hypothèse d’homogénéité qui est très forte en considérant un

processus de Markov homogène par périodes et donc des intensités de transition constantes par

morceaux (constantes sur la même période et différentes d’une période à l’autre). Dans ce cas,

on peut encore faire le lien entre intensités et probabilités de transition grâce aux équations de

Kolmogorov qui sont alors généralement résolues de façon numérique.

Pour les processus simples, il est possible d’avoir une expression explicite des probabilités

de transition en fonction des intensités de transition en utilisant des intégrales . Il est alors

possible de considérer un processus de Markov non homogène avec des intensités de transition

beaucoup plus flexibles. Un processus de semi-Markov est un processus dont l’évolution future

dépend du temps auquel la dernière transition a eu lieu en plus du temps présent s et de l’état

en ce temps X(s) :

pkl (s; t) = P (X (t) = l|X (s) = k ; tk) k, l ∈ S
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2.1. Prise en compte des facteurs de risque

où tk est le temps d’entrée dans l’état k. Par rapport à un processus de Markov, on tient

compte en plus du temps passé dans l’état actuel. Les intensités de transition sont de la forme

αkl (t, t− tk). Lorsqu’on ne tient compte que du temps passé dans l’état actuel et plus du temps

proprement dit, on obtient un processus de semi-Markov homogène (dans le temps) avec des

intensités de transition de la forme αkl (t− tk).

2.1 Prise en compte des facteurs de risque

Dans un modèle multi-état, les intensités de transition permettent de prendre en compte

des variables explicatives de façon similaire à la fonction de risque en analyse de survie. Ainsi,

le modèle qui découle du modèle à risques proportionnels de Cox est un modèle à intensités de

transition proportionelles :

αkl

(
t|Z(i)

kl

)
= α0,kl (t) e

βT
klZ

(i)
kl (2.2)

où i est l’indice du sujet ,Z(i)
kl et βkl les vecteurs des variables explicatives et des coefficients

de régression associés à la transition k → l, α0,kl l’intensité de transition de base associée à la

transition k → l.

2.2 Modèles et estimation

Dans cette partie , nous ne considérons que des modèles de Markov, c’est-à-dire des modèles

qui font l’hypothèse que le processus sous-jacent au modèle est Markovien. De plus, nous consi-

dérons des modèles de Markov non homogènes dans le temps, plus plausibles d’un point de vue

épidémiologique. Le choix de la méthode d’estimation d’un modèle multi-état et l’ajout éven-

tuel d’hypothèses supplémentaires à l’hypothèse Markovienne dépendent beaucoup du schéma

d’observation des données. En effet, on étudie un processus à temps continu mais l’observation

des transitions de passage d’un état à l’autre ne se fait pas toujours en temps continu.

2.2.1 Observations en temps continu

Le cas le plus simple est celui où tous les temps de transition sont connus de façon exacte.

Intéressons-nous d’abord à un modèle multi-état sans variables explicatives. Grâce au travail

fondamental d’Aalen (1975, 1978), les techniques classiques d’analyse de survie ont pu se gé-

néraliser aux modèles multi-états dans le contexte de la théorie des processus de comptage

(Andersen et Borgan, 1985).
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Soit Nkl(t) le processus de comptage du nombre de transitions k → l qui ont eu lieu dans

l’intervalle de temps[0, t]. Soit Yk(t) le processus relatif au nombre de sujets à risque au temps

t− pour la transition k → l. L’indice l est omis car le nombre de sujets à risque est le même

pour toutes les transitions au départ de l’état k et correspond au nombre de sujets en l’état k au

temps t− . L’estimateur de Nelson-Aalen de la fonction d’intensité cumulée pour la transition

k → l, Akl(t), est donné par :

Âkl(t) =

∫ t

0

dNkl(u)

Yk(u)
=
∑
tj≤t

mkl(tj)

Yk(tj)

où les tj sont les temps d’évènement et mkl est le nombre de transitions k → l au temps tj .

Les incréments de l’estimateur de Nelson-Aalen peuvent fournir un estimateur des inten-

sités de transition : dÂkl(t) = dNkl(t)
Yk(t)

. En lissant ces incréments, il est possible d’obtenir des

estimations lisses des intensités de transition (Ramlau-Hansen, 1983).

En généralisant l’estimateur de Kaplan-Meier aux modèles de Markov non homogène, Aalen

et Johansen (1978) ont proposé un estimateur des probabilités de transition, l’estimateur dit

de Aalen-Johansen. Celui-ci peut être également vu comme le produit intégral de la matrice

des estimateurs de Nelson-Aalen (Gill et Johansen, 1990).

Intéressons-nous maintenant à un modèle multi-état avec des variables explicatives qui in-

terviennent grâce à des modèles de régression définis par l’équation (2.2). Les estimateurs de

Nelson-Aalen et de Aalen-Johansen se généralisent. On peut obtenir des estimations pour les

paramètres de régression spécifiques à chaque transition k → l en considérant autant de mo-

dèles de Cox qu’il y a de transitions . Un modèle de Cox sur la transition k → l doit être

estimé sur le sous-échantillon des sujets à risque pour cette transition. Par exemple, dans un

modèle illness-death, l’échantillon entier sera utilisé pour estimer β01 et β02 mais seulement le

sous-échantillon des sujets ayant fait la transition 0 → 1 au cours du suivi sera utilisé pour

estimer β12.

En pratique, le paquet R mstate (De Wreede et al., 2010, 2011) peut être utilisé pour

analyser des modèles markoviens multi-états, avec ou sans variables explicatives, lorsque les

données sont observées en temps continu. Il permet l’estimation des intensités de transition

et des éventuels paramètres de régression mais aussi de faire des prévisions en estimant les

probabilités de transition.

Remarque 2.1. Sur l’estimateur de Kaplan-Meier

Il faut être prudent avec l’utilisation de l’estimateur de Kaplan-Meier dans un contexte

multi-état. Prenons l’exemple d’un modèle à deux risques compétitifs (voir figure 2.2). La

relation directe qui lie la fonction de risque cumulée et la fonction de survie (voir équation 1.1)
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n’est plus valable dans ce contexte. Il en résulte que l’estimateur naïf de Kaplan-Meier de la

fonction de survie calculé en censurant à droite les sujets ayant subi l’évènement concurrent

(à l’évènement d’intérêt) est biaisé . Plus précisément, il sous-estime la fonction de survie. En

effet, en analyse de survie, l’évènement d’intérêt est dit « de mortalité toutes causes » , c’est-

à-dire que si le suivi était suffisamment long, l’évènement surviendrait avec une probabilité 1.

Ce n’est plus le cas dans un contexte de risques compétitifs où la réalisation de l’évènement

concurrent empêche la réalisation de l’évènement d’intérêt. La fonction de survie dépend à la

fois du risque associé à l’évènement d’intérêt et du risque associé à l’évènement concurrent :

S(t) = e−A1(t)−A2(t) où A1 est la fonction de risque cumulé « cause 1-spécifique » et A2 est

la fonction de risque cumulé « cause 2-spécifique ». Elle peut être estimée correctement grâce

à l’estimateur de Kaplan-Meier de la fonction de survie dite « globale ». Cet estimateur de

Kaplan-Meier est en fait le produit des estimateurs de Kaplan-Meier naïfs associés à chaque

évènement.

Sous une hypothèse d’indépendance des deux risques compétitifs, l’estimateur de Kaplan-

Meier naïf associé à la cause 1 de décès correspondrait à la survie d’une population hypothétique

dans laquelle la cause 2 de décès n’existe pas (et vice versa). Cependant, une telle hypothèse

n’est pas vérifiable sur la base des données et est souvent peu crédible d’un point de vue

biologique.

Remarque 2.2. Approche « stochastic process » vs. approche « latent failure

times »

Dans ce manuscrit, nous nous plaçons toujours dans une approche multi-état avec un

processus stochastique sous-jacent. Une autre approche que l’on trouve dans la littérature des

modèles à risques compétitifs consiste à considérer des temps d’évènement latents.

1. Plaçons-nous dans le modèle à deux risques compétitifs de la figure (2.2) et considérons

les deux variables aléatoires T1 (temps de décès par la cause 1) et T2 (temps de décès par

la cause 2) telles que :

Tj = inf
t>0

(X(t) = j) , j = 1, 2

dont la distribution est donnée par les fonctions « d’incidence cumulée » :

Fj(t) = P (T ≤ t,D = j)

où T = min( T1, T2 ) et D est la cause de décès.

On remarque que F1 et F2 ne sont pas des fonctions de répartition ; car en effet au lieu

d’avoir lim
t→∞

Fj(t) = 1 (j = 1, 2) , on a plutôt lim
t→∞

Fj(t) = P (D = j) < 1 (j = 1, 2) . Ceci
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implique que les variables aléatoires T1 et T2 ne sont pas définies correctement car par exemple

pour un sujet i tel que Di = 2 on a : T1 =∞.

En l’absence de risques compétitifs, la distribution de Tj serait donnée par :

F̃j (t) = 1− exp{−
∫ t

0

αj (u) du }

Cette fonction est aussi la distribution de la variable latente mais définie correctement T̃j
qui est le temps de décès par la cause j dans un monde dans lequel j serait la seule cause de

décès. L’approche « latent failure times » consiste à imaginer l’existence des temps latents T̃1 ,

T̃2 et de s’intéresser à leur distribution jointe qui est non identifiable à moins de faire certaines

hypothèses fortes comme l’indépendance des risques, impossible à vérifier sur la base des données

disponibles. Une autre façon de pallier à ce problème de non identifiabilité est de modéliser

l’association des temps latents en utilisant une copule . Cependant, ce genre d’approches, faisant

intervenir des notions assez évasives, est peu utilisé car suppose des hypothèses non vérifiables

sur la base des données existantes et peut entraîner des interprétations hasardeuses.

Remarquons qu’avec une approche multi-état avec processus sous-jacent, aucune hypothèse

d’indépendance n’est requise. En effet, c’est parce que la vraisemblance se factorise que chaque

risque cause-spécifique α1(.), α2(.) peut être analysé séparément en assimilant les décès « autre

cause » à des censures à droite .

2. Considérons maintenant le modèle illness-death de la figure (2.3). Dans la littérature,

cette configuration illness-death peut être évoquée sous le terme de risques semi-compétitifs. Les

risques semi-compétitifs y sont définis de la façon suivante : les sujets peuvent subir deux types

d’évènements, un évènement terminal et un évènement non terminal ; l’évènement terminal

censure l’évènement non terminal mais pas inversement. Cette description est généralement

associée à une analyse basée sur l’estimation d’une fonction de survie jointe de deux temps

d’évènements et entretient implicitement l’idée de temps d’évènement latents .

2.2.2 Observations en temps discret : panel data

Le cas le plus délicat est celui où l’observation des différents états se fait en temps discret.

Les temps de transition ne sont alors pas connus de façon exacte et le chemin pris pour aller d’un

état à l’autre entre deux temps d’observation consécutifs peut être inconnu avec un nombre de

chemins possibles pouvant être grand, voire infini. Les modèles multi-états adaptés à de telles

données sont souvent désignés dans la littérature sous le terme de Markov models for panel data.

Dans ce type de modèles , l’estimation est basée sur la résolution des équations différentielles de

Kolmogorov qui permet d’obtenir les probabilités de transition et donc la vraisemblance (qui
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s’écrit en fonction des probabilités de transition). C’est pourquoi l’hypothèse d’homogénéité

dans le temps du processus est souvent faite bien qu’elle soit très forte. La vraisemblance

s’écrit :

Π
i,j
Lij = Π

i,j
ps (tij) s (ti,j+1) (tij, ti,j+1) = Π

i,j
ps (tij) s (ti,j+1) (ti,j+1 − tj)

où i est l’indice du sujet, j est l’indice correspondant aux différents temps d’observation (j

est un entier allant de 1 au nombre de temps d’observation du sujet i ), S(tij) est l’état dans

lequel se trouve le sujet i au jème temps d’observation.

Des solutions analytiques des équations existent cependant aussi pour des intensités de

transition non constantes.

— Lorsque les intensités de transition sont constantes par morceaux , la résolution des

équations peut être faite sur chaque intervalle de temps. Le modèle obtenu est très flexible mais

l’hypothèse de fonctions d’intensité de transition discontinues n’est pas très plausible d’un point

de vue biologique. De plus, une hypothèse de temps de séjour distribués de façon exponentielle

par morceaux est inhérente à ces modèles.

— En utilisant des modèles de transformation , on peut se ramener à un processus de

Markov homogène dans le temps. On peut alors supposer par exemple des distributions de

Weibull pour les intensités de transition. Une des limitations de ces modèles est que le ratio

des intensités de transition (vers des états différents) doit rester constant dans le temps. Cette

hypothèse est parfois peu réaliste. Par exemple, dans un modèle illness-death, on peut s’attendre

à ce que le taux de mortalité α02 croisse plus rapidement avec l’âge que le taux d’incidence

α01. D’autres formes plus flexibles ont été proposées pour les intensités de transition. Titman

(2011) propose d’utiliser des méthodes basées sur une solution numérique des équations de

Kolmogorov et utilise des B-splines quadratiques pour modéliser les intensités de transition.

Cependant, son modèle peut être rapidement limité lorsqu’on y inclut des variables explicatives

car alors, autant d’équations différentielles doivent être résolues qu’il y a de valeurs différentes

des variables explicatives dans le jeu de données. En pratique, le paquet R msm (Jackson,

2011) peut être utilisé pour l’analyse de modèles multi-états lorsque les données sont observées

en temps discret. Les intensités de transition y sont supposées constantes ou constantes par

morceaux, et des variables explicatives peuvent être inclues dans des modèles de régression à

intensités proportionnelles (équation 2.2).

Cas particuliers :
Pour les modèles progressifs ou hiérarchiques (sans retour en arrière possible), le nombre

de chemins possibles entre deux temps d’observation est fini. L’écriture de la vraisemblance
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peut être développée et lorsque le nombre d’intégrations est faible il vaut mieux utiliser des

méthodes plus flexibles basées sur la vraisemblance. Par exemple, dans un modèle illness-death

sans rétablissement possible où les temps de décès sont observés en temps continu et les temps

de maladie en temps discret, il y a un ou deux chemins possibles entre deux temps d’observation

et les temps de maladie sont seulement censurés par intervalle : Lorsqu’un sujet est observé en

l’état 1, on sait que le passage de 0 à 1 a eu lieu dans un intervalle de temps donné.
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? ? Chapitre 3 ? ?

Risques compétitifs

3.1 Introduction

Le concept des risques compétitifs est apparu au XVIIIème siècle, lorsque Daniel Bernoulli

(1760) a étudié l’impact de l’éradication de la variole sur les taux de mortalité en Angleterre.

Plus récemment, ce sujet a été l’objet de nombreux débats pour l’estimation de la probabilité

d’un évènement particulier en présence des autres évènements, ou bien après la modification

ou l’élimination d’un autre évènement. Par exemple, dans le domaine industriel (fiabilité) pour

étudier la défaillance d’un élément d’une chaîne de production après la suppression d’une autre

source de panne. En démographie, la situation de risque compétitif est observée pour étudier

la probabilité d’un couple de se marier ou de vivre en concubinage. En recherche médicale,

cette situation est également fréquente dans différents domaines tels qu’en gynécologie pour

étudier la probabilité d’accoucher par voie naturelle ou par césarienne (l’accouchement par voie

naturelle étant en concurrence avec la césarienne) (Com-nougué (1999) ).

Soit un modèle de données de durées de vie dans lequel l’évènement d’intérêt est une panne

(ou un décès) imputable à la jème cause, j ∈ J = { 1, 2, ..., m } où l’entier non nul m désigne le

nombre de causes possibles. Par convention, j = 0 correspond à l’état de fonctionnement (ou de

vie) de l’individu observé. On suppose que l’observation s’arrête lorsqu’une panne (ou décès)

survient, mais que cette observation peut être censurée à droite de manière non informative.

Quelques exemples illustrant cette situation correspondent au cas où l’évènement d’intérêt est

dû à une autre cause, ou à un retrait de l’individu de l’étude ou encore à la fin de l’étude. Dans

le cas de censure à droite, les temps de panne des individus ainsi que leurs causes ne sont pas

connus de l’expérimentateur. Un modèle de données tel que décrit ci-dessus est communément

appelé "modèle à risques compétitifs" (ou concurrents) et il est le plus considéré dans les

domaines aussi divers tels qu’en contrôle médical, en démographie, en actuariat, en économie

ou en fiabilité industrielle. Andersen et al. (1993) est une des références illustrant des détails

et techniques mathématiques sur les risques compétitifs dans les applications biomédicales. Par
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exemple dans l’étude du SIDA, les risques compétitifs sont : "mort due au Paludisme", "mort

due à la Tuberculose" ou "mort due à d’autres causes" et dans ce cas m = 3. La figure 3.1

illustre cet exemple.

Figure 3.1 – Modèle à 3 risques compétitifs

Certains auteurs trouvent pertinent de modéliser les modèles à risques compétitifs sous

forme de modèles à variables latentes. C’est le cas de Latouche (2004) qui insiste sur l’existence,

l’identifiabilité et l’interpretation des objets dans une modélisation à temps latents. Le modèle

qu’il utilise est celui de Fine et Gray (1999) qui est un modèle semi-paramétrique à risque

proportionnel de formulation similaire au modèle de Cox, pour la fonction de risque associée à

la fonction d’incidence cumulée proposée par Gray (1988) :

αk (t) = − d

dt
log {1− Fk (t)} (k ∈ J) .

Le modèle à risque proportionnel pour la cause numéro k s’écrit :

αk (t;x) = α0k (t) exp (γx) ;

où γ > 0, x le vecteur de covariables et α0k(t) est une fonction continue non spécifiée

représentant le risque de base. La fonction de risque associée à la fonction d’incidence cumulée

est aussi appelée fonction de risque de sous-répartition.

Récemment, Belot (2009) a présenté les principales méthodes d’analyse statistique utilisées

dans le cadre particulier des risques compétitifs : d’une part la méthode d’estimation de la pro-

babilité d’évènement (fonction d’incidence cumulée) et d’autre part, les méthodes pour estimer

l’effet des covariables, basées sur la fonction de risque cause spécifique ou sur la fonction de

sous-répartition.
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3.2 Méthode d’analyse basée sur la fonction de risque

cause-spécifique

Plaçons-nous dans une situation où nous étudions m différents types d’événements exclusifs

et en concurrence. Les données observées pour un patient i, (i = 1, ..., n) forment un quadruplet

{ Ti ; ji ; δi ; xi } où Ti représente le délai jusqu’au premier évènement (ou à la censure), ji le

type d’évènement (qui n’est pas défini dans le cas où le patient i est censuré), δi l’indicatrice

d’évènement, égale à 1 si un évènement a été observé en Ti et 0 sinon, et xi un vecteur de

covariables.

3.2.1 Définition des fonctions utilisées dans les risques compétitifs

Pour modéliser les risques compétitifs à partir de ces données observées, nous devons tenir

compte du type d’évènement dans la définition de la fonction de risque.

Définition 3.1. La fonction de risque spécifique à l’évènement j (ou taux spécifique) λj(t;x)

est définie par :

λj(t;x) = lim
∆t→0

P (t ≤ T < t+ ∆t, η = j |T ≥ t, x)

∆t

c’est une fonction estimable à partir des données censurées et η est la variable aléatoire

réelle qui indique la cause de la panne (ou décès).

La fonction λj(t;x) est la fonction de risque instantanée au temps t et spécifique à l’évène-

ment j, sachant le vecteur de covariables x et en présence de tous les autres évènements.

Définition 3.2. La fonction de risque global est définie par :

λ(t;x) = lim
∆t→0

P (t ≤ T < t+ ∆t, |T ≥ t, x)

∆t
.

La fonction de risque globale ne tient pas compte du type d’évènement associé au délai. Tous les

délais, quel que soit le type d’évènement associé, sont traités de la même façon dans l’estimation.

Ainsi, la fonction de risque globale permet d’estimer la survie sans évènement et s’écrit comme

la somme des m fonctions de risques spécifiques :

λ(t;x) =
m∑
j=1

λj(t;x) .
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Définition 3.3. La fonction de survie sans évènement

La survie sans évènement (SSE) est estimée en considérant tous les évènements, quelque soit

leur type, comme un seul et même évènement. Dans le cas de m risques compétitifs distincts,

la SSE s’écrit :

SSE(t, x) = exp

(
−
∫ t

0

m∑
j=1

λj(u;x)du

)
.

Remarque 3.1 :

La probabilité P( T ≤ t, η = j ) de subir la cause j avant le temps t en présence des autres

évènements se déduit à partir des fonctions de risques spécifiques et de la fonction de risque

globale par la formule :

P (T ≤ t, η = j) =

∫ t

0

λj(u, x)SSE(u, x)du , (3.1)

qui est appelée fonction d’incidence cumulée de subir une cause du type j.

3.2.2 Définition de la vraisemblance en risque compétitif

Sous l’hypothèse que les patients sont censurés de manière non-informative, l’écriture de la

vraisemblance des n données observées s’obtient à partir des fonctions de risques spécifiques et

de la fonction de risque globale définies précédemment (voir Kalbfleisch et Prentice, (2002))

n

Π
i=1

(λji (ti, xi))
δi exp

(
−
∫ ti

0

λ (u, xi) du

)
. (3.2)

Après manipulation algébrique, cette fonction de vraisemblance peut également s’écrire sous

la forme :

m

Π
j=1

(
n

Π
i=1

(λj (ti, xi))
δji exp

(
−
∫ ti

0

λj (u, xi) du

))
, (3.3)

où δji est l’indicatrice d’évènement de type j pour le patient i.

De plus, l’indicatrice δji permet de ne pas prendre en compte les fonctions de risques qui

ne sont pas impliquées dans la contribution à la vraisemblance du patient i. Notons que la

contribution à la vraisemblance d’un patient censuré est égale à la probabilité d’être en vie et

indemne de tout autre évènement jusqu’à ce délai.

Grâce à l’écriture (3.3) de la vraisemblance en fonction des λj(t;x), tous les outils statis-

tiques définis pour estimer une fonction de risque "unique" sont utilisables. En effet, d’après
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3.2. Méthode d’analyse basée sur la fonction de risque cause-spécifique

l’écriture de la vraisemblance en produit des λj(t;x), si l’analyste s’intéresse à un évènement en

particulier, il peut réaliser l’analyse en censurant tous les suivis des patients qui ne subissent

pas l’évènement étudié, et utiliser les outils classiques d’analyse de survie sur ce "nouveau" jeu

de données.

3.2.3 Contrainte de non-identifiabilité et hypothèse d’indépendance

Traditionnellement, la théorie des risques compétitifs était basée sur la définition de temps

"latents" d’évènements (i.e. qui ne sont pas tous observés) . Considérons un échantillon de N

patients qu’on suppose exposés à m risques compétitifs. On note Tj le délai jusqu’au premier

évènement due à la cause j = 1, ..., m. On définit la variable aléatoire T par T = min (T1 , ...,

Tm ). On peut remarquer que T = Tj si la cause de la panne est la cause j = 1, ..., m. Soit x

le vecteur de covariables et soit η la variable aléatoire réelle qui indique la cause de la panne.

Le problème des risques compétitifs est d’estimer la fonction de survie jointe (appelée éga-

lement "multiple decrement function") :

Q (t1 ,t2, ......, tm) = P (T1 > t1, T2 > t2, ........, Tm > tm)

Ce modèle présente l’intérêt de spécifier la distribution jointe de l’ensemble des m lois de

probabilités associées aux m variables aléatoires Tj ; j = 1, ..., m.

Selon ce modèle de régression linéaire, la probabilité de survie (quelle que soit la cause) au

delà du temps t est définie par :

P (T > t) = Q (t ,t, ......, t) = P (T1 > t, T2 > t, ........, Tm > t) .

La fonction de risque spécifique à l’évènement j (telle que définie précédemment) s’exprime

en fonction de la survie jointe Q par :

λj(t) = lim
∆t→0

P (t < Tj < t+ ∆t |T > t)

∆t
(3.4)

=
−∂ log (Q (t1 ,t2, ......, tm))

∂tj
| t1 = t2 = ..... = tm = t

A noter ici que l’évènement t < Tj < t+∆t est équivalent à l’évènement t < T < t+∆t, η = j

et que cette fonction de risque est estimée conditionnellement à être en vie et indemne des causes

étudiées au temps t. C’est à dire que la fonction de risque définie à partir de la fonction de

survie jointe est bien égale à la fonction de risque définie au paragraphe précédent.
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3.2. Méthode d’analyse basée sur la fonction de risque cause-spécifique

Les temps d’évènements Tj n’étant pas tous observés (puisqu’on observe uniquement le

minimum), la fonction Q ne peut être estimée de façon empirique, à moins de faire certaines

hypothèses. Ainsi, cette fonction est dite non identifiable. De même, la distribution marginale

du temps latent Tj associée à la fonction de survie nette Sj(t) n’est pas identifiable. La survie

nette (également appelée survie marginale) est définie par :

Sj (t) = P (Tj > t) = Q (0, ...., t, .....0) ,

et s’interprète comme la survie des patients à la cause j sous l’hypothèse que seule cette cause

agit sur la population, et que la suppression des autres causes n’a pas modifié les distributions

associées aux temps latents Tj . La fonction de risque associée à cette survie nette est la fonction

de risque nette spécifique à l’évènement j, notée ici λmj . Cette fonction de risque est associée

au temps d’évènement Tj , sous l’hypothèse d’avoir éliminé toutes les autres causes et s’écrit :

λmj (t) = lim
∆t→0

P (t < Tj < t+ ∆t |Tj > t)

∆t

=
−∂ log (Sj (t))

∂t

=
−∂Sj (t)

∂t
| Sj (t) .

Sous l’hypothèse d’indépendance entre les différents temps d’évènements Tj , il y a égalité

entre le taux spécifique brut et le taux spécifique net. Sous cette même hypothèse, la fonction

de survie jointe Q s’exprime comme le produit des survies nettes de chaque évènement :

Q (t1 ,t2, ......, tm) =
m

Π
j=1

(Sj (t)) .

Ainsi, l’hypothèse d’indépendance entre les m temps latents permet d’identifier la fonction

de survie marginale.

L’égalité entre le taux spécifique brut et le taux spécifique net se prouve facilement dans le

cas de deux évènements concurrents (la généralisation à m évènements s’en déduit simplement).

En effet :
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3.2. Méthode d’analyse basée sur la fonction de risque cause-spécifique

P (t < T1 < t+ ∆t |T > t) = P (t < T1 < t+ ∆t | {T1 > t, T2 > t})

=
P ({t < T1 < t+ ∆t} , {T1 > t} , {T2 > t})

P ({T1 > t} , {T2 > t})

=
P ({t < T1 < t+ ∆t} , {T1 > t}).P ({T2 > t})

P (T1 > t) .P (T2 > t)

=
P ({t < T1 < t+ ∆t} , {T1 > t})

P (T1 > t)

= P ({t < T1 < t+ ∆t} | {T1 > t}) .

En prenant la limite quand ∆t tend vers 0, on obtient :

λ1 (t) = λmj (t) .
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? ? Chapitre 4 ? ?

Applications

4.1 Risques compétitifs

L’ensemble de données fait partie du paquet de R. Il contient un sous-échantillon aléatoire

de 747 patients de la SIR 3 (propagation des infections nosocomiales et résistant pathogènes)

étude de cohorte à l’hôpital universitaire Charité à Berlin, en Allemagne, en vue de l’évaluation

prospective des données pour examiner l’effet de l’infection nosocomiale en soins intensifs (Wol-

kewitz et al., 2008). L’ensemble de données contient des informations sur l’état de la pneumonie

à l’admission aux urgences, le temps passé aux urgences et le résulat à l’issue du séjour qui est

soit la mort à l’hôpital soit la sortie en vie de l’hopital. La pneumonie est une infection grave,

soupçonnée d’augmenter la mortalité aux urgences.

On modélise les données en prenant 1 pour les patients atteints de pneumonie à l’admission

aux urgences, et 0 pour ceux n’ayant aucune pneumonie. L’état d’un patient à la fin de la

période d’observation est désigné par 1 si le patient sort en vie, et 2 si le patient décède. On

utilise 0 pour désigner les patients étant encore aux urgences à la fin de l’étude. Ces patients

sont dits censurés à droite. La durée du séjour d’un patient est en jours.

Il y avait 97 patients atteints de pneumonie à l’admission aux urgences. Au total, 657

patients sont sortis en vie, 76 patients sont décédés, et 14 patients étaient encore aux urgences

à la fin de l’étude. Parmi les patients qui sont décédés, 21 avaient une pneumonie à l’admission.

L’ensemble de données est un exemple des risques compétitifs dans lequel nous étudions le

temps jusqu’à la fin du séjour et l’état de sortie qui est soit en vie ( ou décharge) soit décédé à

l’hôpital.

4.1.1 Estimation non paramétrique

Le but de l’étude de la pneumonie est d’étudier l’impact de la pneumonie présents à l’admis-

sion aux urgences sur la mortalité. Comme la pneumonie est une maladie grave, nous devrions
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4.1. Risques compétitifs

nous attendre à ce que plus de patients meurent d’une pneumonie que sans pneumonie. Ici la

mort est la manifestation d’intérêt et la décharge (sortie en vie) est l’évènement en compétition.

Nous étudions d’abord les risques spécifiques causes cumulatifs en utilisant R. Nous utilisons

la même matrice des valeurs logiques indiquant les types de transition possibles dans les risques

compétitifs.

Nous avons également recodé les données de telle sorte que l’évènement d’intérêt, la mort,

corresponde à l’état 1 et l’état 2 est l’évènement en compétition :

Ensuite, nous calculons les risques cumulatifs de cause-spécifique pour la mort et la décharge,

respectivement, et stratifions par le statut de la pneumonie à l’admission.

Une parcelle personnalisée des estimations Nelson-Aalen est affichée dans la figure 4.1.

Figure 4.1 – Les données hospitalières. Rangée du haut : Estimateur de Nelson-Aalen Â01(t)

du risque cumulatif de mort. Rangée du bas : Estimateur de Nelson-Aalen Â02(t) du risque

cumulatif de décharge.
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4.1. Risques compétitifs

Notons que la pneumonie semble n’avoir aucun effet sur le danger de mort. cependant, cela

ne signifie pas que la pneumonie n’a pas d’ effet sur la mortalité. La raison est que la pneumonie

semble réduire le risque de décharge. Cela implique :

1. La pneumonie semble réduire le risque de toutes causes de fin de séjour dans l’unité de

soins intensifs.

2. Les patients atteints d’une pneumonie à l’admission restent plus longtemps dans l’unité

de soins intensifs. Pendant ce séjour prolongé, ils sont exposés à un risque de mort essen-

tiellement inchangé.

3. En conséquence, plus de patients atteints de pneumonie meurent que de patients sans

pneumonie.

En conclusion, on observe que la pneumonie augmente la probabilité de mourir à l’hôpital,

mais ne semble pas avoir effet sur la probabilité quotidienne de mourir à l’hôpital.

Ceci est un phénomène typique des risques compétitifs. Parce qu’il y a plus d’un risque

agissant sur un individu, on ne peut pas prédire à l’aide d’un seul risque quel sera l’évolution

future de l’individu.

4.1.2 Risque proportionnel

Nous considérons les données hospitalières que nous avons analysés dans la première partie.

Rappelons, en particulier, que d’après l’estimateur de Nelson-Aalen des risques cumulatifs

avec causes spécifiques la pneumonie à l’admission augmente la mortalité hospitalière par une

diminution de l’effet sur le risque de décharge en vie, alors que le risque instantané de décès

à l’hôpital est laissé essentiellement inchangé. Le but de la présente analyse est de réexaminer

cet constat via le modèle de Risques proportionnel avec cause spécifique.

Nous avons tout simplement fait deux modèles de Cox différents.
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4.1. Risques compétitifs

Figure 4.2 – Les données hospitalières. lignes grises : estimateurs Nelson-Aalen de la fonction

cumulative de risques avec causes spécifiques. Lignes noires : estimateurs Breslow du Risque cu-

mulé avec cause spécifique (tracé de gauche) et risque cumulatif basé sur un modèle d’estimation

pour les patients atteints de pneumonie (graphique de droite).

la figure 4.2 montre un tracé personnalisé des estimateurs de Nelson-Aalen basé sur un

modèle GETHER avec les estimateurs Breslow (pour pas de pneumonie) et l’estimateur de

risques cumulatifs (pour une pneumonie à l’admission). Nous avons restreint l’axe du temps

sur [0, 50], car la plupart des évènements se produisent dans cet intervalle de temps. Nous

constatons que toutes les courbes de risques spécifiques de décès sont en bon accord, tout

comme les estimateurs de base pour le risque cumulatif de décharge. Cependant, les estimateurs

respectifs du risque cumulatif de décharge pour les patients atteints de pneumonie ne sont pas

en accord, ce qui indique que l’effet de la pneumonie sur le risque de décharge ne peut pas

suivre un modèle de risque proportionnel avec cause spécifique.

DIPES II 2015-2016
35



4.2. Modèles multi-états

4.2 Modèles multi-états

L’ensemble des données fait partie du paquet de R et contient un autre sous-échantillon

aléatoire de 747 patients de l’étude SIR 3 décrit plus haut. L’ensemble des données contient

des informations sur les temps de ventilation et le temps de séjour aux urgences. Il y a aussi

des variables informatives supplémentaires sur l’âge et le sexe.

sir.cont est un exemple d’un modèle maladie → mortalité avec récupération, parce que la

ventilation peut être allumée ou étteinte pendant le séjour à l’hôpital. En outre, un patient

peut être considéré soit sur ventilation soit sans ventilation lors de l’admission aux urgences.

Les évènements sont représentés dans sir.cont selon le modèle multi-état. La mise sous

ventilation est représentée par la transition 0 → 1, comme indiqué dans les colonnes et la mise

hors ventilation est représentée par la transition 1 → 0.

Les heures des évènements sont dans le temps de la colonne. L’heure représentant la fin

de séjour a la valeur 2 dans la colonne. L’entrée est «cens» pour les heures des événements

censurés.

Le but de la présente analyse est d’étudier, en utilisant une estimation non paramétrique,

l’effet de la ventilation sur la durée du séjour aux urgences. Nous le faisons en estimant les

risques cumulatifs pour la fin du séjour.

Une caractéristique importante de ces données est que la ventilation peut apparaître ou

disparaître pendant le séjour à l’hôpital. En outre, les patients peuvent être sur ventilation ou

non lors de l’admission aux urgences. L’état 0 représente «pas de ventilation», l’état 1 représente

«ventilation», et la fin du séjour est modélisée par des transitions dans l’état 2.

La figure 4.3 affiche les estimateurs Nelson-Aalen Â02(t) et Â12(t) log-transformés des intervalles

de confiance.

On constate que La ventilation prolonge la durée du séjour aux urgences. Ceci est dû au

fait que les patients ventilés sont censés exiger des soins supplémentaires, conduisant à un long

séjour aux urgences.
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Figure 4.3 – Les données de ventilation. Estimateur de Nelson-Aalen pour les transitions sans

ventilation → fin de séjour (à gauche) et ventilation → fin de séjour (à droite).

4.3 Implication didactique

Les notions de risques compétitifs et de modèles multi-états nous sont utiles dans le cadre

des enseignements à plus d’un titre.

Premièrement au niveau individuel le fait pour moi de travailler sur ce thème m’a permi de

renforcer mes capacités en statistiques, m’offrant ainsi la possibilité d’être plus efficace en situa-

tion d’enseignement-apprentissage, toute chose qui contribuerait à une meilleure compréhension

des statistiques par les élèves.

Dans un second plan les notions de risques compétitifs et de modèles multi-états nous

permettent de voir les statistiques sous un nouvel angle, un peu plus pratique, notament avec

la prise en compte des données censurées lors d’une étude et l’utilisation du logiciel R pour les

simulations. Toute chose qui concoure à nous rapprocher un peu plus de la réalité. A ce titre il

est pertinent de prendre en compte ces notions lors des différentes études statistiques en milieu

scolaire telles que : Le décrochage scolaire, l’échec scolaire en milieu urbain et en milieu rural,

le redoublement scolaire des filles et des garçons, l’impact de la durée des enseignements sur la

qualité des résultats.
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♣ Conclusion ♣

Notre travail portait sur les risques compétitifs et les modèles multi-états. Il a été réparti

en quatre parties ; dans la première partie nous avons abordé la notion d’analyse de survie

qui est un préambul à la notion de risques compétitifs et qui est également un model multi-

état ; dans cette partie nous avons mis en exergue les différentes fonctions utilisées en analyse

de survie et leurs propriétés. Dans la seconde partie nous avons abordé la notion de modèles

multi-états ; ici nous avons présenté quelques modèles multi-états et quelques fonctions utilisées

dans ce cadre notament les probabilités de transitions entre états et les intensités de transitions

entre états. Dans la troisième partie nous avons abordé la notion de risques compétitifs qui

est un cas particulier de modèles multi-états ; cette notion vient pallier aux limites observées

dans l’analyse de survie ; dans cette partie nous avons présenté quelques fonctions utilisées dans

l’étude des risques compétitifs. Dans la dernière partie nous avons procédé à une application

dabord dans le cadre des risques compétitifs et en suite dans le cadre des modèles multi-états

ceci pour mettre en exergue la pertinence de l’utilisation de ces différentes notions. Nous avons

également, dans cette dernière partie, montré l’implication didactique des risques compétitifs

et des modèles multi-états.

En perspective, nous comptons donner une estimation de la fonction de survie jointe Q en

risques compétitifs lorsque les temps d’évènements sont dépendants. Nous comptons également

étudier le phénomène de décrocharge scolaire à l’aide des risques compétitifs.
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♣ Annexe ♣

4.4 Liste des commandes de R ayant produit la figure 4.1

###Donnees Peumonia####

###

data(sir.adm)

id <- sir.adm$id

from <- sir.adm$pneu

to <- ifelse(sir.adm$status==0,"cens",sir.adm$status+1)

times <- sir.adm$time

dat.sir <- data.frame(id,from,to,time=times)

# Possible transitions

tra <- matrix(ncol=4,nrow=4,FALSE)

tra[1 :2,3 :4] <- TRUE

na.pneu <- mvna(dat.sir,c("0","1","2","3"),

tra,"cens")

#Figure 4.1

if(require("lattice")) {

xyplot(na.pneu,tr.choice=c("0 2","1 2","0 3","1 3"),

aspect=1,strip=strip.custom(bg="white",

factor.levels=c("Pas de Pneumonie – Sortie",

"Pneumonie – Sortie",

"Pas de Pneumonie – Deces",

"Pneumonie – Deces"),

par.strip.text=list(cex=0.9)),

scales=list(alternating=1),xlab="Jours",

ylab="Estimation de Nelson-Aalen")
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4.5. Liste des commandes de R ayant produit la figure 4.2

4.5 Liste des commandes de R ayant produit la figure 4.2

###Donnees Peumonia####

###

data(sir.adm)

id <- sir.adm$id

from <- sir.adm$pneu

to <- ifelse(sir.adm$status==0,"cens",sir.adm$status+1)

times <- sir.adm$time

dat.sir <- data.frame(id,from,to,time=times)

# Possible transitions

tra <- matrix(ncol=4,nrow=4,FALSE)

tra[1 :2,3 :4] <- TRUE

na.pneu <- mvna(dat.sir,c("0","1","2","3"),

tra,"cens")

to <- ifelse(sir.adm$status == 0, "cens",

ifelse(sir.adm$status == 1, 2, 1))

my.sir.data <- data.frame(id = sir.adm$id, from = 0, to,

time = sir.adm$time, pneu = sir.adm$pneu)

fit.pneu.01 <- coxph(Surv(time, to == 1) ~pneu, my.sir.data)

fit.pneu.02 <- coxph(Surv(time, to == 2) ~pneu, my.sir.data)

summary(fit.pneu.02)

summary(fit.pneu.02)

#Figure 4.2

tra <- matrix(FALSE, ncol = 3, nrow = 3)

dimnames(tra) <- list(c("0", "1", "2"), c("0", "1", "2"))

tra[1, 2 :3] <- TRUE

#Base hazard

## no pneumonia

my.nelaal.nop <- mvna(my.sir.data[my.sir.data$pneu == 0, ],

c("0", "1", "2"), tra, "cens")

## with pneumonia

my.nelaal.p <- mvna(my.sir.data[my.sir.data$pneu == 1, ],

c("0", "1", "2"), tra, "cens")
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4.6. Liste des commandes de R ayant produit la figure 4.3

a01.0 <- basehaz(fit.pneu.01, centered=FALSE)

a02.0 <- basehaz(fit.pneu.02, centered=FALSE)

split.screen(figs=c(1,2))

screen(1)

plot(c(0, 50), c(0, 5), xlab = expression(paste(Temps, " ", italic(t))),

ylab = "Courbe cumulative de hasard avec cause specifique", type = "n", axes = FALSE,

main = "Pas de pneumonie", cex.main = 1.5, cex.lab = 1.5)

axis(1, at=seq(0, 50, 10), cex.axis=1.5)

axis(2, at=seq(0, 5, 1), cex.axis=1.25)

box()

lines(a02.0$time, a02.0$hazard, type="s", lwd=2, lty=2)

lines(a01.0$time, a01.0$hazard, type="s", lwd=2)

lines(my.nelaal.nop, conf.int = FALSE, col = rep("darkgray", 2),

lty = c(1, 2), lwd = 2)

legend(0,5,c("Deces", "Sortie"), lty=1 :2,bty="n",

cex=1.2, lwd=2)

screen(2)

plot(x=c(0, 50), y=c(0, 5), xlab=expression(paste(Temps, " ", italic(t))),

ylab="Courbe cumulative de hasard avec cause specifique", type="n", axes=F,

main="Pneumonie", cex.main=1.5, cex.lab=1.5)

axis(1, at=seq(0, 50, 10), cex.axis=1.5)

axis(2, at=seq(0, 5, 1), cex.axis=1.25)

box()

#lines(a02.0$time, hr2 * a02.0$hazard, type="s", lwd=2, lty=2)

#lines(a01.0$time, hr1 * a01.0$hazard, type="s", lwd=2)

lines(my.nelaal.p, conf.int = FALSE, col = rep("darkgray", 2),

lty = c(1, 2), lwd = 2)

legend(0,5,c("Deces", "Sortie"), lty=1 :2,bty="n", cex=1.2, lwd=2)

close.screen(all.screens=TRUE)

4.6 Liste des commandes de R ayant produit la figure 4.3

####Non Parametric######
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4.6. Liste des commandes de R ayant produit la figure 4.3

#A little modification of the data to avoid entry times equal to exit times, which throws

an error

data(sir.cont)

sir.cont <- sir.cont[order(sir.cont$id, sir.cont$time), ]

for (i in 2 :nrow(sir.cont)) {

if (sir.cont$id[i]==sir.cont$id[i-1]) {

if (sir.cont$time[i]==sir.cont$time[i-1]) {

sir.cont$time[i-1] <- sir.cont$time[i-1] - 0.5

}

}

}

#Definition of matrix of logical values specifying possible transitions :

tra.ventil <- matrix(FALSE, 3, 3, dimnames =

list(c("0", "1", "2"), c("0", "1", "2")))

tra.ventil[1, c(2, 3)] <- TRUE

tra.ventil[2, c(1, 3)] <- TRUE

#Estimation of cumulative transition hazards :

mvna.ventil <- mvna(sir.cont, c("0", "1", "2"),

tra.ventil, "cens")

#Figure 4.3

xyplot(mvna.ventil, tr.choice = c("0 2", "1 2"),

aspect = 1, strip = strip.custom(bg = "white",

factor.levels = c("Pas de ventilation – Sortie/Deces",

"Ventilation – Sortie/Deces"),

par.strip.text = list(cex = 1.1)),

scales = list(alternating = 1),xlab = "Jours",ylab = "Courbe cumulative de hasard", xlim

= c(-5, 100))
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