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Résumé

Dans ce mémoire nous partons de quelques résultats sur les séries numériques pour établir
la convergence des séries de fonctions, plus particulicrement des séries de Fourier. Nous avons
montré par quelques exemples que ce type de séries peut permettre de résoudre bon nombre de
problemes en mathématiques, en physique et méme en informatique. A titre illustratif, nous avons
aussi fait usage des séries de Fourier pour calculer la somme de certaines séries numériques et pour

résoudre une équation aux dérivées partielles (€quation des cordes vibrantes).

Mots clés : suite, séries, convergence, continuité, équations aux dérivées partielles,
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Abstract

In this work, we move from some results on the numerical series to establish a convergence
of functional series, and particularly Fourier series. We have indicated with some examples that
this type of series can enable to solve a good number of problems in mathematics, in physics, and
in computer technology. We have also made use of Fourier series to calculate a certain numerical

series and to solve an equation to a partial derivation (vibrant cord equation).

Key words : Sequence, Series, Convergence, Continuity, Partial derivative equations.
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Introduction

Le but du travail est I’étude des séries de Fourier qui constituent une sous branche des séries de
fonctions numériques. Une série de Fourier est une somme infinie de fonctions particulieres, que
I’on regarde trés souvent comme la limite d’une suite des sommes partielles. Les séries de Fourier
ont un intérét certain dans la société. Elles permettent par exemple d’interpréter certains signaux
(autrement dit, certaines fonctions définies sur un intervalle) comme résultant de la superposition
d’une infinité de signaux sinusoidaux de fréquences différentes. L’idée d’une telle décomposi-
tion apparait en 1807 dans une premiére communication de Joseph Fourier (1768 — 1830), cf [11] &
I’ Académie des Sciences de Paris, concernant la résolution de 1’équation aux dérivées partielles qui
régit la propagation de la chaleur dans les solides. En 1822, Fourier publie sur ce sujet un ouvrage
devenu célebre, intitulé Théorie analytique de la chaleur (cf [11]). Cependant, c’est sous I’impul-
sion de Peter Gustav Lejeune Dirichlet (cf [11]) que la théorie de Fourier, jusqu’alors controversée,
prend vraiment son essor : en particulier, Dirichlet publie en 1829 la premiere démonstration rigou-
reuse d’un résultat de convergence pour les séries de Fourier (cf [10]). Des lors, le développement
de I’analyse au X/ Xeme siecle devient indissociable des problemes liés a ces séries, qui seront
a l’origine de contributions monumentales de Riemann (sur I'intégration), d’ Abel (sur la conver-
gence des séries de fonctions), de Weierstrass (qui introduit la convergence uniforme et met les
bases de I’analyse) et de Cantor (qui fonde la topologie générale).

Pour cela, nous allons subdiviser notre travail en trois chapitres et un quatrieme sur la portée
pédagogique, a savoir : au premier chapitre, nous rappelons succinctement la notion de séries nu-
mériques avec quelques exemples d’application ; au deuxieme chapitre, nous partons des suites de
fonctions pour définir les séries de fonctions et quelques théoreme fondamentaux ; au troisieme
chapitre nous allons parler des séries de Fourier et d’un exemple d’application et en fin au qua-

trieme chapitre nous donnons la portée pédagogique des séries de Fourier.
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CHAPITRE UN

SERIES NUMERIQUES

Ce chapitre est introductif a I’étude des séries de fonctions. Ainsi bon nombre de résultats sont

énoncés sans démonstration. On pourra alors se référer a [1], [3], [2], [7], [8] pour plus de détails.

1.1 Définition et propriétés des séries numériques

Définition 1.1.1. [1] Soit (u,)nen une suite de nombres réels ou complexes. Pour tout entier

n > 0 on définit la somme partielle des (n + 1)-premiers termes de la suite un par I’expression :
S, = ug + Uy + U + ... + Uy

1. La famille (uy, Sy,), s’appelle série numérique de terme général u,,. On note souvent la série

(tn, Sp)n par Zun, et nous adoptons cette notation (bien que abusive) dans la suite.
n>0
2. Si la suite des sommes partielles (S,,),en converge (resp. diverge) dans R on dira que la série

numérique E u,, converge (resp. diverge). Lorsqu’elle converge, on note :
n>0

E u, = lim S,.
n—-—+oo
n>0

3. Etudier la nature d’une série consiste a déterminer si elle est convergente ou divergente.

4. Si la série numérique E u, converge vers S € R (resp. S € C) on lui associe la suite numérique
n>0
dont le terme général est

R,=S8—-S5,= Y u, VneN,
p>n+1

qui s’appelle reste d’ordre n € N de la série numérique g Uy,
n>0
Dans la suite, on donnera quelques conditions nécessaires a la convergence d’une série numérique

qui seront tirées a partir des résultats classiques des suites numériques convergentes.
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1.1 Définition et propriétés des séries numériques 3

Proposition 1.1.1. [1] Soit E U, une série numérique. Les deux propriétés suivantes sont équi-
n>0
valentes :

(1) Zun est convergente.
n>0
(1) (Ry,), converge vers zéro, avec R, = Z Up.
p>n—+1

Proposition 1.1.2. [7] Soit Zun une série numérique. Les deux propriétés suivantes sont équi-
n>0
valentes :

(1) Zun est convergente.
n>0
(77) Pour tout réel € > 0 il existe un entier ny > 0 tel que pour tout couple d’entiers n > m > ny,

U, + U1 + ...+ up| < e.

Corollaire 1.1.1. Si une série numérique E u, converge alors lim wu, = 0.
= n—-+o00
n>

Proposition 1.1.3. [8] Une série numérique Zun dont le terme général est positif (v, > 0)
n>0

n
converge si et seulement si, la suite des sommes partielles S,, = E u, est majorée.
p=0

Proposition 1.1.4. [8] Si les séries numériques Zun et ZU” convergent alors pour tous les
n>0 n>0
réels A et i la série de terme général, A\u,, + pv, converge.

Exemple 1.1.1. Cherchons la nature des séries de termes généraux respectifs

— 1 1
Un—m,VTLZl et’Un—n—anZO

Puisque pour tout entier n > 1 le terme général

- 1 1_ 1
Un = nn+l) = n n+1

on en déduit que la somme partielle des n-premiers termes,

Sn:u1+...+un:(1—%)+(%—§)+...+(%—n+rl):1—n+r1,

converge vers 1. Par conséquent, la série de terme général u,, = n(nlJrl) converge et sa somme est

égale a :
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1.2 Séries géométriques 4

Notons aussi que le reste d’ordre n > 1 de la série Z est égale a

e n(n+1)
_ _ 1
‘o (2 1
e La série de terme général v, = - s’appelle série harmonique. La série harmonique Z . 1=

1 . - . . o

g — diverge parce que si on pose S,, = g Uk, on voit que pour tout entier n > 1 on a I’inégalité
n

n>1 k=1

SQn_Sn = Z%

qui implique que la suite des sommes partielles (.5,,),, n’est pas de Cauchy.

: : L. . 4oz
Remarque 1.1.1. Notons que la série harmonique Z— diverge malgré que son terme général %

n>1

tend vers zéro. Donc la condition lim w, = 0 est nécessaire pour la convergence de la série
n—--+4o0o

numérique mais n’est pas suffisante.

1.2 Séries géométriques

Définition 1.2.1. [1] Soient a et ¢ deux nombres complexes non nuls. La série de terme général
Vn >0, u,=aq"

s’appelle série géométrique de raison q.

Proposition 1.2.1. [1] Une série géométrique de terme général, u,, = aq", converge si et seule-

ment si |g| < 1.

Corollaire 1.2.1. Sile module |g| < 1 alors la somme et le reste de la série géométrique u,, = ag”

sont données respectivement par,
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1.3 Séries a termes positifs 5

a n
Zaq” =7= et R,= aquql, Vn > 0.
n>0 q

L

Exemples 1.2.1. 1) La série géométrique de terme général u,, = 57

converge vers
1 . 1
3 _ ) z N 3 1 L. . L.
s = 23—” avec un reste d’ordre n €gal a R,, = 555 En effet la série géométrique Zg_n a pour
n>0 n>0
ison 1+ < 1d’ot L_ 1 3, d’ord R, =31
raison 3 < ou Zg—n = =5l reste d’ordre n est R, = 5557

1
n>0 1 3

2) La série géométrique de terme général v, = (Z+)" converge vers 3 = E (—)™ avec un reste

n>0
n _1
d’ordre n égal a R,, = %% En effet Z(?)” a pour raison —+ < 1 d’ou
n>0
—1 ) _1yn
Z(?)" =5 le reste d’ordre n est R,, = %( 511)““.

n>0

1.3 Séries a termes positifs

Dans cette section, on se propose de donner quelques méthodes et régles pratiques qui per-

mettent de décider sur la nature des séries numériques dont le terme général est positif.

1.3.1 Criteres de comparaison de deux séries a termes positifs

Théoréme 1.3.1. [8] (Premier critére de comparaison) : Soient u,, > 0 et v, > 0 les termes
généraux de deux séries. S’il existe un réel C' > 0 et un entier ny > 0 tel que pour tout entier
n > ng, u, < Cu,, alors les propositions suivantes sont vraies :

1. Si la série E v, converge alors la séries E u, converge.

n>0 n>0
2. Si la série E u, diverge alors la séries E v, diverge.
n>0 n>0

Exemple 1.3.1. Cherchons la nature des séries suivantes
— n _ n
E Ty et E Yn AVEC Ty = 5o s 7 Clyn = o7
n>0 n>0

1) Puisque pour tout entier n > 1 on peut écrire

O<zx, < !

__n -
— n3+4n? ~ n(n+l)

Mémoire de DLP.E.S II 5] KUETE KENNE DUPLEX ©ENS 2016



1.3 Séries a termes positifs 6

1

on en déduit que la série E x, converge parce que nous avons démontré que la série E m
n(n

n>0 n>1
converge

2) De méme, puisque pour tout entier n > 0 on a,
1
i < Un

1
n+1

il s’ensuit que la série Zyn diverge parce qu’on a démontré que la série harmonique Z
n>0 n>0

diverge.

Théoreme 1.3.2. (Second critere de comparaison). Soit u,, > 0 et v,, > 0 les termes généraux de

deux séries. S’il existe un entier ny > 0 tel que pour tout entier n > ny,

Un+41 < Un41
Un — Un

alors les propositions suivantes sont vraies :

1. Si la série E v, converge alors la série E u, converge.

n>0 n>0
2. Si la série E u, diverge alors la série E v, diverge.
n>0 n>0

Preuve. L’ hypothese s’écrit encore : Z”—i < == la suite de terme général ¢, = 7 est décroissante
n n n

au moins a partir d’un ny. On en déduit que
0 < ¢, < gy, pour tout n > ny,.

Ainsi Vn > ng, 0 < u,, < g,,v, dans ces conditions d’apres le premier critere de comparaison

on a la convergence de la série Zvn implique celle de Zun De méme la divergence de > u,
n>0 n>0
implique celle de ZU"‘

n>0

Théoréme 1.3.3. [8] (Critere d’équivalence). Soit u,, > 0 et v,, > 0 les termes généraux de deux

L. . .. . U 4 £ N
séries. Si la limite lim — =1¢€ R? alors les deux séries numériques E Uy, et E vy, possedent

n—%+@ovn
n>0 n>0
la méme nature de convergence.
Preuve. Pour ¢ = % on applique la définition de la limite lim —* = L on peut trouver un entier
n—%+oovn
ng > 0 tel que pour tout entier n > n( on aura
un _ L L _un _ 3L L 3L
oL <5 =5 < <H = F0, <Uy < Fp.

Un

Mémoire de DLP.E.S II 6| KUETE KENNE DUPLEX ©ENS 2016



1.3 Séries a termes positifs 7

Ainsi, si on applique le premier théoréme de comparaison aux deux membres de la double inégalité

L

3L
51)“ < Up <

% U, on déduit que les séries u, et v, sont de méme nature.

Exemple 1.3.2. : Cherchons la nature de la série de terme général

Uy, = arctg(s77)-

i
Puisque la limite lim Lg(x) = 1 (ie. arctg(z) ~ x au voisinage de 0) on voit que si on

x—)Ox;éO xr
désigne par w,, = % le terme général de la série harmonique, on obtient la limite suivante

n 2
. Un . 211 . n
lim —= = lim 22 = lim =1
n—s+00 Wy, n—s—400 n—s+oon? + 1

3=

Donc, la série Zarctg(
n>0

n;—Li— 1) diverge.

1.3.2 Comparaison d’une série a termes positifs avec une intégrale
généralisée
Dans ce paragraphe, étant donnée une fonction décroissante continue f : [a, +00[—> R on

se propose d’étudier la nature de convergence de la série numérique dont le terme général est défini

par I’expression u,, = f(n).

Théoreme 1.3.4. Soit f : [a, +oo[— R intégrable sur tout intervalle borné inclus [a, +oo[ dé-

croissante et positive. Alors I’intégrale généralisée f;oo f(t)dt et la série Z f(n) sont de méme

n
nature (convergente ou divergente).

Preuve. Comme f est décroissante, on a pour tout n € N, pour tout x € [n,n + 1],

f(n+1) < f(z) < f(n), donc,
[T fn+ )de < [T fa)de < [T f(n)da

cest-a-dire f(n+1) < [** f(x)dz < f(n). Or

+o0 X
flx)dx = lim / f(x)dx

X—r+o0oxenN

= lim (/aE(a)Jrl f(z)dx + XZ_:I /n+1 f(z)dx).

X—+o0oxeN

Mémoire de DLP.E.S II KUETE KENNE DUPLEX ©ENS 2016



1.3 Séries a termes positifs 8

Puisque f z)dr < f(n),si [ e f(z)dzx diverge c’est-a-dire Z / x)dx diverge, alors

Z f(n) diverge et si Z f(n) converge, alors fa f(z)dx converge.

n

n+1 f(

Demémeona f(n+1) < [ x)dw,si [ f(x)dx converge, alors Zf(n + 1) converge et

onc n) converge, €t s1 n ) diverge, alors T )ax aiverge.
donc » _ f(n) ge.etsi ) f(n) diverge, alors [, f(x)dx diverg

Corollaire 1.3.1. (Encadrement du reste). Soit f : [a, +0o[— R positive et décroissante continue,

telle que I'intégrale généralisée f:oo f(t)dt converge, alors le reste d’ordre n > a de la série

Z f(n) noté R,, = Z f (k) posseéde I’encadrement suivant, Vn > a

n k=n-+1
[ fdt < R, < [T f()d

o
“sinh(n )

—Smh( y on obtlent une fonction décroissante et

Exemple 1.3.3. Cherchons la nature de la série numérique Z

Notons que si pour tout réel = > 1 on pose f(z) =

dx
sinh(z)

continue sur I’intervalle [1, +oo[. Donc, la série Z et 'intégrale généralisée f1+°°

n>1

sin h()

possedent la méme nature.

En effet, puisque pour x > 0 assez grand la fonction y est équivalente a la fonction 2e™" et

1
sinh(z

sz 4.z sz +oco 2 . sz 2z sz
comme 1’intégrale généralisée f1 e tdt = % converge on en déduit que I’intégrale généralisée

j“"‘oo dz

. . . 1
1 Sinh(z) converge aussl. Par consequent, la série numerique E -

sinh(n)

Définition 1.3.1. [8] La série numérique de terme général u,, = — s’appelle série de Riemann

converge.

de parametre o € R.

Proposition 1.3.1. [1] La série de Riemann de terme général u,, = n%, converge si et seulement

sileréel a > 1.

Proposition 1.3.2. [3] Soient u,, > 0 une suite et &« un nombre réel tel que lalimite lim n%u,, =
n—r--+0o0

A€ [0, +o0]
Alors les propositions suivantes sont vraies.
1. Silalimite lim n®%u, = A € R alors la série > u,, converge (resp. diverge) si et seulement

n—--+o0o

st > 1 (resp. a < 1).

Mémoire de DLP.E.S II 8] KUETE KENNE DUPLEX ©ENS 2016



1.3 Séries a termes positifs 9

2. Silalimite lim n%u, = 0avec a > 1 alors la série ) _ u,, converge.
n—>+00

3.Silalimite lim n%u, = 400 avec o < 1 alors la série > u,, diverge.
n—>-—+o0o

Exemple 1.3.4. La série de terme général, u,, = n%z’n(#) converge parce que lim n’u, = 1
n—-+oo

. . ) 1
et on sait que la série de Riemann E —; converge.
n
n>1

1.3.3 Regles de Cauchy et de d’Alembert

Théoreme 1.3.5. (Régle de Cauchy). Soit u,, > 0 le terme général d’une série telle que

A= lim <{/u,. Alors les propositions suivantes sont vraies :
n—+00

1.Si0 < X < 1 alors la série Zun converge.
n>0

2.Si A\ > 1 alors la série Zun diverge.
n>0
3. Si A = 1, on peut rien conclure a priori.

Preuve.
1) Supposons que 0 < A < 1 et choisissons un nombre réel ¢ > 0 tel que 0 < A < A+ ¢ < 1. Puis

appliquons la définition de la limite lirg /u, = A aunombre réel ¢ > 0 :
n—--—+oo

(Ing)(Vn e N);n >ny =

Su, — A < e
— e+ A< Yu,<e+A<1

— 0<u,<(e+AN)" <1

Puisque le réel ¢ = e+ A < 1, on en déduit que la série géométrique de terme général v,, = (e +\)"
converge, et donc la série de terme général u,, converge d’apres le théoreme de comparaison.

2) Comme dans le cas précédent, si on suppose que le réel A > 1 on peut trouver un nombre réel
e>0telque 1 < A\ —e < Aet,sion applique la définition de la limite on peut trouver un entier

no > 0 tel que des que I’entier n > nq cela implique qu’on a I’inégalité,
l<d—e< Vu, < \+e¢ — L < (A=—e)" < uy,

qui montre que la série de terme général u,, diverge parce que la série géométrique de terme général
w, = (A — &)™ diverge.

3) Si on suppose que A = 1 alors on peut trouver un réel € > 0 tel que
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1.3 Séries a termes positifs 10

A=e)" <u, <(e+ )"

La série géométrique de terme général w, = (1 — €)™ converge alors que la série géométrique
de terme général ¢, = (1 + )" diverge. Donc on ne saurait donner la nature de la série de terme

général u,,.

Théoréme 1.3.6. [3] (Regle de d’Alembert). Soit u,, > 0 le terme général d’une série telle que
A= lim
n—+00 Uy
1.S10 < X\ < 1 alors la série Zun converge.
n>0
2.Si A > 1 alors la série Zun diverge.
n>0
3. Si A = 1, on peut rien conclure a priori.

Un+1

. Alors les propositions suivantes sont vraies :

1.3.4 Séries absolument convergentes

Définition 1.3.2. [7] Soit u,, le terme général d’une suite de nombres réels ou complexes.

1. On dira que la série numérique E u, converge absolument si la série des modules E [t

n>0 n>0
converge.

2. Si la série E u,, converge tandis que la série des modules g |u,,| diverge alors on dira dans
n>0 n>0

ce cas que la série g u,, est semi-convergente. Pour trouver la nature de convergence de la série
n>0
des modules g |u,,| on pourra donc appliquer a la série de terme général v, = |u,| > 0 toutes

n>0
les regles de convergence que nous avons étudié dans le paragraphe précédent. Ci-dessous, nous

donnerons deux résultats importants qui vont enrichir la liste des méthodes d’étude des séries non
nécessairement réelles et positives.
Proposition 1.3.3. Si la série des modules g |u,,| converge alors la série g u, converge. C’est-

n>0 n>0
a-dire, une série qui converge absolument converge.

Preuve. Supposons que la série des modules converge, alors elle vérifie le critere de Cauchy :

m m
pour tout € > 0, il existe N. € Ntelque m > n > N, = | Z lug|| = Z lug| < e.
k=n+1 k=n-+1

m m
Or | E ug| < 5 |ug| < e. Donc la série E u,, est convergente car vérifie le critere de Cauchy.
k=n+1 k=n-+1 n>0
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1.4 Séries alternées 11

Théoréme 1.3.7. [2] Soit u,, le terme général d’une série numérique. S’il existe une série a termes

positifs convergente E a, telle que a partir d’un certain rang on a, |u,| < a,, alors la série E Up,
n>0 n>0
converge absolument.

sin(n?)
n3

Exemples 1.3.1. 1) La série de terme général a,, = converge absolument parce que pour

. . . . . . 1
tout entier n > 1 on a I'inégalité |a,,| < # et on sait que la série de Riemann E —; converge.
n
n>1

est semi-convergente.

_1\yn—1
2) Montrons que la série de terme général b,, = ( 1%

. . . . r ..
Puisque la série des valeurs absolues E |b,,| n’est autre que la série Harmonique E — qui diverge,
n
n>1 n>1

la série g b, ne converge pas absolument. Pour prouver que la série E b,, converge nous allons

n>1 n>1
n —
: : : . (1)t
montrer que les deux sous-suites extraites de la suite des sommes partielles S, = Z—,
p=1 P
2n _ 2n+1 _

(= (=

PR e VR NN )
p=1 P p=1 P

sont adjacentes car la suite (u,,) est croissante et la suite (v,,) est décroissante.

D’autre part, comme pour tout entier n > 1 on a,

V=S =(1—3)+ G-+t (g —5) + 37 20

-1
2n+1

on conclut que la suite v,, converge. De plus u,, — v, = < 0,dou u,, < v,. Cette différence
tend vers zéro, cela implique que les deux suites u,, = Sy, et v, = S, sont adjacentes. Par
conséquent, puisque les deux sous-suites Sy, et So,11 extraites de la suite des sommes partielles
n _ —
Sp = Zﬂ convergent on en déduit que la série Zﬂ converge.
p=1 e

1.4 Séries alternées

Définition 1.4.1. [7] Soit a,, > 0 une suite décroissante qui tend vers zéro. La série de terme

général u,, = (—1)"a,, s’appelle série alternée.

Théoreme 1.4.1. (Leibnitz). Toute série alternée converge.

Preuve. Il s’agit donc de démontrer que si la suite a,, décroit vers zéro alors la suite des sommes
n
n

partielles S,, = Z(—l)kak converge.
k=1
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Puisque So,, 12 — Sop = @2p12 — a2n1 < 0 on en déduit que la suite (S5,,) est décroissante. D’autre
part, puisque pour tout entier n > O on a a, — a,+1 > 0 et a, > 0 on en déduit que la suite
Son = (ag — a1) + (ag — ag) + ... + (a2p—2 — G2—1) + a2, > 0 est minorée, donc elle converge.

Enfin, notons que puisque la suite a,, tend vers zéro et Sy, 1 = So, — az,41 il s’ensuit que les
deux sous-suites extraites des sommes partielles S5, et Sy, 1 convergent vers la méme limite. Par

conséquent, comme la suite des sommes partielles S,, converge on déduit que la série alternée

Z(— 1)"a,, converge.

n>0

Proposition 1.4.1. [8] Pour tout entier n > 0 le reste R,, de la série alternée Z(—l)”an vérifie
n>0
Pinégalité | Ry| < .

Théoréme 1.4.2. [8] (Critere de convergence d’Abel).Soient a,, et b, deux suites numériques.

Pour que la série de terme général u,, = a,,b,, converge il suffit qu’on a les conditions suivantes :
n

1. La suite des sommes partielles B,, = an est bornée.

2. La suite q,, tend vers zéro. =

3. La série numérique E |a,, — an41| converge.
n>0

Corollaire 1.4.1. : Soit a,, > 0 une suite décroissante qui tend vers zéro. Pour toute suite numé-

n
rique b,, dont la suite des sommes partielles B,, = Zbk est bornée, la série numérique Zanbn

k=0 n>0
converge.
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CHAPITRE DEUX

SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

De facon analogue aux séries, les séries de fonctions sont définies a partir des suites de
fonctions. Dans ce chapitre il est question pour nous de partir de quelques résultats donnés sur les
séries numériques pour déterminer le domaine de convergence des séries de fonctions a travers des

exemples.

2.1 SUITES DE FONCTIONS

Soit K = R et D une partie non vide de K une suite de fonctions (f,,),en de D dans K est

une application n — f,, de N dans I’ensemble des fonctions de D dans K.

2.1.1 Convergence simple d’une suite de fonctions

Définition 2.1.1. [2] :Une suite de fonctions (f,),en de D dans K converge simplement vers la
fonction f si pour tout z € D la suite numérique ( f,,(x)),en converge vers f(z) on note f,, — f

si:Ve > 0,Vz € D, 3In, tel que pour tout n > n, ona |f,(z) — f(z)] < e.
Remarque 2.1.1. Si la suite (f,,),cy converge simplement, alors la limite est unique.

Exemples 2.1.1. Soit pour tout entier n,
1)

fo: [0,1] — R

T — "

, ' 0sizel0,1]
Ona lim f,(z) = lim 2"=
n—+o00 n—+o0o 1siz=1

Donc la suite de fonctions (f,,)nen converge simplement vers la fonction f définie sur [0, 1] par
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2.1 SUITES DE FONCTIONS 14

F(x) = 0 s‘ixE [0,1]
lsiz=1

2) Vn > 1, soit
hy,: R — R

sin(nx)
n

T

sin(nx)

Pour tout z € R, lim h,(z) = lim = 0, la suite de fonctions (h,,),en converge
n——+oo

n—-+4o0o n
simplement vers la fonction /» = 0 identiquement nulle.
Remarque 2.1.2. Dans I’exemple ci-dessus en 1), toutes les fonctions f,, sont continues sur [0, 1]
mais la fonction f ne I’est pas.
En 2), toutes les les fonctions £, sont continument dérivables sur R, mais la suite (h/,),, n’a pas de

limite car A/, (z) = cos(nx).

2.1.2 Convergence uniforme d’une suite de fonctions

Dans la suite de ce chapitre, afin d’alléger les notations pour toute fonction bornée f : D — R

nous poserons

1 flloe = sup{|f(x)[; 2 € D}

Définition 2.1.2. [1] Soit D C R, Soit (f,)nen la suite de fonctions de D dans R, et f définie
de D vers R. On dit que (f,), converge uniformément vers f sur D, et on note f, = f, si
Ve > 0,3dN € Ntelque Vn > N = Vx € D, |f.(z) — f(2)] <e.

C’est-a-dire Ve > 0,3IN € Ntel que n > N = sup|f, — f| < ¢, ce qui signifie
zeD

i [[fo = fllo = 0.
Remarque 2.1.3. 1) Dans la convergence simple N dépend de =, mais dans la convergence uni-
forme, N ne dépend pas de x.

2) La convergence uniforme de la suite de fonctions (f,,),, vers f signifie qu’a partir d’un certain

rang, la distance entre les fonctions f,, et la fonction f tendra vers 0.
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2.1 SUITES DE FONCTIONS 15

Exemples 2.1.2. 1) Pour tout entier n > 0, soit

r +— ge

La suite de fonctions (f,,), converge simplement sur R, vers une fonction nulle. Vn > 1,

1 1
Vo 20, fy(z) = (1 —nx)e™, dousup|fy(z) — f(z)| = ful-) = —.
x>0 n ne
Donc hril || fr — flleo = 0, ce qui signifie que f,, = f =0, sur R,.
n—-+0oo
2) la suite de fonctions ( f,,),, telles que
fn : [07 1] — R
r > a"
. . 0 sizel0,1]
converge simplement vers la fonction f(z) =
lsizx=1
" sixz € [0,1]
Donc | fu(x) — f(x)] = .
Osiz=1
Ce qui entraine que sup |f,(z) — f(x)] = 1 - 0. Ce qui prouve que la suite ne converge pas

z€]0,1]
uniformément vers la fonction nulle.

3) la suite de fonctions (h,,),en* telles que

h,: R — R

sin(nx)
n

T —
converge simplement vers la fonction nulle sur I’ensemble des réels. En plus, on a
~ 1
Ve e R,Vn > 1, |@| < 1 = 0 < sup|hy(x)—h(z)| < = cequientraine lim ||h, —hl|o =
z€R n n—+oo
0.
D’ouionah, = hsur R

2.1.3 Propriétés de la convergence uniforme

Théoréme 2.1.1. [2] (Critere de Cauchy uniforme)

Soit D C R.

Soit (f,,), une suite de fonctions de D vers R(ou C) alors la suite ( f,,), converge uniformément
vers une fonction f de D vers R(ou C) si et seulement si :

Ve > 0,3N. > 0tel que Vp,qg € N, (p > N.,q¢ > N.) = |f,(z) — f,(x)] <e,Vx € D.
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2.1 SUITES DE FONCTIONS 16

Propriété 2.1.1. [1] la somme de deux suites de fonctions uniformément convergentes est une

suite de fonctions uniformément convergentes.

Théoreme 2.1.2. : (de continuité) Soit D C R. Soit ( f,,) une suite de fonctions de D dans R (ou C)
uniformément convergente sur D vers une fonction f. Soit z; € D. On suppose que pour tout

n € N chaque fonction f,, est continue en x,. Alors la fonction f est continue en z.

Preuve. Soit ¢ € D. Soite > 0.

Par hypothese, f, = f, ie
N, € Ntel que Vn > N, | fu(x) — f(2)] < 3, Vo € D.
En plus pour tout n € N, f,, est continue en x, ie
Ine > Otel que (|z — xo| < meetz € D) = |fn. () — fn.(20)] < 5.
Donc, (|z — x| < n. etz € D)

= [f(x) = fzo)| < [f(2) = fv. (@) + [ fv. (2) = [ (o) | + [ (20) — fl2o)| < e
Donc f est continue en z.

Corollaire 2.1.1. Si une suite de fonctions continues f,, : [a,b] — R converge uniformément

alors pour tout réel xy € [a, b] on a la formule de la limite double suivante :

lim ( lim f,(z))= lim ( lim f,(x))

T—rxr9 N—>+00 n—-+o00 T—xg

Théoreme 2.1.3. (d’intégration) : Soient a et b des réels, a < b. Soit ( f,,),, une suite des fonctions
continues sur [a, b], convergeant uniformément vers la fonction f sur [a, b].
Pour tout = € [a,b] on pose F,,(x) = [ f,(t)dt et F(x) = [ f(t)dt. Alors la suite de fonctions

(F,)n converge uniformément sur [a b| vers la fonction F', et on a

i [ s [ o

Preuve. D’apres le théoreme précédent la fonction f est continue donc intégrable.

Soit € > 0. Alors il existe N, tel que :
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2.1 SUITES DE FONCTIONS 17

Vn > N onait | f,(t) — f(t)] <&, Vt € [a,]].

Alors pourn > N. etz € [a,bl on a:

R0 - FOI=| [ (0 - sl < [ 10 - 1)

< g(b—a)

D’ou la convergence uniforme de la suite (£}, ),, vers F, ie

niram/ o= [ st

Théoreme 2.1.4. (de dérivation). Soient a et b des réels, a < b. Soit (f,,),, une suite de fonctions
de classe C' de [a, b] dans R. On suppose :

1) que la suite de fonctions (f/ ), converge uniformément sur [a, b] vers une fonction g.

2) qu’il existe g € [a, b] tel que la suite (f,,(zo)),, converge.

Alors la suite de fonctions (f,,), converge uniformément sur [a, b] vers une fonction f dérivable

telle que [/ = g.

Preuve. On pose g, (z fxo fl(t)dt pour x € [a,b]. On déduit facilement du théoréme
d’intégration que la suite (gn)n converge uniformément sur [a, b] vers une fonction g donnée par
f g(t)dt. Comme les fonctions f! sont continues on a pour tout n € N,
gn(:E) = fu(x) — fu(20)-
Comme la suite (f,,(zo)), converge, soit [ sa limite, on obtient donc que la suite (f,,),, converge
uniformément sur [a, b] vers la fonction g(x) + 1 = f(x).
Enfin le théoreme de continuité dit que la fonction g est continue, donc g(z) est dérivable de déri-

vée g(z). Donc f est dérivable et f'(x) = g(x).

Ce théoreme peut se généraliser au cas ou les fonctions f/ ne sont pas continues. On pourra

retenir la démonstration du théoreme 2.1.4 et 1’énoncé du théoréme suivant :

Théoreme 2.1.5. [6] (de dérivation). Soient a et b des réels, a < b. Soit (f,,), une suite de
fonctions dérivables de [a, b] dans R. On suppose :

1) que la suite de fonctions (f),, converge uniformément sur [a, b] vers une fonction g.

2) qu’il existe zg € [a, b] tel que la suite (f,,(x¢)), converge.

Alors la suite de fonctions (f,,), converge uniformément sur |a, b] vers une fonction f dérivable

telle que f' = g.
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2.2 SERIES DE FONCTIONS 18

2.2 SERIES DE FONCTIONS

2.2.1 Définitions et propriétés

[8] Soient D C R unintervalle et f,, : D — R, n € N, une suite de fonctions.
1. Pour tout entier naturel n > 0 on définit la somme partielle des (n + 1)-premiers termes de la

suite (f,,) par I’expression,
Ve e D, S,(x)= folx)+ filz)+ ...+ fu(z)

2. La famille des couples de fonctions ( f,,, S, ), s’ appelle série de fonctions de termes général f,,.

On note souvent la série ( f,,, S,,), par Z fn et nous adoptons cette notation dans toute la suite de
n>0
ce chapitre. Le sous-ensemble

J={z € D;S,(x) converge}

s’appelle domaine de convergence simple de la série de fonctions.
3. Si le domaine de convergence simple J C D de la suite de fonctions de terme général S,, est

non vide on définit une fonction S : J — R par I’expression,

S(x)= lim Sy(z)=) fu(z), VzelJ

n—->-+00
n>0

qu’on appellera limite simple de la série de fonctions de terme général f,,.
4. En plus, si la suite de fonctions (.5,,) converge uniformément vers la fonction .S sur le domaine
J C D on dira que la série de fonctions de terme général f, converge uniformément vers la

fonction S : J — R.

Propriété 2.2.1. [4] Si une série de fonctions Z fn, converge simplement (resp. uniformé-
n>0
ment) sur un sous-ensemble non vide J C R, alors son terme général f,, converge simplement

(resp.uniformément) sur J vers la fonction nulle.

Propriété 2.2.2. Soit la série de fonctions Z fn- Les assertions suivantes sont équivalentes :
n>0
(1) Z fn converge simplement (resp. uniformément) sur un sous-ensemble non vide J C R.
n>0
(1) La suite des restes R, (z) = Z fr(x), Va € J converge simplement (resp. uniformé-

k>n+1
ment) sur J vers la fonction nulle.
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Preuve. On dit que E fn converge uniformément vers une fonction f sur .J si et seulement si la
n>0
suite de fonctions (.5,,) converge uniformément vers f sur .J.

ie ssi lirg (sup|Sp(x) — f(z)|) = 0 (d’apres la propriété précédente)
n—--+oo zcJ

iessi lim (sup|R,(x)|) =0
nN—+00 4cj

ie ssi 7, =2 O sur J.

Puisque la convergence uniforme entraine la convergence simple, alors on a I’équivalence entre (i)

et (7).

Définition 2.2.1. [1] On dira que la série de fonctions bornées, f,, : D — R, converge normale-

ment (ie. en normes) si la série numérique Z| | fulloo €St convergente.
n>0

Théoreme 2.2.1. Une série de fonctions bornées qui converge normalement sur un intervalle non
vide D C R converge uniformément sur D.
Preuve. Supposons que la série de fonctions de terme général f,, : D — R converge normalement

sur D. Donc, pour tout réel € > 0 on peut trouver un entier ng tel que

Vn,m € N, n > m > ny,

ﬁn“aa+‘~-+‘“an“)§;5.

Ainsi, en appliquant I’inégalité triangulaire pour la norme ||.||», on voit que
nz=mz=ng = Hfm +...+ fn||oo < Hmeoo +...t anHoo <e¢€

Donc, la série de fonctions E fn converge uniformément sur I’intervalle D.
n>0

Théoreme 2.2.2. (Weierstrass). Soient a,, > 0 une suite et f,, : D — R une suite de fonctions

bornées telles que pour tout x € R, |f,(x)| < a,. Si la série numérique Zan converge alors la
n>0
série de fonctions Z fn converge normalement sur D.
n>0
Preuve. En effet, puisque pour tout réel z € D on a I’inégalité | f,,(z)| < a, cela implique que la

norme de convergence uniforme || f,,||cc < @y,. Ainsi, comme la série numérique E a, converge
n>0
il s’ensuit que la série numérique E || fnl|oo converge. Donc, la série de fonctions bornées E I

n>0 n>0
converge normalement sur D.

Exemples 2.2.1. 1) Cherchons la nature de la série de fonctions Z fn définies sur R par son terme
n>0
général,
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Vr € R, fo(z) = =

n24+x2°

Puisque pour tout x € R on a I’inégalité

0< fulz) < # alors Vn € N* || fo|oe <

_n2

Donc, puisque la série de Riemann E —2 converge le théoreme de Weierstrass implique que la
n
n>1
série de fonctions E —— converge normalement sur R.
n>1 33'
2) Cherchons la nature de la série de fonctions E gn, définies sur R par son terme général,

n>0

Vr € R, gn(7) = —2

14n2x2 "

a) Pour 2y # 0 le terme général 1

) ) 1
> < —~—5 et la série de Riemann — converge on en
( 0) n ( 0) n2
n>1

déduit que la série de fonctions Z 7 converge simplement sur R*.
n>0

b) Puisque la borne supérieure,

+ TZQZL‘Q

sup{|gn(z)|;Vz € R"} =1

on en déduit que la série de fonctions Z
n>0
Toutefois, si pour tout réel a > 0 on restreint la suite de fonctions g,, sur le sous-ensemble

ne converge pas normalement sur R*.
+ n?a?

{z € R;|z| > a} on voit que la borne supérieure

1gnlloe = sup{|gn(2); [2] > a} = ez
1

ce qui implique que la série de fonctions Z i
n2x

n>0

converge normalement sur tout les sous-

ensembles {z € R; |z| > a} avec a > 0.

2.2.2 Théoremes fondamentaux de la convergence uniforme
On rappelle que la nature d’une série de fonctions Z fn(z) s’obtient en étudiant la nature de
n>0

la suite de fonctions des sommes partielles associée S, ( Z fr(x). Par exemple, si on veut
étudier la continuité, la dérivabilité ou chercher une primitive de la fonction S(z Z fu(z) sur

n>0
le domaine de convergence de la suite de fonctions (S,,) il suffit qu’on lui applique respectivement

les théoremes de continuité, de dérivabilité ou d’intégrabilité et qui s’énoncent comme suit.
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Théoréme 2.2.3. [3] (Continuité). Soit f,, : [a,b] — R une suite de fonctions continues. Si la
suite de fonctions des sommes partielles, S, (z) = fo(z) + fi(z) + ... + f.(z), converge unifor-
mément sur le segment [a, b] alors la fonction
S@) = _ful®)
n>0

est continue sur le segment [a, b].

Théoréeme 2.2.4. [4] (Intégrabilité). Soit f, : [a,b] — R une suite de fonctions continues.
Si la suite de fonctions des sommes partielles, S, (z) = fo(z) + fi(z) + ... + fa(x), converge

uniformément sur le segment [a, b] alors pour tout x € [a, b] on a la formule

[F lim S,(z)dz = lim ' Sp(x)dr <= /I(an(x))dx = Z/x fo(x)dz

n—-+o00 n—->-+o00
a a  n>0 n>0

Théoréme 2.2.5. [1] ( Dérivabilité ). Soit f,, : [a,b] — R une suite de fonctions continues,
dérivables sur 'intervalle |a, 0] et telles que la suite des sommes partielles des fonctions dérivées,
Si(x) = fo(x) + fi(x) + ... + [ (), converge uniformément sur ]a, b[. S’il existe z €]a, b tel

que la série numérique g fn(zo) converge, alors la fonction,
n>0

S(x) = fale)
n>0
est continue sur le segment [a, b] et est dérivable sur 'intervalle ouvert ]a, b[. De plus, pour tout
x €la, b| on a la formule de dérivation,

S'(x) = £ _falw) = Y ()

n>0 n>0

Exemple 2.2.1. Montrons que la série de fonctions, F'(z) = Z

n>0

- définit une fonction dé-
e+ n

rivable sur R.

a) Continuité de la fonction x —— F'(x) sur R

Pour tout entier n > 1 posons f,(x) = ﬁ et notons que la norme de coilvergence uniforme,

[falle = sup{|fu(z)];z € R} = . Puisque la série de Riemann Zﬁ converge, d’apres
n>1

le théoreme de Weierstrass la série de fonctions Z fn(x) converge normalement (donc unifor-

n>1
mément) sur R. Par conséquent, comme le terme général f, est continu sur R il s’ensuit que la
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fonction F'(z) est continue sur R.
b) Dérivabilité de la fonction = — F(x) sur R. D’apres le théoreme de dérivabilité pour montrer

que la fonction F'(z) = Z fn(z) est dérivable sur R il suffit qu’on démontre que la série des
n>1
fonctions dérivées Z f1(x) converge uniformément sur R.
n>1
En effet, puisque la fonction dérivée, f/ (z) = i ~2¢ . on en déduit que la dérivée seconde

z2+4n2)

f(z) _ 2(32%2-n?)

n’ = T2m2)p

—2x

et donc le tableau des variations de f/ (x) = est donné par :

v —0 ~/ /3 —+00
f7(12) (x) + 4) - ﬁ) -
3v/3 0
Bn®
fi(z) / \ /
0 33

Par conséquent, puisque la norme de convergence uniforme,

/2] = sup{|fi(z)];2 € R} = 33

. . 1 . N .
et la série de Riemann E — converge, le théoreme de Weierstrass implique que la série E 1
n>1 n>1
converge normalement (donc uniformément) sur R, donc le théoréme de la dérivation implique

que la fonction F'(x) est dérivable sur R et que sa fonction dérivée est donnée en tout point z € R
par,
—2z
Flz) =) ———.
e

Pour achever ce chapitre nous allons énoncer le théoreme d’ Abel pour les séries de fonctions.

Théoréme 2.2.6. [2] (Abel). Soient a,, et f,, : [a,b] — R deux suites de fonctions. Pour que

la série de fonctions Zan(x) fn(x) converge uniformément sur le segment [a, b] il suffit qu’on ait
n>0
les conditions suivantes :

1. Il existe un réel M > 0 tel que pour tout entier n € N,
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HZ%HOO = sup{lZak(x)\;:c € [a,b]} < M.

2. La série de fonctions Z| fni1 — fn(x)| converge uniformément sur [a, b].
n>0
3. La suite de fonctions f,, converge sur le segment [a, b] uniformément vers la fonction nulle.

Corollaire 2.2.1. [2] ( Leibniz ). Soit f,, : [a,b] — R une suite de fonctions. Si la suite de
fonctions (f,,) est décroissante (i.e f,11(x) < fn(x)) et converge uniformément sur le segment

[a, b] vers la fonction nulle, alors la série de fonctions Z(—l)” fn(z) converge uniformément sur
n>0
le segment [a, b].
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CHAPITRE TROIS

SERIES DE FOURIER

Les séries de Fourier sont un cas particulier des séries de fonctions. Ce chapitre concerne notre
travail proprement dit. Ici il est question pour nous d’utiliser le développement en série de Fourier
d’une fonction périodique pour calculer la somme de quelques séries numériques et nous allons

aussi donner une application.

3.1 Séries trigonométriques

Définition 3.1.1. [5] Une fonction f de R dans R est dite périodique s’il existe un nombre 7’ tel
que,Vz € R, f(z +T) = f(z).
Si f est périodique, on appelle période de f le plus petit nombre 7" > 0 tel que f(z + T) = f(x).

Définition 3.1.2. [3] soient (a,) et (b,) deux suites de nombres réels et w € R* . On appelle série
trigonométrique réelle, toute série de fonctions de la forme

+oo
Zan cos(nwz) + by, sin(nwz) 3.1)

n=0
Remarque 3.1.1. Si la série trigonométrique (3.1) converge simplement sur un intervalle [«, o +
27“] alors elle converge pour toute valeur de x, et sa somme est une fonction périodique f de

période :

T=2

w

Les séries trigonométriques réelles sont donc une forme particuliere des séries de fonctions
dont I’étude complete est déja développée dans le chapitre 2. Par exemple, grace au théoreme de

Weierstrass (cf. chap. 2) on déduit qu’on a la proposition suivante,
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Propriété 3.1.1. [8] Si les séries numériques, E la,| et E |b,,| converge, alors la série trigono-
n>0 n>0
z . . , . . 27T s . .
métrique (3.1) converge uniformément sur R vers une fonction continue et =X-périodique.

De méme, grace au théoreme d’ Abel pour les séries de fonctions (cf. chap.2) on déduit qu’on

a la proposition suivante,

Propriété 3.1.2. [6] Si les suites numériques (a,,) et (b,) sont décroissantes et tendent vers 0,

alors la série trigonométrique (3.1) converge simplement sur tout intervalle | 227 M[, ke Z.

w ? w

3.1.1 Représentation complexe d’une série trigonométrique

Définition 3.1.3. [5] La série an est par définition la série xy + Z (Tp +2_p)

neZ neN*
+oo
Propriété 3.1.3. Toute série trigonométrique % + Z(an cos(nwz) + by, sin(nwz)) peut se réécrire
n=1
sous la forme chemw"” avec ¢, = @251 et e, = %E02 Yn € N. Alors, Vn € N, a,, = ¢, +c_y,

nez
etb, =i(c, —c_y)

Preuve. D’apres les relations d’Euler :

inwe —inwz .
52— etsin(nwz) =

inwT —inwe
e —e

cos(nwzx) = 5

La série Z(an cos(nwz) + by, sin(nwz)) devient :

neN
+oo inwe —inwx inwe —inwT +00 . .
a et +e p et e _ @ inww @n — tbn . ay, + by,
2 + 3_1 [an 9 + 0, 2 ] 5 + ng_l [6 —2 +e —2 ]

En posant : ¢y = “70 etVn € N*, ¢, = @ etc_, = %, la série devient :

—+00 “+o00 —+00
o + E (Cneznw:c + Cine—mwx) = ¢ + 2 Cneznwx + E cine—mwx
n=1 n=1

n=1
+o00 -1
— CO+§ :Cneznwz+ § Cnemwm
n=1

n=—oo
— § CneZTLWZE

ne”

__ an—ibn
. < . Cn - . . .
La résolution du systeme suivant 2 nous conduit aux résultats suivants

o an —;zbn

Ap = Cp + C_petb, =i(c, —c_p).
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Remarque 3.1.2. De ce qui précede on a, en particulier ay = 2¢j et by = 0. On convient donc

d’écrire une série trigonométrique sous la forme

“+o0o
% + Z(an cos(nwz) + by, sin(nwz)) (3.2)

n=1

3.1.2 Calcul des coefficients de la série trigonométrique. Cas réel

Propriété 3.1.4. [11] Soit f une fonction périodique de période T > 0 et intégrable dans I’inter-

valle [0, T|. Alors pour tout @« € R, on a

S pwyde = f) pa.

Dans ce paragraphe on suppose que la série trigonométrique

+o00
L+ Z(an cos(nwz) + by, sin(nwz))
n=1

converge uniformément sur R vers une fonction continue et 7'—périodique avec 17" = Qw—”

Lemme 3.1.1. 3| SiT = 27” alors pour tous les entiers n et m € N on a les formules suivantes,

1. fOT cos(nwx) sin(nwz)dr = 0;

T.
27

2. fOT cos(nwz) cos(nwx)dr = fOT sin(nwz) sin(nwr)dr =

3. fOT cos(nwz) sin(mwz)dr = fOT cos(nwz) cos(mwz)dz = fOT sin(nwz) sin(mwz)dz = 0;

“+oo
Propriété 3.1.5. Soit % + Z(an cos(nwx) + by, sin(nwz)) une série trigonométrique uniformé-

n=1
ment convergente sur R vers une fonction continue et 7'—périodique notée f.

Alors pour tout n € N,

an = %fOT f(x) cos(nwz)dx et b, = ¢ fOT f(x) sin(nwz)dz.

+oo
Preuve. Supposons que la série trigonométrique % +Z(an cos(nwx)+by, sin(nwx)) converge

n=1
“+00

uniformément vers f, posons f(z) = % + Z(an cos(nwx) + by, sin(nwz)) alors pour m € N on

n=1

a:
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f(z) cos(mwz) = % cos(mwz) + Z[an cos(nwx) cos(mwx) + by, sin(nwx) cos(mwz)).

n=1
+oo

f(z) sin(mwz) = 4 sin(mwz) + Z[an cos(nwz) sin(mwz) + b, sin(nwz) sin(mwz)]

n=1

puisque la série trigonométrique (3.2) converge uniformément sur la période [0, '] vers f, d’aprés

le théoreme d’intégration (cf chap 2) on a:
aop T

T +00 T
0/0 f(:z:)cos(mwx)dx:§ cos(mwz)dr + Zan/ cos(nwx) cos(mwx)dx

0

+ Zb / sin(nwzx) cos(mwzx)dz

T T +o0 T
o / f(z) sin(mwx)dx = %/ sin(mwzx)dr  + Zan/ cos(nwz) sin(mwx)dx
0 0 0

n=1
+o0 T

+ an/o sin(nwzx) sin(mwx)dx
n=1

Ainsi, grace aux formules du lemme précédent on conclut que pour tout entier n > 0 les coeffi-

cients de la série trigonométrique de somme f(x) sont donnés par les expressions :
ap = %fOT f(z) cos(nwx)dx
b, = %fOT f(x) sin(nwz)dx
Remarque 3.1.3. 1. D’apres le lemme précédent les coefficients peuvent s’écrire :
w w rotT
= fo (7) wr)dr =< [ f(z) cos(nwz)de, Va € R.
=Y fo (x) wx)dr = £ faJrT f(x) sin(nwx)dz, Va e R.
2. En particulier si w = 1, cas des fonctions 27-périodique ;

ap = + 0% f(x)cos(nx)de = = ["_ f(x) cos(nz)dx
b, =1 0277 f(x)sin(nz)de = = ["_ f(z)sin(nz)dx

3.1.3 Calcul des coefficients de la série trigonométrique. Cas complexe

Propriété 3.1.6. Soit E €™ une série trigonométrique écrite sous forme complexe qui converge
neL
uniformément sur [0, 7 vers f, avec T = 2%, Notons que, pour tout = € R, f(z E Cpe ™,

neL
Alors pour tout n € Z,
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Cp = %fon(x)e_m“’xdx.

Preuve. Soit n, € Z fixé. Puisque chem‘” converge uniformément sur [0, 7,

neZ
1 T T +o0
f / f'(a,/,)eflnowﬁfdm — / § Cn ’LTLOJI 7Zn0wﬂi’d
0 n=—oo
— . E Cn/ znwx —znowwdl,
n——oo
, . 0sin#n
Or fOT emwaxe—znowwdl, — ?é 0
Tsin=ng
N T _j
Dodonac, =7 [, f(z)e™dx.

3.2 Séries de Fourier d’une fonction périodique

Dans cette section, étant donnée une fonction f : R — R qui est T-périodique et intégrable
au sens de Riemann sur le segment [0, T'], nous allons lui associer une série trigonométrique réelle

que I’on appelle série de Fourier.

Définition 3.2.1. [3] Soit f : R — R une fonction T-périodique. Si f est intégrable sur le

segment [0, 7] avec T = %’r, on définit les coefficients de Fourier de f par les formules suivantes,

9 [T

a, = —/ f(z) cos(nwzx)dx, Vn >0
T Jo
9 [T

b, = —/ f(z) sin(nwx)dzx, Vn > 1.
T Jo
1 [T .

cp = —/ f(z)e " dx, Vn >0
T Jo

On appelle série de Fourier de f la série trigonométrique

“+o00
9+ E a, cos(nwz) + by, sin(nwz) E Cn€ m“"’”
n=1 n=—o00

Corollaire 3.2.1. [4] Si f : R — R est une fonction 7-périodique paire (resp. impaire) et inté-

grable sur [0, T'] alors ses coefficients b, = 0, c_,, = ¢, (resp. a, =0, c_, = —cy).
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Exemples classiques de séries de Fourier

a) Coefficients de Fourier de la fonction 27-périodique = — e%*
Soit a € R* fixé. Calculons les coefficients de Fourier de la fonction 27-périodique f : R — R

qui prend sur la période [0, 27] la valeur f(x) = e**.

FIGURE 3.1 — Le graphe de la fonction 27-périodique = — ez~

Pour calculer les coefficients de Fourier a,, et b, de la fonction f nous allons calculer ses

coefficients de Fourier complexes qui sont donnés par I’intégrale simple complexe,

1 2w ) 1 2m ]
Cp = —/ flz)e ™ dx = — ela=ine gy
2 Jo 2 Jo
1 e(a—in)z
n = [% a—1in b
1 ( 627ra 1 ) (627”1 — 1)(& + m) ap — an
Cn = — - — - = g .

2t a—in  a—1in 27(a? + n?) 2

De ce calcul, on obtient les coefficients de Fourier réels de la fonction f donnés par

2ma

el etsiVn > 1

Ta

apg =

. a(eQﬂG’*l)

_ (e
aTL - 7T((l2+’n2) b'l’L

et = @ T

La série de Fourier associée a la fonction e** est donc donnée par la somme

100/ 9ra
a1 | 1 (e —1 .
S—+ =) —=(acos(nx) —nsin(nz)).
2ma an; (a2+n2> ( ( ) ( ))
b) Coefficients de Fourier d’une fonction constante par morceaux

Calculons les coefficients de Fourier de la fonction impaire 7'-périodique qui coincide avec la

T]'

fonction h(z) = 1 sur I’intervalle |0, 5
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FIGURE 3.2 — Le graphe de la fonction impaire 27-périodique et constante

Puisque la fonction h est impaire on déduit que pour tout n € N, a,, = 0. Tandis que les

coefficients b,, se calculent par intégration par parties comme suit :

2 (T 2
b, = T/o h(z) sin( Wjim)dx

T
2 [z 2 4 (= 2
= —/ h(z) sin( mm)dx: —/ h(z) sin( mm)dx
T Jr T 0

T T T
4 (7 2mna 4 -T 2mnx 2 2.1 (=1)"
— — d = —|— 2 — |- — .
T/O sin( T Jdz T[an cos( T o 7T[TL n )

Les coefficients de Fourier de la fonction / sont finalement donnés par les expressions :

VneN,a, =0, ‘v’nZl,b%:OetVnZO,anH:ﬁ.

D’apres le calcul précédent on conclut que la série de Fourier associée a la fonction 27-périodique
impaire égale a un sur [0, 7| est donnée par I’expression
4+fsin(2n + 1)z
T 2n +1
n=0
Définition 3.2.2. [4] Une fonction f admet une discontinuité de premiére espéce en un point z

st les limites a droite et a gauche de x existent.

Définition 3.2.3. [4] Une fonction f est dite continue par morceaux sur R si elle admet un nombre

fini de discontinuité sur tout intervalle borné, et si chaque discontinuité est de premiere espece.
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3.3 Probleme de convergence des séries de Fourier

Dans la section précédente a la donnée d’une fonction 7-périodique f : R — R nous lui

avons associé la série de Fourier suivante

+00 I
L 4 Z(an cos(nwx) + b, sin(nwzx)) = Z et
n=1 n=-00

sans s’intéresser a sa convergence. En effet, c’est dans cette section qu’on se propose d’étudier la
convergence d’une série de Fourier et on calculera aussi sa limite dans le cas échéant. Pour régler
ces questions nous allons suivre la méthode de Dirichlet qui permet d’écrire la somme partielle
d’une série de Fourier sous la forme d’une intégrale définie qui dépend de la fonction périodique
donnée et d’une fonction remarquable appelée noyau de Dirichlet. Ensuite, c’est grace au noyau de
Dirichlet que nous dégagerons les conditions suffisantes qui assureront la convergence de la série

de Fourier vers la fonction périodique donnée au départ.

Définition 3.3.1. [5] Soit f une fonction 27-périodique continue par morceaux. Pour tout entier

naturel NV, on appelle N-ieme somme de Fourier de f le polyndme trigonométrique défini par

N

+o00
PNf(SL') _ Z Cneina: — % + z:l(an COS(TL:L‘) + b, sm(nx))

n=—N
On dit que la série de Fourier de f converge simplement (resp. uniformément) sur une partie £ de
R si la suite de fonctions (Py f)n>o converge simplement (resp. uniformément) sur F. La limite

de cette suite est alors appelée somme de la série de Fourier de f et sa valeur en tout point x de £

est notée
+oo a +oo
Z Cpe™t = ?O + Z(an cos(nx) + by, sin(nx)).
n=—oo n=1

3.3.1 Convergence des coefficients de Fourier

Lemme 3.3.1. [2] (Riemann-Lebesgue). Soit f : [a,b] — R une fonction bornée et intégrable

au sens de Riemann. Alors les fonctions définies par les intégrales suivantes,

f f(x) cos(A\x)dx et f f(x)sin(\x)dzx

tendent vers zéro quand le réel A tend vers I’infini.
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Corollaire 3.3.1. Si f : R — R est une fonction 7-périodique intégrable sur [0, 7] alors ses

coefficients de Fourier a,, et b,, tendent vers zéro a I’infini i.e. :

n—-+o0o n—-+oo T

2 T
lim a,= lim —/ f(z) cos(nwzx)dx =0 et
0

n—-+oo n—H—ooT

o (T
lim b, = lim —/ f(z) sin(nwz)dx = 0
0

Preuve. Il suffit d’appliquer a la définition 17 le lemme précédent.

3.3.2 Théoréme de convergence de Dirichlet

Soit f une fonction T'-périodique (7" > 0) et intégrable au sens de Riemann sur [0, 7']. Notons
que si dans la somme partielle d’ordre n > 0 de la série de Fourier associée a f on remplace les

coefficients de Fourier complexes c; de la fonction f par leurs expressions intégrale on obtient,

n

Sp(z) = cheik“’w

k=—n
"1 (7 . .
_ Z (_/ f(t)e—zkwtdt)ezkwx
k=—n T 0
I N
ikw(x—t
- :F/ FO e*e=D)dt.
0 k=—n
Dans la suite pour tout n € N et pour tout ¢ ¢ %Z posons
no ] pien1)t
. ikwt _ _—inwt
D,(t) = kz_e =
efz(n+;)wt ei(nJr%)wt
B e_l;}t — 6%
_ sin((n + 3)wt
sin(4)

Ainsi, on déduit que la somme partielle S, (z) de la série de Fourier de f prend la forme intégrale

suivante,

S, (x) = %/OTf(t)Dn(x )t = %/OT Fo + ) Dy (8)dt. (33)

Définition 3.3.2. [4] Pour tout n € N la fonction périodique définie par I’expression suivante
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sin((n + Dwt
Ze“m wt) >,t¢2§Z et  D,(t)=2n+1,t€x7
= sin(%)
s’appelle n?™¢ noyau de Dirichlet.
La suite (D,,) des noyaux de Dirichlet posséde des propriétés remarquables que nous résumerons

dans la proposition suivante.

Proposition 3.3.1. Le noyau de Dirichlet D,,(x) vérifie les propriétés suivantes :

fo W(x)dz = 1.
2. Si f est une fonction 7T'-périodique alors la somme partielle d’ordre n > 0 de sa série de Fourier

est donnée par I’intégrale

Sp(x) = :lF f

S iy

(flz+t)+ f(x —1t))D,(t)dt

Preuve.

1. Puisque pour tout entier n # 0 I'intégrale définie par fOT e~ mtdt est nulle il s’ensuit que

LT Dyt = 1

2. Si on écrit la somme partielle .S, () en utilisant I’expression intégrale donnée par (3.3) la pério-

dicité de la fonction f et du noyau de Dirichlet D,, nous permet d’exprimer S,,(x) par une intégrale
I] .

sur [0, 5]

r

&m::%gjm+wm@a:% " f(w+ ) Dy(t)dt

N

- 2 [ s onais ey

NI

- /‘fx+t (Ot + - [ fa— Dbyt

T Jo

_ f/‘ﬁm+ﬂ+f@—0D@Mt

0

Théoréme 3.3.1. (de Dirichlet). Soit f : R — R une fonction T-périodique intégrable sur le
segment [0, 7] et qui vérifie en plus les conditions suivantes dites de Dirichlet :

1. Sur Iintervalle [0, 7] la fonction f est discontinue seulement sur un ensemble fini de points
0< <9< .o. <y, <T;

2. la fonction f est dérivable sur les intervalles ouverts |x;, ;41 [C [0,T7];

3. la fonction f admet des dérivées a gauche et a droite en chaque point ;.

Alors, la série de Fourier de la fonction f converge simplement vers la fonction

Mémoire de DLP.E.S II KUETE KENNE DUPLEX ©ENS 2016



3.3 Probléme de convergence des séries de Fourier 34

Vr € R, w =% 4 Z(an cos(nwz) + by, sin(nwz)),

n>1
ot f(xt) (resp. f(x7)) désigne la limite a droite (resp. la limite & gauche) de la fonction f au
point z € R.

Preuve. Pour calculer la somme de la série de Fourier associée a une fonction f qui est 7-
périodique et vérifiant les conditions de Dirichlet nous allons étudier la limite simple de la suite de

fonctions

Sy () — f(ﬁ);f(f)

tout en utilisant I’expression intégrale de la somme partielle (3.3)
T fo (x+t)+ f(z —t)D,(t)dt.

Puisque le noyau de Dirichlet D, (x) est T-périodique et paire son intégrale sur la moitié de la

z . . . .
période est égale a % f02 D, (t)dt = % Ainsi, on peut écrire pour tout entier n :

su(a) - IO 2 [P0 - s

+ 7 [ =0 -

Si Fif et F : [0, %] — R désignent les fonctions définies respectivement par les expressions

suivantes :

Ft+ — fat)—f@) ¢ ot - — fa=t)—f@7) ¢

t sin(%) x t sin(44%)

on voit que la différence

S, (x) — f(z?) ‘g fl) 1 /2 F(t) sin(w)dt
, 2n + 1wt
+ —/ ) sin( 5 —)dt

Puisque les fonctions F," et F, sont bornées et intégrables sur le segment [0, %] le lemme de

Lebesgue (ou son corollaire) implique que

)dt =0 et
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Par conséquent, pour tout z € R la série de Fourier associée a la fonction 7T-périodique f converge

VErS

i 8,0 F@) )

n—-+oo 2

ao :
=5 + Z(an cos(nwz) + by, sin(nwz))

n>1
Corollaire 3.3.2. [6] Si f : R — R est une fonction 7-périodique continue et dérivable par
morceaux sur [0, 7'] alors pour tout réel x € R,
flo) =%+ Z(an cos(nwz) + by, sin(nwx)).
n>1
Proposition 3.3.2. [4] Soit f une fonction 27-périodique de classe C' par morceaux et continue

sur R. Alors la série g |c,,| converge.
nez

Théoréme 3.3.2. Soit f une fonction 27-périodique de classe C' par morceaux et continue sur R.
Alors la série de Fourier de f converge vers f uniformément sur R.

Preuve. D’apres le théoreme de Dirichlet, on sait déja qu’il y a convergence simple vers f, puisque
I’hypothése de continuité implique 5 (f(z %)+ f(z7)) = f(z) pour tout z € R. Posons maintenant
fo(x) = co et fo(x) = c_pe™™ + ¢,e™, pour n > 1, de telle sorte que, la suite des sommes de

Fourier (Py f)n>o s’identifie a la suite des sommes partielles de la série de fonctions Z fn. Pour
n>0
toutn > 1,ona

sup| fu ()] < [c_nl + el
z€R

et la série numérique g (lc—n| + |cn]) converge d’apres la proposition précédente. Par suite, la
n>1

série de fonctions g fn converge normalement, donc uniformément, sur R.
n>0
Le théoreme de Dirichlet nous permet de calculer la somme de toutes les séries de Fourier que

nous avons étudié dans les exemples classiques de séries de Fourier.

Exemples 3.3.1. 1) Rappelons qu’au paragraphe 3.2.1, pour tout réel a # 0 nous avons déterminé
la série de Fourier associée a la fonction 27-périodique qui coincide avec e®* sur |0, 27|, si on lui
applique le théoreme de Dirichlet on conclut que

+00 (627ra -1

ax 6271'(1,_ .
et = S — Lges %Zm(a cos(nzx) — nsin(nx)), YV €]0, 27].
n=1
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Si on pose x = 0 dans cette série de Fourier on déduit la somme suivante

100 ¢ 9ra 2ma
e2‘1ra,_]_ a (6 - 1) 1 + e %
_E : = , Va € R
2mwa + 7rn:1 (0,2 + n2) 2 a

a partir de laquelle on déduit aussi que pour tout réel a # 0,

macoth(ma) = 1+ QaQZ

2 2°
n a
n>1 +

Si dans la série de Fourier de e*” on pose x = 7 on obtient la somme suivante
n
N A E <_1)
e2ma—1 ~ 2ma ™ n2 + a2’

2) La série de Fourier associée a la fonction 27-périodique impaire qui coincide avec la fonction

h(x) = 1 sur [0, 7] converge simplement vers la somme :

ax—sin((2n + Da)
—1, vz
; on + 1 z €0, 7

Puisque I’expression qu’on vient d’établir est équivalente a la suivante

sin((2n +1)z) =
Z o1 =7 Vo €]0, 7|

n>1
on voit que si on prend x = 7 cette somme implique que la série numérique alternée

()"
Z2n+1 T4

n>0
3.3.3 Théoreme de la convergence quadratique

Soit f : R — R une fonction T-périodique bornée et intégrable sur le segment [0, T'|. Rappe-
lons que sous ces hypotheses on pourra associer a la fonction f une série de Fourier dont la somme

partielle d’ordre n > 0 est donnée par

3

Sn(r) = %+ ) (axcos(kwz) + by sin(kwz))
k=1

Puisque la fonction f est bornée on pourra trouver un réel A/ > 0 tel que pour tout réel = € [0, 7],

f@P <M[fz)] = f) [f(@)Pde < M [ |f(2)|de < +o0.
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Ici nous supposons que toutes les propriétés de I’ensemble des fonctions de carré intégrable £2([0, T)
sont connues.

Le but de ce paragraphe est de calculer fOT | f(z)|?dz en fonction des coefficients de Fourier de la
fonction f.

Pour calculer fOT | f(x)|?dx nous allons considérer la suite réelle

Aa(f) =2 Jy |f(@) = Sulw)2dx

dont le terme général s’appelle I’écart quadratique d’ordre n > 0 de la fonction f. Le nombre réel
A, (f) est fini et il mesure ’erreur qu’on commet lorsque la valeur de la fonction f est approchée

par la n’®™¢ somme partielle de la série de Fourier associée 2 f.

Lemme 3.3.2. [5] Pour tout entier 0 < k& < n on a les formules suivantes

L. fOT — Sp(z)) cos(kwz)dr =0

2. fo Sp(x)) sin(kwz)dx = 0.

En conséquence, pour tout entier n > 0 on a fOT(f(:c) — Sp(x))Sp(x)dx = 0.

D’apres ce lemme on peut énoncé la proposition suivante :

Proposition 3.3.3. Soit f : R — R une fonction T-périodique et intégrable sur [0, 7. Alors,

pour tout entier n > 0 I’écart quadratique d’ordre n > 0 de la fonction f est égale

An(f) =2 [T f(a)Pda — [ +Z ((ar)? + (bx)?)]

Preuve. En effet, grice aux résultats du lemme on pourra développer 1’écart quadratique A, ( f)

comme Suit :
8 = 2 [ 15w - Suw)ds
= / e = 2 [ 5) - Su@)S. )i
_ _/ 2)| dm—% " H@)S, (2)dx
= 2 [ s - (95 S+ 0o
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Corollaire 3.3.3. (Inégalité de Bessel). Soit f : R — R une fonction 7-périodique et intégrable

sur [0, T']. Alors, les coefficients de Fourier de la fonction f vérifient I'inégalité de Bessel,

S + ) < 7 [ @) (34

2
n>1

Preuve. La proposition précédente implique que 1’écart quadratique d’ordre n > 0, A, (f) > 0.

Donc,
(a0)? . 2 2 2 g 2
k=1
En faisant tendre I’entier n > 0 vers ’infini, on obtient 1’inégalité de Bessel :

S 0 < 7 [ @R

Remarque 3.3.1. De I’inégalité de Bessel on déduit que pour toute fonction f qui est 7-périodique,
bornée et intégrable sur [0, 7', si a,, et b,, désignent les coefficients de Fourier de f alors les séries

numériques Zan et Zan convergent. Ceci confirme donc le résultat du lemme de Lebesgue qui
n>0 n>0
affirme que les coefficients de Fourier de la fonction f tendent vers zéro.

Le théoreme suivant prouvé par Parseval montre qu’en effet ’inégalité de Bessel est une égalité.

Théoreme 3.3.3. [6] (Identité de Parseval). Soit f : R — R une fonction T-périodique et

appartenant a L?([0, T']). Les coefficient de Fourier de f vérifient I’égalité de Parseval :

OO+ ((an)* + (b)?) = % /0 |f (@) da.

Ci-dessous, nous allons appliquer la formule de Parseval pour calculer la somme de certaines

séries numériques remarquables.

Exemples 3.3.2. 1) Dans cet exemple nous allons calculer la somme des trois séries numériques,

1 1 (—1)"
2 XearE Y X

n>1 n>0 n>1

Pour cela considérons la fonction 27-périodique qui coincide sur la période [—, 7| avec la fonction
impaire f(z) = x. Donc, les coefficients de Fourier a,, de f sont nuls tandis que ses coefficients

de Fourier b,, se calculent par I’intégrale définie,

1 [7 2 [T
b, = —/ zsin(nx)dr = —/ xsin(nz)dz
TJ . T Jo
_ g[—x (308(7m:)]6r N /7r cos(n:c)dx _ 2(—1)"
s n 0 n n
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d’apres le théoréme de Dirichlet on obtient la somme suivante

1 n—1
vV €]0, 7], xr = QZ sin(nx).

n>1
Si on applique la formule de Parseval a la fonction f sur I’intervalle [—, 7| on trouve que
272 1
17 27 2 —
Pt =) (bn) = =)
n>1 n>1
Donc, la série de Riemann,

1 2
>

n>1

‘. . 1 L
D’autre part, la série de Riemann E — peut s’écrire sous la forme
n
n>1

1 172 1
72 Z ZZn—i—l) ZE—F;(Zn—i—l)?'

n>1

Par conséquent, la série de Riemann

En fin la série alternée

(—nr 1 1 R e s
2 n? _Z(Qn)fgo(mﬂ)?_Z€_§__E'

n>1 n>1

Par conséquent, la série alternée

>er-o
n2 12
2) Calculons la somme des deux séries de Riemann suivantes
(_ 1>n71 1
da— e D
n>1 n>1

en utilisant la série de Fourier de la fonction 27-périodique qui coincide sur la période [—m, 7]

avec la fonction g(x) = 2. Notons que puisque la fonction g est paire ses coefficients de Fourier
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b, sont nuls tandis que les coefficients a,, se calculent par intégration par parties comme suit :

= foﬂ x2dxr = %, pour tout entier n > 1,

2 T
a, = —/ 2% cos(nx)dx
0

T
2 x? sin(nx) T 2sin(n
_ 2 zening) / dz)
™ 0
2 2xcos (nx) T2
= —([——=— ¢ dx
T 0 n
(—1)
= 4 poa

D’apres le théoreme de Dirichlet, puisque la fonction g : R — R est continue donc sa série de

Fourier converge en tout point x € [—m, 7| vers

+4Z

n>1

cos(nx).

Donc, si on pose x = 0 dans la série de Fourier précédente on obtient la somme
Z (_1)n—1 _ 7T2
n? 12
n>1

Enfin, si on applique la formule de Parseval a la fonction g et a ses coefficients de Fourier on

™ 2
l / $4d.23 _ (ao) (
T 2
n>1

2t 2t i 16
5 9 e nt

obtient :

Apres simplification on conclut que la série de Riemann

1 2
2 0= 5

n>1

3.4 Séries de Fourier d’une fonction non périodique

Soit f : R — R intégrable, mais non périodique. On peut définir une infinité de fonctions ¢
de période T, intégrables sur un intervalle d’une période, telle que sur un intervalle A de longueur

inférieure a 7" ([5]), on ait
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o(z) = f(x) pour z € A.

Alors, si la série de Fourier de ¢ est convergente, pour tout x € A, on aura ainsi obtenu une série
trigonométrique convergente vers f pour z € A.
Nous calculons ici, a titre d’exemple, des développements en série trigonométrique de la fonction

constante f(z) = 1 dans divers intervalles. Considérons une fonction ¢ de période 7', telle que

o(z) = 1 pour z € [a,b]
—lpourz € [b,a+T]
Cette fonction ¢, continue par morceaux, admet en ses points de discontinuité une dérivée a gauche
et a droite égales a 0. D’apres le théoreme de Dirichlet, la série de Fourier de ¢ converge vers 1
pour = €a, b| et vers —1 pour x €]b,a + T7[.

Le choix de a et b reste arbitraire. Nous étudierons deux cas particuliers.

Exemple 3.4.1. Soit ¢, de période 1", définie par

1 pour — % <zx< %

o(x) = . r
—lpour 7 <z < =f

¢ étant une fonction paire, sa série de Fourier est une série de cosinus. Les coefficients de Fourier

de ¢ sont :
agp = Tfo cos(*2)dx — —fT cos(*Z%)dx = 0
I Ap+2)mx dp+2)mx
A2p41 = %f(f COS(( erT) )dx — %f% COS((HT)dx = (_1)p(2pf&1—1)ﬂ"

D’ou le développement

1 KT — L kT 4+ L
X @pr1)2me pour & € I il
;;2p+1008( )=19 Opourz =k +1

T
—1 pour z €)kT + L kT + 2L

Il est ainsi possible de représenter la fonction f(x) = 1 dans un intervalle ouvert | kT — %, kT + % [,
de longueur % arbitraire mais finie, par une série de cosinus.

La méme série représente la fonction f(z) = —1 dans les intervalles |kT + %, kT + 2L].

En prenant, par exemple, 7' = 27 et k = 0, on obtient un développement en série de cosinus de
f(z)=1dans] — 7, 7[:

4 cos3xr cosbxr cosTx T ™
1=— — — —— << —. 3.5
7T{Cosm 3 + z - + ...}, pour 5 <T<3 (3.5)
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En faisant dans la formule (3.5) le changement de variable y = x + 7, on obtient

sin3x sindr sinTx

5 5 Ty

4
1 = —{sinz + + .. },pour0 <z <. (3.6)
s

Nous retrouverons ce résultat dans 1I’exemple suivant :

Exemple 3.4.2. Soit ¢ la fonction impaire, de période 7', définie par

1 pour0) <z < L
o(x) = .
—lpour — 5 <z <0
En calculant la série de Fourier de ¢ on obtient
b o 1)2 1 pour z €]kT, kT + L[
4 _ D T, T
;;219“81“( )=\ Opours=hy

T
—1pourz €]kT + L, (k+ 1)T]

Ce développement représente la fonction f(x) = 1 dans les intervalles ouverts kT, kT + L[. La
formule (3.6) est obtenue en prenant 7" = 27 et k = 0.
On remarquera que, dans ces deux exemples, la série obtenue en dérivant terme a terme n’est pas

convergente, bien que la fonction ¢ admette une dérivée égale a 0 presque partout.

3.5 Résolution d’équations aux dérivées partielles linéaires

Les équations aux dérivées partielles linéaires du second ordre jouent un role important
en mécanique et en physique ([10], [12]).
Nous donnerons ici un exemple d’application des séries de Fourier a la résolution d’équations de la
physique, exemple qui est précisément a 1’origine des recherches, en mathématiques, sur les séries
de Fourier.
Nous nous proposons de rechercher certaines solutions u(x, t) d’équations au dérivées partielles

de la forme
CQUM(:B, t) = uy(x,t). (3.7

Nous utilisons pour les dérivées partielles les notations :

_ Ou _ 9%

Uy = R Upr = 922 etc.

Mémoire de DLP.E.S II KUETE KENNE DUPLEX ©ENS 2016



3.5 Résolution d’équations aux dérivées partielles linéaires 43

L’équation (3.7) est généralement appelée I’équation des cordes vibrantes.

On considere une corde de longueur L fixée en ses extrémités d’abscisses 0 et L d’une droite Oz.
On suppose que cette corde, douée d’une certaine €lasticité, est déformée dans un plan Ozu. Elle
se met alors a vibrer et son état de mouvement est décrit par la fonction u(x,t) qui représente, a
I’instant ¢, le déplacement transversal, par rapport a la position d’équilibre, du point d’abscisse .
Dans les conditions idéales, ou I’on suppose la corde homogene, ou I’on néglige son poids, et a
I’approximation des petits mouvements, la fonction u(z, t) est solution de I’équation aux dérivées
partielles, linéaire et du second ordre, (3.7), ol ¢ est une constante définie par les propriétés de
densité linéaire et de tension de la corde.

On démontre (cf [4]) que 1’énergie mécanique de la corde est donnée par

1

B(r) = / (ol 0 + {ualr, 1)) ). (3.8)

Nous vérifierons cette propriété apres avoir calculé une solution u(z,t). Pour la justification des
équations (3.7) et (3.8) on se reportera a un cours de Physique ([12]).

Notre but n’est pas de trouver la solution générale de équation (3.7), mais de déterminer la solution
particuliere correspondant a un probleme physique donné. Il est donc nécessaire de commencer par
établir les conditions qui spécifient cette solution, conditions qui sont de deux types : les conditions
aux limites et les conditions initiales.

De plus, il est entendu ici que la fonction u(z,t) recherchée doit étre définie pour = € [0, L] et
t > 0, et admettre, en tout point de ce domaine du plan (z,t), des dérivées partielles continues
jusqu’a I’ ordre 2.

e Conditions aux limites

Pour définir le probleme physique régi par I’équation (3.7), il est nécessaire de considérer les
conditions au limites.

Ce sera, par exemple,
u(0,t) = u(L,t) =0 3.9

¢ Conditions initiales
Cependant, I’équation (3.7) admet une infinité de solutions vérifiant les conditions aux limites.
Cette situation est due au fait que les mouvements qui peuvent étre initialement imprimés a une

corde tendue entre deux points sont divers.
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il est donc nécessaire de connaitre les conditions supplémentaires que 1’on doit imposer, dans la
recherche d’une solution particuliere de 1’équation, correspondant au probleme physique donné,
pour assurer 1’unicité de cette solution. Cette question a été résolue par par Cauchy (cf [2]), sous la
forme de conditions initiales.

Cauchy a montré que 1’équation (3.7), qui est du second ordre en ¢, que deux données initiales sont

nécessaires :
up(x) = w,0) et vo(x) = uy(z,0) (3.10)

qui représentent respectivement la forme de la corde et la distribution des vitesse le long de la
corde a I’instant £ = 0, pris comme instant initial.
Ces conditions initiales doivent, en particulier, vérifier les conditions aux limites. Ainsi, les condi-

tions aux limites (3.9) imposent
uo(0) = uo(L) =0, v0(0) = u4(0,0) = u,(0,0) = vo(L) = 0. (3.11)

De plus, pour que la méthode des séries de Fourier, telle que nous I’exposons dans cette sec-
tion, soit applicable, les fonctions de x, définies pour = € [0, L], que sont les conditions initiales,
doivent présenter certaines propriétés de dérivabilités que nous indiquerons plus loin.

e Résolution

La résolution de I’équation (3.7) par la méthode des séries de Fourier consiste a rechercher la so-
lution u(x, t), pour chaque valeur de ¢, sous la forme d’un développement en série trigonométrique
en x, s’il existe.

On cherche donc u(x,t) sous la forme :

u(z,t) = GOT(t) + Z[an(t) cos(nwz) + by, (t) sin(nwz)] (3.12)

Théoréme 3.5.1. L’équation aux dérivées partielles,
gy (2, 1) = ug (2, 1),
admet une et une seule solution définie par les conditions initiales

ug(x) = ur,0) et vo(z) = w(x,0),
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sous réserve que les données initiales ug(x) et vg(x) satisfassent les conditions aux limites (3.11)
et, de plus, des conditions de dérivabilités qui légitiment la démonstration.
Cette solution est, pour x € [0, L] et t > 0, la somme de la série :

+o0
u(z,t) = Z sin(nwz)[a, cos(nwet) + B, sin(nwct)], w=

n=1

(3.13)

=1

ol les constantes «,, sont les coefficients de Fourier de la fonction impaire U(z), de période 7" =

2L, égale a ug(x) pour z € [0, L] :

2 [t . NI
an:z/o uo(m)sm(T)dx (3.14)

et ou 5, nwec est un coefficient de Fourier de la fonction impaire V' (), de période 7' = 2L, égale a
vo(z) pour z € [0, L] :

L
Brn = 2 vo(x) sin(ﬂ;)dx. (3.15)

nmwe Jo

La solution se présente comme superposition de solutions stationnaires
sin(nwz) cos(nwct) et sin(nwx) sin(nwct)

vérifiant les conditions aux limites.
Preuve. Pour une corde de longueur L fixée en ses extrémités d’abscisses 0 et L, toute solution de
I’équation (3.7) doit satisfaire aux conditions au limites (3.9). Il faut donc que le développement

(3.12) satisfasse les deux conditions suivantes :

+o0o
u(0,t) = 4 +> "a,(t) =0
oo n=1
u(L,t) = 2+ “a,(t) cos(nwL) + by (t) sin(nwL)] = 0.
n=1

Des conditions suffisantes pour qu’il en soit ainsi sont :
ao(t) = a,(t) =0, wL = .

On cherche donc un développement de u(z, t) de la forme :

=03

400
u(z,t) = an(t) sin(nwx), w=
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Si on admet que ce développement peut étre dérivé terme a terme, a 1’ordre 2, par rapport a x et t,

on obtient
400
Ugz (2, 1) = —w ZnQb sin(nwz), u(x,t) = Zb”n(t) sin(nwz).
n=1
Alors I’équation (3.7) des cordes vibrantes sera satisfaite si b’ (t) = —c?w?b,(t).

La solution générale de cette équation différentielle est
bn(t) = au, cos(nwet) + By, sin(nwct).

Ayant ainsi tenu compte de ’équation (3.7) et des conditions aux limites (3.9), nous re-
cherchons u(z,t) sous la forme (3.13), qui représente I’ensemble des solutions de 1’équation du
mouvement d’une corde de longueur L, fixée a ses extrémités.

Il reste a déterminer les constantes «, et 3, qui doivent étre fixées par les conditions initiales uo(z)

et vo(z).
De (3.13), on déduit

+o0o
up(z) = u(z,0) = Zan sin(nwz),z € [0, L]. (3.16)

n=1
En admettant que la série (3.13) est dérivable, il vient que

—+00

vo(z) = w(z,0) = Zﬁn sin(nwx), x € [0, L]. (3.17)

n=1

Les séries de sinus (3.16) et (3.17) représentent des fonctions impaires, de période T’ = 2= = 2L.
En nous appuyant sur I’étude de la section 2, nous pouvons conclure que les coefficients «,, sont
les coefficients de Fourier de la fonction impaire U(x), de période 7' = 2L, égale a ug(x) pour
x € [0, L]. D’ou la formule (3.14)

De méme, (3, nwec est un coefficient de Fourier de la fonction impaire V' (z) de période T = 2L,
égale a vy (x) pour x € [0, L], ce qui implique la formule (3.15).

e Solutions Stationnaires
cp(x,t) = sin(nwx) cos(nwct

Les fonctions n(2,1) ( ) cos( ) , n=12 ..olw=
Sn(z,t) = sin(nwz) sin(nwet)

S

sont solutions de I’équation aux dérivées partielles (3.7) et satisfont les conditions aux limites
(3.9). Produits d’une fonction de x et une fonction de ¢, elles sont dites ”a variables séparées” et
sont appelées des solutions stationnaires.

Les solutions stationnaires ¢, (x, t) correspondent aux conditions initiales
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up(z) = cp(x,0) = sin(nwx), vo(z) = (cn)e(x,0) = 0.
Pour les solutions s, (z,t), on a
up(z) = sp(z,0) =0, vo(z) = (sn)e(z,0) = nwesin(nwe).

En utilisant les formules (3.16) pour calculer les états stationnaires, on trouve pour ¢, et s, la

valeur commune

2.2
4L

qui est une constante.

La solution de (3.13) se présente comme une superposition de solutions stationnaires.

o Etude de la validité de la méthode des séries de Fourier

La validité de cette méthode dépend des propriétés des données initiales ug(z) et vy(z).

D’une part uy(z) et vo(x) doivent &tre intégrables sur [0, L] pour que les coefficients v, et 3, soient
définis par (3.14) et (3.15).

D’autre part, ces fonctions doivent satisfaire les conditions aux limites (3.11).

En particulier, des conditions suffisantes pour la validité de la méthode sont données par le théo-

reme suivant :

Théoreme 3.5.2. [4] Soient U(x) et V' (z) les fonctions impaires, de période 2L, respectivement
égales 2 uy(z) et vo(z) pour x € [0, L].

Si U(x) et ses dérivées sont absolument continues jusqu’a ’ordre 3 et si V' (x) et ses dérivées sont
absolument continues jusqu’a 1’ordre 2, alors la solution de 1’équation des cordes vibrantes est
donnée par le théoreme précédent.

La solution correspondante de 1’équation des cordes vibrantes peut encore s’écrire sous la forme

compacte suivante (cf [7]) :

u(z,t) = U +ct) + Uz —ct)] + £ [TV (0)d6.

r—ct

e Calcul de I’énergie
Nous calculons I’énergie du mouvement a partir de la formule (3.8) et de la solution (3.13), en

supposant que les séries obtenues en dérivant sont uniformément convergentes :
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uz(x,t) = ZAn(t) cos(nwx), A, (t) = nwla, cos(nwet) + B, sin(nwet)],
oo
w(z,t) = ZBn(t) sin(nwz), B, (t) = nw[—ay, sin(nwct) + B, cos(nwct)].

En appliquant, a ¢ fixé, 1’égalité de Parseval a ces séries trigonométriques en x, on obtient

o o O = b [ )P = %:imn@)ﬁ
o [ e 0 = & Pt )P = £ B0
D’ou -
5= %z{mnw )= f’gg (02 + 52,

On constate que I’énergie est une constante. De plus, en comparant avec 1’énergie précédemment
obtenue, on remarque que 1’énergie d’'un mouvement est égale a la somme des énergies des mou-

vements stationnaires qui le composent.
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CHAPITRE QUATRE

Portée pédagogique

Dans ce chapitre il est question pour nous de donner I’intérét des séries de fonctions (séries

enticres et les séries de Fourier) dans I’enseignement secondaire, supérieur et dans la vie courante.

4.1 Portée pédagogique au supérieure

En analyse, les séries de Fourier sont un outil fondamental dans 1’étude des fonctions pério-
diques. C’est a partir de ce concept que s’est développée la branche des mathématiques connue
sous le nom d’analyse harmonique.

Nous supposons que le cours sur les séries entieres est connu.
On voit la que contrairement aux autres séries de fonctions, les séries enticres sont bien adaptées
a la dérivation. Grace a cette propriété, elles constituent un outil pratique pour la résolution de

certaines équations différentielles (cours de niveau 2 filiere mathématiques et filiere physique) :

Exemple 4.1.1. On cherche une série entiere qui soit égale a sa dérivée (donc on cherche une série

entiere solution de f' — f = 0). On suppose donc qu’il existe R > 0 tel que pour tout = €] — R, R|,
+oo
flz) = Zanx".
n=0
+oo

+oo
Donc f'(x) = Znana:”_l = Z(n + Dap12™.
n=1

n=0
+o0o
Donc f'(z) — f(x) = 0 donc pour tout x €] — R, R], Z((n + Daps1 — a,)z"™ = 0.
n=0
D'otiona (n+1)an1 = ap.ieag = ay, a2 = 3 = @, a3 = % = L.......

Montrons par récurrence que a,, = 7% : ¢’est vrai aux rangs 1, 2 et 3. Supposons que ¢a I’est encore

. _ ag _ ar __ _ap
aurang k : ap = 9§ Alors agy1 = 15 = ot
+oo
e e . ag ..
La série ainsi formée, g — " a pour rayon de convergence oo et on peut montrer en utilisant le
n!
n=0
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4.1 Portée pédagogique au supérieure 50

théoreme de Taylor-Lagrange que pour tout x € R, Z = ag exp(z).

Donc toute série entiere solution de f' — f = 0 est de la forme C'exp(x) ou C' est une constante.
En fait il n’y a pas d’autre solution, définie sur un intervalle : si g est définie sur un intervalle I et

telle que ¢’ — g = 0, alors

() yr _ g @) eple)—g)enl) _

exp(x) exp(2x)

Dongc il existe C' € R tel que pour tout z € I, 22 — ' Donc g(x) = C exp(x).

’ exp(x)

Avec cet exemple nous voyons comment les éleves du niveau 2 mathématiques peuvent utiliser les
séries de fonctions (séries entieres) pour résoudre une équation différentielle.

On peut aussi s’intéresser aux équations différentielles ordinaires et linéaires réelles de degré deux,

p(x)y”(x) + q(x)y () + r(z)y(r) = 0
tel que au voisinage de o € R on a p(xy) # 0 et r(zy) # 0. Ces équations différentielles sont

dites régulieres au point x.

Exemple 4.1.2. Cherchons une solution développable en séries enticre au voisinage de zéro pour

I’équation différentielle réguliere,
Yy —xy +y=0.

Posons la série entiere y(z) = E a,x", ses deux premieres dérivées sont

n>0

y'(z) = Znan:ﬂ”_l = Z(n + Day 12"
n>1 n>0

y'(x) = Zn(n R AL Z(n +2)(n + 1)ap 02",
n>2 n>0

En reportant dans 1’équation différentielle y” — xy’ + y =Oona:

Z(n +2)(n+ 1)ap 02" — xZ(n + Dap2"™ — Zanx” =0

n>0 n>0 n>0
Z(n +2)(n+ 1)ay 22 Znan — Zanx" =0
n>0 n>1 n>0
(2a2 — ag) + Z((n +2)(n+ 1)ans2 — na, —ay)z” = 0
n>1
(202 — ap) + Y _(n+1)((n +2)ans2 — a,)a" = 0.

n>1

Donc, si on compare les deux membres de la derniere ligne on obtient le systeme suivant :
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ap = y(o)v
ay = y/(0)7
(n+2)api2 = a,,¥n >0

qui définit les a,, par une relation de récurrence grace a laquelle on obtient,

a = ——4
2n—1 = (2p=1)(2n—3)...5.3

_ ag
2n = Goyen-2).4.2

Donc, la solution de I’équation différentielle y” — xy’ — y = 0 posseéde une solution développable

en série entiere au voisinage de zéro, y(z) = aogyi(x) + a1y2(x), ot

2n

yi(r) = Z(gn)(zn —2)..4.2

n>0

2n—1

ya() = Z(gn —1)(2n —3)...5.3

n>1
sont des séries entieres dont le rayon de convergence est infini.

La raison d’étre de ce cours est la présence des séries de Fourier au programme de nombreuses
institutions : sections de BTS (électronique, optique, etc.). Les séries de Fourier sont capitales
pour la physique. En effet I'intérét des séries de Fourier apparait notamment quand on cherche a
résoudre les équations différentielles linéaires du second ordre associées aux circuits électriques.
Considérons un circuit RLC comprenant un condensateur de capacité C, une bobine d’inductance
L et une résistance R. On envoie dans ce circuit un courant alternatif, dont la tension est une
fonction périodique s, et on s’intéresse a la charge ¢ du condensateur. L’ équation (F) qui régit ce
circuit est Lq” + Rq' + & = s(t). On sait qu’on en trouve les solutions en ajoutant a la solution
générale de 1’équation homogene (Ey) associée a (E) une solution particuliere de (F). Lorsque
le signal s est sinusoidal, par exemple s(¢) = sint, c’est facile car on cherche une solution de
la forme : acost + bsint. Mais, souvent, le signal fourni est plus compliqué, et pas forcément

régulier (signal en créneau ou en dents de scie par exemple). Si I’on a une décomposition de s en
N

somme de fonctions trigonométriques : s(t) = Z(ak cos(kwt) + by sin(kwt)) le calcul est encore

facile en traitant séparément le cas de chaque terme et en les ajoutant (principe de superposition).
En général on ne peut espérer avoir un tel développement avec une somme finie et ¢’est pourquoi
on va essayer d’écrire la fonction périodique s comme somme d’une série trigonométrique. C’est

toute la problématique des séries de Fourier. Joseph Fourier a introduit les séries qui portent son
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nom a propos d’une autre question de physique : I’équation de la chaleur (cours de quatrieme année
filiere mathématiques). Les séries de Fourier sont importantes pour les informaticiens qui font le
réseau (car les sinusoides sont les signaux les plus faciles a utiliser lors de 1’analyse de circuits ou
de systemes).

La base de Fourier est en fait tres bien adapté pour étudier les phénomenes oscillatoires, et ces
derniers sont abondants dans la vie de tous les jours : le mouvement d’un camion sur un pont génere
des vibrations dans toute la structure de ce dernier ; le mouvement des pistons dans le moteur met la
voiture en vibration ; une onde électromagnétique provoque 1’oscillation des électrons a la surface
du métal, Nous ne pourrions pas traiter ces problemes si nous ne disposions pas de la base de

Fourier.

4.2 Portée pédagogique au secondaire

Pour I’enseignant du lycée les séries de Fourier constituent un bagage intellectuel suffisant
pour aborder le cours sur les suites numériques en classe de premiere et en classe de terminale
scientifique et le calcul intégrale en terminale scientifique et littéraire.

Un cours sur les circuits RLC' est vu en terminale scientifique et en terminale F5, raison pour la-
quelle les enseignants de physique du secondaire doivent avoir une notion sur la nouvelle méthode
d’analyse de signaux et de circuits : la série de Fourier.

La maiftrise des séries de Fourier permettra au futur enseignant de mieux préparer les cours de sur

la trigonométrie, sur les nombres complexes selon I’ A.P.C.

4.3 Intérét des séries de Fourier dans la vie de tous les jours

La base de Fourier est en fait tres bien adapté pour étudier les phénomenes oscillatoires, et ces
derniers sont abondants dans la vie de tous les jours : le mouvement d’un camion sur un pont génere
des vibrations dans toute la structure de ce dernier ; le mouvement des pistons dans le moteur met la
voiture en vibration ; une onde électromagnétique provoque 1’oscillation des électrons a la surface
du métal, Nous ne pourrions pas traiter ces problemes si nous ne disposions pas de la base de

Fourier.
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Conclusion

Tout au long de ce mémoire, nous nous sommes appliqués a présenter les séries de Fourier
et une application. A cet effet nous avons d’abord présenté les séries numériques de facon tres
breve. Pour cela nous avons étudié entre autres le critere de Cauchy et celui de d’ Alembert pour la
convergence des séries numériques a terme positif.

Ensuite nous avons étudier les suites et séries de fonctions. Nous sommes partis de quelques ré-
sultats donnés sur les séries numériques pour déterminer le domaine de convergence simple et
uniforme des séries de fonctions a I’exemple du théoreme de Weierstrass et d’ Abel.

Enfin nous avons présenté les séries de Fourier et une applications. Pour cela nous avons calculer
les coefficients de Fourier, puis nous avons énoncé le théoreme de Dirichlet pour la convergence
simple des séries de Fourier et celui de Parseval et nous avons utilisé ces deux théorémes pour
calculer les sommes de quelques séries numériques. Nous avons aussi utilisé les séries de Fourier
pour résoudre 1’équation des cordes vibrantes. Il ressort que la décomposition en séries de Fou-
rier d’une fonction permet de comprendre le comportement d’un systeme linéaire vis a vis d’une
excitation quelconque. Cette excitation peut en effet se décomposer en une somme d’excitations

sinusoidales.
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