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RESUME

Soit k € N tel que k > 3, 6 une relation d’équivalence non triviale sur Ej, = {0, ...,k -1}
avec t classes. On sait d” aprés le théoréme de classification de Rosenberg (1965) que le
clone Polf (des opérations sur Fj préservant 6) est un clone maximal au sens de l'inclu-
sion, dans le treillis des clones d’opération sur FEj,. Désignons par Pol(1§ I'ensemble de
toutes les opérations unaires de Polf. Dans ce travail nous caractérisons quelques éléments
maximaux de l'intervalle de clones [Pol(V6, Polf] et décrivons quelques chaines de cet

intervalle .

Mots clés : Relation d’équivalence non triviale, clones sous-maximaux, polymorphismes,

fonction unaire , clones comparables .
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ABSTRACT

Let k € N such that k > 3, # a nontrivial equivalence relation on Fy := {0, ...,k -1} with
t classes. It is known from Rosenberg’s classification theorem( 1965) that the clone Polf
(of operations on Ej, preserving ) is a maximal clone in the inclusion-ordered lattice of
clones on Ej,. We denote by Pol(1)f the set of all unary operations of Polf. In this work ;
we characterize some maximal elements of the interval of clone [Pol()f, Polf] and des-

cribe some chains of this interval.

Keys words : nontrivial equivalence relation, submaximal clones, polymorphism, unary

operation, comparables clones
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INTRODUCTION

Dans [3], S.Kerkhoff, R.poschel et F.M.Schneider donnent une bréve introduction sur
la théorie des clones, ils expliquent I'importance de 1’étude des clones et présentent plu-
sieurs résultats et problémes ouvert sur ce sujet. Un de ces problémes est la détermination
de clones sous-maximaux dans le treillis de clones sur un ensemble a k éléments. Ce pro-
bléme est résolu seulement pour k = 2 et k = 3 (voir [2], [4], [5], [8] ou [9]). Toutefois,
plusieurs résultats dans la littérature sur les clones sous-maximaux, concerne les clones
sous-maximaux sur les ensembles finis. Ce travail fait suite a certains travaux effectués sur
la détermination des clones sous-maximaux des polymorphismes d’une relation d’équiva-
lence non triviale # sur un ensemble a k éléments. Dans [12] il est donné une classification
de toutes les relations binaires centrale p sur Ej de sorte que : le clone Polf n Polp soit
maximal dans Polf . Dans [13], il est question de chercher toutes les relations binaires p
tel que le clone Polp soit un sous-clone maximal inf-irréductible de Polf. Cependant, dans
ce travail nous donnons une description de Uintervalle [< Pol()8 >; Polf] on 6 est une
relation d’équivalence non triviale sur un ensemble a k éléments et caractérisons quelques
clones sous-maximaux de cet intervalle. L’ossature ce travail est le suivant : Dans le cha-
pitre 1, nous présentons quelques notions de bases indispensables pour la suite. Par la
suite nous abordons le vif du sujet dans le chapitre 2 en donnant une description de l'in-
tervalle [< Pol(M6 >; Polf] ou § est une relation d’équivalence non triviale sur un ensemble
a k éléments. Enfin dans le chapitre 3 il est question pour nous, d’appliquer les résultats

obtenus sur Es:={0,1,2}; E,:={0,1,2,3} et E5:={0,1,2,3,4}.
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CHAPITRE UN

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre nous présentons quelques notions indispensables pour notre travail.

1.1 Treillis

Définition 1.1.1 :
On appelle opération binaire sur un ensemble non vide L, toute application w de L x L

dans L.
Exemple 1.1.1 :

- L’addition + et la multiplication x sont des opérations binaires sur R.

Définition 1.1.2 :
On appelle treillis, un triplet (L,A,v); ot L est un ensemble non vide, A et v deux
opérations binaires sur L et vérifiant les propriétés suivantes :
Pl:(a) VazyeL xvy=yvx
(b) Yazyel, zAry=yArczx (commutativité)
P2:(a) VY ua,y,zeL, (xvy)vz=xv(yvz)
(b) VxyzeL, (xry)nz=xr(ynz) (associativité)
P3:(a) VYrzel, zvr=cx
(b) Yxel xzrx== (idempotence)
Pl :(a) VaxyeL, z=xv(xAy)
(b) Vaxyel, z=xA(xVvy) (absorption)
Remarque 1.1.1 :
Cette définition de treillis est dite algébrique.

Exemple 1.1.2 :
1) Soit E un ensemble non vide . £ := (P(E);n,u) est un treillis.
2) Soit L:={0,1}, A:=+ dans Zy et v:=x dans Zy . L:= (L;A, V) est un treillis.

KAM TSEMO ©E.N.S DE YAOUNDE 2 55¢¢me promoTioN DI.P.E.S II. 2016



1.1. Treillis

Définition 1.1.3 :

Un treillis (L,A, V) est dit distributif lorsque les propriétés suivantes sont vérifiées :

(zAy)V(zAz)
(zvy)a(zvz).

i)V xy,ze L, xn(yvz)

i) ¥V zy,z€ L, xv (yAz)
Proposition 1.1.1 :

Soit (L,A,v) un treillis. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i)V zyze L,xn(yvz) = (zAy)Vv(zaz)
i)V zy,ze Lyxv(ynz) = (zvy)a(zvz).
Preuve:

Soient x,¥,z € L.

(i) = (i1)

(zvy)a(zvz) = [(xvy)az]v[(zvy)rz] (Dapres (i)
= zv[(zvy)Aaz] (Par absorption de A)
= zv[(zAaz)Vv(ynz)] (Par commutativité du A et d’aprés (i))
= (zv(znaz))v(yaz) (par associativité de V)
= xv(ynz) (par absorption de v )
Dou (zvy)a(zvz) = zv(ynaz)
(i1) = (1)
(zAry)v(znz) = [(xay)vz]a[(zay)vz] (Daprés (ii))
= zA[(xAy)vz] (Par absorption de V)
= zA[(zvz)a(yv2)] (par commutativité du v et d’apres (ii))
= (za(zv2)Aa(yvz) (par associativité de A)
= zA(yVvz) (par absorption de A )
Dou (zvy)a(zvz)=azVv(ynz) n

Remarque 1.1.2 :

les propriétés i) et ii) étant équivalentes, il s’ensuit que, dans la pratique, pour montrer
qu’'un treillis est distributif, il suffit d’établir i) ou ii).

Exemple 1.1.3 :

Soit E un ensemble non vide. £ := (P(E);n,u) est un treillis distributif.

Proposition 1.1.2 :
Soit L un ensemble muni d’une relation d’ordre partiel <. L := (L,<) est un treillis si et

seulement si, pour tout x,y € L Sup{x,y} et Inf{x,y} existent dans L.
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1.1. Treillis

Preuve:

(A)  Si(L,v,A) est un treillis, alors on définit la relation d’ordre < sur L par :

Ve,ye Lix<y<=x=2AYy.

(B)  Si (L,<) est un ensemble ordonné, alors on définit les opérations binaires v et A
dans L par :

vy =sup{x,y} et xny=inf{x,y} Yo, ,ye L.

Supposons que L est un treillis et < la relation définie en (A)

- Soit ze L. Dex Az =x,0n a: x<z. Donc < est réflexive.

— Soient x,ye Ltelsque z<yety<z. Alorsr=zAyet y=yax. Puisque zAay=yAzx
alors x = y. D’ou < est antisymétrique.

— Soient x,y,z € Ltelsque x <yety<z. Alorsz=zAryety=ynz;doncr=xAys=
xA(ynz)=(xAy)Az=xAz;ceci entraine r < z.

D’ou < est transitive.

Ce qui montre que < est un ordre partiel sur L.

— Soient x,y € L. Montrons que sup{z,y} et inf{z,y} existent dans L.
.Ona:z=za(zvy)ety=yn(yve)=yar(zvy);doncz<xvyety<zvy et par
suite, x Vv y est un majorant de {x,y}.

Maintenant, siz <wu et y <wu alors zvu = (xAu)vVu=uet yvu=u; donc (zvu)v(yvu) =
uvu=u. (xvy)ru=(zvy)rl(zvy)vu] =zvy. Dot xvy <uet donc zvy = sup{z,y}.
.Onazary=(xAry)vrzetzay=(xAy)Vvy;donczAy<xetzAny<y et par suite, zAY
est un minorant de {z,y}.

Maintenant, siu <z et u <y alors u = urx =uAy; donc un(zAy) = (UAZ)AY = uAY = u.
Dot u<z Ay et donc x Ay =inf{x,y}.

Donc L est un ensemble partiellement ordonné tel que Vz,y € L, sup{z,y} et inf{x,y}
existent dans L.

Supposons que L est un ensemble partiellement ordonné tel que Vx,y € L, sup{z,y} et
inf{x,y} existent dans L et supposons les opérations v et A définies en (B).

— Soient x,y € L. Alors sup{z,y} = sup{y,z} et inf{x,y} =inf{y,x}. Doncxvy=yvz
et xAy=yAnx.

— Soient x,y,z € L.

Alors sup{x,y v z} = sup{z, sup{y, z}} = sup{z,y, z} = sup{sup{x,y}, z} = sup{x vy, z}.

Donc z v (y v z)=(xVvy)Vz De méme, on montre que z A (yAz)=(xAy)Az.
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1.1. Treillis

— Soit x € L. Alors sup{z,z} =z et inf{z,z} =x. Doncx=zvret x=xAz.
— Soient x,y € L. Alors on a sup{z,inf{x,y}} =x et inf{z, sup{x,y}} = x.
Doncx=xzv(ynz)etz=xA(yvz).

Donc L est un treillis. ]

Exemple 1.1.4 :

Soit X un ensemble non vide et P(X) l'ensemble des parties de X. Alors, (P(X),<) est
un treillis.

En effet pour tous A et B éléments de P(X), Au B =sup{A, B} et AnB=inf{A, B}.
Définition 1.1.4 :

Un treillis L := (L;<) est dit complet lorsque, pour toute partie A de L, Sup<A et Inf A

existent.

Exemple 1.1.5 :

Soit E un ensemble non vide. & := (P(FE);<) est un treillis complet.

Définition 1.1.5 :

Un treillis (L; A, V) est dit borné, lorsqu’il existe u,v € L tels que : Vx e L, u<x et v <v
Dans ce cas, on note le treillis borné (L; A, V;u,v) ou (L; <;u,v).

Exemple 1.1.6 :

Soit E un ensemble non vide. £ := (P(FE),n,u,, E) est un treillis borné.

Remarque 1.1.3 :

Notons que le treillis £ := (P(F),n,u,d, E), occupe une place centrale en informatique
théorique, ainsi qu’en topologie. En fait, c’est grace a ce treillis qu'on établit le lien
qui existe entre la notion de filtre au sens algébrique et au sens topologique. En effet,
rappelons ces différentes notions de filtres.

Filtre en algébre

Soit (A; A, V) un treillis. Soit F' une partie non vide de A.

F est filtre lorsque pour tout a,be A on a :

i)a,be F==anbeF

ii)a<betae F=beF.

Filtre en topologie

Soit E' un ensemble non vide. Soit F une partie non vide de P(E).

F est un filtre sur E lorsque pour tout A, B € P(E) on a :

i) A, BeF = AnBeF

ii) AcBet Ace F =— BeF.
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1.2. Fonction et clones de fonctions sur un ensemble fini

1.2 Fonction et clones de fonctions sur un ensemble fini

Dans toute la suite, sauf mention contraire, A désigne un ensemble fini de cardinal

supérieur ou égale a 1. Soit ne N.
Définition 1.2.1 :

On appelle fonction ou opération n-aire sur A, toute application f : A" — A. On note

f) et n désigne larité de f.

On désigne par 01(471) 'ensemble des opérations n-aire sur A, et par O := |_J Oﬁln) I’ensemble

des opérations finitaires ( d’arité fini) sur A. "

Exemple 1.2.1 :

Soit G un groupe multiplicatif fini et n > 2.

-L’application f; G — G définie par : f (@1 xa, ..., T, ) = T1- Tg- . . .- Ty, €St une

opération n-aire sur G.

-L’application qui a chaque élément de G associe son inverse est une opération d’arité 1.

Soit n un entier naturel non nul, soit i un entier tels que 1 <i <n.
Définition 1.2.2 :

On appelle 7™ projection n-aire sur A et on note el l’opération définie par :

n —
er (1,2, ..., ,) = x; pour tout x1,%s, ..., T, € A .

Notation : Nous désignerons par []4 I'ensemble des projections sur A.
Définition 1.2.3 :

Soient m, n deux entiers non nuls. Soient f € 01(4”)  Gls s Gn € Oim). On appelle composée
de f et des (gj)1<j<n U'opération m-aire noté f[g1,...,gn| définie par :

pour tout a € A™, f[gi,...,gn](a) = f(g1(a), ..., gn(a))

Définition 1.2.4 :

Un sous ensemble F de O 4 est appelé un clone d’opération sur A ou simplement un clone
sur A, lorsque les propriétés suivantes sont satisfaites :

(1) F contient T]4 ;

(11) F est stable (ou fermé) pour la composition ;

i.e, sife FmOfL‘") et Gu, ..., Gn € FﬂOX") alors f[g1,...,gn] € F.

Exemple 1.2.2 :

- [T4 est un clone sur A ;

- O4 est un clone sur A.
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1.2. Fonction et clones de fonctions sur un ensemble fini

Proposition 1.2.1 :

Une intersection quelconque de clones d’opération sur A est un clone d’opération sur A .

Preuve:

Soit (C;);en une famille de clones sur A.

S Ona]ycC;, VieA (Car C; est un clone sur A pour tout i € A).
Par conséquent [T, < () C; .

ieA
& Soient m, n deux entiers non nuls.

Soient f e ([ C;)n 01(4”) , g1y gn € (()Ci) N qum) .
Ona f € Cj;/;] Of:) et g1,...,9n € C; mzeé\)im) Vi € A. Ainsi comme C; est un clone sur A
Vie A, il vient que, f[g1,...,9,] € Ci Vie A. D’ou flg1,...,9,) € [ Ci.
De ce fait, QCi est un clone sur A “ ]
Notation :

IE" On désigne par Clone(A) 'ensemble des clones d’opération sur A.

EZ" Pour tout F' € O4 on note < ' > le plus petit Clone sur A contenant F

(i.e 'intersection de tous les clones sur A contenant F) .

I¥" Pour tout F € Clone(A), on note Sub(F) := {G € Clone(A) : G ¢ F} I'ensemble

des sous clones de F

Remarque 1.2.1 :

-(Clone(A); A, v) est un treillis, on FAG := FnG et FVG :=< FUG >,V F,G € Clone(A).
-Mieux encore (Clone(A);A,V,[14,04) est un treillis borné.

-En outre, (Clone(A),C) est un treillis complet .

-Pour tout F € Clone(A), (Sub(F);S;[14, F) est treillis borné. Notons cependant que,
I’étude de ce treillis présente un intérét certain lorsque F' est un élément maximal de
(Clone(A);<)

Définition 1.2.5 :

Un clone C sur A est dit maximal lorsque, C est un élément maximal du treillis

(Clone(A); ) i.e O4 est le seul clone sur A qui contient strictement C.

Lemme 1.1 :

Un clone C sur A est mazimal si et seulement si, pour toute opération fe O4\C,

(Cu{f})=0a.
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1.3. Relations

Preuve:

Soit C € Clone(A).

=) Supposons C maximal alors, soit f € O4\C. Ona C ¢ (Cu{f})<Oy4 .

C étant maximal, il s’ensuit que : (CU{f}) =04 .

<) Réciproquement supposons que pour toute opération f € O4\C,
(Cu{f})=04.En outre supposons que C ne soit pas maximal. Alors il existe

F € Clone(A) tel que C' ¢ F ¢ Oy4. Soit foe F\C ona: (Cu{fo})c F ¢ O4 .1l sensuit
d’aprés I’hypothése que :O4 € F ¢ O4 ce qui est absurde. Par conséquent, Un clone C sur

A est maximal si et seulement si, pour toute opération f € O4\C, (CU{f}) =04 n

Définition 1.2.6 :
Soit F un clone mazimal sur A. Soit M € Sub(F).

On dit que M est un clone sous-mazximal de F lorsque, M est un élément maximal du

treillis (Sub(F); C;T14, F') ie F est le seul clone de ce treillis contenant strictement M.

1.3 Relations

Soit n e N
Définition 1.3.1 :

Une relation n-aire (ou d’arité n) sur A, est un sous-ensemble du produit cartésien A™.

Remarque 1.3.1 :

Lorsque n =1, la relation est dite unaire; lorsque n = 2, la relation est dite binaire.

Exemple 1.3.1 :
Si A :={0,1}, alors 'ensemble 6 := {(0,0); (0,1); (1,1)} est une relation binaire sur A.

0 01
On note aussi 0 = au lieu de 6 = {(0,0); (0,1); (1,1)}.
01 1
Notation :
On désigne par Rféxm) I'ensemble des relations d’arité m sur A, et par Ry = J Rﬁlm)

m<w
I'ensemble des relations finitaires (d’arité fini) sur A .

Définition 1.3.2 :
Une opération f € Og”) préserve une relation o € Rih) (ou o est invariant par f) et on

note f > o lorsque :
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1.3. Relations

arl Q12 Q1n f(@n, a12, ..., aln)

Q91 Q22 Qop f(a217 azg, ..., a2n)
Pour tout ; S €0, on a €eo

Ap1 ap2 Qhn f(&hh Ap2y .-y ahn))

En particulier, si f € 0511) (i.e [ unaire) alors f préserve une relation o € R;h) lorsque :
V (a1, as,...,ap) €0 on a (f(ar), f(az),....,f(ap)) €o.

Exemple 1.3.2 :

00121
Soit A := {0,1,2}. Considérons la relation binaire o := et définissons

1 2201
2 si(x,...,25) =(0,0,1,2,1)
Vopération 5-aire f par : f(z1,,25) =12 si (21,...,25) = (1,2,0,0,1)

0 ailleurs

0,0,1,2,1 2
On a u ) = €o. Donc f > 0.

f(1,2,2,0,1) 0
Remarque 1.3.2 :
Lorsque, f > o ou f est une fonction et o une relation, on dit que f est un polymorphisme

de o.

Notation : On désigne par Polp (p € R4) 'ensemble des polymorphismes de la relation
Ps

Inv f désigne 'ensemble des relations qui sont préservées par f; Pol R (R ¢ R,) désigne
I'ensemble des opérations sur A qui préservent toutes les relations de R et InvF ( F € O4)
désigne ’ensemble de toutes les relations sur A qui sont préservées par toute fonction
f € F. Et en fin on désignera par Pol(™p I’ensemble des fonctions d’arité n de Polp
Définition 1.3.3 :

Une relation binaire 0 sur A est appelée relation d’équivalence lorsqu’elle remplit les pro-

priétés sutvantes :
Ey) Yae A (a,a)€b (réflexivité).
Ey) Ya,be A, (a,b) € = (b,a) € (symétrie).
Es3) Ya,b,ce A, ((a,b) €0 et (b,c) €)= (a,c) e (transitivité).

NB : Une relation d’équivalence 6 sur A est dite triviale, lorsqu’elle est égale & I'une des

relations suivantes : Ay = {(z,z):x e A}; Va:=Ax A
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1.3. Relations

Exemple 1.3.3 :

Sur A:={0,1,2,3} on définit la relation 6 par :

0 :={(0,0);(1,1);(2,2);(3,3);(0,1);(1,0);(1,2);(2,1);(0,2);(2,0)} . 0 est une relation
d’équivalence non triviale sur A .

Définition 1.3.4 :

Une relation binaire < sur A est appelée relation d’ordre lorsqu’elle remplit les propriétés

suivantes :
O,) Vae A, (a,a) € < (réflexivité).
Oy) Ya,be A, ((a,b) e < et (bya)e<))=a=b (antisymétrie).

O3) Va,b,ce A, ((a,b) € < et (b,c) e <) = (a,c) e < (transitivité).

NB : Si de plus il existe m,M € A tels que :

Vre A, (m;x) € <et (x; M) € < alors on dit que < est une relation d’ordre bornée sur A.
Exemple 1.3.4 :

Sur A :={0,1,2,3} on définit :

<= {(0,0),(1,1);(2,2);(3,3);(0,1);(0,2);(0,3);(1,2);(3,2)}. <1 ainsi définit est une
relation d’ordre bornée par 0 et 2

Définition 1.3.5 :

Soit m un entier naturel non nul, T/ le sous ensemble de A™ définit par :

1= {(21, 09y ooy Tyy) € A™ 2 30, 35(0 % §) et @y =z avec 0,5 € {1,...,m} }.

1) Une relation p € A™ est dite totalement réflexive (réflexive sim =2)

lorsque TACp .

2) Une relation p € A™ est dite totalement symétrique (symétrique si m=2) lorsque
pour tout o € S, et pour tout m-uplets (x1,...,Ty,) € A™ :

(1,0, Tm) € p = (Tp(1), - To(m)) € P

NB : Sipc A™ est totalement réflexive et totalement symétrique, on définit le centre de
ppar: Cyi={xeA: Vg, ...,z €A, (T,29,...,T,) € p}.

3) Soit p une relation d’arité m sur E.

On dit que p est une relation centrale lorsqu’elle est totalement réflexive, totalement

symétrique et C, est un sous ensemble-propre non vide de L.

Remarque 1.3.3 :
Une relation centrale unaire sur A est sous ensemble propre de A (c’est a dire un sous

ensemble non vide et distinct de A).
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1.3. Relations

Exemple 1.3.5 :

Sur A:={0,1,2,3} la relation binaire définie par :

p=1(0,0);(1,1);(2,2);(3,3);(1,2); (2,1); (0,2);(2,0);(2,3); (3,2); (0,1); (1,0)} est une
relation centrale binaire et 2 est I’élément centrale de cette relation.

Définition 1.3.6 :

Soit A un ensemble fini non vide tel que : |A| = p™ ot p est un nombre premier et m € N*.
Soit + une opération binaire sur A tel que : (A, +) = Zym. La relation 4-aires A, se définie
de la fagon suivante :

Ay o= {(21, 00,3, 04) € A* 1 21 + 29 = T3 + 24}

Exemple 1.3.6 :

Soit A:={0,1,2,3,4}, p=5,m =1, A est identifier a Zs et + est 'addition dans Zs on a :
A = {(21, 22,23, 4) € L3 : 11 + 19 = T3+ 24}

Définition 1.3.7 :

Soit 1 e N\{0}. Une famille T'= {6y, ...,0,} de relation d’équivalences sur A est dite
h-réguliere avec h > 3 lorsque les conditions suivantes sont vérifiées :

1) Vie{l,...,l} 6; posséde exactement h-classes d’équivalence .

2) hsi # @ pour toute classe d’équivalence €; de 0;, Yie{1,...,1}.

Onz;lose Ar = {(@1, .., @) Vi e {1,...,h},Im = p tel que (T, ,) € 0;} . Une relation de
la forme Ar est dite réguliéere.

Remarque 1.3.4 :

Les relations réguliéres sont totalement réflexives et totalement symétriques.

Exemple 1.3.7 :

Sur A:={0,1,2,3} prenons h:=3 et [ := 1, considérons la relation d’équivalence
0:={(0,0);(1,1);(2,2);(3,3);(0,1); (1,0)} les classes d’équivalence suivant 6 sont :
[0]p:={0,1}, [2]p:= {2} et [3]g:={3} . T := {0} est 3-régulicre. La relation p définie par :
pi={(x1,x9,23) € A3: (x1,22) €0 ou (x1,23) € 0 ou (x9,x3) € 0} est de la forme Ay
Définition 1.3.8 :

Soit s une permutation sur A, le graphe de s est défini par : p:={(x,s(x)):x € A}.

s est dit sans point fize lorsque Yx € A s(x) + x.

La permutation s est dite d’ordre premier p, si elle est égale au produit de cycles deuzx @

deux disjoints et de longueur p.
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1.4. Connexion de Galois et théoréme de classification de Rosenberg

Exemple 1.3.8 :
Sur A:={0,1,2,3} la permutation s définie par : s := (01)(23) est une permutation d’ordre
0123

2 sans point fixe. Son graphe est donné par :p =
1 0 3 2

1.4 Connexion de Galois et théoréme de classification

de Rosenberg

Définition 1.4.1 :

Soient D et E deux ensembles. o : P(D) — P(E), 7 : P(E) — P(D) deuz applications.
On dit que la paire (o,7) est une connexion de Galois de D et E si pour tout X, X’ € D,
Y, Y’ c E, les conditions suivantes sont vérifiées :

(o) Xc X' =0 (X')co (X)

(b)) Yo Y =71 (Y)cT (Y)

(c) XcT0 (X)et YCST0 (V)

NB : Le théoréme qui suit fait office d’exemple de connexion de Galois

Théoréme 1.4.1 :

(Pol, Inv) est une connexion de Galois entre O et Ry .

Preuve:

Soient Iy, Fy € Oy et Ry, Ry € Ry .

1 - Supposons que R; € Ry et montrons que Pol Ry € PolR;

Soit f € PolRy et 0 € Ry . Alors 0 € Ry et puisque f € PolR,, f > o . D’ou f € PolR,

Donc PolRsy € PolR; .

2 - Supposons que F; € Fy et montrons que InvE; € InvFy . Soit 0 € InvE; et f e Fy .
Alorsfe Fr et f> o . Dot o € InvF; . Donc InvFE; € InvF)

3 - Montrons que Ry € Inv Pol R; .

Soit 0 € Ry et f € Pol R; . Alors > o . Donc Ry € Inv Pol R; .

- Montrons que Fj € Pol Inv Fj .

Soit fe Iy et oelnv Fy . Alors f > o . Donc F; ¢ Pol Inv F; .

Conclusion : (Pol, Inv) est une connexion de Galois entre Oy4 et R4. ]

Lemme 1.2 :

Soit p une relation sur A. Polp est un clone sur A .
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1.4. Connexion de Galois et théoréme de classification de Rosenberg

Preuve:
Soient neN* ie{l,...,n}, e une projection sur A et p une relation h — aire sur A.

Soit x1,...,x, € p. Alors Vie {1,...,n} on a:

| 1 n( 1 1 . .l 1
Ty Ty o Ty e (zp ) L
2 2 . .2 n( o2 .2 . .2 2
2l T1 T2 Ty, B ef( 2 a3 22 ) A
€; = =Z; €p.
h h ... h n h h h
xl (L’2 xn ei( l‘l xg xz ) ’ri

Soient f une opération k —aire de Pol p , g1, ..., gi, des opérations [ — aires de Pol p.

Alors f(g1,.., 9x) (21, -y x) = f(r (21, 2)y ooy gr(T1, -y 1))
Mais, g1(21, ..., 1), o, ge(x1, ..., ) € p (car gy, ..., gk € pol p),

Donc, f(g1(x1,-..s 1),y gr(21, ..., 21)) € pol p . Par suite, polp est un clone sur A. [ ]

Théoréme 1.4.2 (théoréme de classification de Rosenberg 1965) [10] :
Soit A un ensemble fini tel que |A| > 2.Les clones mazimaux sur A sont les clones de la

forme Polp ou p est une relation de l'une des siz classes suivantes :
1. les relations d’équivalence non triviales.
2. les relations d’ordre bornées.
3. les graphes de permutations de A sans points fives et d’ordre premier.
4. les relations de la forme {(a,b,c,d) € A* :a+b=c+d} ou (A,+) est un groupe
isomorphe & (Zym,+), avec p nombre premier et m un nombre naturel non nul .

5. les relations h-réguliéres .

6. les relations centrales.
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CHAPITRE DEUX

INTERVALLE [< Pol(1)§ >: Pol0]

Dans toute la suite, on travaillera sur 'ensemble Ej, = {0,....k—1} ou k> 1;
et 0 désigne une relation d’équivalence non trivial sur Ej a t classes Ag; A1;...; Aiq
satisfaisant : [y = [Ag| > |A1] =11 > ... > |Ai1] = li-1. A est la relation sur Ej, définie par :
Ak = {(a,a,b,b); (a,b,a,b);(a,b,b,a):a,be Ey}.
D’autre part, nous noterons D), le clone Pol@ﬂPolT,;E " (h > 2); et noterons D le clone
Pold N Pol\, . En outre, 75, désignera T}? ¥ et pour un entier non nul m, nous désignerons
par m 'ensemble {1,...,m}. Enfin Si a = (a4, ...,a,,) et b= (by,...,b,;,) sont deux éléments

de EJ", par abus nous écrirons a#b lorsque (a;,b;) € @ pour 1 <i<m

2.1 Sous clones comparables de Pol6

Définition 2.1.1 :

Soient F et G deux clones sur E.

On dit que F et G sont comparables si F € G ou G C F.

Exemple 2.1.1 :

Le clone []g, des projections sur Ej et le clone Op, de toutes les opérations finitaires sur
E} sont deux clones comparables . En effet on a : [[g, € O, .

Pour tout Clone C sur Ey , [1g, et C sont comparable. En effet, par définition d'un clone

d’opération sur Ej on a : [Ig, € C

Théoréme 2.1.1 (Burle) /1] :

les clones (ng)) ; Pol\y ; polts ; Polty ; ...; Polty, ; O, sont comparables et vérifient
(O%)) € Pol)\, € Polry € Polr € ... € Polry € Op,

Ce sont les seules clones de Op, contenant ng).
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2.1. Sous clones comparables de Polf

Corollaire 2.1.1 :
(PolM@)yc Dyc Dy < ...€ Dy € Polf

Preuve:

D’aprés le théoréme de Burle on a : (ng)) € Pol\y, € Polts C polty € ... € Polty, € Op, .
Il s’ensuit que :

Pol9n(0Y)) € Polfn PolX; € Polfn Polr; ¢ Polfn Polry < ... ¢ Polfn Polr, € PolgnOp,
. D’ou (PolM@) c Dyc Dy c ... C Dy, € Polf n

Ce corollaire nous suggere la question naturelle suivante :

D), est-il un clone sous maximal de Polf?

la réponse va venir du Lemme 14.10.8 de [6] dans laquelle 'auteur montre que,

si B5 = {a,b,c} et 0 est une relation d’équivalence avec pour classe :

Ao ={a,b} et Ay ={c} alors Polf a 13 classes maximales et D3 n’est pas membre de cette
liste.

En outre, pour o := {(a,b,c) € Es: abb;|{a,b,c}| <2}.

On montre que que D3 € Polo et que 'opération ternaire f définit sur E3 par :

a si(a,a,a)dx

f(x)=4b si(a,ca)bx

¢ ailleurs

préserve o et n’appartient pas & D3. D’ou D3 ¢ polo. par ailleurs, Polo ¢ Polf . En effet,
soit n € N, soit f € Pol(™¢ .

Soit (a1,b1), ..., (an,by) €0, on a (ay,b1,b1), ..., (an, by, by) €0

comme f € Pol(™g alors (f(ay,...,an), f(b1,....,bn), f(b1,...,b,)) € o par suite, par définition
de o, il s’ensuit que :(f(aq,...,an), f(b1,...,b,)) € ie f € Pol6.

Nous pouvons donc conclure que Dy n’est pas un clone sous maximal de Polf

Dés lors, le but de notre travail consistera a chercher les clones sous maximaux de Polf
contenant D,.

Cependant, nous commencerons notre investigation par quelques notations dont nous
ferons usage dans la suite :

Notation :

on pose M :={l;:1<i<t-1} on suppose que M = {my,...,my} avec my > mg > ... > m,.
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2.1. Sous clones comparables de Polf

Ty =1l
Nous définissons la suite (7;)o<i<, par :
T;:= Z [, pourl<i<gq
lpzm,'
En particulier on a : T, = k.
D’autre part considérons la suite (\5;)o<i<;-1 définie par :
S; =1y + ...+ ;. En particulier nous avons S;_1 = k .
Si h > ly, alors posons : m := maz{i € £, : S; < h}. Nous désignerons par ¢, la relation
d’équivalence sur {1, ..., h} satisfaisant les propriétés suivante :
(i) Si h <y alors la seule classe de ¢, est mo = {1,...,h}
(ii) Si h = 5,, alors ¢, admet m + 1 classes qui sont :
o = {1, . S()}, m = {SO +1,..., Sl},... et T, = {Sm—l +1,..., h}
(iii) Si h > S,, alors €, admet m + 2 classes qui sont :
0, 1y -y Ty, AU cas (i) et Tppq = {Sm + 1, ..., h}.

Soit n > 2 un entier,désignons par p, la relation définie sur Fj, par :
pn={(a,a,b,b)(a,b,a,b)(a,b,b,a): (a,b) €0} Si n=2

et
pn={(a1,...;an) €71, (1,)) € €, = (a4,a;) € 0} si n>2.
Lemme 2.1 :
Pour n >2, Polp, est un sous clone de Polf.
Preuve:
1= Pour n = 2.
Soient m € N*, f € Polpnm()gz). Soient (aq,b1);...; (@m, by, ) € 0. Par définition de py on a :
(a1,b1,a1,b1); .5 (Qmy by Gy b)) € p2. Mais, f € Polp, N Og:).
Par conséquent : (f(a1,...,am), f(b1, -, bm), f(a1,-..sam), f(b1,....;bm)) € pa.
De ce fait, par définition de po, il vient que (f(aq, ..., @), f(b1,...,b)) € € ce qui montre
que f € polf

1 Pour le cas n > 2 la preuve est analogue. ]

Toutefois, pour caractériser ce clone Polp,, qui occupe une place centrale dans notre

travail, nous allons introduire quelques sous ensemble de Og, .

Définition 2.1.2 :
Soient n, q des entiers positifs, soit f une opération n-aire et soit A une partie de E}}

(i) On dit que f est essentiellement unaire sur A, lorsqu’il existe une opération h sur Ej,
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2.1. Sous clones comparables de Polf

je{l,...n} tels que f(a) = (hoe})(a) pour tout a € A

(ii) On dit que f est essentiellement dépendent d’au moins deux variables sur A, si f n’est
pas essentiellement unaire sur A

(i12) On dit que f a q valeurs distincts deux & deux sur A, s’ils existent ay,...,a, € A tels
que pour 1 <i<j<gq, f(a;)# f(a;).

Définition 2.1.3 :

Soit h > 3 un entier et n un entier non nul.

Soit C:= (c1,...,cp) € (EP)" avec ¢; = (¢, ..., Cin) pour 1 <i<h.

(i) On dit que l'opération n-aire sur Ey f, est essentiellement unaire sur C, lorsque,

f est essentiellement unaire sur {ci,...,cp}

(it) On dit que C satisfait la propriété (ap,) lorsque :

pour tout (i,7) € €y, c;0c; et pour tout je{1,...,n} , (c1j,...,cn;) € Th

Soit A une partie de £}, nous désignons par Ay ’ensemble de tous les b € E}! pour lesquels

il existe a € A, tel que bba

Lemme 2.2 :

soit h > 3 , soient f une opération n-aire de Polf et C satisfaisant la propriété (ap,). Si
f est essentiellement dépendent d’au moins deux variables sur Cy et a g valeurs distinctes
deuz & deux sur Cy alors, il existe 11, ...,y € py, tels que f(r1,...,1m,) € El - py

Preuve:

Elle est similaire & la preuve du théoréme 1.4.4 de [6] pages 161 n

A présent, nous allons énoncer un théoréme qui nous permet de caractériser les polymor-
phismes de p, pour h =34, ..., k.

Soient ne N, f € O%k. Soit h € {3,4, ..., k}, V}, est I'ensemble des fonctions de Polf tels que
pour tout C' = (c1,...,cp) € (E7)" satisfaisant la propriété (apy) :

f est essentiellement unaire sur Cy ou [{f(c¢),ce Cp}| < h-1.

Théoréme 2.1.2 :

Nous avons Vi, = pol pp, pour h=3,4,.... k.
Preuve:

Nous allons établir ce résultat par double inclusion

Pa)

Premiérement montrons que V}, € Polpy,. I
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2.1. Sous clones comparables de Polf

Soit f une opération n-aire de Vj, et soit 71 := (711, ..., 7h1);s oo T = (F1ny ooy Tha ) € pp alors
c=(c1y.,cp) ot ¢; = (141, ..., 74 ) satisfait la propriété (ap,,). D’ou f est essentiellement
unaire sur Cyp ou [{f(c),ce Cp}|<h—-1.

-Si f est essentiellement unaire sur Cp, alors (f(c1),..., f(cn)) = r; pour un certains i €
{1,...,n} appartient a py,.

-Sinon, alors [{f(c1), ..., f(cn)}| < h—1. ainsi c’est un élément de py,.

Par conséquent f € Polpy,

#

Deuxiémement montrons que : Polp, € V},. I

Pour le faire, nous allons raisonner par I’absurde.

Soit f € Polpy, tels que f ¢ Vj,. Alors, il existe C satisfaisant la propriété (o, ) tel que f ne
soit pas essentiellement unaire sur Cy et admet h valeurs distinctes deux & deux sur Cjp.
Par le Lemme 2.1 | nous concluons que f ne préserve pas p, . Ce qui contredit le fait

que f € Polpy, . ]

A présent, nous allons énoncer un théoréme qui met en évidence quelques chaines de

Iintervalle [< Pol(6 >; Pol]

Théoréme 2.1.3 :
Nous avons les chaines suivantes :
(i) Pour he k—-{1} on a :
PolO n Polty, = Polr, n Polpy, ¢ Polt,,1 N Polpy, ¢ ... € Polti, n Polp, & Polpy,
(ii) < PolM@ >g Polps € ... ¢ Polpg, ¢ Polf
(11i) Pourie Ey—{0} Polps, ,+1 € Polps, ,+2 ¢ ... € Polpgs, ¢ Polf
Preuve:
(1) Soit h > 2 .D’aprés le théoréme de Burle on a :
PolOnPolt, = Polty,nPolpy, € Polt,,1nPolpy, € ... € Polti,nPolpy, € Polpi.nPolpy, € Polpy,.
Soient m € {h,h+1,....k} et a,b e E}, tels que (a,b) ¢ 0. Soient uy, ..., u,, m éléments deux
& deux distincts de E, .
Pour 1 <i<m, posons : a; := (a1, ..., Gim ) aVeC :
b sij=1

CLij =
a sinon
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Considérons 'opération f; d’arité m définie sur Ej, par :

u; sl xfa; pour un certains i tel que 1 <7<
filz) =
up sinon
Comme f est constante sur le produit des classes de § alors on a : f; € Polpy, .
D’autre part comme |[Imfi| =m, il s’ensuit que fi € Pol7,,,1 et fi ¢ Polt,,.
(ii) Comme PolM@ c Polp, alors (Pol(M8) ¢ Polpy . Cependant considérons 'opération
binaire fo définie sur Ej par :

fo(e) = x sixfy

Yy sinon
par définition de fy, on a fy € Polps Toutefois fy n’est pas essentiellement unaire.
Par conséquent,{PolM0) ¢ Polp, .
Par ailleurs, le fait que : ps = {(a,b,c,d) € E} : 3d € Ej, A (a,b,c,d) € po} , nous pouvons
conclure que Polps € Polps.
Cependant, notons que cette inclusion est stricte. En effet, soit (a,b) € 0 tel que a #b .

Considérons 'opération binaire g; définis sur Ej, par :

a si(z,y) €{(a,a),(a,b),(b,a)}

b sinon

g1(x,y) =

On a g; € Polps et g, ¢ Polps .

D’out Polps & Polps .

Soit h e {3,...,S0 - 1}.

Pour montrer que Polp, ¢ Polpp,1, il suffit de montrer que Vj, & V11 .

Dés lors, soit f € thO](ET) et C':= (cq, ..., cne1) € (EP)ML satisfaisant la propriété (cpe1n).
Alors C":= (cq, ..., c,) satisfait la propriété (ayp,,) et ona: Cy=Cj) .

De ce fait f € Vj,1. Il reste a établir que I'inclusion est stricte.

Dés lors Soient a, b € E} tel que (a,b) € 6 et a # b. Soient uy;...; uy, h éléments deux a deux

distincts de Ap . Pour 1 <i < h, posons a; := (a1, ..., a;p) avec :

b sii=j

a sinon
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Considérons 'opération f3 d’arité h définie sur Fj, par :

u; sl x=a; pour un certains i tel que 1 <i<h
fs(z) =

u;  sinon
On a f3€ V1.
D’autre part, comme I'mf3 € Ag et |[Imf3| = h alors f3 ¢ V},.
Cependant, pour h =Sy on a f3 ¢ Vs,.
D’autre part on a f3 € Polf, il s’ensuit que Polpg, ¢ Polf .
(iii) Soient i € B, — {0} et h € S; = Si_y tel que h # Sy . Pour montrer que Polpy, & Polpy.1
il suffit de montrer que Vj, ¢ Vj,,1.
Dés lors soient f € thOg;) et C:= (c1, ..., cper1) € (EP)*1 satisfaisant la propriété (ap1,,)
alors C':= (cy, ..., c) satisfait la propriété (o) et Cp = Cj . De ce fait, f € Vj,q Il reste
a établir que 'inclusion est stricte. Pour ¢ € Ey, si |A;| = 1 alors choisissons a;,b; € A; tel
que a; = b;. Sinon choisissons a;,b; € A; tel que a; # b; .
Soient wy, ..., u;, h éléments deux a deux distincts de Ej, satisfaisant (i, 7) € e, = u;0u; .

Pour 1< < h, posons a; := (a;1, ..., a;,) avec :
bo sii=jeSy
bm sii =j € Sm,1

am sii#jet (4,7) € (Sm— Sm-1)?

ag ailleurs

Notons que la matrice M := (a;;) est symétrique .

Considérons l'opération f; d’arité h définie sur E} par :

U; sixz=aq;
fi(@) =3 uy, stz ¢{a;:1<i<h} et zfa; pour un certain j

u;  ailleurs

ou o(z) :=min{j:z0a;} .

Le fait que, f; € Polf et |Imf,| = h, nous pouvons conclure que : fy € Vj1.

Par ailleurs on a fy ¢ Vj, . Cependant, pour h=S; on a f; ¢ Vs, et fy € Polf.

Par conséquent, Polpg, ¢ Polf . ]
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2.2 Sous clones incomparables de Polf

Définition 2.2.1 :
Soient F' et G deux clones sur Ej,.

On dit que F et G sont incomparables si F ¢ G et G ¢ F.

A présent, nous allons énoncer un résultat qui caractérisé les entiers u et v pour lesquels

les clones Polp, et Polp, sont incomparables

Théoréme 2.2.1 :

sotent 1,5 € By tels que 1 < j et S;,5; € Tiw1 =T} pour un certain | tel que 0 <1< g—1 soient
m,n deux entiers tels que : 0 < m,n < my.

St Si+m, Sj+mn €Ty =T alors Polpg, i et Polps;.m sont incomparables.

Preuve:

Nous allons établir le résultat pour m =0 et n =1 . Pour les autres cas, ils se déduisent
de fagon analogue . De ce fait montrons donc que Polps, et Polp,;.1 sont incomparables.

Soit a¢ | J A; . Considérons l'opération binaire hy définie sur Ej par :
li>m+1

r osi | A2
hl (.T, y) = lp>my+1
a sinon

On a hy € Polps, et hy ¢ Polps, 1.

D’autre part, soit ag € Ay, Considérons 'opération binaire ho définie sur E} par :

x Si (x7y) € U A]2)—1

0<p<i

ha(z,y) = ] y si(z,y)eA?

ag ailleurs

On a hy € Polpg,.1 et hy ¢ Polps, []
Corollaire 2.2.1 :

Soient 1,j € Ey tels que i < j et S;,S; € Ty — 1} pour un certain [ tels que : 0 <1< q—1.
Soient m, n 2 entiers tels que 0 < m,n <myq. Soit he k—{1,S;+m,S; +n}.

St Si+m, Sj+n €Ty —T; alors Polpy 0 Pols, ., et Polpy, n Polps,., sont incomparables.
Preuve:

Elle est similaire a la preuve du théoréme précédent . [
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L’exemple suivant nous montre que les clones de la forme Polp,, ne sont pas les seuls sous
clones de Polf contenant Pol(Mf. Nous utiliserons 1'application ¢ : £, — F,

deéfinie par :¢p(z) =i si x € A; pour définir quelques relations.
Exemple 2.2.1 :

Considérons l’ensemble Ej; := {0,1,2,3} et la relation d’équivalence 6 sur E,; ayant pour
classes d’équivalence : Ag := {0,1,2} et A; := {3}.

Soit p’ la relation d’arité 4 définie par :

p'={(a,b,c,d) € E;: (p(a),p(b),p(c),o(d) € Aa} . On a (PolM§) c Polp' .

Soit f I'opération d’arité 3 définie sur F, par :

f£(1,0,0) :=0; f(0,1,0) :=1; f(0,0,1) :=2; f(3,y,2) =3 pour y, z € E,

et f(x,y,z):=0 ailleurs . On a f € Polp'.

En effet, soient (z1,y1,21,t1); (22, Yo, 22, 12); (3, Y3, 23, 3) € 0.

Posons X := (z1,x9,23);Y = (y1,y2,y3); Z = (21, 22, 23); T := (t1, 2, t3) .

Si 3¢ {x1,y1, 21} alors t; € Ay et dans ce cas nous avons :

(f(X), (), [(Z), f(T)) e Ag < p'

Si 3 €{x,y1, 2} alors :

(z1,y1,21) € A :=={(3,u,v);(3,3,v);(3,u,3);(3,3,3); (u,3,v); (u,v,3); (u,3,3) : u,v € Ag}.
Donc (f(X), f(Y),f(2), f(T)) € Q avec :
2:={(3,a,b,3);(3,3,a,b);(3,a,3,b);(3,3,3,3); (a,3,b,3); (a,b,3,3); (a,3,3,b) : a,b e Ap}.
Cependant, €2 c p’ . Il s’ensuit que f € Polp’ .

Par ailleurs, comme f(1,0,0) :=0; f(0,1,0) := 1; £(0,0,1) := 2; f(3,3,3) = 3, il vient que,
f ¢ polps et f ¢ Polpy ou ps:={(a,b,c)eE}:{a,b,c}?cb;|{a,b,c} <2}

et py:={(a,b,c,d) € E}: {a,b,c,d}? < 0;|{a,b,c,d}| < 2}.

De ce fait, Polp’ ¢ Polp; .

Notons par ailleurs que : Polp’ ¢ Pol6.

En effet, considérons 'opération ternaire g définie sur 4 par :

9(1,0,0) :=0;¢(0,1,0) :=1;¢(0,0,1) :=2; (3,3,3) =3 et g(x,y,2) =0 ailleurs.

Comme g est constante sur le produit des classes de 6, il vient que g € Polf .
Cependant, on a :

(3,0,0,3):(3,3,0,0) € p’ et (9(3,3,3),9(0,3,3),9(0,0,0), ¢(3,0,0)) = (3,0,0,0) ¢ .
Ainsi g ¢ Polp’, donc Polp’ ¢ Polf .

Moralité :

Dans cet exemple, nous avons établis que Polp’ est un sous clone de Polf contenant
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'ensemble des fonction unaire de Polf (ie Pol(M0) et que Polp’ n’est pas un sous clone de
Polp; . Ainsi Polp’ est contenu dans un clone sous-maximal de Polf contenant Pol()@ . De
ce fait dans 'optique d’identifier ce clone sous-maximal, nous allons définir une nouvelle

relation.

Soit n € N tel que n > 2 Dans toute la suite on désignera par : p!, la relation définie sur

E}. par :
o= {(a,b.e,d) € BL: ((a).0(0), 0(c) o(d) €A} Sim=2
et
oh={(ar,...,an) € EF : (p(ay),...,p(a,)) € TEt} Sin>2
Posons :

Ly ={(a1,...,a,) € E} : (a;,a;) €8 pour certains i,j tels que 1<i<j<n}

Par définition de I';, on a I';, € Polp], pour n > 2.

Dés lors, quand n >t (ie quand n est supérieur aux nombres de classe d’équivalence t
de@)ona:p, =L}

Lemme 2.3 :

Polpl, & Pol et pour n>2 Polp;, ¢ Polf.

Preuve:

1 Montrons que Polp}, ¢ Polf.

Soient m € N, f e Pol(™pl, (ay,b1), ... (am,bpm) €6 .

Alors (ay,b1,b1,01), ., (Amy by b, b)) € ply . De ce fait, comme f € Pol(™pl, on a :
(f(ar,.ceyam), f(b1y ey b))y f(b1y ey b))y f(b1y oy bi)) € phy

Par conséquent, (f(ay,...,am), f(b1,...,bm)) €6 . Donc, Polp), € Polf.

Justifions & présent que cette inclusion est stricte.

Soit a € Ay et ¢ € A; Considérons 'opération ternaire h définie sur Ej, par :

c siz,y,zeA
hzx,y,z) =
a sinon
On a h e Polf.
Cependant, (c,a,a,c);(c,c,a,a) € py et nous avons :

(h(c,c,c);h(a,c,c);h(a,a,a);h(c,a,a)) = (c,a,a,a) ¢ pl .
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D’ou Polpl, ¢ Polf.
1 Pour conclure justifions que pour n > 2 Polp!, ¢ Polf. Considérons 1'opération binaire
h’ définie par :
a si(z,y)=_(a,a)
h(z,y) =
c sinon

On a h' € Polp!, et h' ¢ Polf .
Par conséquent, Polp], ¢ Polf ]

Avant la description de ces clones, nous allons définir quelques sous ensembles de Op, .
Soit h € {3,4,...,k}, W), est 'ensemble des opérations f € Pol"0 tels que :
pour tout C = (c1,...,cp) € (EM)"[{jeEr: f(co)nA; #0} <h—1ouil existe i € {1,...,n}

de sorte que Vz,y € ¢y, (x;0y; = f(x)0f(y))

Lemme 2.4 :

On a : Wy, = Polp; n Polt) pour h=3,4,....k

Preuve:

1> Premiérement nous allons montrer que W, ¢ Polp; .

Soient f € Wy n ng) s 1= (P11, oy Th) ooy T = (Tiny oy Thn) € pf, €t C = (c1, ..., ) Ol
¢i = (riy ...y 7in). Alors, comme f € W), on a :

{jeE: f(Cy)nA;#}<h-1ouilexisteie{l,..,n} tel que :

Va,ye Cy,xby; — f(x)0f(y) .

Il s’ensuit dés lors que : il existe p,q € {1,...,—h} , p # ¢ de sorte que f(c,)0f(c,).

Par conséquent f(r1,...,m,) = (f(c1), ..., f(cn)) € p}, Donc f € Polp,.

1> Deuxiémement pour conclure nous allons établir I'inclusion inverse Polp) ¢ W},. Pour
le faire nous allons raisonner par I’absurde.

Soit f € Polp), supposons que f ¢ W), alors il existe C' € (E")" tel que pour tout i € {1,...,n}
il existe x,y € Cyp avec z;0y; et (f(z), f(y)) ¢ 0 et [{j € Er: f(Cy)nA;}| =h . Dés lors
par une approche similaire a celle de la preuve du lemme 2.1 ,il s’ensuit f ¢ Polp). Ce qui
contredit le fait que f € Polp; . Ainsi Polp, ¢ W}, ]
Définition 2.2.2 :

Une opération n-aire f sur Ey. préserve relativement 0 s’il existe i € {1,...,n} tels que pour

tout © = (x1,...,20),y = (Y1, ... Yn) € E} 2;0y; = f(2)0f(y).

Notation :

On désigne par B’ I'ensemble des opérations préservant relativement 6.
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Lemme 2.5 :

B’ est un clone d’opération sur Ej,

Preuve:

= On a [[g, ¢ B’

En effet, soit €], [1g, - Soient x = (21,...,2,), y = (Y1, -, Yp) € £,

On a: e)(x) = et e)(y) =y, . Ainsi si 2,;0y; alors e} (x)0e)(y) . Par suite ¢} € B'.
Dot [I, € B’ .

1 B’ est fermé pour la composition.

En effet, soit f € ng) NnB’ . Soient ¢, ...,gm € Og;) nB’ .

Comme f € B’ alors il existe i € {1,...,m} tel que :

pour tout x = (21,...,2,), y = (Y1, ..., yn) € B,

on ait g;(2)0g:(y) = f(g1(2), -, gm(2))0f (91(y), -, gm(¥)) -

Cependant, comme g; € B’ alors il existe j; € {1,...,n} tel que z;,0y;, = g:;(x)09:(vy) .
Par conséquent, il existe j; € {1,...,n} tel que :

25,0y, = f(g1(2), .-, g (2))0f (91(y), -, ()

D’ou B’ est fermé pour la composition. [
Théoréme 2.2.2 :

Nous avons les chaines suivantes :

(i) < PolM@ >& B' & Polpy, & Polf n Polp G ... & Polf n Polp}, & Polf

(i) Pour h € {2,...,t}, < PolM@ > Polpsn Polp), & ... & Polps, n Polp; & Pold n Polp,
(11i) Pourie Ey,—{0} et he{2,...,t},

Polpg, ,+1n Polp; & Polps, ,+2 0 Polp) & ... & Polps, n Polp;, & Polt n Polp; .

(iv) Pour h e k—{1} et h’ € {2,....t}, Polp, n Polp,, & Polpy n Polp}, ;.

Preuve:
(i) Comme Pol(Mf c Polpl, alors on a (PolM8) c Polpt,.
Soit (a,b) €6 tel que a # b, alors considérons 1'opération binaire f définie sur Ej, par :

a si(z,y)e{(a,a),(a,b),(ba
PP (O YRR CONCONCEDY

b sinon

On a f € Polp), en outre f n’est pas essentiellement unaire . D’ou (Pol(M6) ¢ Polpl, .
D’autre part, le fait que pj = {(a,b,c) € E} : 3d € E}, (a,b,c,d) € ph}

Nous pouvons conclure que Polp), ¢ Polps .
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Soit (a,b) ¢ 6 . Considérons 'opération binaire g défini sur Fj par :

a si(z,y)0u avec u € {(a,a),(a,b),(b,a)}
9(@,y) =
b sinon
On a g € Polpyn Polf et g ¢ Polpl, Par conséquent, Polp), ¢ Polf n Polp}.
Soit h € {3,...,t - 1} nous allons montrer que Polf n Polp} ¢ Polf n Polp,
Pour le faire, il suffit de montrer que : W), ¢ Wj,,1 .
Soient f e W,nO% , C = (c1, ..., Cha1) € (ER) 1) tel que {i € Ey: f(Co)nA; =@} =h+1
alors pour C":= (cq,...,cp) et C7 == (¢1, ey Cpot, Chy1) -
Nous avons : [{i € Ey: f(Cy)nA; #@} ={ie E,: f(C79)nA;i#a}|=h .
Donc CjnC”¢ # @. De ce fait il existe j € {1,...,n} tel que :
Va,y e Cy,x;0y; = f(x)0f(x) .Par conséquent f € Wj,1. Dés lors il reste a établir que
I'inclusion est stricte.
Soient a,b € Ej de sorte que (a,b) ¢ 6 .Considérons uy,...,u, h éléments deux a deux
distincts de classes de 6 .
Pour 1 <i < h, posons a; := (a1, ..., ;) OU :
b sii=j
ai; =
a sinon

Considérons 'opération f définie sur EFj par :

u; si xfa; pour un certain i tel que 1 <i<h
f(x) =

uy; sinon
On a f € Wy, . En outre, le fait que |{i € Fy: Imf n A; #+ @}| = h, implique que f ¢ W),.
Par conséquent, Wy, ¢ W,
Dés lors, pour h =t, ona: f ¢ W, . Or fe@ .il s’ensuit que : Polf n Polp, ¢ Polf .
(ii) Soient h € {2,...,t} et (a,b) €0 tel que a # b . Alors considérons l'opération binaire h
définie sur Ej, par :

a si(z,y)eb
h(z,y) =

b sinon

Par définition de h, nous avons h € Polp, n Polp;. Toutefois, notons que h n’est pas

essentiellement unaire . De ce fait, (Pol(V8) c Polps n Polp, . Rappelons par ailleurs
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que, f € Polps n Polp,. En outre, f ¢ Polp, (En effet, (a,a,b,b);(a,b,a,b) € py et
f((a,a,b,b)(a,b,a,b)) ¢ ps) Par suite Polp, n Polp), ¢ Polpsn Polp) .

Soit h' € {3,...,80 — 1} en remplacant h par h’ dans la définition de l'opération h — aire
de la preuve de (ii) du théoréme 2.1.3 nous obtenons une fonction préservant pj,1 et pj .
Cependant , elle ne préserve pas py. Par conséquent, Polp) n Polp; & Polpy.1 0 Polp; et
Polpg, n Polp) < Pol n Polp;,

(iii) Soient i € E, - {0}, he{2,....,t} et pe{1,....;S; - Si—1-1}.

Comme Vs, 4p & Vs, 4ps1 alors Polpg, ., N Polp; € Polps, | ps1 0 Polp) .

Pour i € Ey, si |A;] = 1 alors choisissons a;, b; € A; tels que a; = b;. Sinon choisir a; # b; .
D’autre part, soient wuq,...,u; 1 éléments deux & deux distincts de Ej (ot [ := S;_1 + p)
satisfaisant : (4, j) = w;0u;.

Supposons |Ag| > 2 alors pour 1 <4 <[ posons a; := (ay;, ..., a;) avec :
bo sij=ieS,

b S1j =i €S~ S

U Sij#iet jeSy —Sm-

[y

aog  ailleurs

Par définition des (a;)i<i O a ay,...,a; € p;. Soit i € {1,...,1} posons y; := (a1, ...,a;) -
Considérons l'opération f d’arité 1 définie sur Ej par :

U; six =y

f(r)= Uo(zy Sia¢{y;:1<i<h} et 210y; pour un certain j;

Uy ailleurs

ou o(z) =min{j: 10y }

Comme f € Polf et |Imf| = h alors f € Vj,; . Cependant, f ¢ Vj, . Par conséquent,
f € Polp, donc f € Polp),

Maintenant, nous allons supposer que |[Ag] = 2 . Alors pour i € {1,2} posons a; :=
(ayi,...,ay;) ou :

a; sij=3

by sij=4

CL]‘1=<
am sij>4et jeSy,— S

b, ailleurs
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et
ag sije{l,3,4}
b() si j =2

Ao =
Qpy  S1J €85, —S,_1 pour un certain j pair

b, siJ €Sy — S pour un certain j impair

On a ay;as € py

Pour 1 <i <[, posons y; := (a;1;a:2) et considérons l'opération f d’arité 1 définie sur Ej,
par :

u; si x =y; pour un certain i tel que 1 <i<h

f(r)= Ugp(z)y ST ¢{y;:1<2<h} et z0y;; pour un certain j;
(z) J

Uy ailleurs

ot o(z) =min{j: z10y; }
Comme f € Polf et |Imf| = h alors f € Vj,1 . Cependant, f ¢ V,, . Par conséquent,
f € Polp), donc f € Polp) .
Dés lors pour h =S; on a f € Wg, par ailleurs, f € Polf .
Il s’ensuit que : Polpg, n Polp; & Polt n Polp;,.
(iv) Soient he k- {1}, h’'et - {1} et a,b € E} tels que (a,b) ¢ 0.
Soient uq, ..., up h’ éléments deux & deux distincts de Ej, de sorte que deux d’entre eux ne
soient pas dans une méme classe de 6 .
Pour 1 <4 <A posons : a; := (a1, ..., a;p) Ol :

b sit=j

a;j =
a sinon

Considérons 'opération f d’arité h’ définie sur E} par :

u; si xfa; pour un certain i tel que 1<i <1
f(x) =

up sinon

Comme f est constante sur le produit des classes de 6, il s’ensuit que : f € Polpy,.
Ainsi, {ie E;: ImfnA; +#+ @} =h" et (f(a;), f(a;)) ¢0 pour 1<i<j<h
De ce fait, f € Polp,,,, et f ¢ Polp,, [ ]
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CHAPITRE TROIS

QUELQUES CLONES
SOUS-MAXIMAUX DE
L’ INTERVALLE [< Pol(1)§ >: Pol0)]

Dans ce chapitre, nous allons présenter deux grandes formes de clones sous maximaux
de l'intervalle [< Pol(D >; Polf], en 'occurrence la forme Polpr, et la forme Polfn Polp.
Toutefois, il est important de rappeler que :

0 désigne une relation d’équivalence non trivial sur Ej a t classes Ag; Ay;...; Aiq
satisfaisant lo = |Ag| > |A1| =11 > ... > |Ay_1| = li-1. et que pour i € Ey, A; = {a;, ..., aq,}.
Par ailleurs, M = {[;: 1<i<t-1}

et on suppose que M = {my,...,m,} avec my >mg > ... > m,

3.1 Clones sous maximaux de la forme Polpr,

D’apres le (ii) du Théoréme 2.1.3 nous avons vu que les clones de la forme Polpy,
(2 < h < Sp) étaient des sous clones de Pol contenant les fonctions unaire de Polf. A
présent nous allons montrer que certains de ces clones sont sous-maximaux dans Polf.
Théoréme 3.1.1 :

Pourie{0;...;q} , Polpr, est un clone sous-mazimal de Polf

Preuve:

Soit i € {0,...,q} et l:==max{je E: S;eTi} o Sj=1lp+...+1; .

On a S; = T; Soit f € Pol(™6\Polpr, . Posons F =< Polpr, u{f} > nous allons montrer
que F' = Polf. D’aprés le Théoréme 2.1.3 on a Polpr, ¢ Polf . Par ailleurs, {f} ¢ Pol6.

Par conséquent, < Polpr, U{f} >c Polf . 1l reste & montrer I'inclusion inverse .
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Pour le faire nous allons simplifier les notations en posant : m :=T;.
Au préalable comme f € Pol(™6\ Polp,y,,

il existe uy, .., U, € P, avec u; = (U, ..., Upy;) pour @ = 1,...,n tel que :

f(uu, P uln)

f(’UQl,...,'ngn) ¢pm

f(umb HS) umn)
Ainsi F contient une fonction d’arité n, qui préserve 6. Nous pouvons donc supposer que,
pour 1<j<m

Qpj si ] € &

f(Ujl,...,an) =
Qi S1jES,—Sp1et j=8,1+p, 1<i<n

Dés lors, soit h € Pol(" nous allons établir que, he F' . Nous distinguons deux cas :

#

17 cas : [Imh| <m I

® Si h € Polp,, alors h € F car F :=< Polp,, u{f} >

& Sih ¢ Polp,, alors il existe ¢y, ..., ¢, avec ¢; = (€14, ..., Ci) pour i =1, ..., 7 tel que :

]’L(CH, ceny Cl,«) \

h(621,...7027-) ¢p

h(le, ey Cmr)

Nous pouvons donc supposer que, pour 1 <j<m

Qaoj si ] Ei
]’L(le,...,CjT) =
Aip SijE&—Sn_letj:Sn_1+p,léiSn

Pour 1 < s < n, nous définissons h, 'opération d’arité r par :

Ujs si h(z) = ag;

hs(x) =
Ugs;_+p)s St W(T) = ajp, et j#0
Le fait que u; € p,, pour i = 1,...,r, nous pouvons conclure que hg € Polp,, pour s=1,...n

par conséquent, hg € F pour s =1,....,n . De ce fait, comme F est un clone d’opération sur
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3.2. Clones sous maximaux de la forme Polf n Polp,

Ey et que h(x) = f(hi(x),...,h,(x)), il s’ensuit que h € F' Ainsi F contient toute opération
sur Ej d’arité inférieur ou égal & m .
® Sim =k alors F' = Polf
& On suppose que m < k alors I'opération binaire g définie par :
r siz¢ AgU...UA

g(z,y) =
Yy sinon

ot [ :=max{j € E;: S; € T;} préserve la relation p,, . De ce fait g € Polp,,
par conséquent g € F

#

2ieme cag 1 |Imh|>m I

% Sih € Polp,, alors h € F' car F':=< Polp,, u{f} >

2 Si h ¢ Polp,, alors, considérons les deux opérations d’arité r, hy et hy définis par :

a si h(x)e Agju...U A
() = | 01 (z) 0 l

h(x) sinon

o) = h(x) sih(z)eAgu..UA

ap1 sinon

hy préserve p,, (ie hy € Polp,,), ho € PolO et |[Imhsy| =m

Par conséquent, hy, hy € F' . En outre comme h(z) = g(hi(z), ha(z)) De ce fait, il vient
que, h € F' (Car F est un clone) |

3.2 Clones sous maximaux de la forme Polf n Polp,

D’aprés le (i) du Théoréme 2.2.2, nous avons vu que le clone Polf n Polp; était un
sous clone de Polf contenant les fonctions unaire de Polf. Maintenant, nous allons voir

la sous-maximalité de ce clones.
Théoréme 3.2.1 :

Polf npolp, est un clone sous-mazximal de Polf

Preuve:
Soit f € Pol(M\Polp,, posons F :=< (Polf n Polp,) u{f} >.

Nous allons montrer que, F' = Polf.
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3.2. Clones sous maximaux de la forme Polf n Polp,

Comme Polf n Polp, ¢ Polf et f € Pol(™§), il s’ensuit que < (Pold n Polp,) u {f} >c Polf
ie F' ¢ Polf .
Il reste & montrer que Polf ¢ F' . Soit h € Pol("™)@ nous allons établir que h € F

¥ Premiérement supposons que [{i€ F;: Imhn A; + @}| <t

Alors h préserve p, ie h € Polp,. Or h € Polf), ainsi h € Pol n Polp, .
Par suite, h e F' .

¥ Deuxiémement supposons que [{i€ FE;: Imhn A; + @}| =t

Nous allons établir par induction sur |[Imh| que h € F'

i Nous commencons avec le cas [Imh| =t.

Posons Imh :={ay,...,a;-1} ot aj € A; pour j=0;..;t—-1.

Cependant, comme f € Pol(™§ — Polp, il existe Uy,...,U, € p, avec U; = (ug;, e U(t-1)3)
pour i = 1,...,n tels que : f(Uy,...,U,) ¢ p,. Par ailleurs d’aprés le (i) du théoréme 2.2.2 on
a < Pol'f) > Polf n Polp, € F par conséquent F contient les fonctions unaire préservant
6 . De ce fait nous pouvons supposer que f(u;1,...,u;,) = a; pour j =0,...t — 1. Dés lors

pour ¢ = 1;...;n considérons 'opération h; d’arité m, définie par :
hi(z) =uj; si h(x) = a;

Le fait que pour tout i = 1;...;n U; € p;, Pon peut conclure que h; € Polp,, d’ott h; € F .
En outre h(z) = f(hi(x),...,h,(z)) de ce fait comme F est un clone on h e F' .

1= Soit p un nombre entier naturel non nul. Supposons que pour tout h € Polf tel que
|[Imh|<ponahekF .

Soit h € Pol(™§ tel que [Imh| = p+1 posons I'mh := {ag, ...,a,} ot a; € A; pour j =0,...,t-1

et a; € Ag . Dés lors considérons les opérations m-aires h; et ho définies respectivement

par :
ap  si h(x) + a;
hl(ZE) =
a; sinon
h(z) sih(z)+a
hQ(ZL’) =

aop sinon
On a |[Imhy| = 2 et [Imhy| = p. D’autre part hy,hy € Polf . De ce fait par hypothese

d’induction, il s’ensuit que hq, ho € F'.
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3.3. Applications

Cependant, considérons l'opération binaire g définie sur Fj, par :

a; sixz=a;etyeAy
9(z,y) =
y  sinon

Comme pour tout (x1,y1), (2,y2) € EZ, y10ys = g(x1,y1)09(x2, y2) alors g préserve ¢
et p, . Ainsi g € Polf n Polp, Dés lors, comme h(z) = g(hi(x), ho(z)) on peut conclure
que h € F'. [

3.3 Applications

Les différents clones sous-maximaux obtenus dans toutes la suite s’obtiennent par
application des Théorémes 3.1.1 et Théoréemes 3.2.1. Quant aux différentes chaines men-
tionnées dans les différents cas ci-dessus, elles proviennent du (i) (respectivement (ii)) du

théoréme 2.2.2 (respectivement du théoréme 2.1.3)

3.3.1 Cas de E5:={0,1,2}

Sur E5 := {0,1,2}, nous avons exactement 3 relations d’équivalence non triviales et

elles sont représentées par leurs classes d’équivalence comme suite :
01: Ag={1,2}, A ={0}
01 Ap={0,2}, A ={1}

93 : AO = {0, 1}, Al = {2}
Toutes ces relations étant du méme type, nous allons appliquer nos résultats uniquement

pour 6.

On a : le nombre de classe t =2, [y := |Ag| =221 := |A1| =1, M ={1,2}, my :=2>mgy:=1.
To=2,T1=2,T,=3 Sy=2, 5 =3.

A Clones sous-maximaux correspondant dans ce cas :

Polpy, Polps et Polf; n Polp,

012111222
0121222171
avec pg = ;
012212121
012221112
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3.3. Applications

ps ={(a1,a2,a3) €e73:(i,j) €3 = (aiaaj) €0}

ot 73 = E3\{(a,b,c) € E3 : |{a,b,c}| =3}

et py = {(a,b,¢,d) € E} : (p(a), p(b),¢(c), p(d)) € A}

ou )\22

o o O

0

— = =
- o O

1

oS = O

1

_— = O

0

1
1
0
0

1
0
1

0

o O =

1

et p(0) =1,(1) =9(2)=0

D Quelques chaines correspondantes :

- (PolMoy) ¢ Polp,y & Polb;
- (PolM6,) ¢ B" ¢ Polf; n Polpl, ¢ Polb;.

3.3.2 Casde E;:={0,1,2,3}

Sur E4 :={0,1,2,3}, nous avons exactement 13 relations d’équivalence non triviales,

regroupées en trois types et elles sont représentées par leurs classes d’équivalence comme

suite :
Type 1
01: Ao:={1,2,3}, A :={0}
02 AO = {07273}7 Al = {1}
03 AO = {07 17 3}7 Al = {2}
0,: Ap:={0,1,2} A;:={3}
Type 11
95 AO = {O, 1}, Al = {2,3}
06 AO = {0, 2}, Al = {1,3}
0: : Ap:={0,3}, A;:={1,2}
Type III
08 : AO = {0, 1}, Al = {2} A2 = {3}
09 : AO = {0, 2}, Al = {1} AQ = {3}
910 AO = {073}7 Al = {1} A2 = {2}
011 Ap:={1,2}, A;={0} Ay:={3}
912 AO = {173}7 Al = {O} A? = {2}
s Ao={2,3}, Ai={0} Ay:={1}
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3.3. Applications

A présent, nous allons appliquer nos résultats a un représentant de chaque type,
notamment a 6y, 05 et 5.

ww Pour 6, @ Ag:={1,2,3}, A;:={0}

On a : le nombre de classe t =2, [y := |Ag| =3 > 11 :=|A1| =1, M ={1,3}, my :=3>mgy:=1.
q=|M|=2,Ty=3,1T1=3,T,=4, Sy = 3.

& Clones sous-maximaux correspondant dans ce cas sont :

Polps, Polpy et Polt n Polpj.

avec ps = {(ay,a2,a3) € 73: (i,)) € €3 = (a;,a;) € 01}

ou 73 = E3\{(a,b,c) € E3 :|{a,b, c}| = 3} et 3 est défini par son unique classe m = {1,2,3};
pa={(a1,a2,a3,a4) €74: (3,5) € €4 = (a;,a;) €01}

ou 74 = EN\{(a,b,¢,d) € E} :|{a,b,c,d}| = 4} et e4 est défini par ses classes d’équivalence
7o ={1,2,3}, m = {4};

py={(a,b,c,d) € B} : (p(a), p(b), p(c), p(d)) € Ao} ot p(0) = 1,0(1) = (2) = (3) =0

ot o = {(a,a,b,b): (a,b,a,b); (a,b,b,a) - a,be {0,1,2,3}}

& Quelques chaines correspondantes :

- (PolM@y) ¢ Polpy & Polps & Polb,y

_(Pol,) & B ¢ Polé, n Polp, & Pol).

i Pour 05 : Ag:={0,1}, Ay :={2,3}

On a : le nombre de classe t =2, [y == |Ag| =221, == |Ay| =2, M ={2}, m; :=2.
g:=|M|=1,Ty=2,Ti=4 S =2,5, = 4.

& Clones sous-maximaux correspondant dans ce cas :

Polpy, Polpy et Pols n Polpl,.

avec pa = {(a,a,b,b);(a,b,a,b);(a,b,b,a): (a,b) € 05}

pa={(a1,a2,a3,a4) €74: (3,75) € €4 = (a;,a;) € 05}

ou 74 = EN\{(a,b,¢,d) € E} : |{a,b,c,d}| = 4} et e, est définie par ses deux classes
mo={1,2}; m = {3,4} et p, = {(a,b,c,d) € E} : (p(a), p(b), p(c), p(d)) € A2} on

©(0) =p(1) =0,0(2) = ¢(3) =1, \y = {(a,a,b,b);(a,b,a,b); (a,b,b,a) : a,b e {0,1,2,3}}.
& Quelques chaines correspondantes :

- (PolM5) ¢ Polpy ¢ Polbs

- (PolM65) ¢ B ¢ Polbs n Polply, ¢ Pols.

w5 Pour g : Ag:={0,1}, Ay := {2} Ay:={3}

On a : le nombre de classe t =3, lg:= |Ag| =2 > 11 == |A1| = 1 > 1y := |[Ay| = 1, M ={1,2},
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3.3. Applications

ml::2>m2::1.q::|M|:2, TOZQ,T1:2,T2:4 50:3,8124,5225.

A Clones sous-maximaux correspondant dans ce cas :

Polp,, Polpy et PolOgn Polps.

01211122 2

012122211
Avec py =

012212121

012221112

pa={(a1,a2,a3,a4) €74: (3,5) € €4 = (a;,a;) € O}

ou 7y = E\{(a,b,¢,d) € E} : |{a,b,c,d}| = 4} et e4 est définie par ses deux classes
mo={1,2,3}; m = {4} et py = {(a,b,c,d) € E} : (p(a), (), ¢(c),p(d)) € 73} ot

p(0) =¢(1) = 0,0(2) = (3) =1, 75 = E{\{(a,b,¢) € E} : [{a, b, c}| = 3}.

S Quelques chaines correspondantes :

- (PolM@g) ¢ Polpy ¢ Polbs

- (PolMbg) ¢ B" ¢ Polpy, ¢ Polfs n Polpy & Polbs.

3.3.3 Cas de E;:={0,1,2,3,4)

Sur E5:={0,1,2,3,4}, nous avons exactement 50 relations d’équivalence non triviales.
Nous pouvons classer ces 50 relations suivants 5 types, dont un représentant de chaque
type est donné par :

Typel  6;: Ay:={0,1,2}, Ay :={3,4}

Type IT 6y : Ag:={0,1,2,3}, A;:={4}

Type III 65 : Ay:={0,1,2}, Ay = {3} Ay = {4}
Type IV 0, : Ag:={0,1}, Ay :={2,3} Ay:={4}

Type A% 95 . AO = {0, 1}, Al = {2} AQ = {3} A3 = {4}
A présent, nous allons appliquer nos résultats pour chaque type.

= Type |

0 : Ag:={0,1,2}, Ay :={3,4}

On a : le nombre de classe t =2, [y := |Ag| =3 > 11 := |A1| =2, M ={2,3}, my :=3 >my:=2.
g:=|M|=2, Ty=2Ti=2Ty=5 Sy = 3.

& Clones sous-maximaux correspondant dans ce cas sont :

Polps, Polps et Polf; n Polpl,.

ps ={(a1,a2,a3) €13 : (i,)) € €3 = (%aj) €01}
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ou 73 = E3\{(a,b,c) € E2 : [{a,b,c}| = 3} et g5 est définie par sa classes my = {1,2,3}
pa ={(a,b,c.d) € B : (p(a), p(b), 0(c),0(d)) € A2} o

p(0) = (1) =0,0(2) =¢(3) = 1, ps = {(a1,a2,a3,a4,05) € 75 : (i, ) € €5 = (a;, ;) € 61}
ou 75 = E2\{(a,b,c,d,e) € E2 : [{a,b,c,d,e}| =5} et 5 est définie par ses classes :

o =1{1,2,3}, m ={4,5}

S Quelques chaines correspondantes :

- (PolM@y) ¢ Polpy ¢ Polps & Polb,

- (PolM6,) ¢ B" ¢ Polf; n Polpl, ¢ Polb;.

1= Type II

Oy 0 Ap:=1{0,1,2,3}, A, := {4}

On a : le nombre de classe t =2, lg:= |Ag| =4 > 1, := |A1| =1, M ={1,4}, my =4 >mgy:=1.
q:=|M|=2Ty=4,T1 =4,T, =5 Sy = 4.

& Clones sous-maximaux correspondant dans ce cas :

Polpy, Polps et Polty, n Polp)

pa={(a1,a2,a3,a4) €14: (i,5) €4 = (a;,a;) € b}

ot 74 = EZ\{(a,b,¢,d) € E{ : [{a,b,c,d}| = 4} et g4 est définie par sa classes m = {1,2, 3,4}
p2={(a,b,c,d) € B} : (o(a), (b), ¢(c), p(d)) € A2} ot

0(0)=p(1) =p(2) =p(3) =0,¢(4) =1, et X\ = {(a,a,b,b),(a,b,a,b),(a,b,b,a) :a,be Es}
ps = {(a1,az,a3,a4,a5) € 75 : (i,)) € 5 = (a;,a;) € 61}

ot 75 = E2\{(a,b,c,d,e) € E2: [{a,b,c,d,e}| =5} et 5 est définie par ses classes :

7o =1{1,2,3}, m = {4,5}

& Quelques chaines correspondantes :

- (PolMb,) ¢ Polpy & Polps & Polpy & Pol6y

- (PolM6y) ¢ B' ¢ Polpl, ¢ Polb,.

= Type III

05 : Ag:={0,1,2}, Ay :={3} Ay:={4}

On a : le nombre de classe t = 3, lo == [Ag| =321 == |A1| =12y := |As] =1, M ={1,3},
my=3>me:=1.q:=|M|=2,Ty=3,T1=3,To=5 Sy =3.

& Clones sous-maximaux correspondant dans ce cas :

Polps, Polps et Polfs n Polpl.
Avec pP3 = {(al,ag,(lg) €T3 (l,]) €3 — (CLZ’,CL]‘) € 93}

ot 73 = E3\{(a,b,c) € E3: |{a,b,c}| = 3} et 3 est définie par sa classe my = {1,2,3}
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ps ={(a1,a2,as3,a4,a5) € 75 (i,7) € €5 = (a;,a;) € 03}

ou 75 = E2\{(a,b,c,d,e) € E3 : [{a,b,c,d,e}| = 5} et e5 est définie par ses classes my =
{1,2,3}, m = {4,5}

& Quelques chaines correspondantes :

- (PolM@3) ¢ Polpy ¢ Polps ¢ Polfs

- (PolMg3) ¢ B" ¢ Polp, ¢ Polfs n Polpy & Polfs.

1= Type IV

01 Ag:={0,1}, Ay :={2,3} Ay:= {4}

On a : le nombre de classe t =3, lp:= |Ag| =2 > 11 == |A1| =2 > 1y := |Ay| = 1, M ={1,2},
my=2>me:=1.q:=|M|=2,Ty=2,T1 =4,To =5 Sy =2.

& Clones sous-maximaux correspondant dans ce cas :
Polpy, Polpy, Polps, PolOyn Polpi.
Avec pg = {(a,a,b,b), (a,b,a,b),(a,b,b,a): (a,b)e€by}

pa={(a1,a9,a3,a4) €74: (3,75) € €4 = (a;,a;) € 04}
ou 74 = EN\{(a,b,¢,d) € Ef : |[{a,b,c,d}| = 4} et £4 est définie par ses classes my = {1,2},
m ={3,4}.
ps = {(a1,a9,a3,a4,a5) €75 : (i,5) € 5 = (a;,a;) € 4}
ou 75 = E2\{(a,b,c,d,e) € E2 : |{a,b,c,d,e}| =5} et £5 est définie par ses classes my = {1, 2},
m ={3,4}, my = {5}
2 Quelques chaines correspondantes :
- (PolM,) ¢ Polpy ¢ Polb,
- (PolM4) ¢ B" ¢ Polpy, ¢ Polyn Polpy & Polf,.

1= Type V

05 : Ap = {0,1}, Ay = {2} Ay := {3} A3 := {4}. On a : le nombre de classe ¢ = 4,
lo=]Aol =220l =[A)|=121y:= A =12 13:=|A3] =1, M ={1,2}, my :=2>my:= 1.
q=|M|=2,Ty=2,T1=2,T5,=5, Sp=2,5, =3,5 =4.

& Clones sous-maximaux correspondant dans ce cas :

Polps, Polps, PolOs; n Polp).
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3.3. Applications

Avec py =

o o o O
T =
N NN N
w W W W

0
0
1
1

_ O = O
o =) = O

Ps = {(al,ag,ag,a4,a5) €Ty (Z,j) €y — (ai7aj) € 04}

0

S = O =

o O =

1

ou 75 = E2\{(a,b,c,d,e) € E2 : |{a,b,c,d,e}| =5} et £5 est définie par ses classes my = {1, 2},

m = {3} et my = {4,5}

D Quelques chaines correspondantes :

- (PolM6s5) ¢ Polpy ¢ Polfs

- (PolM@5) ¢ B" ¢ Polpy, ¢ Polfs n Polpy ¢ Polfs n Polp, € Polfs.
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APPORTS PEDAGOGIQUES

Ce travail nous a permis de nous outiller sur deux plans :

1 Sur le plan de la forme

& La rédaction de ce mémoire nous a permis de voir comment peut étre structuré un

cours.

S En outre, la saisie de ce travail nous a permis de nous familiariser au logiciel de saisie

LATEX qui est un excellent logiciel pour la saisie des épreuves et lecons au lycée

i=Sur le plan du fond

La notion de relation d’équivalence nous a permis d’avoir une meilleurs perceptions des
concepts tels que

D les partitions en analyse combinatoire ;

& ainsi que la notion de partage équitables.

S En outre ce travail nous a permis d’étudier des structures algébriques plus générale

que les espaces vectoriels, notamment les algébres universels, ce qui nous présente une vue

plus globale des structures algébriques étudiées au lycée.
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CONCLUSION

Dans ce travail nous avons donné une description de I'intervalle de clones
[< PolM@ >; Polf] on 6 est une relation d’équivalence non triviale sur un ensemble
a k éléments. En outre nous avons caractérisé principalement deux formes de clones
sous-maximaux de cet intervalle et enfin nous avons appliqué les principaux résultats
aux ensembles Fj3, Ey et Fs. Cependant, il serait envisageable, de déterminer d’autres
formes, pourquoi pas toutes les formes possibles de clones sous maximaux de l'intervalle

[< PolM@ >; Polf]. Ceci pouvant faire 'objet de travaux ultérieurs.
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