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RESUME

Soit k ∈ N tel que k ≥ 3, θ une relation d’équivalence non triviale sur Ek = {0, ..., k − 1}
avec t classes. On sait d’ après le théorème de classification de Rosenberg (1965) que le

clone Polθ (des opérations sur Ek préservant θ) est un clone maximal au sens de l’inclu-

sion, dans le treillis des clones d’opération sur Ek. Désignons par Pol(1)θ l’ensemble de

toutes les opérations unaires de Polθ. Dans ce travail nous caractérisons quelques éléments

maximaux de l’intervalle de clones [Pol(1)θ, Polθ] et décrivons quelques chaines de cet

intervalle .

Mots clés : Relation d’équivalence non triviale, clones sous-maximaux, polymorphismes,

fonction unaire , clones comparables .
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ABSTRACT

Let k ∈ N such that k ≥ 3, θ a nontrivial equivalence relation on Ek ∶= {0, ..., k−1} with

t classes. It is known from Rosenberg’s classification theorem( 1965) that the clone Polθ

(of operations on Ek preserving θ) is a maximal clone in the inclusion-ordered lattice of

clones on Ek. We denote by Pol(1)θ the set of all unary operations of Polθ. In this work ;

we characterize some maximal elements of the interval of clone [Pol(1)θ,Polθ] and des-

cribe some chains of this interval.

Keys words : nontrivial equivalence relation, submaximal clones, polymorphism, unary

operation, comparables clones

KAM TSEMO ©E.N.S de Yaoundé v 55ieme promotion DI.P.E.S II. 2016



Table des matières

DÉDICACE i

REMERCIEMENTS ii

Déclaration sur l’honneur iii

RESUME iv

ABSTRACT v

INTRODUCTION 1

1 PRÉLIMINAIRES 2

1.1 Treillis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2 Fonction et clones de fonctions sur un ensemble fini . . . . . . . . . . . . . . 6

1.3 Relations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.4 Connexion de Galois et théorème de classification de Rosenberg . . . . . . . 12

2 INTERVALLE [< Pol(1)θ >;Polθ] 14

2.1 Sous clones comparables de Polθ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.2 Sous clones incomparables de Polθ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3 QUELQUES CLONES SOUS-MAXIMAUXDE L’INTERVALLE [< Pol(1)θ >
;Polθ] 29

3.1 Clones sous maximaux de la forme PolρTi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.2 Clones sous maximaux de la forme Polθ ∩ Polρ′t . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.3 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.3.1 Cas de E3 ∶= {0,1,2} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

KAM TSEMO ©E.N.S de Yaoundé vi 55ieme promotion DI.P.E.S II. 2016



Table des matières

3.3.2 Cas de E4 ∶= {0,1,2,3} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.3.3 Cas de E5 ∶= {0,1,2,3,4} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

APPORTS PÉDAGOGIQUES 40

CONCLUSION 41

Bibliographie 42

KAM TSEMO ©E.N.S de Yaoundé vii 55ieme promotion DI.P.E.S II. 2016



INTRODUCTION

Dans [3], S.Kerkhoff, R.poschel et F.M.Schneider donnent une brève introduction sur

la théorie des clones, ils expliquent l’importance de l’étude des clones et présentent plu-

sieurs résultats et problèmes ouvert sur ce sujet. Un de ces problèmes est la détermination

de clones sous-maximaux dans le treillis de clones sur un ensemble à k éléments. Ce pro-

blème est résolu seulement pour k = 2 et k = 3 (voir [2], [4], [5], [8] ou [9]). Toutefois,

plusieurs résultats dans la littérature sur les clones sous-maximaux, concerne les clones

sous-maximaux sur les ensembles finis. Ce travail fait suite à certains travaux effectués sur

la détermination des clones sous-maximaux des polymorphismes d’une relation d’équiva-

lence non triviale θ sur un ensemble à k éléments. Dans [12] il est donné une classification

de toutes les relations binaires centrale ρ sur Ek de sorte que : le clone Polθ ∩ Polρ soit

maximal dans Polθ . Dans [13], il est question de chercher toutes les relations binaires ρ

tel que le clone Polρ soit un sous-clone maximal inf-irréductible de Polθ. Cependant, dans

ce travail nous donnons une description de l’intervalle [< Pol(1)θ >;Polθ] où θ est une

relation d’équivalence non triviale sur un ensemble à k éléments et caractérisons quelques

clones sous-maximaux de cet intervalle. L’ossature ce travail est le suivant : Dans le cha-

pitre 1, nous présentons quelques notions de bases indispensables pour la suite. Par la

suite nous abordons le vif du sujet dans le chapitre 2 en donnant une description de l’in-

tervalle [< Pol(1)θ >;Polθ] où θ est une relation d’équivalence non triviale sur un ensemble

à k éléments. Enfin dans le chapitre 3 il est question pour nous, d’appliquer les résultats

obtenus sur E3 ∶= {0,1,2} ; E4 ∶= {0,1,2,3} et E5 ∶= {0,1,2,3,4}.
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Chapitre Un

PRÉLIMINAIRES

Dans ce chapitre nous présentons quelques notions indispensables pour notre travail.

1.1 Treillis

Définition 1.1.1 :

On appelle opération binaire sur un ensemble non vide L, toute application ω de L × L
dans L.
Exemple 1.1.1 :

- L’addition + et la multiplication × sont des opérations binaires sur R.

Définition 1.1.2 :

On appelle treillis, un triplet (L,∧,∨) ; où L est un ensemble non vide, ∧ et ∨ deux

opérations binaires sur L et vérifiant les propriétés suivantes :
P1 : (a) ∀ x, y ∈ L, x ∨ y = y ∨ x

(b) ∀ x, y ∈ L, x ∧ y = y ∧ x (commutativité)

P2 : (a) ∀ x, y, z ∈ L, (x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z)
(b) ∀ x, y, z ∈ L, (x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z) (associativité)

P3 : (a) ∀ x ∈ L, x ∨ x = x
(b) ∀ x ∈ L, x ∧ x = x (idempotence)

P4 : (a) ∀ x, y ∈ L, x = x ∨ (x ∧ y)
(b) ∀ x, y ∈ L, x = x ∧ (x ∨ y) (absorption)

Remarque 1.1.1 :

Cette définition de treillis est dite algébrique.

Exemple 1.1.2 :

1) Soit E un ensemble non vide . L ∶= (P (E);∩,∪) est un treillis.

2) Soit L ∶= {0,1}, ∧ ∶= + dans Z2 et ∨ ∶= × dans Z2 . L ∶= (L;∧,∨) est un treillis.
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1.1. Treillis

Définition 1.1.3 :

Un treillis (L,∧,∨) est dit distributif lorsque les propriétés suivantes sont vérifiées :

i) ∀ x,y,z ∈ L, x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)
ii) ∀ x,y,z ∈ L, x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z).

Proposition 1.1.1 :

Soit (L,∧,∨) un treillis. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) ∀ x,y,z ∈ L, x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)
ii) ∀ x,y,z ∈ L, x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z).

Preuve:

Soient x, y, z ∈ L.

(i) Ô⇒ (ii)
(x ∨ y) ∧ (x ∨ z) = [(x ∨ y) ∧ x] ∨ [(x ∨ y) ∧ z] (D’après (i))

= x ∨ [(x ∨ y) ∧ z] (Par absorption de ∧)
= x ∨ [(x ∧ z) ∨ (y ∧ z)] (Par commutativité du ∧ et d’après (i))

= (x ∨ (x ∧ z)) ∨ (y ∧ z) (par associativité de ∨)
= x ∨ (y ∧ z) (par absorption de ∨ )

D’où (x ∨ y) ∧ (x ∨ z) = x ∨ (y ∧ z)

(ii) Ô⇒ (i)
(x ∧ y) ∨ (x ∧ z) = [(x ∧ y) ∨ x] ∧ [(x ∧ y) ∨ z] (D’après (ii))

= x ∧ [(x ∧ y) ∨ z] (Par absorption de ∨)
= x ∧ [(x ∨ z) ∧ (y ∨ z)] (par commutativité du ∨ et d’après (ii))

= (x ∧ (x ∨ z)) ∧ (y ∨ z) (par associativité de ∧)
= x ∧ (y ∨ z) (par absorption de ∧ )

D’où (x ∨ y) ∧ (x ∨ z) = x ∨ (y ∧ z) ∎
Remarque 1.1.2 :

les propriétés i) et ii) étant équivalentes, il s’ensuit que, dans la pratique, pour montrer

qu’un treillis est distributif, il suffit d’établir i) ou ii).

Exemple 1.1.3 :

Soit E un ensemble non vide. L ∶= (P (E);∩,∪) est un treillis distributif.

Proposition 1.1.2 :

Soit L un ensemble muni d’une relation d’ordre partiel ≤. L ∶= (L,≤) est un treillis si et

seulement si, pour tout x,y ∈ L Sup≤{x, y} et Inf≤{x, y} existent dans L.
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1.1. Treillis

Preuve:

(A) Si (L,∨,∧) est un treillis, alors on définit la relation d’ordre ≤ sur L par :

∀x, y ∈ L,x ≤ y⇔ x = x ∧ y.
(B) Si (L,≤) est un ensemble ordonné, alors on définit les opérations binaires ∨ et ∧
dans L par :

x ∨ y = sup{x, y} et x ∧ y = inf{x, y} ∀x, y ∈ L.
Supposons que L est un treillis et ≤ la relation définie en (A)

→ Soit x ∈ L. De x ∧ x = x, on a : x ≤ x. Donc ≤ est réflexive.

→ Soient x, y ∈ L tels que x ≤ y et y ≤ x. Alors x = x ∧ y et y = y ∧ x. Puisque x ∧ y = y ∧ x
alors x = y. D’où ≤ est antisymétrique.

→ Soient x, y, z ∈ L tels que x ≤ y et y ≤ z. Alors x = x ∧ y et y = y ∧ z ; donc x = x ∧ y =
x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z = x ∧ z ; ceci entraine x ≤ z.
D’où ≤ est transitive.

Ce qui montre que ≤ est un ordre partiel sur L.

→ Soient x, y ∈ L. Montrons que sup{x, y} et inf{x, y} existent dans L.

On a : x = x ∧ (x ∨ y) et y = y ∧ (y ∨ x) = y ∧ (x ∨ y) ; donc x ≤ x ∨ y et y ≤ x ∨ y et par

suite, x ∨ y est un majorant de {x, y}.
Maintenant, si x ≤ u et y ≤ u alors x∨u = (x∧u)∨u = u et y∨u = u ; donc (x∨u)∨(y∨u) =
u∨u = u. (x∨y)∧u = (x∨y)∧[(x∨y)∨u] = x∨y. D’où x∨y ≤ u et donc x∨y = sup{x, y}.
On a x∧ y = (x∧ y)∨x et x∧ y = (x∧ y)∨ y ; donc x∧ y ≤ x et x∧ y ≤ y et par suite, x∧ y
est un minorant de {x, y}.
Maintenant, si u ≤ x et u ≤ y alors u = u∧x = u∧y ; donc u∧(x∧y) = (u∧x)∧y = u∧y = u.
D’où u ≤ x ∧ y et donc x ∧ y = inf{x, y}.
Donc L est un ensemble partiellement ordonné tel que ∀x, y ∈ L, sup{x, y} et inf{x, y}
existent dans L.

Supposons que L est un ensemble partiellement ordonné tel que ∀x, y ∈ L, sup{x, y} et

inf{x, y} existent dans L et supposons les opérations ∨ et ∧ définies en (B).

→ Soient x, y ∈ L. Alors sup{x, y} = sup{y, x} et inf{x, y} = inf{y, x}. Donc x ∨ y = y ∨ x
et x ∧ y = y ∧ x.
→ Soient x, y, z ∈ L.
Alors sup{x, y ∨ z} = sup{x, sup{y, z}} = sup{x, y, z} = sup{sup{x, y}, z} = sup{x ∨ y, z}.
Donc x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z. De même, on montre que x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z.
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1.1. Treillis

→ Soit x ∈ L. Alors sup{x,x} = x et inf{x,x} = x. Donc x = x ∨ x et x = x ∧ x.
→ Soient x, y ∈ L. Alors on a sup{x, inf{x, y}} = x et inf{x, sup{x, y}} = x.
Donc x = x ∨ (y ∧ z) et x = x ∧ (y ∨ z).
Donc L est un treillis. ∎
Exemple 1.1.4 :

Soit X un ensemble non vide et P(X) l’ensemble des parties de X. Alors, (P(X),⊆) est

un treillis.

En effet pour tous A et B éléments de P(X), A ∪B = sup{A,B} et A ∩B = inf{A,B}.
Définition 1.1.4 :

Un treillis L ∶= (L;≤) est dit complet lorsque, pour toute partie A de L, Sup≤A et Inf≤A

existent.
Exemple 1.1.5 :

Soit E un ensemble non vide. E ∶= (P (E);⊆) est un treillis complet.

Définition 1.1.5 :

Un treillis (L;∧,∨) est dit borné, lorsqu’il existe u,v ∈ L tels que : ∀x ∈ L, u ≤ x et x ≤ v
Dans ce cas, on note le treillis borné (L;∧,∨;u, v) ou (L;≤;u, v).
Exemple 1.1.6 :

Soit E un ensemble non vide. L ∶= (P (E),∩,∪,∅,E) est un treillis borné.

Remarque 1.1.3 :

Notons que le treillis L ∶= (P (E),∩,∪,∅,E), occupe une place centrale en informatique

théorique, ainsi qu’en topologie. En fait, c’est grâce à ce treillis qu’on établit le lien

qui existe entre la notion de filtre au sens algébrique et au sens topologique. En effet,

rappelons ces différentes notions de filtres.

Filtre en algèbre

Soit (A;∧,∨) un treillis. Soit F une partie non vide de A.

F est filtre lorsque pour tout a, b ∈ A on a :

i) a, b ∈ F Ô⇒ a ∧ b ∈ F
ii) a ≤ b et a ∈ F Ô⇒ b ∈ F .
Filtre en topologie

Soit E un ensemble non vide. Soit F une partie non vide de P (E).
F est un filtre sur E lorsque pour tout A,B ∈ P (E) on a :

i) A,B ∈ F Ô⇒ A ∩B ∈ F
ii) A ⊆ B et A ∈ F Ô⇒ B ∈ F .
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1.2. Fonction et clones de fonctions sur un ensemble fini

1.2 Fonction et clones de fonctions sur un ensemble fini

Dans toute la suite, sauf mention contraire, A désigne un ensemble fini de cardinal

supérieur ou égale à 1. Soit n∈ N.
Définition 1.2.1 :

On appelle fonction ou opération n-aire sur A, toute application f : An Ð→ A. On note

f (n) et n désigne l’aritè de f .

On désigne par O(n)A l’ensemble des opérations n-aire sur A, et par OA ∶= ⋃
n≥1

O
(n)
A l’ensemble

des opérations finitaires ( d’arité fini) sur A.

Exemple 1.2.1 :

Soit G un groupe multiplicatif fini et n ≥ 2.

-L’application f ; Gn Ð→ G définie par : f ( x1, x2, . . . ,xn ) = x1⋅ x2 ⋅ . . .⋅ xn est une

opération n-aire sur G.

-L’application qui à chaque élément de G associe son inverse est une opération d’arité 1.

Soit n un entier naturel non nul, soit i un entier tels que 1 ≤ i ≤ n.
Définition 1.2.2 :

On appelle ime projection n-aire sur A et on note eni l’opération définie par :

eni (x1, x2, ..., xn) = xi pour tout x1, x2, ..., xn ∈ A .

Notation : Nous désignerons par ∏A l’ensemble des projections sur A.

Définition 1.2.3 :

Soient m, n deux entiers non nuls. Soient f ∈ O(n)A , g1, ..., gn ∈ O(m)A . On appelle composée

de f et des (gj)1≤j≤n l’opération m-aire noté f[g1, ..., gn] définie par :

pour tout a ∈ Am, f[g1, ..., gn](a) ∶= f(g1(a), ..., gn(a))

Définition 1.2.4 :

Un sous ensemble F de OA est appelé un clone d’opération sur A ou simplement un clone

sur A, lorsque les propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) F contient ∏A ;

(ii) F est stable (ou fermé) pour la composition ;

i.e , si f ∈ F ∩O(n)A et g1, ..., gn ∈ F ∩O(m)A alors f[g1, ..., gn] ∈ F.

Exemple 1.2.2 :

- ∏A est un clone sur A ;

- OA est un clone sur A.
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1.2. Fonction et clones de fonctions sur un ensemble fini

Proposition 1.2.1 :

Une intersection quelconque de clones d’opération sur A est un clone d’opération sur A .

Preuve:

Soit (Ci)i∈Λ une famille de clones sur A.

. On a ∏A ⊆ Ci, ∀i ∈ Λ (Car Ci est un clone sur A pour tout i ∈ Λ).

Par conséquent ∏A ⊆ ⋂
i∈Λ

Ci .

. Soient m, n deux entiers non nuls.

Soient f ∈ (⋂
i∈Λ

Ci) ∩O(n)A , g1, ..., gn ∈ (⋂
i∈Λ

Ci) ∩O(m)A .

On a f ∈ Ci ∩ O(n)A et g1, ..., gn ∈ Ci ∩ O(m)A ∀i ∈ Λ. Ainsi comme Ci est un clone sur A

∀i ∈ Λ, il vient que, f[g1, ..., gn] ∈ Ci ∀i ∈ Λ. D’où f[g1, ..., gn] ∈ ⋂
i∈Λ

Ci.

De ce fait, ⋂
i∈Λ

Ci est un clone sur A ∎

Notation :

� On désigne par Clone(A) l’ensemble des clones d’opération sur A.

� Pour tout F ⊆ OA on note < F > le plus petit Clone sur A contenant F

(i.e l’intersection de tous les clones sur A contenant F) .

� Pour tout F ∈ Clone(A), on note Sub(F ) ∶= {G ∈ Clone(A) ∶ G ⊆ F} l’ensemble

des sous clones de F

Remarque 1.2.1 :

-(Clone(A);∧,∨) est un treillis, où F ∧G ∶= F ∩G et F ∨G ∶=< F ∪G >, ∀ F,G ∈ Clone(A).
-Mieux encore (Clone(A) ;∧,∨,∏A,OA) est un treillis borné.

-En outre, (Clone(A),⊆) est un treillis complet .

-Pour tout F ∈ Clone(A), (Sub(F) ;⊆;∏A, F ) est treillis borné. Notons cependant que,

l’étude de ce treillis présente un intérêt certain lorsque F est un élément maximal de

(Clone(A);⊆)

Définition 1.2.5 :

Un clone C sur A est dit maximal lorsque, C est un élément maximal du treillis

(Clone(A);⊆) i.e OA est le seul clone sur A qui contient strictement C.

Lemme 1.1 :

Un clone C sur A est maximal si et seulement si, pour toute opération f ∈ OA/C,
⟨C ∪ {f}⟩ = OA.
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1.3. Relations

Preuve:

Soit C ∈ Clone(A).
Ô⇒) Supposons C maximal alors, soit f ∈ OA/C. On a C ⊊ ⟨C ∪ {f}⟩ ⊆ OA .

C étant maximal, il s’ensuit que : ⟨C ∪ {f}⟩ = OA .

⇐Ô) Réciproquement supposons que pour toute opération f ∈ OA/C,

⟨C ∪ {f}⟩ = OA . En outre supposons que C ne soit pas maximal. Alors il existe

F ∈ Clone(A) tel que C ⊊ F ⊊ OA. Soit f0 ∈ F /C on a : ⟨C ∪ {f0}⟩ ⊆ F ⊊ OA . Il s’ensuit

d’après l’hypothèse que :OA ⊆ F ⊊ OA ce qui est absurde. Par conséquent, Un clone C sur

A est maximal si et seulement si, pour toute opération f ∈ OA/C, ⟨C ∪ {f}⟩ = OA ∎

Définition 1.2.6 :

Soit F un clone maximal sur A. Soit M ∈ Sub(F).

On dit que M est un clone sous-maximal de F lorsque, M est un élément maximal du

treillis (Sub(F );⊆;∏A, F ) ie F est le seul clone de ce treillis contenant strictement M.

1.3 Relations

Soit n ∈ N
Définition 1.3.1 :

Une relation n-aire (ou d’arité n) sur A, est un sous-ensemble du produit cartésien An.

Remarque 1.3.1 :

Lorsque n = 1, la relation est dite unaire ; lorsque n = 2, la relation est dite binaire.

Exemple 1.3.1 :

Si A ∶= {0,1}, alors l’ensemble θ ∶= {(0,0); (0,1); (1,1)} est une relation binaire sur A.

On note aussi θ =
⎛
⎜
⎝

0 0 1

0 1 1

⎞
⎟
⎠
au lieu de θ = {(0,0); (0,1); (1,1)} .

Notation :

On désigne par R(m)A l’ensemble des relations d’arité m sur A, et par RA ∶= ⋃
m<ω

R
(m)
A

l’ensemble des relations finitaires (d’arité fini) sur A .

Définition 1.3.2 :

Une opération f ∈ O(n)A préserve une relation σ ∈ R(h)A (ou σ est invariant par f) et on

note f ⊳ σ lorsque :
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1.3. Relations

Pour tout

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a11

a21

⋮
ah1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

;

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a12

a22

⋮
ah2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

;... ;

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a1n

a2n

⋮
ahn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

∈ σ, on a

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

f(a11, a12, ..., a1n)
f(a21, a22, ..., a2n)

⋮
f(ah1, ah2, ..., ahn)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

∈ σ

En particulier, si f ∈ O(1)A (i.e f unaire) alors f préserve une relation σ ∈ R(h)A lorsque :

∀ (a1, a2, ..., ah) ∈ σ on a (f(a1), f(a2), ..., f(ah)) ∈ σ.

Exemple 1.3.2 :

Soit A ∶= {0,1,2} . Considérons la relation binaire σ ∶=
⎛
⎜
⎝

0 0 1 2 1

1 2 2 0 1

⎞
⎟
⎠
et définissons

l’opération 5-aire f par : f(x1,⋯, x5) ∶=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2 si (x1, ..., x5) = (0,0,1,2,1)

2 si (x1, ..., x5) = (1,2,0,0,1)

0 ailleurs

On a
⎛
⎜
⎝
f(0,0,1,2,1)
f(1,2,2,0,1)

⎞
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎝

2

0

⎞
⎟
⎠
∈ σ. Donc f ⊳ σ.

Remarque 1.3.2 :

Lorsque, f ⊳ σ où f est une fonction et σ une relation, on dit que f est un polymorphisme

de σ.

Notation : On désigne par Polρ (ρ ∈ RA) l’ensemble des polymorphismes de la relation

ρ,

Inv f désigne l’ensemble des relations qui sont préservées par f ; Pol R (R ⊆ RA) désigne

l’ensemble des opérations sur A qui préservent toutes les relations de R et InvF ( F ⊆ OA)
désigne l’ensemble de toutes les relations sur A qui sont préservées par toute fonction

f ∈ F . Et en fin on désignera par Pol(n)ρ l’ensemble des fonctions d’arité n de Polρ

Définition 1.3.3 :

Une relation binaire θ sur A est appelée relation d’équivalence lorsqu’elle remplit les pro-

priétés suivantes :
E1) ∀a ∈ A, (a, a) ∈ θ (réflexivité).

E2) ∀a, b ∈ A, (a, b) ∈ θ⇒ (b, a) ∈ θ (symétrie).

E3) ∀a, b, c ∈ A, ((a, b) ∈ θ et (b, c) ∈ θ) ⇒ (a, c) ∈ θ (transitivité).

NB : Une relation d’équivalence θ sur A est dite triviale, lorsqu’elle est égale à l’une des

relations suivantes : ∆A ∶= {(x,x) ∶ x ∈ A} ; ∇A ∶= A ×A

KAM TSEMO ©E.N.S de Yaoundé 9 55ieme promotion DI.P.E.S II. 2016



1.3. Relations

Exemple 1.3.3 :

Sur A∶= {0,1,2,3} on définit la relation θ par :

θ ∶= {(0,0); (1,1); (2,2); (3,3); (0,1); (1,0); (1,2); (2,1); (0,2); (2,0)} . θ est une relation

d’équivalence non triviale sur A .

Définition 1.3.4 :

Une relation binaire ≤ sur A est appelée relation d’ordre lorsqu’elle remplit les propriétés

suivantes :
O1) ∀a ∈ A, (a, a) ∈ ≤ (réflexivité).

O2) ∀a, b ∈ A, ((a, b) ∈ ≤ et (b, a) ∈ ≤)) ⇒ a = b (antisymétrie).

O3) ∀a, b, c ∈ A, ((a, b) ∈ ≤ et (b, c) ∈ ≤) ⇒ (a, c) ∈ ≤ (transitivité).

NB : Si de plus il existe m,M ∈ A tels que :

∀x ∈ A, (m;x) ∈ ≤ et (x;M) ∈ ≤ alors on dit que ≤ est une relation d’ordre bornée sur A.

Exemple 1.3.4 :

Sur A ∶= {0,1,2,3} on définit :

≤1∶= {(0,0), (1,1); (2,2); (3,3); (0,1); (0,2); (0,3); (1,2); (3,2)}. ≤1 ainsi définit est une

relation d’ordre bornée par 0 et 2

Définition 1.3.5 :

Soit m un entier naturel non nul, τAm le sous ensemble de Am définit par :

τAm ∶= {(x1, x2, ..., xm) ∈ Am ∶ ∃i,∃j(i ≠ j) et xi = xj avec i,j ∈ {1, ...,m} }.
1) Une relation ρ ⊆ Am est dite totalement réflexive (réflexive si m = 2)

lorsque τAm ⊆ ρ .

2) Une relation ρ ⊆ Am est dite totalement symétrique (symétrique si m=2) lorsque

pour tout σ ∈ Sm et pour tout m-uplets (x1, ..., xm) ∈ Am :

(x1, ..., xm) ∈ ρ ⇐⇒ (xσ(1), ..., xσ(m)) ∈ ρ
NB : Si ρ ⊆ Am est totalement réflexive et totalement symétrique, on définit le centre de

ρ par : Cρ ∶= {x ∈ A ∶ ∀x2, ..., xm ∈ A, (x,x2, ..., xm) ∈ ρ}.
3) Soit ρ une relation d’arité m sur Ek.

On dit que ρ est une relation centrale lorsqu’elle est totalement réflexive, totalement

symétrique et Cρ est un sous ensemble-propre non vide de Ek.

Remarque 1.3.3 :

Une relation centrale unaire sur A est sous ensemble propre de A (c’est à dire un sous

ensemble non vide et distinct de A).
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Exemple 1.3.5 :

Sur A ∶= {0,1,2,3} la relation binaire définie par :

ρ ∶= {(0,0); (1,1); (2,2); (3,3); (1,2); (2,1); (0,2); (2,0); (2,3); (3,2); (0,1); (1,0)} est une

relation centrale binaire et 2 est l’élément centrale de cette relation.

Définition 1.3.6 :

Soit A un ensemble fini non vide tel que : ∣A∣ ∶= pm où p est un nombre premier et m ∈ N∗.

Soit + une opération binaire sur A tel que : (A,+) ≅ Zpm. La relation 4-aires λ+ se définie

de la façon suivante :

λ+ ∶= {(x1, x2, x3, x4) ∈ A4 ∶ x1 + x2 = x3 + x4}

Exemple 1.3.6 :

Soit A∶= {0,1,2,3,4}, p = 5,m = 1, A est identifier à Z5 et + est l’addition dans Z5 on a :

λ+ = {(x1, x2, x3, x4) ∈ Z4
5 ∶ x1 + x2 = x3 + x4}.

Définition 1.3.7 :

Soit l ∈ N/{0}. Une famille T∶= {θ1, ..., θl} de relation d’équivalences sur A est dite

h-régulière avec h ≥ 3 lorsque les conditions suivantes sont vérifiées :

1) ∀i ∈ {1, ..., l} θi posséde exactement h-classes d’équivalence .

2)
l

⋂
i=1

εi ≠ ∅ pour toute classe d’équivalence εi de θi, ∀i ∈ {1, ..., l}.
On pose λT ∶= {(x1, ..., xh) ∶ ∀i ∈ {1, ..., h},∃m ≠ p tel que (xm, xp) ∈ θi} . Une relation de

la forme λT est dite régulière.

Remarque 1.3.4 :

Les relations régulières sont totalement réflexives et totalement symétriques.

Exemple 1.3.7 :

Sur A ∶= {0,1,2,3} prenons h ∶= 3 et l ∶= 1, considérons la relation d’équivalence

θ ∶= {(0,0); (1,1); (2,2); (3,3); (0,1); (1,0)} les classes d’équivalence suivant θ sont :

[0]θ ∶= {0,1}, [2]θ ∶= {2} et [3]θ ∶= {3} . T ∶= {θ} est 3-régulière. La relation ρ définie par :

ρ ∶= {(x1, x2, x3) ∈ A3 ∶ (x1, x2) ∈ θ ou (x1, x3) ∈ θ ou (x2, x3) ∈ θ} est de la forme λT

Définition 1.3.8 :

Soit s une permutation sur A, le graphe de s est défini par : ρ ∶= {(x, s(x)) ∶ x ∈ A}.
s est dit sans point fixe lorsque ∀x ∈ A s(x) ≠ x.
La permutation s est dite d’ordre premier p, si elle est égale au produit de cycles deux à

deux disjoints et de longueur p.
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1.4. Connexion de Galois et théorème de classification de Rosenberg

Exemple 1.3.8 :

Sur A∶= {0,1,2,3} la permutation s définie par : s ∶= (01)(23) est une permutation d’ordre

2 sans point fixe. Son graphe est donné par :ρ =
⎛
⎜
⎝

0 1 2 3

1 0 3 2

⎞
⎟
⎠

1.4 Connexion de Galois et théorème de classification

de Rosenberg

Définition 1.4.1 :

Soient D et E deux ensembles. σ : P(D) Ð→ P(E), τ : P(E) Ð→ P(D) deux applications.

On dit que la paire ( σ, τ) est une connexion de Galois de D et E si pour tout X, X’ ⊆ D,

Y, Y’ ⊆ E, les conditions suivantes sont vérifiées :

(a) X ⊆ X’ Ô⇒ σ (X’) ⊆ σ (X)

(b) Y ⊆ Y’ Ô⇒ τ (Y’) ⊆ τ (Y)

(c) X ⊆ τσ (X) et Y ⊆ τσ (Y).

NB : Le théorème qui suit fait office d’exemple de connexion de Galois

Théorème 1.4.1 :

(Pol, Inv) est une connexion de Galois entre OA et RA .
Preuve:

Soient F1, F2 ⊆ OA et R1, R2 ⊆ RA .

1 - Supposons que R1 ⊆ R2 et montrons que Pol R2 ⊆ PolR1

Soit f ∈ PolR2 et σ ∈ R1 . Alors σ ∈ R2 et puisque f ∈ PolR2, f ⊳ σ . D’où f ∈ PolR1

Donc PolR2 ⊆ PolR1 .

2 - Supposons que F1 ⊆ F2 et montrons que InvF2 ⊆ InvF1 . Soit σ ∈ InvF2 et f ∈ F1 .

Alors f ∈ F2 et f ⊳ σ . D’où σ ∈ InvF1 . Donc InvF2 ⊆ InvF1

3 - Montrons que R1 ⊆ Inv Pol R1 .

Soit σ ∈ R1 et f ∈ Pol R1 . Alors f ⊳ σ . Donc R1 ⊆ Inv Pol R1 .

- Montrons que F1 ⊆ Pol Inv F1 .

Soit f ∈ F1 et σ ∈ Inv F1 . Alors f ⊳ σ . Donc F1 ⊆ Pol Inv F1 .

Conclusion : (Pol, Inv) est une connexion de Galois entre OA et RA. ∎
Lemme 1.2 :

Soit ρ une relation sur A. Polρ est un clone sur A .
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1.4. Connexion de Galois et théorème de classification de Rosenberg

Preuve:

Soient n ∈ N∗ , i ∈ {1, ..., n} , eni une projection sur A et ρ une relation h − aire sur A.

Soit x1, ..., xn ∈ ρ. Alors ∀i ∈ {1, ..., n} on a :

eni

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

x1
1 x1

2 ⋯ x1
n

x2
1 x2

2 ⋯ x2
n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xh1 xh2 ⋯ xhn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

eni ( x1
1 x1

2 ⋯ x1
n

)

eni ( x2
1 x2

2 ⋯ x2
n

)

⋮
eni ( xh1 xh2 ⋯ xhn )

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

x1
i

x2
i

⋮
xhi

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

= xi ∈ ρ.

Soient f une opération k − aire de Pol ρ , g1, ..., gk, des opérations l − aires de Pol ρ.

Alors f(g1, ..., gk)(x1, ..., xl) = f(g1(x1, ..., xl), ..., gk(x1, ..., xl)).
Mais, g1(x1, ..., xl), ..., gk(x1, ..., xl) ∈ ρ (car g1, ..., gk ∈ pol ρ),
Donc, f(g1(x1, ..., xl), ..., gk(x1, ..., xl)) ∈ pol ρ . Par suite, polρ est un clone sur A. ∎

Théorème 1.4.2 (théorème de classification de Rosenberg 1965) [10] :

Soit A un ensemble fini tel que ∣A∣ ≥ 2.Les clones maximaux sur A sont les clones de la

forme Polρ où ρ est une relation de l’une des six classes suivantes :

1. les relations d’équivalence non triviales.

2. les relations d’ordre bornées.

3. les graphes de permutations de A sans points fixes et d’ordre premier.

4. les relations de la forme {(a, b, c, d) ∈ A4 ∶ a + b = c + d} où (A,+) est un groupe

isomorphe à (Zpm ,+), avec p nombre premier et m un nombre naturel non nul .

5. les relations h-régulières .

6. les relations centrales.
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Chapitre Deux

INTERVALLE [< Pol(1)θ >;Polθ]

Dans toute la suite, on travaillera sur l’ensemble Ek = {0, ..., k − 1} où k > 1 ;

et θ désigne une relation d’équivalence non trivial sur Ek à t classes A0;A1; ...;At−1

satisfaisant : l0 = ∣A0∣ ≥ ∣A1∣ = l1 ≥ ... ≥ ∣At−1∣ = lt−1. λk est la relation sur Ek définie par :

λk = {(a, a, b, b); (a, b, a, b); (a, b, b, a) ∶ a, b ∈ Ek}.
D’autre part, nous noterons Dh le clone Polθ⋂PolτEk

h (h > 2) ; et noterons D2 le clone

Polθ⋂Polλk . En outre, τh désignera τEk

h et pour un entier non nul m, nous désignerons

par m l’ensemble {1, ...,m}. Enfin Si a = (a1, ..., am) et b = (b1, ..., bm) sont deux éléments

de Em
k , par abus nous écrirons aθb lorsque (ai, bi) ∈ θ pour 1 ≤ i ≤m

2.1 Sous clones comparables de Polθ

Définition 2.1.1 :

Soient F et G deux clones sur Ek.

On dit que F et G sont comparables si F ⊆ G ou G ⊆ F .

Exemple 2.1.1 :

Le clone ∏Ek
des projections sur Ek et le clone OEk

de toutes les opérations finitaires sur

Ek sont deux clones comparables . En effet on a : ∏Ek
⊆ OEk

.

Pour tout Clone C sur Ek , ∏Ek
et C sont comparable. En effet, par définition d’un clone

d’opération sur Ek on a : ∏Ek
⊆ C

Théorème 2.1.1 (Burle) [1] :

les clones ⟨O(1)Ek
⟩ ; Polλk ; polτ3 ; Polτ4 ; ...; Polτk ; OEk

sont comparables et vérifient

⟨O(1)Ek
⟩ ⊆ Polλk ⊆ Polτ3 ⊆ Polτ4 ⊆ ... ⊆ Polτk ⊆ OEk

Ce sont les seules clones de OEk
contenant O(1)Ek

.
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2.1. Sous clones comparables de Polθ

Corollaire 2.1.1 :

⟨Pol(1)θ⟩ ⊆D2 ⊆D3 ⊆ ... ⊆Dk ⊆ Polθ

Preuve:

D’après le théorème de Burle on a : ⟨O(1)Ek
⟩ ⫅ Polλk ⫅ Polτ3 ⊆ polτ4 ⊆ ... ⊆ Polτk ⊆ OEk

.

Il s’ensuit que :

Polθ∩⟨O(1)Ek
⟩ ⊆ Polθ∩Polλk ⊆ Polθ∩Polτ3 ⊆ Polθ∩Polτ4 ⊆ ... ⊆ Polθ∩Polτk ⊆ Polθ∩OEk

. D’où ⟨Pol(1)θ⟩ ⊆D2 ⊆D3 ⊆ ... ⊆Dk ⊆ Polθ ∎

Ce corollaire nous suggère la question naturelle suivante :

Dk est-il un clone sous maximal de Polθ ?

la réponse va venir du Lemme 14.10.8 de [6] dans laquelle l’auteur montre que,

si E3 = {a, b, c} et θ est une relation d’équivalence avec pour classe :

A0 = {a, b} et A1 = {c} alors Polθ a 13 classes maximales et D3 n’est pas membre de cette

liste.

En outre, pour σ ∶= {(a, b, c) ∈ E3 ∶ aθb; ∣{a, b, c}∣ ≤ 2}.
On montre que que D3 ⊆ Polσ et que l’opération ternaire f définit sur E3 par :

f(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a si (a, a, a)θx

b si (a, c, a)θx

c ailleurs

préserve σ et n’appartient pas à D3. D’où D3 ⊊ polσ. par ailleurs, Polσ ⊆ Polθ . En effet,

soit n ∈ N, soit f ∈ Pol(n)σ .

Soit (a1, b1), ..., (an, bn) ∈ θ, on a (a1, b1, b1), ..., (an, bn, bn) ∈ σ
comme f ∈ Pol(n)σ alors (f(a1, ..., an), f(b1, ..., bn), f(b1, ..., bn)) ∈ σ par suite, par définition

de σ, il s’ensuit que :(f(a1, ..., an), f(b1, ..., bn)) ∈ θ ie f ∈ Polθ.
Nous pouvons donc conclure que Dk n’est pas un clone sous maximal de Polθ

Dès lors, le but de notre travail consistera à chercher les clones sous maximaux de Polθ

contenant Dk.

Cependant, nous commencerons notre investigation par quelques notations dont nous

ferons usage dans la suite :

Notation :

on pose M ∶= {li ∶ 1 ≤ i ≤ t − 1} on suppose que M = {m1, ...,mq} avec m1 > m2 > ... > mq.
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2.1. Sous clones comparables de Polθ

Nous définissons la suite (Ti)0≤i≤q par :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

T0 ∶= l0

Ti ∶= ∑
lp≥mi

lp pour 1 ≤ i ≤ q

En particulier on a : Tq = k.
D’autre part considérons la suite (Si)0≤i≤t−1 définie par :

Si ∶= l0 + ... + li. En particulier nous avons St−1 = k .

Si h > l0, alors posons : m ∶= max{i ∈ Et ∶ Si ≤ h}. Nous désignerons par εh la relation

d’équivalence sur {1, ..., h} satisfaisant les propriétés suivante :

(i) Si h < l0 alors la seule classe de εh est π0 = {1, ..., h}
(ii) Si h = Sm alors εh admet m + 1 classes qui sont :

π0 = {1, ..., S0}, π1 = {S0 + 1, ..., S1},... et πm = {Sm−1 + 1, ..., h}.
(iii) Si h > Sm alors εh admet m + 2 classes qui sont :

π0, π1, ..., πm du cas (ii) et πm+1 = {Sm + 1, ..., h}.
Soit n ≥ 2 un entier,désignons par ρn la relation définie sur Ek par :

ρn ∶= {(a, a, b, b)(a, b, a, b)(a, b, b, a) ∶ (a, b) ∈ θ} Si n=2

et

ρn ∶= {(a1, ..., an) ∈ τn ∶ (i, j) ∈ εnÔ⇒ (ai, aj) ∈ θ} si n>2.

Lemme 2.1 :

Pour n ≥ 2, Polρn est un sous clone de Polθ.

Preuve:

+ Pour n = 2.

Soient m ∈ N∗, f ∈ Polρn∩O(m)Ek
. Soient (a1, b1); ...; (am, bm) ∈ θ. Par définition de ρ2 on a :

(a1, b1, a1, b1); ...; (am, bm, am, bm) ∈ ρ2. Mais, f ∈ Polρn ∩O(m)Ek
.

Par conséquent : (f(a1, ..., am), f(b1, ..., bm), f(a1, ..., am), f(b1, ..., bm)) ∈ ρ2.

De ce fait, par définition de ρ2, il vient que (f(a1, ..., am), f(b1, ..., bm)) ∈ θ ce qui montre

que f ∈ polθ
+ Pour le cas n ≥ 2 la preuve est analogue. ∎

Toutefois, pour caractériser ce clone Polρn, qui occupe une place centrale dans notre

travail, nous allons introduire quelques sous ensemble de OEk
.

Définition 2.1.2 :

Soient n, q des entiers positifs, soit f une opération n-aire et soit A une partie de En
k

(i) On dit que f est essentiellement unaire sur A, lorsqu’il existe une opération h sur Ek,
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j ∈ {1, ..., n} tels que f(a) = (hoenj )(a) pour tout a ∈ A
(ii) On dit que f est essentiellement dépendent d’au moins deux variables sur A, si f n’est

pas essentiellement unaire sur A

(iii) On dit que f a q valeurs distincts deux à deux sur A, s’ils existent a1, ..., aq ∈ A tels

que pour 1 ≤ i < j ≤ q, f(ai) ≠ f(aj).
Définition 2.1.3 :

Soit h ≥ 3 un entier et n un entier non nul.

Soit C ∶= (c1, ..., ch) ∈ (En
k )h avec ci = (ci1, ..., cin) pour 1 ≤ i ≤ h.

(i) On dit que l’opération n-aire sur Ek f, est essentiellement unaire sur C, lorsque,

f est essentiellement unaire sur {c1, ..., ch}
(ii) On dit que C satisfait la propriété (αh,n) lorsque :

pour tout (i, j) ∈ εh, ciθcj et pour tout j ∈ {1, ..., n} , (c1j, ..., chj) ∈ τh

Soit A une partie de En
k , nous désignons par Aθ l’ensemble de tous les b ∈ En

k pour lesquels

il existe a ∈ A, tel que bθa
Lemme 2.2 :

soit h ≥ 3 , soient f une opération n-aire de Polθ et C satisfaisant la propriété (αh,n). Si
f est essentiellement dépendent d’au moins deux variables sur Cθ et a q valeurs distinctes

deux à deux sur Cθ alors, il existe r1, ..., rn ∈ ρh tels que f(r1, ..., rn) ∈ Eq
k − ρh

Preuve:

Elle est similaire à la preuve du théorème 1.4.4 de [6] pages 161 ∎

A présent, nous allons énoncer un théorème qui nous permet de caractériser les polymor-

phismes de ρh pour h = 3,4, ..., k.

Soient n∈ N, f ∈ On
Ek
. Soit h ∈ {3,4, ..., k}, Vh est l’ensemble des fonctions de Polθ tels que

pour tout C = (c1, ..., ch) ∈ (En
k )h satisfaisant la propriété (αh,n) :

f est essentiellement unaire sur Cθ ou ∣{f(c), c ∈ Cθ}∣ ≤ h − 1.

Théorème 2.1.2 :

Nous avons Vh = pol ρh pour h = 3,4, ..., k.

Preuve:

Nous allons établir ce résultat par double inclusion

-

Premièrement montrons que Vh ⊆ Polρh.
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Soit f une opération n-aire de Vh et soit r1 ∶= (r11, ..., rh1), ..., rn ∶= (r1n, ..., rhn) ∈ ρh alors

c = (c1, ..., ch) où ci = (ri1, ..., rin) satisfait la propriété (αh,n). D’où f est essentiellement

unaire sur Cθ ou ∣{f(c), c ∈ Cθ}∣ ≤ h − 1.

-Si f est essentiellement unaire sur Cθ, alors (f(c1), ..., f(ch)) = ri pour un certains i ∈
{1, ..., n} appartient à ρh.

-Sinon, alors ∣{f(c1), ..., f(ch)}∣ ≤ h − 1. ainsi c’est un élément de ρh.

Par conséquent f ∈ Polρh
-

Deuxièmement montrons que : Polρh ⊆ Vh.

Pour le faire, nous allons raisonner par l’absurde.

Soit f ∈ Polρh tels que f /∈ Vh. Alors, il existe C satisfaisant la propriété (αh,n) tel que f ne

soit pas essentiellement unaire sur Cθ et admet h valeurs distinctes deux à deux sur Cθ.

Par le Lemme 2.1 , nous concluons que f ne préserve pas ρh . Ce qui contredit le fait

que f ∈ Polρh . ∎

A présent, nous allons énoncer un théorème qui met en évidence quelques chaines de

l’intervalle [< Pol(1)θ >;Polθ]

Théorème 2.1.3 :

Nous avons les chaines suivantes :

(i) Pour h ∈ k − {1} on a :

Polθ ∩ Polτh = Polτh ∩ Polρh ⊊ Polτh+1 ∩ Polρh ⊊ ... ⊊ Polτk ∩ Polρh ⊊ Polρh
(ii) < Pol(1)θ >⊊ Polρ2 ⊊ ... ⊊ PolρS0 ⊊ Polθ
(iii) Pour i ∈ Et − {0} PolρSi−1+1 ⊊ PolρSi−1+2 ⊊ ... ⊊ PolρSi

⊊ Polθ

Preuve:

(i) Soit h ≥ 2 .D’après le théorème de Burle on a :

Polθ∩Polτh = Polτh∩Polρh ⊆ Polτh+1∩Polρh ⊆ ... ⊆ Polτk∩Polρh ⊆ Polρk∩Polρh ⊆ Polρh.
Soient m ∈ {h,h+ 1, ..., k} et a, b ∈ Ek tels que (a, b) /∈ θ. Soient u1, ..., um m éléments deux

à deux distincts de Ek .

Pour 1 ≤ i ≤m, posons : ai ∶= (ai1, ..., aim) avec :

aij =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

b si j = i

a sinon
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Considérons l’opération f1 d’arité m définie sur Ek par :

f1(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

ui si xθai pour un certains i tel que 1 ≤ i ≤ l

u1 sinon

Comme f est constante sur le produit des classes de θ alors on a : f1 ∈ Polρh .

D’autre part comme ∣Imf1∣ =m, il s’ensuit que f1 ∈ Polτm+1 et f1 /∈ Polτm.
(ii) Comme Pol(1)θ ⊆ Polρ2 alors ⟨Pol(1)θ⟩ ⊆ Polρ2 . Cependant considérons l’opération

binaire f2 définie sur Ek par :

f2(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x si xθy

y sinon

par définition de f2, on a f2 ∈ Polρ2 Toutefois f2 n’est pas essentiellement unaire.

Par conséquent,⟨Pol(1)θ⟩ ⊊ Polρ2 .

Par ailleurs, le fait que : ρ3 ∶= {(a, b, c, d) ∈ E3
k ∶ ∃d ∈ Ek ∧ (a, b, c, d) ∈ ρ2} , nous pouvons

conclure que Polρ2 ⊆ Polρ3.

Cependant, notons que cette inclusion est stricte. En effet, soit (a, b) ∈ θ tel que a ≠ b .
Considérons l’opération binaire g1 définis sur Ek par :

g1(x, y) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

a si (x, y) ∈ {(a, a), (a, b), (b, a)}

b sinon

On a g1 ∈ Polρ3 et g1 /∈ Polρ2 .

D’où Polρ2 ⊊ Polρ3 .

Soit h ∈ {3, ..., S0 − 1}.
Pour montrer que Polρh ⊊ Polρh+1, il suffit de montrer que Vh ⊊ Vh+1 .

Dés lors, soit f ∈ Vh∩O(m)Ek
et C ∶= (c1, ..., ch+1) ∈ (En

k )h+1 satisfaisant la propriété (αh+1,n).
Alors C ′ ∶= (c1, ..., ch) satisfait la propriété (αh,n) et on a : Cθ = C ′

θ .

De ce fait f ∈ Vh+1. Il reste à établir que l’inclusion est stricte.

Dés lors Soient a, b ∈ Ek tel que (a, b) ∈ θ et a ≠ b. Soient u1; ...;uh, h éléments deux à deux

distincts de A0 . Pour 1 ≤ i ≤ h, posons ai ∶= (ai1, ..., aih) avec :

aij =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

b si i = j

a sinon
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Considérons l’opération f3 d’arité h définie sur Ek par :

f3(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

ui si x = ai pour un certains i tel que 1 ≤ i ≤ h

u1 sinon

On a f3 ∈ Vh+1.

D’autre part, comme Imf3 ⊆ A0 et ∣Imf3∣ = h alors f3 /∈ Vh.
Cependant, pour h = S0 on a f3 /∈ VS0 .

D’autre part on a f3 ∈ Polθ, il s’ensuit que PolρS0 ⊊ Polθ .

(iii) Soient i ∈ Et − {0} et h ∈ Si − Si−1 tel que h ≠ S0 . Pour montrer que Polρh ⊊ Polρh+1

il suffit de montrer que Vh ⊊ Vh+1.

Dés lors soient f ∈ Vh∩O(n)Ek
et C ∶= (c1, ..., ch+1) ∈ (En

k )h+1 satisfaisant la propriété (αh+1,n)
alors C ′ ∶= (c1, ..., ch) satisfait la propriété (αh,n) et Cθ = C ′

θ . De ce fait, f ∈ Vh+1 .Il reste

à établir que l’inclusion est stricte. Pour i ∈ Et, si ∣Ai∣ = 1 alors choisissons ai, bi ∈ Ai tel
que ai = bi. Sinon choisissons ai, bi ∈ Ai tel que ai ≠ bi .
Soient u1, ..., uh h éléments deux à deux distincts de Ek satisfaisant (i, j) ∈ εhÔ⇒ uiθuj .

Pour 1 ≤ i ≤ h, posons ai ∶= (ai1, ..., aih) avec :

aij =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

b0 si i = j ∈ S0

bm si i = j ∈ Sm−1

am si i ≠ j et (i, j) ∈ (Sm − Sm−1)2

a0 ailleurs

Notons que la matrice M ∶= (aij) est symétrique .

Considérons l’opération f4 d’arité h définie sur Ek par :

f4(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ui si x = ai

uσx si x /∈ {ai ∶ 1 ≤ i ≤ h} et xθaj pour un certain j

u1 ailleurs

où σ(x) ∶=min{j ∶ xθaj} .

Le fait que, f4 ∈ Polθ et ∣Imf4∣ = h, nous pouvons conclure que : f4 ∈ Vh+1.

Par ailleurs on a f4 /∈ Vh . Cependant, pour h = Si on a f4 /∈ VSi
et f4 ∈ Polθ.

Par conséquent, PolρSi
⊊ Polθ . ∎
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2.2 Sous clones incomparables de Polθ

Définition 2.2.1 :

Soient F et G deux clones sur Ek.

On dit que F et G sont incomparables si F ⊈ G et G ⊈ F .

A présent, nous allons énoncer un résultat qui caractérisé les entiers u et v pour lesquels

les clones Polρu et Polρv sont incomparables

Théorème 2.2.1 :

soient i, j ∈ Et tels que i < j et Si, Sj ∈ Tl+1 −Tl pour un certain l tel que 0 ≤ l ≤ q −1 soient

m,n deux entiers tels que : 0 ≤m,n <ml+1.

Si Si +m,Sj + n ∈ Tl+1 − Tl alors PolρSi+m et PolρSj+m sont incomparables.

Preuve:

Nous allons établir le résultat pour m = 0 et n = 1 . Pour les autres cas, ils se déduisent

de façon analogue . De ce fait montrons donc que PolρSi
et Polρsj+1 sont incomparables.

Soit a /∈ ⋃
li≥ml+1

Ai . Considérons l’opération binaire h1 définie sur Ek par :

h1(x, y) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x si ⋃
lp≥ml+1

A2
p

a sinon

On a h1 ∈ PolρSi
et h1 /∈ Polρsj+1.

D’autre part, soit a0 ∈ A0, Considérons l’opération binaire h2 définie sur Ek par :

h2(x, y) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x si (x, y) ∈ ⋃
0≤p≤i

A2
p−1

y si (x, y) ∈ A2
i

a0 ailleurs

On a h2 ∈ PolρSj+1 et h2 /∈ PolρSi
∎

Corollaire 2.2.1 :

Soient i,j ∈ Et tels que i < j et Si, Sj ∈ Tl+1 − Tl pour un certain l tels que : 0 ≤ l ≤ q − 1.

Soient m, n 2 entiers tels que 0 ≤m,n ≤ml+1. Soit h∈ k − {1, Si +m,Sj + n}.
Si Si +m,Sj + n ∈ Tl+1 − Tl alors Polρh ∩PolSi+m et Polρh ∩PolρSj+n sont incomparables.

Preuve:

Elle est similaire à la preuve du théorème précédent . ∎
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L’exemple suivant nous montre que les clones de la forme Polρn ne sont pas les seuls sous

clones de Polθ contenant Pol(1)θ. Nous utiliserons l’application ϕ ∶ Ek Ð→ Et

définie par :ϕ(x) = i si x ∈ Ai pour définir quelques relations.
Exemple 2.2.1 :

Considérons l’ensemble E4 ∶= {0,1,2,3} et la relation d’équivalence θ sur E4 ayant pour

classes d’équivalence : A0 ∶= {0,1,2} et A1 ∶= {3}.
Soit ρ′ la relation d’arité 4 définie par :

ρ′ ∶= {(a, b, c, d) ∈ E4 ∶ (ϕ(a), ϕ(b), ϕ(c), ϕ(d) ∈ λ2} . On a ⟨Pol(1)θ⟩ ⊆ Polρ′ .
Soit f l’opération d’arité 3 définie sur E4 par :

f(1,0,0) ∶= 0; f(0,1,0) ∶= 1; f(0,0,1) ∶= 2; f(3, y, z) = 3 pour y, z ∈ E4

et f(x, y, z) ∶= 0 ailleurs . On a f ∈ Polρ′.
En effet, soient (x1, y1, z1, t1); (x2, y2, z2, t2); (x3, y3, z3, t3) ∈ ρ′.
Posons X ∶= (x1, x2, x3);Y ∶= (y1, y2, y3);Z ∶= (z1, z2, z3);T ∶= (t1, t2, t3) .

Si 3 /∈ {x1, y1, z1} alors t1 ∈ A0 et dans ce cas nous avons :

(f(X), f(Y ), f(Z), f(T )) ∈ A4
0 ⊆ ρ′

Si 3 ∈ {x1, y1, z1} alors :

(x1, y1, z1) ∈ Λ ∶= {(3, u, v); (3,3, v); (3, u,3); (3,3,3); (u,3, v); (u, v,3); (u,3,3) ∶ u, v ∈ A0}.
Donc (f(X), f(Y ), f(Z), f(T )) ∈ Ω avec :

Ω ∶= {(3, a, b,3); (3,3, a, b); (3, a,3, b); (3,3,3,3); (a,3, b,3); (a, b,3,3); (a,3,3, b) ∶ a, b ∈ A0}.
Cependant, Ω ⊆ ρ′ . Il s’ensuit que f ∈ Polρ′ .
Par ailleurs, comme f(1,0,0) ∶= 0; f(0,1,0) ∶= 1; f(0,0,1) ∶= 2; f(3,3,3) = 3, il vient que,

f /∈ polρ3 et f /∈ Polρ4 où ρ3 ∶= {(a, b, c) ∈ E3
4 ∶ {a, b, c}2 ⊆ θ; ∣{a, b, c}∣ ≤ 2}

et ρ4 ∶= {(a, b, c, d) ∈ E4
4 ∶ {a, b, c, d}2 ⊆ θ; ∣{a, b, c, d}∣ ≤ 2}.

De ce fait, Polρ′ ⊈ Polρi .
Notons par ailleurs que : Polρ′ ⊊ Polθ.
En effet, considérons l’opération ternaire g définie sur E4 par :

g(1,0,0) ∶= 0; g(0,1,0) ∶= 1; g(0,0,1) ∶= 2; f(3,3,3) = 3 et g(x, y, z) = 0 ailleurs.

Comme g est constante sur le produit des classes de θ, il vient que g ∈ Polθ .

Cependant, on a :

(3,0,0,3); (3,3,0,0) ∈ ρ′ et (g(3,3,3), g(0,3,3), g(0,0,0), g(3,0,0)) = (3,0,0,0) /∈ ρ′.
Ainsi g /∈ Polρ′, donc Polρ′ ⊊ Polθ .

Moralité :

Dans cet exemple, nous avons établis que Polρ′ est un sous clone de Polθ contenant
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l’ensemble des fonction unaire de Polθ (ie Pol(1)θ) et que Polρ′ n’est pas un sous clone de

Polρi . Ainsi Polρ′ est contenu dans un clone sous-maximal de Polθ contenant Pol(1)θ . De

ce fait dans l’optique d’identifier ce clone sous-maximal, nous allons définir une nouvelle

relation.

Soit n ∈ N tel que n ≥ 2 Dans toute la suite on désignera par : ρ′n la relation définie sur

Ek par :

ρ′n ∶= {(a, b, c, d) ∈ E4
k ∶ (ϕ(a), ϕ(b), ϕ(c), ϕ(d)) ∈ λt} Si n = 2

et

ρ′n ∶= {(a1, ..., an) ∈ En
k ∶ (ϕ(a1), ..., ϕ(an)) ∈ τEt

n } Si n > 2

Posons :

Γn ∶= {(a1, ..., an) ∈ En
k ∶ (ai, aj) ∈ θ pour certains i,j tels que 1 ≤ i < j ≤ n}

Par définition de Γn on a Γn ⊆ Polρ′n pour n > 2.

Dès lors, quand n > t (ie quand n est supérieur aux nombres de classe d’équivalence t

de θ) on a : ρ′n = En
k

Lemme 2.3 :

Polρ′2 ⫋ Polθ et pour n > 2 Polρ′n ⊈ Polθ.

Preuve:

+ Montrons que Polρ′2 ⊊ Polθ.
Soient m ∈ N, f ∈ Pol(m)ρ′2, (a1, b1), ..., (am, bm) ∈ θ .

Alors (a1, b1, b1, b1), ..., (am, bm, bm, bm) ∈ ρ′2 . De ce fait, comme f ∈ Pol(m)ρ′2 on a :

(f(a1, ..., am), f(b1, ..., bm), f(b1, ..., bm), f(b1, ..., bm)) ∈ ρ′2 .

Par conséquent, (f(a1, ..., am), f(b1, ..., bm)) ∈ θ . Donc, Polρ′2 ⊆ Polθ.
Justifions à présent que cette inclusion est stricte.

Soit a ∈ A0 et c ∈ A1 Considérons l’opération ternaire h définie sur Ek par :

h(x, y, z) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

c si x, y, z ∈ A1

a sinon

On a h ∈ Polθ.
Cependant, (c, a, a, c); (c, c, a, a) ∈ ρ′2 et nous avons :

(h(c, c, c);h(a, c, c);h(a, a, a);h(c, a, a)) = (c, a, a, a) /∈ ρ′2 .
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D’où Polρ′2 ⊊ Polθ.
+ Pour conclure justifions que pour n > 2 Polρ′n ⊈ Polθ. Considérons l’opération binaire

h’ définie par :

h(x, y) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

a si (x, y) = (a, a)

c sinon

On a h′ ∈ Polρ′n et h′ /∈ Polθ .

Par conséquent, Polρ′n ⊈ Polθ ∎

Avant la description de ces clones, nous allons définir quelques sous ensembles de OEk
.

Soit h ∈ {3,4, ..., k}, Wh est l’ensemble des opérations f ∈ Polnθ tels que :

pour tout C = (c1, ..., ch) ∈ (En
k )h,∣{j ∈ Et ∶ f(cθ) ∩Aj ≠ θ}∣ ≤ h − 1 ou il existe i ∈ {1, ..., n}

de sorte que ∀x, y ∈ cθ, (xiθyiÔ⇒ f(x)θf(y))
Lemme 2.4 :

On a : Wh = Polρ′h ∩ Polθ pour h = 3,4, ..., k

Preuve:

+ Premièrement nous allons montrer que Wh ⊆ Polρ′h.
Soient f ∈ Wh ∩ O(n)Ek

, r1 ∶= (r11, ..., rh1), ..., rn ∶= (r1n, ..., rhn) ∈ ρ′h et C ∶= (c1, ..., ch) où

ci ∶= (ri1, ..., rin). Alors, comme f ∈Wh on a :

∣{j ∈ Et ∶ f(Cθ) ∩Aj ≠}∣ ≤ h − 1 ou il existe i ∈ {1, ..., n} tel que :

∀x, y ∈ Cθ, xiθyiÔ⇒ f(x)θf(y) .

Il s’ensuit dés lors que : il existe p, q ∈ {1, ...,−h} , p ≠ q de sorte que f(cp)θf(cq).
Par conséquent f(r1, ..., rn) = (f(c1), ..., f(ch)) ∈ ρ′h Donc f ∈ Polρ′h.
+ Deuxièmement pour conclure nous allons établir l’inclusion inverse Polρ′h ⊆Wh. Pour

le faire nous allons raisonner par l’absurde.

Soit f ∈ Polρ′h, supposons que f /∈Wh alors il existe C ∈ (En
k )h tel que pour tout i ∈ {1, ..., n}

il existe x, y ∈ Cθ avec xiθyi et (f(x), f(y)) /∈ θ et ∣{j ∈ Et ∶ f(Cθ) ∩ Aj}∣ = h . Dés lors

par une approche similaire à celle de la preuve du lemme 2.1 ,il s’ensuit f /∈ Polρ′h. Ce qui
contredit le fait que f ∈ Polρ′h . Ainsi Polρ′h ⊆Wh ∎
Définition 2.2.2 :

Une opération n-aire f sur Ek préserve relativement θ s’il existe i ∈ {1, ..., n} tels que pour

tout x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn) ∈ En
k xiθyiÔ⇒ f(x)θf(y).

Notation :

On désigne par B’ l’ensemble des opérations préservant relativement θ.
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2.2. Sous clones incomparables de Polθ

Lemme 2.5 :

B’ est un clone d’opération sur Ek

Preuve:

+ On a ∏Ek
⊆ B′.

En effet, soit ejp ∈ ∏Ek
. Soient x = (x1, ..., xp), y = (y1, ..., yp) ∈ Ep

k

On a : ejp(x) = xj et ejp(y) = yj . Ainsi si xjθyj alors ejp(x)θejp(y) . Par suite ejp ∈ B′.

D’où ∏Ek
⊆ B′ .

+ B’ est fermé pour la composition.

En effet, soit f ∈ O(m)Ek
∩B′ . Soient g1, ..., gm ∈ O(n)Ek

∩B′ .

Comme f ∈ B′ alors il existe i ∈ {1, ...,m} tel que :

pour tout x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn) ∈ En
K ,

on ait gi(x)θgi(y) Ô⇒ f(g1(x), ..., gm(x))θf(g1(y), ..., gm(y)) .

Cependant, comme gi ∈ B′ alors il existe ji ∈ {1, ..., n} tel que xjiθyji Ô⇒ gi(x)θgi(y) .

Par conséquent, il existe ji ∈ {1, ..., n} tel que :

xjiθyji Ô⇒ f(g1(x), ..., gm(x))θf(g1(y), ..., gm(y))
D’où B’ est fermé pour la composition. ∎

Théorème 2.2.2 :

Nous avons les chaines suivantes :

(i) < Pol(1)θ >⫋ B′ ⫋ Polρ′2 ⫋ Polθ ∩ Polρ′3 ⫋ ... ⫋ Polθ ∩ Polρ′t ⫋ Polθ
(ii) Pour h ∈ {2, ..., t}, < Pol(1)θ >⫋ Polρ2 ∩ Polρ′h ⫋ ... ⫋ PolρS0 ∩ Polρ′h ⫋ Polθ ∩ Polρ′h
(iii) Pour i ∈ Et − {0} et h ∈ {2, ..., t},
PolρSi−1+1 ∩ Polρ′h ⫋ PolρSi−1+2 ∩ Polρ′h ⫋ ... ⫋ PolρSi

∩ Polρ′h ⫋ Polθ ∩ Polρ′h.
(iv) Pour h ∈ k − {1} et h’ ∈ {2, ..., t}, Polρh ∩ Polρ′h′ ⫋ Polρh ∩ Polρ′h′+1.

Preuve:

(i) Comme Pol(1)θ ⊆ Polρ′2 alors on a ⟨Pol(1)θ⟩ ⊆ Polρ′2.
Soit (a, b) ∈ θ tel que a ≠ b, alors considérons l’opération binaire f définie sur Ek par :

f(x, y) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

a si (x, y) ∈ {(a, a), (a, b), (b, a)}

b sinon

On a f ∈ Polρ′2 en outre f n’est pas essentiellement unaire . D’où ⟨Pol(1)θ⟩ ⊊ Polρ′2 .

D’autre part, le fait que ρ′3 ∶= {(a, b, c) ∈ E3
k ∶ ∃d ∈ Ek, (a, b, c, d) ∈ ρ′2}

Nous pouvons conclure que Polρ′2 ⊆ Polρ′3 .
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Soit (a, b) /∈ θ . Considérons l’opération binaire g défini sur Ek par :

g(x, y) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

a si (x, y)θu avec u ∈ {(a, a), (a, b), (b, a)}

b sinon

On a g ∈ Polρ′3 ∩ Polθ et g /∈ Polρ′2 Par conséquent, Polρ′2 ⊊ Polθ ∩ Polρ′3.
Soit h ∈ {3, ..., t − 1} nous allons montrer que Polθ ∩ Polρ′h ⊊ Polθ ∩ Polρ′h+1

Pour le faire, il suffit de montrer que : Wh ⊊Wh+1 .

Soient f ∈Wh∩On
Ek

, C ∶= (c1, ..., ch+1) ∈ (En
k )(h+1) tel que ∣{i ∈ Et ∶ f(Cθ)∩Ai ≠ ∅}∣ = h+1

alors pour C ′ ∶= (c1, ..., ch) et C” ∶= (c1, ..., ch−1, ch+1) .

Nous avons : ∣{i ∈ Et ∶ f(C ′

θ) ∩Ai ≠ ∅}∣ = ∣{i ∈ Et ∶ f(C”θ) ∩Ai ≠ ∅}∣ = h .

Donc C ′

θ ∩C”θ ≠ ∅. De ce fait il existe j ∈ {1, ..., n} tel que :

∀x, y ∈ Cθ, xiθyi Ô⇒ f(x)θf(x) .Par conséquent f ∈ Wh+1. Dés lors il reste à établir que

l’inclusion est stricte.

Soient a, b ∈ Ek de sorte que (a, b) /∈ θ .Considérons u1, ..., uh h éléments deux à deux

distincts de classes de θ .

Pour 1 ≤ i ≤ h, posons ai ∶= (ai1, ..., aih) où :

aij =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

b si i = j

a sinon

Considérons l’opération f définie sur Ek par :

f(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

ui si xθai pour un certain i tel que 1 ≤ i ≤ h

u1 sinon

On a f ∈ Wh+1 . En outre, le fait que ∣{i ∈ Et ∶ Imf ∩Ai ≠ ∅}∣ = h, implique que f /∈ Wh.

Par conséquent, Wh ⊊Wh+1.

Dés lors, pour h = t, on a : f /∈ Wt . Or f ∈ θ . il s’ensuit que : Polθ ∩ Polρ′t ⊊ Polθ .

(ii) Soient h ∈ {2, ..., t} et (a, b) ∈ θ tel que a ≠ b . Alors considérons l’opération binaire h

définie sur Ek par :

h(x, y) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

a si (x, y) ∈ θ

b sinon

Par définition de h, nous avons h ∈ Polρ2 ∩ Polρ′h. Toutefois, notons que h n’est pas

essentiellement unaire . De ce fait, ⟨Pol(1)θ⟩ ⊆ Polρ2 ∩ Polρ′h . Rappelons par ailleurs
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que, f ∈ Polρ3 ∩ Polρ′h. En outre, f /∈ Polρ2 (En effet, (a, a, b, b); (a, b, a, b) ∈ ρ2 et

f((a, a, b, b)(a, b, a, b)) /∈ ρ2) Par suite Polρ2 ∩ Polρ′h ⊊ Polρ3 ∩ Polρ′h .

Soit h′ ∈ {3, ..., S0 − 1} en remplaçant h par h’ dans la définition de l’opération h − aire
de la preuve de (ii) du théorème 2.1.3 nous obtenons une fonction préservant ρh′+1 et ρ′h .

Cependant , elle ne préserve pas ρh. Par conséquent, Polρ′h ∩ Polρ′h ⊊ Polρh′+1 ∩ Polρ′h et

PolρS0 ∩ Polρ′h ⊆ Polθ ∩ Polρ′h
(iii) Soient i ∈ Et − {0}, h ∈ {2, ..., t} et p ∈ {1, ..., Si − Si − 1 − 1}.
Comme VSi−1+p ⊊ VSi−1+p+1 alors PolρSi−1+p ∩ Polρ′h ⊆ PolρSi−1+p+1 ∩ Polρ′h .

Pour i ∈ Et, si ∣Ai∣ = 1 alors choisissons ai, bi ∈ Ai tels que ai = bi. Sinon choisir ai ≠ bi .
D’autre part, soient u1, ..., ul l éléments deux à deux distincts de Ek (où l ∶= Si−1 + p)
satisfaisant : (i, j) Ô⇒ uiθuj.

Supposons ∣A0∣ > 2 alors pour 1 ≤ i ≤ l posons ai ∶= (a1i, ..., ali) avec :

aji =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

b0 si j = i ∈ S0

bm si j = i ∈ Sm − Sm−1

am si j ≠ i et j ∈ Sm − Sm−1

a0 ailleurs

Par définition des (ai)1≤i≤l on a a1, ..., al ∈ ρl. Soit i ∈ {1, ..., l} posons yi ∶= (ai1, ..., ail) .

Considérons l’opération f d’arité l définie sur Ek par :

f(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ui si x = yi

uσ(x) si x /∈ {yi ∶ 1 ≤ i ≤ h} et x1θyj1 pour un certain j1

u1 ailleurs

où σ(x) =min{j ∶ x1θyj1}
Comme f ∈ Polθ et ∣Imf ∣ = h alors f ∈ Vh+1 . Cependant, f /∈ Vh . Par conséquent,

f ∈ Polρ′2 donc f ∈ Polρ′h
Maintenant, nous allons supposer que ∣A0∣ = 2 . Alors pour i ∈ {1,2} posons ai ∶=
(a1i, ..., ali) où :

aj1 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a1 si j = 3

b1 si j = 4

am si j > 4 et j ∈ Sm − Sm−1

bm ailleurs
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et

aj2 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a0 si j ∈ {1,3,4}

b0 si j = 2

am si j ∈ Sm − Sm−1 pour un certain j pair

bm si j ∈ Sm − Sm−1 pour un certain j impair

On a a1;a2 ∈ ρl
Pour 1 ≤ i ≤ l, posons yi ∶= (ai1;ai2) et considérons l’opération f d’arité l définie sur Ek

par :

f(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ui si x = yi pour un certain i tel que 1 ≤ i ≤ h

uσ(x) si x /∈ {yi ∶ 1 ≤ i ≤ h} et x1θyj1 pour un certain j1

u1 ailleurs

où σ(x) =min{j ∶ x1θyj1}
Comme f ∈ Polθ et ∣Imf ∣ = h alors f ∈ Vh+1 . Cependant, f /∈ Vh . Par conséquent,

f ∈ Polρ′2 donc f ∈ Polρ′h.
Dés lors pour h = Si on a f ∈WSi

par ailleurs, f ∈ Polθ .

Il s’ensuit que : PolρSi
∩ Polρ′h ⊊ Polθ ∩ Polρ′h.

(iv) Soient h ∈ k − {1}, h’∈ t − {1} et a, b ∈ Ek tels que (a, b) /∈ θ.
Soient u1, ..., uh′ h’ éléments deux à deux distincts de Ek de sorte que deux d’entre eux ne

soient pas dans une même classe de θ .

Pour 1 ≤ i ≤ h′ posons : ai ∶= (ai1, ..., aih′) où :

aij =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

b si i = j

a sinon

Considérons l’opération f d’arité h’ définie sur Ek par :

f(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

ui si xθai pour un certain i tel que 1 ≤ i ≤ l

u1 sinon

Comme f est constante sur le produit des classes de θ, il s’ensuit que : f ∈ Polρh.
Ainsi, ∣{i ∈ Et ∶ Imf ∩Ai ≠ ∅}∣ = h′ et (f(ai), f(aj)) /∈ θ pour 1 ≤ i ≤ j ≤ h′.
De ce fait, f ∈ Polρ′h′+1 et f /∈ Polρ′h′ ∎
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Chapitre Trois

QUELQUES CLONES

SOUS-MAXIMAUX DE

L’INTERVALLE [< Pol(1)θ >;Polθ]

Dans ce chapitre, nous allons présenter deux grandes formes de clones sous maximaux

de l’intervalle [< Pol(1)θ >;Polθ], en l’occurrence la forme PolρTi et la forme Polθ∩Polρ′t.
Toutefois, il est important de rappeler que :

θ désigne une relation d’équivalence non trivial sur Ek à t classes A0;A1; ...;At−1

satisfaisant l0 = ∣A0∣ ≥ ∣A1∣ = l1 ≥ ... ≥ ∣At−1∣ = lt−1. et que pour i ∈ Et, Ai ∶= {ai1, ..., aili}.
Par ailleurs, M ∶= {li ∶ 1 ≤ i ≤ t − 1}
et on suppose que M = {m1, ...,mq} avec m1 >m2 > ... >mq

3.1 Clones sous maximaux de la forme PolρTi

D’après le (ii) du Théorème 2.1.3 nous avons vu que les clones de la forme Polρh

(2 ≤ h ≤ S0) étaient des sous clones de Polθ contenant les fonctions unaire de Polθ. Á

présent nous allons montrer que certains de ces clones sont sous-maximaux dans Polθ.

Théorème 3.1.1 :

Pour i ∈ {0; ...; q} , PolρTi est un clone sous-maximal de Polθ

Preuve:

Soit i ∈ {0, ..., q} et l ∶=max{j ∈ Et ∶ Sj ∈ Ti} où Sj = l0 + ... + lj .
On a Sl = Ti Soit f ∈ Pol(n)θ/PolρTi . Posons F ∶=< PolρTi ∪ {f} > nous allons montrer

que F = Polθ. D’après le Théorème 2.1.3 on a PolρTi ⊊ Polθ . Par ailleurs, {f} ⊊ Polθ.
Par conséquent, < PolρTi ∪ {f} >⊆ Polθ . Il reste à montrer l’inclusion inverse .
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Pour le faire nous allons simplifier les notations en posant : m ∶= Ti.
Au préalable comme f ∈ Pol(n)θ/Polρm,
il existe u1, .., un ∈ ρm avec ui = (u1i, ..., umi) pour i = 1, ..., n tel que :

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

f(u11, ..., u1n)
f(u21, ..., u2n)

⋮
f(um1, ..., umn)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

/∈ ρm

Ainsi F contient une fonction d’arité n, qui préserve θ. Nous pouvons donc supposer que,

pour 1 ≤ j ≤m

f(uj1, ..., ujn) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

a0j si j ∈ S0

aip si j ∈ Sn − Sn−1 et j = Sn−1 + p, 1 ≤ i ≤ n

Dès lors, soit h ∈ Pol(r)θ nous allons établir que, h∈ F . Nous distinguons deux cas :

-

1er cas : ∣Imh∣ ≤m

. Si h ∈ Polρm alors h ∈ F car F ∶=< Polρm ∪ {f} >

. Si h /∈ Polρm alors il existe c1, ..., cr avec ci = (c1i, ..., cmi) pour i = 1, ..., r tel que :

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

h(c11, ..., c1r)
h(c21, ..., c2r)

⋮
h(cm1, ..., cmr)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

/∈ ρm

Nous pouvons donc supposer que, pour 1 ≤ j ≤m

h(cj1, ..., cjr) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

a0j si j ∈ S0

aip si j ∈ Sn − Sn−1 et j = Sn−1 + p, 1 ≤ i ≤ n

Pour 1 ≤ s ≤ n, nous définissons hs l’opération d’arité r par :

hs(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

ujs si h(x) = a0j

u(sj−1+p)s si h(x) = ajp et j ≠ 0

Le fait que ui ∈ ρm pour i = 1, ..., r, nous pouvons conclure que hs ∈ Polρm pour s = 1, ..., n

par conséquent, hs ∈ F pour s = 1, ..., n . De ce fait, comme F est un clone d’opération sur
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Ek et que h(x) = f(h1(x), ..., hn(x)), il s’ensuit que h ∈ F Ainsi F contient toute opération

sur Ek d’arité inférieur ou égal à m .

/ Si m = k alors F = Polθ
/ On suppose que m < k alors l’opération binaire g définie par :

g(x, y) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x si x /∈ A0 ∪ ... ∪Al

y sinon

où l ∶=max{j ∈ Et ∶ Sj ∈ Ti} préserve la relation ρm . De ce fait g ∈ Polρm
par conséquent g ∈ F
-

2ieme cas : ∣Imh∣ >m

. Si h ∈ Polρm alors h ∈ F car F ∶=< Polρm ∪ {f} >

. Si h /∈ Polρm alors, considérons les deux opérations d’arité r, h1 et h2 définis par :

h1(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

a01 si h(x) ∈ A0 ∪ ... ∪Al

h(x) sinon

h2(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

h(x) si h(x) ∈ A0 ∪ ... ∪Al

a01 sinon

h1 préserve ρm (ie h1 ∈ Polρm), h2 ∈ Polθ et ∣Imh2∣ =m
Par conséquent, h1, h2 ∈ F . En outre comme h(x) = g(h1(x), h2(x)) De ce fait, il vient

que, h ∈ F (Car F est un clone) ∎

3.2 Clones sous maximaux de la forme Polθ ∩ Polρ′t
D’après le (i) du Théorème 2.2.2, nous avons vu que le clone Polθ ∩ Polρ′t était un

sous clone de Polθ contenant les fonctions unaire de Polθ. Maintenant, nous allons voir

la sous-maximalité de ce clones.
Théorème 3.2.1 :

Polθ ∩ polρ′t est un clone sous-maximal de Polθ

Preuve:

Soit f ∈ Pol(n)/Polρ′t, posons F ∶=< (Polθ ∩ Polρ′t) ∪ {f} >.
Nous allons montrer que, F = Polθ.
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Comme Polθ ∩ Polρ′t ⊊ Polθ et f ∈ Pol(n)θ, il s’ensuit que < (Polθ ∩ Polρ′t) ∪ {f} >⊆ Polθ
ie F ⊆ Polθ .

Il reste à montrer que Polθ ⊆ F . Soit h ∈ Pol(m)θ nous allons établir que h ∈ F
, Premièrement supposons que ∣{i ∈ Et ∶ Imh ∩Ai ≠ ∅}∣ < t
Alors h préserve ρ′t ie h ∈ Polρ

′

t. Or h ∈ Polθ, ainsi h ∈ Polθ ∩ Polρ′t .
Par suite, h ∈ F .

, Deuxièmement supposons que ∣{i ∈ Et ∶ Imh ∩Ai ≠ ∅}∣ = t
Nous allons établir par induction sur ∣Imh∣ que h ∈ F
+ Nous commençons avec le cas ∣Imh∣ = t.
Posons Imh ∶= {a0, ..., at−1} où aj ∈ Aj pour j = 0; ...; t − 1 .

Cependant, comme f ∈ Pol(n)θ − Polρ′t il existe U1, ..., Un ∈ ρ′t avec Ui = (u0i, ..., u(t−1)i)
pour i = 1, ..., n tels que : f(U1, ..., Un) /∈ ρ′t. Par ailleurs d’après le (i) du théorème 2.2.2 on

a < Pol1θ >⊆ Polθ ∩ Polρ′t ⊆ F par conséquent F contient les fonctions unaire préservant

θ . De ce fait nous pouvons supposer que f(uj1, ..., ujn) = aj pour j = 0, ...t − 1. Dés lors

pour i = 1; ...;n considérons l’opération hi d’arité m, définie par :

hi(x) = uji si h(x) = aj

Le fait que pour tout i = 1; ...;n Ui ∈ ρ
′

t, l’on peut conclure que hi ∈ Polρ
′

t, d’où hi ∈ F .

En outre h(x) = f(h1(x), ..., hn(x)) de ce fait comme F est un clone on h ∈ F .

+ Soit p un nombre entier naturel non nul. Supposons que pour tout h ∈ Polθ tel que

∣Imh∣ ≤ p on a h ∈ F .

Soit h ∈ Pol(m)θ tel que ∣Imh∣ = p+1 posons Imh ∶= {a0, ..., ap} où aj ∈ Aj pour j = 0, ..., t−1

et at ∈ A0 . Dés lors considérons les opérations m-aires h1 et h2 définies respectivement

par :

h1(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

a0 si h(x) ≠ at

at sinon

h2(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

h(x) si h(x) ≠ at

a0 sinon

On a ∣Imh1∣ = 2 et ∣Imh2∣ = p. D’autre part h1, h2 ∈ Polθ . De ce fait par hypothèse

d’induction, il s’ensuit que h1, h2 ∈ F .
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3.3. Applications

Cependant, considérons l’opération binaire g définie sur Ek par :

g(x, y) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

at si x = at et y ∈ A0

y sinon

Comme pour tout (x1, y1), (x2, y2) ∈ E2
k , y1θy2 Ô⇒ g(x1, y1)θg(x2, y2) alors g préserve θ

et ρ′t . Ainsi g ∈ Polθ ∩ Polρ′t Dés lors, comme h(x) = g(h1(x), h2(x)) on peut conclure

que h ∈ F . ∎

3.3 Applications

Les différents clones sous-maximaux obtenus dans toutes la suite s’obtiennent par

application des Théorèmes 3.1.1 et Théorèmes 3.2.1. Quant aux différentes chaines men-

tionnées dans les différents cas ci-dessus, elles proviennent du (i) (respectivement (ii)) du

théorème 2.2.2 (respectivement du théorème 2.1.3)

3.3.1 Cas de E3 ∶= {0,1,2}

Sur E3 ∶= {0,1,2}, nous avons exactement 3 relations d’équivalence non triviales et

elles sont représentées par leurs classes d’équivalence comme suite :
θ1 : A0 = {1,2}, A1 = {0}
θ2 : A0 = {0,2}, A1 = {1}
θ3 : A0 = {0,1}, A1 = {2}.

Toutes ces relations étant du même type, nous allons appliquer nos résultats uniquement

pour θ1.

On a : le nombre de classe t = 2, l0 ∶= ∣A0∣ = 2 ≥ l1 ∶= ∣A1∣ = 1, M = {1,2}, m1 ∶= 2 ≥m2 ∶= 1.

T0 = 2, T1 = 2, T2 = 3 S0 = 2, S1 = 3.

. Clones sous-maximaux correspondant dans ce cas :

Polρ2, Polρ3 et Polθ1 ∩ Polρ′2

avec ρ2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 2 1 1 1 2 2 2

0 1 2 1 2 2 2 1 1

0 1 2 2 1 2 1 2 1

0 1 2 2 2 1 1 1 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

;

KAM TSEMO ©E.N.S de Yaoundé 33 55ieme promotion DI.P.E.S II. 2016



3.3. Applications

ρ3 = {(a1, a2, a3) ∈ τ3 ∶ (i, j) ∈ ε3 Ô⇒ (ai, aj) ∈ θ1}
où τ3 = E3

3/{(a, b, c) ∈ E3
3 ∶ ∣{a, b, c}∣ = 3}

et ρ′2 = {(a, b, c, d) ∈ E4
3 ∶ (ϕ(a), ϕ(b), ϕ(c), ϕ(d)) ∈ λ2}

où λ2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 0 0 0 1 1 1

0 1 0 1 1 1 0 0

0 1 1 0 1 0 1 0

0 1 1 1 0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

et ϕ(0) = 1, ϕ(1) = ϕ(2) = 0

. Quelques chaines correspondantes :

- ⟨Pol(1)θ1⟩ ⊊ Polρ2 ⊊ Polθ1

- ⟨Pol(1)θ1⟩ ⊊ B′ ⊊ Polθ1 ∩ Polρ′2 ⊊ Polθ1.

3.3.2 Cas de E4 ∶= {0,1,2,3}

Sur E4 ∶= {0,1,2,3}, nous avons exactement 13 relations d’équivalence non triviales,

regroupées en trois types et elles sont représentées par leurs classes d’équivalence comme

suite :

Type I

θ1 : A0 ∶= {1,2,3}, A1 ∶= {0}
θ2 : A0 ∶= {0,2,3}, A1 ∶= {1}
θ3 : A0 ∶= {0,1,3}, A1 ∶= {2}
θ4 : A0 ∶= {0,1,2} A1 ∶= {3}

Type II

θ5 : A0 ∶= {0,1}, A1 ∶= {2,3}
θ6 : A0 ∶= {0,2}, A1 ∶= {1,3}
θ7 : A0 ∶= {0,3}, A1 ∶= {1,2}

Type III

θ8 : A0 ∶= {0,1}, A1 ∶= {2} A2 ∶= {3}
θ9 : A0 ∶= {0,2}, A1 ∶= {1} A2 ∶= {3}
θ10 : A0 ∶= {0,3}, A1 ∶= {1} A2 ∶= {2}
θ11 : A0 ∶= {1,2}, A1 ∶= {0} A2 ∶= {3}
θ12 : A0 ∶= {1,3}, A1 ∶= {0} A2 ∶= {2}
θ13 : A0 ∶= {2,3}, A1 ∶= {0} A2 ∶= {1}
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A présent, nous allons appliquer nos résultats à un représentant de chaque type,

notamment à θ1, θ5 et θ8.

+ Pour θ1 : A0 ∶= {1,2,3}, A1 ∶= {0}
On a : le nombre de classe t = 2, l0 ∶= ∣A0∣ = 3 ≥ l1 ∶= ∣A1∣ = 1, M = {1,3}, m1 ∶= 3 >m2 ∶= 1.

q ∶= ∣M ∣ = 2, T0 = 3, T1 = 3, T2 = 4, S0 = 3.

. Clones sous-maximaux correspondant dans ce cas sont :

Polρ3, Polρ4 et Polθ1 ∩ Polρ′2.
avec ρ3 = {(a1, a2, a3) ∈ τ3 ∶ (i, j) ∈ ε3 Ô⇒ (ai, aj) ∈ θ1}
où τ3 = E3

4/{(a, b, c) ∈ E3
4 ∶ ∣{a, b, c}∣ = 3} et ε3 est défini par son unique classe π0 = {1,2,3} ;

ρ4 = {(a1, a2, a3, a4) ∈ τ4 ∶ (i, j) ∈ ε4 Ô⇒ (ai, aj) ∈ θ1}
où τ4 = E4

4/{(a, b, c, d) ∈ E4
4 ∶ ∣{a, b, c, d}∣ = 4} et ε4 est défini par ses classes d’équivalence

π0 = {1,2,3}, π1 = {4} ;
ρ
′

2 = {(a, b, c, d) ∈ E4
4 ∶ (ϕ(a), ϕ(b), ϕ(c), ϕ(d)) ∈ λ2} où ϕ(0) = 1, ϕ(1) = ϕ(2) = ϕ(3) = 0

et λ2 = {(a, a, b, b); (a, b, a, b); (a, b, b, a) ∶ a, b ∈ {0,1,2,3}}
. Quelques chaines correspondantes :

- ⟨Pol(1)θ1⟩ ⊊ Polρ2 ⊊ Polρ3 ⊊ Polθ1

- ⟨Pol(1)θ1⟩ ⊊ B′ ⊊ Polθ1 ∩ Polρ′2 ⊊ Polθ1.

+ Pour θ5 : A0 ∶= {0,1}, A1 ∶= {2,3}
On a : le nombre de classe t = 2, l0 ∶= ∣A0∣ = 2 ≥ l1 ∶= ∣A1∣ = 2, M = {2}, m1 ∶= 2.

q ∶= ∣M ∣ = 1, T0 = 2, T1 = 4 S0 = 2, S1 = 4.

. Clones sous-maximaux correspondant dans ce cas :

Polρ2, Polρ4 et Polθ5 ∩ Polρ′2.
avec ρ2 = {(a, a, b, b); (a, b, a, b); (a, b, b, a) ∶ (a, b) ∈ θ5}
ρ4 = {(a1, a2, a3, a4) ∈ τ4 ∶ (i, j) ∈ ε4 Ô⇒ (ai, aj) ∈ θ5}
où τ4 = E4

4/{(a, b, c, d) ∈ E4
4 ∶ ∣{a, b, c, d}∣ = 4} et ε4 est définie par ses deux classes

π0 = {1,2} ; π1 = {3,4} et ρ′2 = {(a, b, c, d) ∈ E4
4 ∶ (ϕ(a), ϕ(b), ϕ(c), ϕ(d)) ∈ λ2} où

ϕ(0) = ϕ(1) = 0, ϕ(2) = ϕ(3) = 1, λ2 = {(a, a, b, b); (a, b, a, b); (a, b, b, a) ∶ a, b ∈ {0,1,2,3}}.
. Quelques chaines correspondantes :

- ⟨Pol(1)θ5⟩ ⊊ Polρ2 ⊊ Polθ5

- ⟨Pol(1)θ5⟩ ⊊ B′ ⊊ Polθ5 ∩ Polρ′2 ⊊ Polθ5.

+ Pour θ8 : A0 ∶= {0,1}, A1 ∶= {2} A2 ∶= {3}
On a : le nombre de classe t = 3, l0 ∶= ∣A0∣ = 2 ≥ l1 ∶= ∣A1∣ = 1 ≥ l2 ∶= ∣A2∣ = 1, M = {1,2},
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m1 ∶= 2 >m2 ∶= 1. q ∶= ∣M ∣ = 2, T0 = 2, T1 = 2, T2 = 4 S0 = 3, S1 = 4, S2 = 5.

. Clones sous-maximaux correspondant dans ce cas :

Polρ2, Polρ4 et Polθ8 ∩ Polρ′3.

Avec ρ2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 2 1 1 1 2 2 2

0 1 2 1 2 2 2 1 1

0 1 2 2 1 2 1 2 1

0 1 2 2 2 1 1 1 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

ρ4 = {(a1, a2, a3, a4) ∈ τ4 ∶ (i, j) ∈ ε4 Ô⇒ (ai, aj) ∈ θ8}
où τ4 = E4

4/{(a, b, c, d) ∈ E4
4 ∶ ∣{a, b, c, d}∣ = 4} et ε4 est définie par ses deux classes

π0 = {1,2,3} ; π1 = {4} et ρ′3 = {(a, b, c, d) ∈ E4
4 ∶ (ϕ(a), ϕ(b), ϕ(c), ϕ(d)) ∈ τ3} où

ϕ(0) = ϕ(1) = 0, ϕ(2) = ϕ(3) = 1, τ3 = E3
4/{(a, b, c) ∈ E3

4 ∶ ∣{a, b, c}∣ = 3}.
. Quelques chaines correspondantes :

- ⟨Pol(1)θ8⟩ ⊊ Polρ2 ⊊ Polθ8

- ⟨Pol(1)θ8⟩ ⊊ B′ ⊊ Polρ′2 ⊊ Polθ8 ∩ Polρ′3 ⊊ Polθ8.

3.3.3 Cas de E5 ∶= {0,1,2,3,4}

Sur E5 ∶= {0,1,2,3,4}, nous avons exactement 50 relations d’équivalence non triviales.

Nous pouvons classer ces 50 relations suivants 5 types, dont un représentant de chaque

type est donné par :
Type I θ1 : A0 ∶= {0,1,2}, A1 ∶= {3,4}
Type II θ2 : A0 ∶= {0,1,2,3}, A1 ∶= {4}
Type III θ3 : A0 ∶= {0,1,2}, A1 ∶= {3} A2 ∶= {4}
Type IV θ4 : A0 ∶= {0,1}, A1 ∶= {2,3} A2 ∶= {4}
Type V θ5 : A0 ∶= {0,1}, A1 ∶= {2} A2 ∶= {3} A3 ∶= {4}

A présent, nous allons appliquer nos résultats pour chaque type.

+ Type I

θ1 : A0 ∶= {0,1,2}, A1 ∶= {3,4}
On a : le nombre de classe t = 2, l0 ∶= ∣A0∣ = 3 ≥ l1 ∶= ∣A1∣ = 2, M = {2,3}, m1 ∶= 3 ≥m2 ∶= 2.

q ∶= ∣M ∣ = 2, T0 = 2, T1 = 2, T2 = 5 S0 = 3.

. Clones sous-maximaux correspondant dans ce cas sont :

Polρ3, Polρ5 et Polθ1 ∩ Polρ′2.
ρ3 = {(a1, a2, a3) ∈ τ3 ∶ (i, j) ∈ ε3 Ô⇒ (ai, aj) ∈ θ1}
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où τ3 = E3
5/{(a, b, c) ∈ E3

5 ∶ ∣{a, b, c}∣ = 3} et ε3 est définie par sa classes π0 = {1,2,3}
ρ
′

2 = {(a, b, c, d) ∈ E4
5 ∶ (ϕ(a), ϕ(b), ϕ(c), ϕ(d)) ∈ λ2} où

ϕ(0) = ϕ(1) = 0, ϕ(2) = ϕ(3) = 1, ρ5 = {(a1, a2, a3, a4, a5) ∈ τ5 ∶ (i, j) ∈ ε5 Ô⇒ (ai, aj) ∈ θ1}
où τ5 = E5

5/{(a, b, c, d, e) ∈ E5
5 ∶ ∣{a, b, c, d, e}∣ = 5} et ε5 est définie par ses classes :

π0 = {1,2,3}, π1 = {4,5}
. Quelques chaines correspondantes :

- ⟨Pol(1)θ1⟩ ⊊ Polρ2 ⊊ Polρ3 ⊊ Polθ1

- ⟨Pol(1)θ1⟩ ⊊ B′ ⊊ Polθ1 ∩ Polρ′2 ⊊ Polθ1.

+ Type II

θ2 : A0 ∶= {0,1,2,3}, A1 ∶= {4}
On a : le nombre de classe t = 2, l0 ∶= ∣A0∣ = 4 ≥ l1 ∶= ∣A1∣ = 1, M = {1,4}, m1 ∶= 4 ≥m2 ∶= 1.

q ∶= ∣M ∣ = 2 T0 = 4, T1 = 4, T2 = 5 S0 = 4.

. Clones sous-maximaux correspondant dans ce cas :

Polρ4, Polρ5 et Polθ2 ∩ Polρ′2
ρ4 = {(a1, a2, a3, a4) ∈ τ4 ∶ (i, j) ∈ ε4 Ô⇒ (ai, aj) ∈ θ2}
où τ4 = E4

5/{(a, b, c, d) ∈ E4
5 ∶ ∣{a, b, c, d}∣ = 4} et ε4 est définie par sa classes π0 = {1,2,3,4}

ρ
′

2 = {(a, b, c, d) ∈ E4
5 ∶ (ϕ(a), ϕ(b), ϕ(c), ϕ(d)) ∈ λ2} où

ϕ(0) = ϕ(1) = ϕ(2) = ϕ(3) = 0, ϕ(4) = 1, et λ2 = {(a, a, b, b), (a, b, a, b), (a, b, b, a) ∶ a, b ∈ E5}
ρ5 = {(a1, a2, a3, a4, a5) ∈ τ5 ∶ (i, j) ∈ ε5 Ô⇒ (ai, aj) ∈ θ1}
où τ5 = E5

5/{(a, b, c, d, e) ∈ E5
5 ∶ ∣{a, b, c, d, e}∣ = 5} et ε5 est définie par ses classes :

π0 = {1,2,3}, π1 = {4,5}
. Quelques chaines correspondantes :

- ⟨Pol(1)θ2⟩ ⊊ Polρ2 ⊊ Polρ3 ⊊ Polρ4 ⊊ Polθ2

- ⟨Pol(1)θ2⟩ ⊊ B′ ⊊ Polρ′2 ⊊ Polθ2.

+ Type III

θ3 : A0 ∶= {0,1,2}, A1 ∶= {3} A2 ∶= {4}
On a : le nombre de classe t = 3, l0 ∶= ∣A0∣ = 3 ≥ l1 ∶= ∣A1∣ = 1 ≥ l2 ∶= ∣A2∣ = 1, M = {1,3},
m1 ∶= 3 ≥m2 ∶= 1. q ∶= ∣M ∣ = 2, T0 = 3, T1 = 3, T2 = 5 S0 = 3.

. Clones sous-maximaux correspondant dans ce cas :

Polρ3, Polρ5 et Polθ3 ∩ Polρ′3.
Avec ρ3 = {(a1, a2, a3) ∈ τ3 ∶ (i, j) ∈ ε3 Ô⇒ (ai, aj) ∈ θ3}
où τ3 = E3

5/{(a, b, c) ∈ E3
5 ∶ ∣{a, b, c}∣ = 3} et ε3 est définie par sa classe π0 = {1,2,3}

KAM TSEMO ©E.N.S de Yaoundé 37 55ieme promotion DI.P.E.S II. 2016



3.3. Applications

ρ5 = {(a1, a2, a3, a4, a5) ∈ τ5 ∶ (i, j) ∈ ε5 Ô⇒ (ai, aj) ∈ θ3}
où τ5 = E5

5/{(a, b, c, d, e) ∈ E5
5 ∶ ∣{a, b, c, d, e}∣ = 5} et ε5 est définie par ses classes π0 =

{1,2,3}, π1 = {4,5}
. Quelques chaines correspondantes :

- ⟨Pol(1)θ3⟩ ⊊ Polρ2 ⊊ Polρ3 ⊊ Polθ3

- ⟨Pol(1)θ3⟩ ⊊ B′ ⊊ Polρ′2 ⊊ Polθ3 ∩ Polρ′3 ⊊ Polθ3.

+ Type IV

θ4 : A0 ∶= {0,1}, A1 ∶= {2,3} A2 ∶= {4}
On a : le nombre de classe t = 3, l0 ∶= ∣A0∣ = 2 ≥ l1 ∶= ∣A1∣ = 2 ≥ l2 ∶= ∣A2∣ = 1, M = {1,2},
m1 ∶= 2 ≥m2 ∶= 1. q ∶= ∣M ∣ = 2, T0 = 2, T1 = 4, T2 = 5 S0 = 2.

. Clones sous-maximaux correspondant dans ce cas :

Polρ2, Polρ4, Polρ5, Polθ4 ∩ Polρ′3.
Avec ρ2 = {(a, a, b, b), (a, b, a, b), (a, b, b, a) ∶ (a, b) ∈ θ4}
ρ4 = {(a1, a2, a3, a4) ∈ τ4 ∶ (i, j) ∈ ε4 Ô⇒ (ai, aj) ∈ θ4}
où τ4 = E4

5/{(a, b, c, d) ∈ E4
5 ∶ ∣{a, b, c, d}∣ = 4} et ε4 est définie par ses classes π0 = {1,2},

π1 = {3,4}.
ρ5 = {(a1, a2, a3, a4, a5) ∈ τ5 ∶ (i, j) ∈ ε5 Ô⇒ (ai, aj) ∈ θ4}
où τ5 = E5

5/{(a, b, c, d, e) ∈ E5
5 ∶ ∣{a, b, c, d, e}∣ = 5} et ε5 est définie par ses classes π0 = {1,2},

π1 = {3,4}, π2 = {5}
. Quelques chaines correspondantes :

- ⟨Pol(1)θ4⟩ ⊊ Polρ2 ⊊ Polθ4

- ⟨Pol(1)θ4⟩ ⊊ B′ ⊊ Polρ′2 ⊊ Polθ4 ∩ Polρ′3 ⊊ Polθ4.

+ Type V

θ5 : A0 ∶= {0,1}, A1 ∶= {2} A2 ∶= {3} A3 ∶= {4}. On a : le nombre de classe t = 4,

l0 ∶= ∣A0∣ = 2 ≥ l1 ∶= ∣A1∣ = 1 ≥ l2 ∶= ∣A2∣ = 1 ≥ l3 ∶= ∣A3∣ = 1, M = {1,2}, m1 ∶= 2 > m2 ∶= 1.

q ∶= ∣M ∣ = 2, T0 = 2, T1 = 2, T2 = 5, S0 = 2, S1 = 3, S2 = 4.

. Clones sous-maximaux correspondant dans ce cas :

Polρ2, Polρ5, Polθ5 ∩ Polρ′4.
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Avec ρ2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 2 3 0 0 0 1 1 1

0 1 2 3 0 1 1 1 0 0

0 1 2 3 1 0 1 0 1 0

0 1 2 3 1 1 0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

ρ5 = {(a1, a2, a3, a4, a5) ∈ τ5 ∶ (i, j) ∈ ε5 Ô⇒ (ai, aj) ∈ θ4}
où τ5 = E5

5/{(a, b, c, d, e) ∈ E5
5 ∶ ∣{a, b, c, d, e}∣ = 5} et ε5 est définie par ses classes π0 = {1,2},

π1 = {3} et π2 = {4,5}
. Quelques chaines correspondantes :

- ⟨Pol(1)θ5⟩ ⊊ Polρ2 ⊊ Polθ5

- ⟨Pol(1)θ5⟩ ⊊ B′ ⊊ Polρ′2 ⊊ Polθ5 ∩ Polρ′3 ⊊ Polθ5 ∩ Polρ′4 ⊊ Polθ5.
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APPORTS PÉDAGOGIQUES

Ce travail nous a permis de nous outiller sur deux plans :

+ Sur le plan de la forme

. La rédaction de ce mémoire nous a permis de voir comment peut être structuré un

cours.

. En outre, la saisie de ce travail nous a permis de nous familiariser au logiciel de saisie

LATEX qui est un excellent logiciel pour la saisie des épreuves et leçons au lycée

+Sur le plan du fond

La notion de relation d’équivalence nous a permis d’avoir une meilleurs perceptions des

concepts tels que

. les partitions en analyse combinatoire ;

. ainsi que la notion de partage équitables.

. En outre ce travail nous a permis d’étudier des structures algébriques plus générale

que les espaces vectoriels, notamment les algèbres universels, ce qui nous présente une vue

plus globale des structures algébriques étudiées au lycée.
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CONCLUSION

Dans ce travail nous avons donné une description de l’intervalle de clones

[< Pol(1)θ >;Polθ] où θ est une relation d’équivalence non triviale sur un ensemble

à k éléments. En outre nous avons caractérisé principalement deux formes de clones

sous-maximaux de cet intervalle et enfin nous avons appliqué les principaux résultats

aux ensembles E3,E4 et E5. Cependant, il serait envisageable, de déterminer d’autres

formes, pourquoi pas toutes les formes possibles de clones sous maximaux de l’intervalle

[< Pol(1)θ >;Polθ]. Ceci pouvant faire l’objet de travaux ultérieurs.
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