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♣ Résumé ♣

Les équations d’Einstein sont le nœud central de la relativité générale. Ce sont des équations aux

dérivées partielles qui fournissent en langage mathématique une formulation précise de la relation qui

existe entre la géométrie de l’espace-temps et les propriétés de la matière. Nous écrivons dans le présent

mémoire les équations d’Einstein fluide parfait dans un système de coordonnées en symétrie cylindrique.

Nous obtenons un système complet de huit équations aux dérivées partielles non linéaires du premier et

du second ordre à sept inconnues et nous posons le problème de Cauchy correspondant.

Mots clés : Relativité générale, équations d’Einstein, équations d’Euler, symétrie cylindrique, espace-

temps.
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♣ Abstract ♣

Einstein’s equations are the central node of general relativity. These are equations to partial deriva-

tives that provide in mathematical language a precise formulation of the relation which exists between

the geometry of space-time and the properties of matter. We write in the present memory Einstein’s per-

fect fluid equations in cylindrical symmetry coordinate system. We obtain a complete system set of eight

first and second order nonlinear partial differential equations at seven unknowns and we pose the Cauchy

problem.

Keys words : General Relativity, Einstein equations, Euler equations, cylindrical symmetry, space-

times.
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♣ Introduction ♣

La relativité générale est une théorie de la gravitation développée par Albert Einstein 1 entre 1907 et

1915 qui révolutionne celle de Newton[10]. Pour Newton, le mouvement d’un corps est déterminé par

des forces, mais pour Einstein il est déterminé par la configuration de l’espace-temps([10]). Dans cette

théorie, l’espace-temps est modelisé par une variété lorentzienne (M, g) de dimension quatre muni d’un

tenseur métrique. Selon cette théorie, l’espace-temps régit le mouvement de la matière et la matière régit

le mouvement de l’espace-temps. Einstein a donc formulé cette relation par les équations dites d’Einstein

[1] :

Gλβ =
8πG

c4
Tλβ avec λ, β ∈ {0, 1, 2, 3}.

Où (Gλβ) sont les composantes du tenseur d’Einstein données par Gλβ = Rλβ − 1
2
Rgλβ , (Tλβ) celles

du tenseur d’impulsion-énergie, (gλβ) celles du tenseur métrique, (Rλβ) celles du tenseur de Ricci, R

la courbure riemannienne, G la constante gravitationnelle et c la célérité de la lumière. Cela signifie

qu’à une constante multiplicative près, le tenseur (Gλβ) (qui décrit cetains aspects de la courbure de

l’espace-temps) est égale au tenseur (Tλβ) (qui décrit cetains aspects du contenu de la matière).

A cause de la symétrie, les tenseurs (Gλβ) et (Tλβ) sont chacune un ensemble de dix composantes,

fonction des coordonnées de l’espace-temps ; l’équation ci-dessus devient un système complexe de dix

équations à vingt inconnues. Cette complexité peut être améliorée en écrivant cette équation dans un sys-

tème de coordonnées où la métrique est invariante par symétrie. Dans le présent travail, nous l’écrivons

dans le système de coordonnées cylindriques dont la métrique (gλβ) prend la forme [3] :

ds2 = −αe2(η−γ)dt2 + e2(η−γ)dr2 + e2γ(dz + Adθ)2 + r2e−2γdθ2.

où t est le temps et (r, z, θ) les coordonnées de l’espace.

Compte tenu du fait que le tenseur d’impulsion-énergie dépend du choix de la matière, cette matière

1. Physicien américain d’origine allemande né le 14 mars 1879 à Ulm dans le Wurtemberg et mort le 18 avril 1955 à New

Jersey.[9]
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utilisée dans ce travail est comparée à un fluide parfait 2 et (Tλβ) est donnée par [6] :

Tλβ = (p+ ρ)uλuβ + pgλβ, λ, β = 0, 1, 2, 3.

p est la pression du fluide et les principales inconnues décrivant la matière sont la vitesse unitaire tem-

porelle uλ et la densité d’énergie ρ > 0. Ces inconnues uλ et ρ font coupler les équations d’Einstein aux

équations d’Euler.

Pour écrire ces équations, nous subdivisons notre travail en trois chapitres : au chapitre un, nous donnons

quelques notions de géométrie différentielle et de géométrie lorentzienne ; des expressions des compo-

santes du tenseur d’Einstein que nous illustrons au chapitre deux. Au chapitre trois, nous établissons le

système complet d’Einstein-Euler fluide parfait en symétrie cylindrique et nous obtenons un système de

huit équations aux dérivées partielles non linéaires du premier et du second ordre à sept fonctions incon-

nues dépendant chacune du temps et de l’espace. Nous terminons le travail par l’étude du cas particulier

des équations d’Euler homogènes 3.

2. C’est un fluide dépourvu de viscosité(résistance à l’écoulement uniforme et sans turbulence se produisant dans la masse

de la matière).
3. Les fonctions inconnues dépendent uniquement du temps.
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? ? CHAPITRE UN ? ?

QUELQUES NOTIONS DE GÉOMÉTRIE

DIFFÉRENTIELLE ET DE GÉOMÉTRIE

LORENTZIENNE

Dans ce chapitre, nous donnons quelques notions importantes pour l’établissement des équations

dont nous avons besoin.

1.1 Notions de géométrie différentielle

Définition 1.1.1. (Espace topologique)

Soit E un ensemble non vide. Une famille O de parties de E est une topologie lorsqu’elle vérifie les

axiomes suivants :

(i) ∅, E ∈ O ;

(ii) ∀ A,B ∈ O, A ∩B ∈ O ;

(iii) ∀ (Oi)i∈I ⊂ O,
⋃
i∈I

Oi ∈ O .

Le couple (E,O) est appelé espace topologique et O est appelé ensemble des ouverts de E.

Définition 1.1.2. (Voisinage d’un point)

Dans un espace topologique (E,O), on appelle voisinage d’un point x ∈ E une partie V de E qui

contient x et qui contient un ouvert de E contenant x.

Remarque 1.1.1. Tout ouvert de E est voisinage en chacun de ses points.

Définition 1.1.3. (Espace topologique séparé)

Un espace topologique (E,O) est dit séparé au sens de Hausdorff ou tout simplement séparé si

∀x, y ∈ E tels que x 6= y , il existe U ∈ O contenant x et V ∈ O contenant y tels que U ∩ V = ∅ .

Dans la suite, l’espace topologique (E,O) sera noté E lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion sur

la topologie.
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1.1. Notions de géométrie différentielle

Définition 1.1.4. (Continuité)

Soient E et F deux espaces topologiques et soit f une application de E vers F .

1. On dit que f est continue en un point x de E lorsque l’image réciproque par f de tout voisinage

de f(x) dans F est un voisinage de x dans E.

2. On dit que f est continue sur E lorsqu’elle est continue en tout point de E.

Définition 1.1.5. (Homéomorphisme)

Soient E et F deux espaces topologiques. Une application f : E −→ F est un homéomorphisme

lorsqu’elle est continue sur E, bijective et lorsque son inverse f−1 est continu sur F .

Définition 1.1.6. (Application différentiable)

Soit U un ouvert de Rn(n ∈ N). Une application f : U −→ Rm(m ∈ N) est différentiable en x0 s’il

existe une application linéaire L : Rn −→ Rm appelée différentielle de f en x0 telle que :

f(x0 + h) = f(x0) + L(h) + ‖h‖nε(h) et ε(h) −→ 0 quand ‖h‖n−→ 0.

Où ‖.‖n désigne une norme sur Rn(n ∈ N∗).

Notation 1.1.1. La différentielle de f en x0 se note df(x0) et est définie par :

df(x0) : Rn −→ Rm

h 7→ df(x0)(h)

Définition 1.1.7. (Application de classe C∞)

Soit U un ouvert de Rn(n ∈ N). On dit qu’une application f : U −→ Rm(m ∈ N) est de classe

Ck(k ∈ N) dans U si elle est k−fois différentiable dans U et si son application différentielle d’ordre k

est continue dans U .

On dit que f est de classe C∞ si elle est de classe Cr, ∀r ∈ N.

Définition 1.1.8. (Ck-difféomorphisme, k ∈ N)

Soient U et V deux ouverts de Rn(n ∈ N). On dit qu’une application f : U −→ V est un Ck-

difféomorphisme si f est une bijection de U sur V , f est de classe Ck dans U et f−1 est de classe Ck

dans V .

Définition 1.1.9. (Cartes locales et Ck-compatibilité, k ∈ N)[8]

Soit E un espace topologique séparé et soit p ∈ E .

1. On appelle carte locale de E en p de dimension n ∈ N, tout couple (U,ϕ) tel que :

(i) U ⊂ E est un voisinage ouvert de p dans E, ϕ(U) est un ouvert de Rn ;
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1.1. Notions de géométrie différentielle

(ii) L’application ϕ : U −→ ϕ(U) ⊆ Rn est un homéomorphisme.

2. Soient (U,ϕ) et (V, ψ) deux cartes locales de E en p de dimension n. (U,ϕ) et (V, ψ) sont dites

Ck−compatibles si U ∩V = ∅ ou si U ∩V 6= ∅ et l’application ψ ◦ϕ−1 : ϕ(U ∩V ) −→ ψ(U ∩V )

est un Ck−difféomorphisme ; avec ϕ(U ∩V ) et ψ(U ∩V ) ouverts de Rn. ψ ◦ϕ−1 est aussi appelée

fonction de transition.

Définition 1.1.10. (Atlas)[8]

Soit E un espace topologique séparé. Un atlas de classe Ck(k ∈ N) et de dimension n ∈ N∗ sur

E est la donnée d’une famille ((Ui, ϕi))i∈I telle que : ∀i ∈ I, (Ui, ϕi) sont des cartes Ck−compatibles

recouvrant E.

Remarque 1.1.2. Dans l’ensemble L(E) des atlas de classe Cp et de dimension n, on définit la relation

suivante : ∀A,B ∈ L(E), (A ∼ B) si et seulemnt si (A et B sont Cp−compatibles).

La relation ” ∼ ” est une relation d’équivalence sur L(E).

Définition 1.1.11. (Variété différentielle)[8]

Une variété différentielle de classe Cr(r ∈ N) et de dimension n ∈ N∗ est la donnée à la fois d’un

espace topologique séparé E et d’une classe d’équivalence d’atlas de classe Cr et de dimension n sur

E.

Définition 1.1.12. (Applications différentiables entre variétés)

Soient M et N deux variétés de dimensions respectives n et m (n,m ∈ N∗) et de classe Cr(r ∈ N),

x ∈ M . On dit qu’une application f : M −→ N est différentiable de classe Cr en x si f est continue

et s’il existe une carte (U,ϕ) de M en x et une carte (V, ψ) de N en f(x) telles que f(U) ⊂ V et

l’application (représentation locale de f ) ψ ◦ f ◦ϕ−1 : ϕ(U) ⊂ Rn −→ ψ(V ) ⊂ Rm est de classe Cr.

Dans la suite, E désigne une variété différentiable de dimension n, de classe Cr et x un point de E.

Définition 1.1.13. (Courbe différentielle en un point)

Soit I une partie non vide de R contenant 0. Une courbe différentiable de E en x est une application

continue c : I −→ E , t 7→ c(t) telle que c(0) = x.

Γ = c(I) ⊂ E est appelé arc paramétré de E et le couple (I, c) est la paramétrisation de l’arc Γ.

Notation 1.1.2. On note Γ∞x (E) l’ensemble des courbes différentiables de E en x.

Définition 1.1.14. (Courbes tangentes en un point)[8]

Soient (I, c1), (J, c2) ∈ Γ∞x (E) . (I, c1) et (J, c2) sont dites tangentes si pour toute carte locale (U,ϕ)

en x , on a :  c1(0) = c2(0) = x,

d(ϕ◦c1)
dt

(t)|t=0 = d(ϕ◦c2)
dt

(t)|t=0.
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1.1. Notions de géométrie différentielle

Remarque 1.1.3. Dans Γ∞x (E), on définit la relation suivante, notée Rx : c1 Rx c2 si et seulement si

c1 et c2 sont tangents en x.

Rx ainsi définie est une relation d’équivalence et une classe d’équivalence suivant la relation Rx est

définie par :

[c]x : C∞(E) −→ R

g 7−→ [c]x(g) =
d

dt
(g ◦ c)(t)|t=0.

Définition 1.1.15. (Vecteur tangent-Espace tangent)

Un vecteur tangent à E est une classe d’équivalence pour la relationRx définie ci-dessus.

L’espace tangent à E en x est l’ensemble des vecteurs tangents à E en x.

Définition 1.1.16. (Fibré tangent)

On appelle fibré tangent à E la réunion disjointe de tous les espaces tangents de E.

Notation 1.1.3. On note TxE l’espace tangent de E en x et TE =
⋃
x∈E

({x} × TxE) la variété fibré

tangente à E.

Proposition 1.1.1. TxE est un espace vectoriel de dimension égale à celle de E et TE est une variété

différentielle de dimension égale à deux fois celle de E et de classe Cr.

Preuve . voir [8]

Définition 1.1.17. (Champ de vecteurs)[8]

Un champ de vecteurs sur E est une application X : E −→ TE telle que π ◦ X : E −→ E soit

l’application identité (π : TE −→ E étant la projection canonique définie par π(x,X) = x). Un champ

de vecteurs est dit différentiable si l’application qui le définit est C∞.

Notation 1.1.4. On note X(E) l’ensemble des champs de vecteurs définis sur E.

Définition 1.1.18. (Dérivation)[8]

Un champ de vecteurs X de E définit une dérivation sur C∞(E) par :

X : C∞(E) −→ C∞(E)

g 7−→ X(g)

où X(g)(x) = Xx(g) vérifiant :

i) ∀a, b ∈ R, ∀g, h ∈ C∞(E), X(ag + bh) = aXg + bXh ;

ii) ∀g, h ∈ C∞(E), X(gh) = gXh+ hXg.
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1.1. Notions de géométrie différentielle

Définition 1.1.19. (Produit de deux champs de vecteurs)

Le produit de deux champs de vecteursX et Y surE est défini par :XY (g) = X(Y g), ∀g ∈ C∞(E).

Proposition 1.1.2. Le produit de deux champs de vecteurs ne définit pas toujours une dérivation.

Preuve . Soient X et Y deux champs de vecteurs. Pour tout ∀g, h ∈ C∞(E) , on a :

XY (gh) = X(Y (gh))

= X(gY h+ hY g)

= gX(Y h) +XgY h+ hX(Y g) +XhY g

Mais g(XY )h+ h(XY )g = gX(Y h) + hX(Y g); d’où XY (gh) 6= g(XY )h+ h(XY )g. �

Définition 1.1.20. (Crochet)

On appelle crochet de Lie de deux champs de vecteurs X et Y , le champ de vecteurs [., .] défini par :

[., .] : X(E)× X(E) −→ X(E)

(X, Y ) 7→ [X, Y ] = X ◦ Y − Y ◦X.

Remarque 1.1.4. L’opérateur crochet définit une dérivation sur C∞(E) .

Définition 1.1.21. (Dérivée de Lie)

La dérivée de Lie d’un champ de vecteurs X par rapport à un autre champ de vecteurs Y est le

champ de vecteurs LX(Y ) défini par : LX(Y ) = [X, Y ].

Définition 1.1.22. (Application n−linéaire)

Soient n ∈ N∗, E1, . . . , En et F des K−espaces vectoriels, (K = R ou C).

Une application f : E1 × · · · × En −→ F est dite n−linéaire si elle est linéaire par rapport à chacun

des n facteurs.

On dit que f est une forme linéaire sur E1 × · · · × En lorsque F = K .

Remarque 1.1.5. Lorsque E1 = E2 = · · · = En = E et F = K , on dit que f est une forme n−linéaire

sur E.

Définition 1.1.23. (Tenseur élémentaire)

Soient E et F deux K−espaces vectoriels (K = R ou C) , x ∈ E et y ∈ F . On appelle tenseur

élémentaire, l’application

x⊗ y : E∗ × F ∗ −→ K

(α, β) 7−→ α(x)β(y),

où E∗ (respectivement F ∗) désigne le dual algébrique de l’espace E c’est-à-dire l’ensemble des formes

lineaires sur E (respectivement sur F ).
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1.2. Notions de géométrie lorentzienne

Définition 1.1.24. (Produit tensoriel)

Soient E et F deux K−espaces vectoriels. On appelle produit tensoriel de E et F noté E ⊗ F ,

l’ensemble des combinaisons linéaires finies de tenseurs élémentaires.

Dans la suite, M désigne une variété différentiable de dimension n.

Définition 1.1.25. (Tenseur covariant)

Un tenseur de type

 0

p

 ou p−fois covariant au point x ∈ M est une forme p−linéaire définie

sur (TxM)p.

On désigne par ⊗pT ∗xM ≡ T 0
xp l’espace des formes p−linéaire sur (TxM)p.

Définition 1.1.26. (Tenseur contravariant)

Un tenseur de type

 q

0

 ou q−fois contravariant au point x ∈M est une forme q−linéaire définie

sur (T ∗xM)q.

On désigne par ⊗qTxM ≡ T qx0 l’espace des formes q−linéaire sur (T ∗xM)q.

Définition 1.1.27. (Tenseur mixte)

Un tenseur mixte de type

 q

p

 ou tenseur p−fois covariant et q−fois contravariant au point

x ∈M est une forme (p+ q)−linéaire définie sur (TxM)p × (T ∗xM)q.

On désigne par T qxp l’ensemble des tenseurs de type

 q

p

 au point x ∈M .

Définition 1.1.28. (Fibré tensoriel)

On appelle fibré tensoriel, la variété différentielle T qpM définie par :

T qpM =
⋃
x∈M

({x} × T qxp).

Définition 1.1.29. (Champ de tenseurs)

Un champ de tenseurs de type

 q

p

 sur M est une application différentiable

T : M −→ T qpM

x 7−→ T (x) = (x, Tx), Tx ∈ T qxp.

1.2 Notions de géométrie lorentzienne

Convention de sommation d’Einstein :
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1.2. Notions de géométrie lorentzienne

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K et B = {e1, e2, ..., en} une base de

E. Soit x ∈ E, alors x =
n∑
i=1

xiei ; xi ∈ K.

Un indice i sur lequel on effectue la somme est appelé indice muet. La convention d’Einstein consiste

à supprimer le signe
∑

et d’indiquer l’indice muet en haut et en bas. Ainsi

x = xiei i = 1, 2, ..., n.

Dans toute la suite, V4 désigne une variété différentiable de dimension 4, le corps de base est R. On

adopte la convention de sommation d’Einstein où les indices grecs α, β, γ, ... vont de 0 à 3.

Définition 1.2.1. (Variété lorentzienne)[8]

Une variété lorentzienne ou hyperbolique est la donnée d’un couple (V4, g) où g un champ de ten-

seurs 2−fois covariant de classe C2 sur V4 tel que pour x ∈ V4, l’application gx : TxV4 × TxV4 −→ R

est une forme bilinéaire symétrique et non dégénérée de signature (+,−,−,−) ou (−,+,+,+). g est

appelé tenseur métrique.

Remarque 1.2.1. 1. La forme quadratique associée à g admet une décomposition en un carré po-

sitif et trois carrés négatifs (ou en un carré négatif et trois carrés positifs).

2. Dans un repère naturel eα de V4, g s’écrit en coordonnées locales par g = gαβdx
αdxβ où

gαβ = g(eα, eβ). g est alors vu comme une matrice carrée symétrique d’ordre 4 dont les compo-

santes sont les gαβ . On note alors g = (gαβ). La matrice g est inversible et son inverse est noté

(gαβ). On a : gαλgλβ = δαβ (tenseur de Kronecker).

Définition 1.2.2. (Repère orthonormé)

Le repère (eα) est dit orthonormé dans (V4, g) si g s’écrit : g = ds2 = (dx0)2 −
3∑
i=1

(dxi)2 en

signature (+,−,−,−) ou g = ds2 = −(dx0)2 +
3∑
i=1

(dxi)2 en signature (−,+,+,+).

Un élément x ∈ V4 est représenté par x = (x0, xi) avec x0 = t appelée coordonnée temporelle et

xi coordonnée d’espace. Ainsi, pour tout système de coordonnées locales (xα) dans V4, x0 représente le

temps t et xi l’espace. Cette représentation est due à Minkowski dans les années 1908([10]).

Définition 1.2.3. (Espace-temps)[8]

Un espace-temps est la donnée d’un couple (V4, g) de variété lorentzienne.

Exemple 1.2.1. 1. (R4, η) est l’espace-temps de Minkowski où la métrique η dite métrique de Min-

kowski est définie par : η = −(dt)2 +
3∑
i=1

(dxi)2 avec η00 = −1,

ηij = δij =

 1 si i = j

0 si i 6= j
ou η = (dt)2 −

3∑
i=1

(dxi)2 (suivant la signature de η).[8]
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1.2. Notions de géométrie lorentzienne

2. (R×S3, g) est l’espace-temps de De Sitter. S3 désigne la sphère unité de R4, la métrique g s’écrit :

g = dt2 − a2ch2( t
a
)[dα2 + sin2α(dθ2 + sin2θdϕ2)].

t ∈ R, α ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

g est de signature (+,−,−,−) avec g00 = 1, g11 = −a2ch2( t
a
), g22 = −a2ch2( t

a
)sin2α, g33 =

−a2ch2( t
a
)sin2αsin2θ et les autres coefficients sont nuls.[8]

Un élément u de TxV4 est encore appelé vecteur contravariant et ses composantes dans une base

(eα) de TxV4 sont notées (uα), c’est-à-dire u = uαeα. Un élément u∗ de T ∗xV4 est encore appelé vecteur

covariant et ses composantes dans la base duale (θα) de (eα) sont notées (u∗α), c’est-à-dire u∗ = u∗αθ
α.

On sait que g ≡ gx : TxV4 × TxV4 −→ R est une forme bilinéaire symétrique, donc ∀u ∈ TxV4, u fixé,

l’application v 7−→ g(u, v) est une forme linéaire sur TxV4 et par suite u∗ = g(u, .) ∈ T ∗xV4.

On a : u∗ = u∗αθ
α où u∗α = u∗(eα). D’où

u∗α = u∗(eα) = g(u, eα) = g(uβeβ, eα) = uβg(eα, eβ) = gαβu
β.

Par analogie, avec l’inverse gαβ qui est une forme bilinéaire symétrique sur T ∗xV4, on associe à tout

vecteur covariant u∗ ∈ T ∗xV4 un vecteur contravariant par uβ = gαβu∗α. Ainsi g permet d’associer cano-

niquement à tout vecteur contravariant u un vecteur covariant u∗ et réciproquement. Par la suite, u sera

identifié à u∗ et on parlera de u tout simplement et de ses composantes covariantes uα et contravariantes

uβ liées par les relations : uα = gαβu
β et uα = gαβuβ .

La généralisation de ce résultat aux tenseurs d’ordre p quelconques est immédiate car un tenseur est

une combinaison de tenseurs élémentaires de la forme x1 ⊗ x2 ⊗ ... ⊗ xp. Ainsi, on a pour p = 2 :

Tαβ = gαγgβµT
γµ, Tαβ = gαγgβµTγµ, Tαβ = gαµTµβ , Tαβ = gβµT

µα.

Si (eα) est la base naturelle de T pq V4 et (θα) sa base duale, alors pour tout tenseur T , on a :

T = T
α1...αp
β1...βq

eα1 ⊗ · · · ⊗ eαp ⊗ θβ1 ⊗ · · · ⊗ θβq .

Définition 1.2.4. (connexion linéaire)[4]

Une connexion linéaire sur V4 est une application

∇ : X(V4)× X(V4) −→ X(V4)

telle que pour tout X,X
′
, Y, Y

′ ∈ X(V4) et f, g ∈ C∞(V4)

i) ∇fX+gX′ (Y ) = f∇X(Y ) + g∇X′ (Y ).

ii) ∇X(Y + Y
′
) = ∇X(Y ) +∇X(Y

′
).

iii) ∇X(fY ) = f∇X(Y ) +X(f)Y .

On dit que∇XY est la dérivée covariante de Y en direction de X .
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1.2. Notions de géométrie lorentzienne

Définition 1.2.5. (Symboles de Christoffel)[4]

Soit (U,ϕ) une carte sur V4 et {xα} les coordonnées associées pour les quelles on note ∂α = ∂
∂xα

.

Les symboles de Christoffel d’une connexion ∇ relativement aux coordonnées {xα} sont les 43 = 64

fonctions Γλαβ ∈ C∞(V4) définies par :

∇∂α∂β =
3∑

λ=0

Γλαβ∂λ (1.1)

Lemme 1.2.1. Localement, les symboles de Christoffel déterminent entièrement la connexion ∇. Plus

précisement, pour X = Xα∂α, Y = Y β∂β ∈ X(V4),

∇XY = (X(Y λ) +XαY βΓλαβ)∂λ

Preuve . On a :

∇XY = ∇X(Y β∂β)

= Y β∇X∂β +X(Y β)∂β

= Y βXα∇∂α∂β +X(Y β)∂β

= Y βXαΓλαβ∂λ +X(Y λ)∂λ

= (X(Y λ) +XαY βΓλαβ)∂λ

Définition 1.2.6. (Torsion d’une connexion)[4]

La torsion d’une connexion∇ est le tenseur de type

 1

2

 défini par l’expression

τ(X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ] , X, Y ∈ X(V4).

τ(X, Y ) est un champ de vecteurs.

Lemme 1.2.2. Soit (xλ) un système de coordonnées locales sur V4. Soient X = Xα∂α, Y = Y β∂β

deux éléments de X(V4). La torsion en (X, Y ) est donnée par :

τ(X, Y ) = XαY β(Γλαβ − Γλβα)∂λ (1.2)

Preuve . Soit ∇ une connexion linéaire. On a : ∀X, Y ∈ X(V4)

τ(X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]

= ∇X(Y β∂β)−∇Y (Xα∂α)− (X ◦ Y − Y ◦X)

= Xα∂α(Y β)∂β +XαY β∇α∂β − Y β∂β(Xα)∂α − Y βXα∇β∂α −Xα∂α(Y β)∂β + Y β∂β(Xα)∂α

= XαY β(∇α∂β −∇β∂α)

= XαY β(Γλαβ − Γλβα)∂λ

En vertu de (1.1). �
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1.2. Notions de géométrie lorentzienne

Définition 1.2.7. La relation (1.2) est appelée expression locale de la torsion τ de la connexion ∇.

Définition 1.2.8. (Dérivée covariante d’un tenseur)[4]

Soit F un tenseur de type (0, q) sur V4. La dérivée covariante ∇F du tenseur F est un tenseur de

type (0, q + 1) défini par :

∇XF (Y1, . . . , Yq) = X(F (Y1, . . . , Yq))−
q∑
i=1

F (Y1, . . . ,∇XYi, . . . , Yq)

pour tous X, Y1, . . . , Yq ∈ X(V4).

Pour les composantes∇mF
i1i2...ip
j1j2...jq

on a :

∇mF
i1i2...ip
j1j2...jq

= ∂mF
i1i2...ip
j1j2...jq

+ Γi1msF
i1s...ip
j1j2...jq

+ Γi2msF
si2...ip
j1j2...jq

+ . . .+ ΓipmsF
i1i2...s
j1j2...jq

−Γsmj1F
i1i2...ip
sj2...jq

− Γsmj2F
i1i2...ip
j1s...jq

− . . .− ΓsmjqF
i1i2...ip
j1j2...s

Exemple 1.2.2. • Pour un tenseur de type

 1

1

, ∇αF
λ
µ = ∂αF

λ
µ + ΓλαγF

γ
µ − ΓγαµF

λ
γ .

• Pour un tenseur de type

 2

2

, ∇νF
αβ
λµ = ∂νF

αβ
λµ + ΓανσF

σβ
λµ + ΓβνσF

ασ
λµ − ΓσνλF

αβ
σµ − ΓσνµF

αβ
λσ .

• Soit F un tenseur de type (0, 2). On a :

∇XF (Y1, Y2) = X(F (Y1, Y2))− F (∇XY1, Y2)− F (Y1,∇XY2)

Théorème et défintion 1.2.1. (Connexion de Levi-Civita)[4]

Soit (V4, g) une variété lorentzienne de dimension 4.

Il existe sur V4 une connexion linéaire et une seule∇ telle que :

1. ∇ soit sans torsion, c’est-à-dire τ = 0 ;

2. ∇ soit métrique, c’est-à-dire∇g = 0.

Une telle connexion est appelée connexion riemannienne ou connexion de Levi-Civita sur V4.

Proposition 1.2.1. Les symboles de Christoffel sont symétriques par rapport aux indices covariants

c’est-à-dire :

Γλαβ = Γλβα ∀λ, α, β = 0, 1, 2, 3.

Preuve . Soient X = Xα∂α, Y = Y β∂β deux éléments de X(V4). Soit τ la torsion de la connexion de

Levi-Civita∇. Puisque ∇ est sans torsion alors τ = 0.

τ = 0 ⇐⇒ τ(X, Y ) = 0 ∀X, Y ∈ X(V4)

⇐⇒ XαY β(Γλαβ − Γλβα)∂λ = 0 ∀X, Y ∈ X(V4)

⇐⇒ Γλαβ − Γλβα = 0

⇐⇒ Γλαβ = Γλβα
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1.2. Notions de géométrie lorentzienne

Propriété 1.2.1. (Identités de Ricci)[7]

Les identités de Ricci sont donnnées par la relation suivante :

∂µgαβ = gαλΓ
λ
βµ + gλβΓλαµ. (1.3)

Proposition 1.2.2. Les coefficients de Christoffel en coordonnées locales s’obtiennent du tenseur mé-

trique par :

Γλαβ =
1

2
gλµ(∂αgµβ + ∂βgαµ − ∂µgαβ). (1.4)

Preuve . D’après les identités de Ricci, on a :

∂αgµβ = gµλΓ
λ
βα + gλβΓλµα

∂βgαµ = gαλΓ
λ
µβ + gµλΓ

λ
αβ

∂µgαβ = gαλΓ
λ
βµ + gλβΓλαµ.

Donc

gλµ∂αgµβ = Γλβα + gλµgλβΓλµα

= Γλβα + δµβΓλµα

gλµ∂βgαµ = Γλαβ + gλµgαλΓ
λ
µβ

= Γλαβ + δµαΓλµβ

gλµ∂µgαβ = gλµgαλΓ
λ
βµ + gλµgλβΓλαµ

= δµαΓλβµ + δµβΓλαµ

Ainsi en utilisant la proposition 1.2.1, on a :

gλµ(∂αgµβ + ∂βgαµ − ∂µgαβ) = Γλβα + Γλαβ + δµβΓλµα + δµαΓλµβ − δµαΓλβµ − δ
µ
βΓλαµ

= 2Γλαβ

ou encore

Γλαβ =
1

2
gλµ(∂αgµβ + ∂βgαµ − ∂µgαβ).

D’où le résultat (1.4). �

Définition 1.2.9. (Tenseur de courbure)[7]

Le tenseur de courbure ou tenseur de RiemannRλ
µαβ associé à la connexion linéaire∇ est un tenseur

mixte de type

 1

3

 sur V4 défini par :

Rλ
µαβ = ∂αΓλµβ − ∂βΓλµα + ΓλµνΓ

ν
µβ − ΓλβνΓ

ν
αµ. (1.5)
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1.2. Notions de géométrie lorentzienne

Proposition 1.2.3. Le tenseur de courbure Rλ
µαβ est antisymétrique par rapport aux indices α et β, λ

et µ c’est-à-dire Rλ
µαβ = −Rλ

µβα

Preuve . D’après (1.5) , on a : Rλ
µαβ = ∂αΓλµβ − ∂βΓλµα + ΓλµνΓ

ν
µβ − ΓλβνΓ

ν
αµ, et

Rλ
µβα = ∂βΓλµα − ∂αΓλµβ + ΓλµνΓ

ν
µα − ΓλανΓ

ν
βµ. Ainsi en utilisant la proposition 1.2.1, on a :

Rλ
µβα = −(∂αΓλµβ − ∂βΓλµα + ΓλµνΓ

ν
µβ − ΓλβνΓ

ν
αµ)

= −Rλ
µαβ.

�

Définition 1.2.10. (Tenseur de Ricci)[7]

Dans le cadre de la théorie de la relativité générale, le champ gravitationnel est interprété comme

une déformation de l’espace-temps. Cette déformation est exprimée par le tenseur de Ricci qui est un

tenseur d’ordre 2 de composantes Rαβ = Rµ
αµβ obtenu par contraction de l’indice supérieur et du

deuxième indice inférieur du tenseur de courbure.

Son expression en fonction des coefficients de Christoffel est :

Rαβ = ∂µΓµβα − ∂βΓµµα + ΓνβαΓµµν − ΓνµαΓµβν . (1.6)

Proposition 1.2.4. Le tenseur de Ricci est un tenseur symétrique :

Rαβ = Rβα.

Preuve . Voir [7].

Définition 1.2.11. (Courbure riemannienne)[7]

La courbure riemannienne R de (V4, g) est un outil renseignant sur la courbure de l’espace-temps

en assignant à chaque point de l’espace, un nombre réel caractérisant la courbure en ce point. Elle est

obtenue par contraction des deux indices du tenseur de Ricci :

R = gαβRαβ. (1.7)
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? ? CHAPITRE DEUX ? ?

LE TENSEUR D’EINSTEIN EN SYMÉTRIE

CYLINDRIQUE

Les fondements de la théorie de la relativité générale sont mis au point par les équations qui relient

le contenu de la matière à la courbure de l’espace-temps. Ces équations sont connues sous le nom des

équations d’Einstein[1] :

Rλβ −
1

2
Rgλβ =

8πG

c4
Tλβ, (2.1)

où Rλβ est le tenseur de Ricci, R la courbure riemannienne, (gλβ) le tenseur métrique, G la constante

gravitationnelle, c la célérité de la lumière et Tλβ le tenseur d’impulsion-énergie dont l’expression dépend

du choix de la matière. Le membre de gauche Gλβ = Rλβ − 1
2
Rgλβ est appelé le tenseur d’Einstein.

Le but de ce chapitre est de déterminer les composantes de ce tenseur. Pour cela, nous allons d’abord

déterminer les symboles de Christoffel, le tenseur de Ricci, la coubure Riemannienne et enfin le tenseur

d’Einstein.

2.1 La métrique cylindrique et identification de ses coefficients

Le tenseur métrique est un tenseur 2−fois covariant permettant de décrire la géométrie de l’espace-

temps.

2.1.1 L’expression de la métrique

D’après [3], l’expression de la métrique en symétrie cylindrique dans le système de coordonnées

locales (xβ) = (x0, x1, x2, x3) = (t, r, z, θ) est :

ds2 = −αe2(η−γ)dt2 + e2(η−γ)dr2 + e2γ(dz + Adθ)2 + r2e−2γdθ2. (2.2)

Ici, x0 = t représente le temps et (x1, x2, x3) = (r, z, θ) sont les coordonnées d’espace. Les fonctions

α, η, γ et A sont toutes des fonctions réelles inconnues des variables t et r.
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2.1. La métrique cylindrique et identification de ses coefficients

Cette métrique a pour signature (−,+,+,+) et permet de mesurer les distances au sein d’une variété.

2.1.2 Identification des coefficients de la métrique et expression sous forme ma-

tricielle

Etant donné que ds2 = gλβdx
λdyβ est la forme quadratique associée au tenseur métrique g avec

gλβ les coefficients de la métrique et qu’en symétrie cylindrique les coordonnées de l’espace-temps sont

(t, r, z, θ) , on a :

ds2 = g00dt
2 + g11dr

2 + g22dz
2 + g33dθ

2 + g01dtdr + g02dtdz + g03dtdθ + g10drdt

+g12drdz + g13drdθ + g20dzdt+ g21dzdr + g23dzdθ + g30dθdt+ g31dθdr

+g32dθdz.

Ainsi par identification avec (2.2), on a :

g00 = −αe2(η−γ) , g11 = e2(η−γ) , g22 = e2γ , g33 = r2e−2γ + A2e2γ , g23 = g32 = Ae2γ,

g01 = g02 = g03 = g12 = g13 = g10 = 0 , g20 = g30 = g21 = g31 = 0. (2.3)

Ainsi, l’expression matricielle de la métrique est :

g = (gλβ) =


−αe2(η−γ) 0 0 0

0 e2(η−γ) 0 0

0 0 e2γ Ae2γ

0 0 Ae2γ r2e−2γ + A2e2γ


Son déterminant est detg = −αr2e4(η−γ) 6= 0 ; donc la matrice g est inversible et son inverse g−1 est

donnée par :

g−1 = (gλβ) =


− e−2(η−γ)

α
0 0 0

0 e−2(η−γ) 0 0

0 0 e−2γ + A2e2γ

r2
−A2e2γ

r2

0 0 −A2e2γ

r2
e2γ

r2


Il s’ensuit que les composantes de g−1 sont :

g00 = −e
−2(η−γ)

α
, g11 = e−2(η−γ) , g22 = e−2γ +

A2e2γ

r2
, g23 = g32 = −A

2e2γ

r2
, g33 =

e2γ

r2

g01 = g02 = g03 = g12 = g13 = g10 = 0 , g20 = g30 = g21 = g31 = 0. (2.4)
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2.2 Calcul des composantes du tenseur d’Einstein

2.2.1 Les coefficients de Christoffel

Les coefficients de Christoffel représentent l’évolution des vecteurs de base d’un point à l’autre de

l’espace-temps, due à la courbure de ce dernier. Ces coefficients dépendent de la métrique de la variété

sur laquelle on s’y trouve. La forme générale de ces coefficients en système de coordonnées locales est

donnée par (1.4) :

Γλµβ =
1

2
gλν(∂µgνβ + ∂βgµν − ∂νgµβ).

On dénombre 64 coefficients et pour des raisons de symétrie et de la forme de la métrique, plusieurs

coefficients de Christoffel sont nuls.

Proposition 2.2.1. Les coefficients de Christoffel nuls sont :

Γ0
02 = Γ0

03 = Γ0
12 = Γ0

13 = 0,

Γ1
02 = Γ1

03 = Γ1
12 = Γ1

13 = 0,

Γ2
00 = Γ2

01 = Γ2
11 = Γ2

22 = Γ2
23 = Γ2

33 = 0,

Γ3
00 = Γ3

01 = Γ3
11 = Γ3

22 = Γ3
23 = Γ3

33 = 0.

Preuve . Dans cette preuve, on utilise les résultats de (2.3) et (2.4) et aussi le fait que

∂2gµλ = ∂3gµλ = 0, ∀µ, λ = 0, 1, 2, 3 car les fonctions A, η, γ, α ne dépendent pas de z et de θ.

On a :

Γ0
02 =

1

2
g0ν(∂0gν2 + ∂2g0ν − ∂νg02)

=
1

2
g00(∂0g02 + ∂2g00 − ∂0g02)

=
1

2
g00∂2g00

= 0 = Γ0
20 car ∂2g00 = 0.

Γ0
03 =

1

2
g0ν(∂0gν3 + ∂3g0ν − ∂νg03)

=
1

2
g00(∂0g03 + ∂3g00 − ∂0g03)

=
1

2
g00∂3g00

= 0 = Γ0
30 car ∂3g00 = 0.

Γ0
12 =

1

2
g0ν(∂1gν2 + ∂2g1ν − ∂νg12)

=
1

2
g00(∂1g02 + ∂2g10 − ∂0g12)

= 0 = Γ0
21 car g02 = g10 = g12 = 0.
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Γ0
13 =

1

2
g0ν(∂1gν3 + ∂3g1ν − ∂νg13)

=
1

2
g00(∂1g03 + ∂3g10 − ∂0g13)

= 0 = Γ0
31 car g01 = g03 = g13 = 0.

Γ1
02 =

1

2
g1ν(∂0gν2 + ∂2g0ν − ∂νg02)

=
1

2
g11(∂0g12 + ∂2g01 − ∂1g02)

= 0 = Γ1
20 car g12 = g01 = g02 = 0.

Γ1
03 =

1

2
g1ν(∂0gν3 + ∂3g0ν − ∂νg03)

=
1

2
g11(∂0g13 + ∂3g01 − ∂1g03)

= 0 = Γ1
30 car g13 = g01 = g03 = 0.

Γ1
12 =

1

2
g1ν(∂1gν2 + ∂2g1ν − ∂νg12)

=
1

2
g11(∂1g12 + ∂2g11 − ∂1g12)

=
1

2
g11∂2g11

= 0 = Γ1
21 car ∂2g11 = 0.

Γ1
13 =

1

2
g1ν(∂1gν3 + ∂3g1ν − ∂νg13)

=
1

2
g11(∂1g13 + ∂3g11 − ∂1g13)

=
1

2
g11∂3g11

= 0 = Γ1
31 car ∂3g11 = 0.

Γ2
00 =

1

2
g2ν(∂0gν0 + ∂0g0ν − ∂νg00)

=
1

2
g22(∂0g20 + ∂0g02 − ∂2g00) +

1

2
g23(∂0g30 + ∂0g03 − ∂3g00) car g20 = g21 = 0

= −1

2
g22∂2g00 −

1

2
g23∂3g00 car g02 = g03 = 0

= 0 car ∂3g00 = ∂2g00 = 0.

Γ2
01 =

1

2
g2ν(∂0gν1 + ∂1g0ν − ∂νg01)

=
1

2
g22(∂0g21 + ∂1g02 − ∂2g01) +

1

2
g23(∂0g31 + ∂1g03 − ∂3g01)

= 0 = Γ2
10 car g02 = g03 = g21 = g31 = g01 = 0.
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Γ2
11 =

1

2
g2ν(∂1gν1 + ∂1g1ν − ∂νg11)

=
1

2
g22(∂1g21 + ∂1g12 − ∂2g11) +

1

2
g23(∂1g31 + ∂1g13 − ∂3g11)

= 0 car g21 = g31 = 0 et ∂3g11 = ∂2g11 = 0.

Γ2
22 =

1

2
g2ν(∂2gν2 + ∂2g2ν − ∂νg22)

=
1

2
g22(∂2g22 + ∂2g22 − ∂2g22) +

1

2
g23(∂2g32 + ∂2g23 − ∂3g22)

= 0 car ∂2g22 = ∂2g23 = ∂3g22 = 0.

Γ2
23 =

1

2
g2ν(∂2gν3 + ∂3g2ν − ∂νg23)

=
1

2
g22(∂2g23 + ∂3g22 − ∂2g23) +

1

2
g23(∂2g33 + ∂3g23 − ∂3g23)

= 0 = Γ2
32 car ∂2g33 = ∂3g22 = 0.

Γ2
33 =

1

2
g2ν(∂3gν3 + ∂3g3ν − ∂νg33)

=
1

2
g22(∂3g23 + ∂3g32 − ∂2g33) +

1

2
g23(∂2g33 + ∂3g33 − ∂3g33)

= 0 car ∂3g23 = ∂2g33 = ∂3g33 = 0.

Γ3
00 =

1

2
g3ν(∂0gν0 + ∂0g0ν − ∂νg00)

=
1

2
g33(∂0g30 + ∂0g03 − ∂3g00) +

1

2
g32(∂0g20 + ∂0g02 − ∂2g00)

= 0 car g02 = g03 = 0 et ∂2g00 = ∂3g00 = 0.

Γ3
10 =

1

2
g3ν(∂0gν0 + ∂1g1ν − ∂νg10)

=
1

2
g33(∂0g30 + ∂1g13 − ∂3g10) +

1

2
g32(∂0g20 + ∂1g12 − ∂2g10)

= 0 = Γ3
01 car g02 = g03 = g31 = g21 = 0 et ∂2g01 = ∂3g01 = 0.

Γ3
11 =

1

2
g3ν(∂1gν1 + ∂1g1ν − ∂νg11)

=
1

2
g33(∂1g31 + ∂1g13 − ∂3g11) +

1

2
g32(∂1g21 + ∂1g12 − ∂2g11)

= 0 car g12 = g31 = 0 et ∂2g11 = ∂3g11 = 0.

Γ3
22 =

1

2
g3ν(∂2gν2 + ∂2g2ν − ∂νg22)

=
1

2
g33(∂2g32 + ∂2g23 − ∂3g22) +

1

2
g32(∂2g22 + ∂2g22 − ∂2g22)

= 0 car ∂2g22 = ∂3g22 = ∂2g32 = 0.
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Γ3
23 =

1

2
g3ν(∂2gν3 + ∂3g2ν − ∂νg23)

=
1

2
g33(∂2g33 + ∂3g23 − ∂3g23) +

1

2
g32(∂2g23 + ∂3g22 − ∂2g23)

= 0 = Γ3
32 car ∂2g33 = ∂3g22 = 0.

Γ3
33 =

1

2
g3ν(∂3gν3 + ∂3g3ν − ∂νg33)

=
1

2
g33(∂3g33 + ∂3g33 − ∂3g33) +

1

2
g32(∂3g32 + ∂3g32 − ∂2g33)

= 0 car ∂3g33 = ∂3g23 = ∂2g33 = 0.

�

Proposition 2.2.2. Les coefficients de Christoffel non nuls sont :

Γ0
00 =

1

2α
∂tα + ∂tη − ∂tγ,

Γ0
01 =

1

2α
∂rα + ∂rη − ∂rγ = Γ0

10,

Γ0
11 =

1

α
(∂tη − ∂tγ),

Γ0
22 =

∂tγ

α
e−2η+4γ,

Γ0
23 =

∂tA+ 2A∂tγ

2α
e−2η+4γ = Γ0

32

Γ0
33 = −r

2∂tγ

α
e−2η +

A∂tA+ A2∂tγ

α
e−2η+4γ,

Γ1
00 =

1

2
∂rα + α(∂rη − ∂rγ),

Γ1
01 = ∂tη − ∂tγ = Γ1

10,

Γ1
11 = ∂rη − ∂rγ,

Γ1
22 = −∂rγe−2η+4γ,

Γ1
23 = −∂rA+ 2A∂rγ

2
e−2η+4γ = Γ1

32,

Γ1
33 = (r2∂rγ − r)e−2η − (A∂rA+ A2∂rγ)e−2η+4γ,

Γ2
02 = ∂tγ −

A∂tA

2r2
e4γ = Γ2

20,

Γ2
03 =

∂tA

2
+ 2A∂tγ −

A2∂tA

2r2
e4γ = Γ2

30,

Γ2
12 = ∂rγ −

A∂rA

2r2
e4γ = Γ2

21,

Γ2
13 =

∂rA

2
+ 2A∂rγ −

A

r
− A2∂rA

2r2
e4γ = Γ2

31,
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Γ3
02 =

∂tA

2r2
e4γ = Γ3

20,

Γ3
03 = −∂tγ +

A∂tA

2r2
e4γ = Γ3

30,

Γ3
12 =

∂rA

2r2
e4γ = Γ3

21,

Γ3
13 = −∂rγ +

1

r
+
A∂rA

2r2
e4γ = Γ3

31.

Preuve . Dans cette preuve, on utilise les résultats de (2.3) et (2.4) et aussi le fait que

∂2gµλ = ∂3gµλ = 0, ∀µ, λ = 0, 1, 2, 3 car les fonctions A, η, γ, α ne dépendent pas de z et de θ.

On a :

Γ0
00 =

1

2
g0ν(∂0gν0 + ∂0g0ν − ∂νg00)

=
1

2
g00∂0g00

=
1

2

(
−e
−2(η−γ)

α

)
∂

∂t
(−αe2(η−γ))

=
1

2α
∂tα + ∂tη − ∂tγ.

Γ0
01 =

1

2
g0ν(∂0gν1 + ∂1g0ν − ∂νg01)

=
1

2
g00∂1g00

=
1

2

(
−e
−2(η−γ)

α

)
∂

∂r
(−αe2(η−γ))

=
1

2α
∂rα + ∂rη − ∂rγ = Γ0

10.

Γ0
11 =

1

2
g0ν(∂1gν1 + ∂1g1ν − ∂νg11)

= −1

2
g00∂0g11

= −1

2

(
−e
−2(η−γ)

α

)
∂

∂t
(e2(η−γ))

=
1

α
(∂tη − ∂tγ).

Γ0
22 =

1

2
g0ν(∂2gν2 + ∂2g2ν − ∂νg22)

= −1

2
g00∂0g22

= −1

2

(
−e
−2(η−γ)

α

)
∂

∂t
(e2γ)

=
∂tγ

α
e−2η+4γ.
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Γ0
23 =

1

2
g0ν(∂2gν3 + ∂3g2ν − ∂νg23)

= −1

2
g00∂0g23

= −1

2

(
−e
−2(η−γ)

α

)
∂

∂t
(Ae2γ)

=
∂tA+ 2A∂tγ

2α
e−2η+4γ = Γ0

32.

Γ0
33 =

1

2
g0ν(∂3gν3 + ∂3g3ν − ∂νg33)

= −1

2
g00∂0g33

= −1

2

(
−e
−2(η−γ)

α

)
∂

∂t
(r2e−2γ + A2e2γ)

= −r
2∂tγ

α
e−2η +

A∂tA+ A2∂tγ

α
e−2η+4γ.

Γ1
00 =

1

2
g1ν(∂0gν0 + ∂0g0ν − ∂νg00)

= −1

2
g11∂1g00

= −1

2

(
e−2(η−γ)

) ∂
∂r

(−αe2(η−γ))

=
1

2
∂rα + α(∂rη − ∂rγ).

Γ1
01 =

1

2
g1ν(∂0gν1 + ∂1g0ν − ∂νg01)

=
1

2
g11∂0g11

=
1

2

(
e−2(η−γ)

) ∂
∂t

(e2(η−γ))

= ∂tη − ∂tγ.

Γ1
11 =

1

2
g1ν(∂1gν1 + ∂1g1ν − ∂νg11)

=
1

2
g11∂1g11

=
1

2

(
e−2(η−γ)

) ∂
∂r

(e2(η−γ))

= ∂rη − ∂rγ.

Γ1
22 =

1

2
g1ν(∂2gν2 + ∂2g2ν − ∂νg22)

= −1

2
g11∂1g22

= −1

2

(
e−2(η−γ)

) ∂
∂r

(e2γ)

= −∂rγe−2η+4γ.
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Γ1
23 =

1

2
g1ν(∂2gν3 + ∂3g2ν − ∂νg23)

= −1

2
g11∂1g23

= −1

2

(
e−2(η−γ)

) ∂
∂r

(Ae2γ)

= −∂rA+ 2A∂rγ

2
e−2η+4γ.

Γ1
33 =

1

2
g1ν(∂3gν3 + ∂3g3ν − ∂νg33)

= −1

2
g11∂1g33

= −1

2

(
e−2(η−γ)

) ∂
∂r

(r2e−2γ + A2e2γ)

= (r2∂rγ − r)e−2η − (A∂rA+ A2∂rγ)e−2η+4γ.

Γ2
02 =

1

2
g2ν(∂0gν2 + ∂2g0ν − ∂νg02)

=
1

2
g22∂0g22 +

1

2
g23∂0g23

=
1

2

(
e−2γ +

A2e2γ

r2

)
∂

∂t
(e2γ) +

1

2

(
−A

2e2γ

r2

)
∂

∂t
(Ae2γ)

= ∂tγ −
A∂tA

2r2
e4γ.

Γ2
03 =

1

2
g2ν(∂0gν3 + ∂3g0ν − ∂νg03)

=
1

2
g22∂0g23 +

1

2
g23∂0g33

=
1

2

(
e−2γ +

A2e2γ

r2

)
∂

∂t
(Ae2γ) +

1

2

(
−A

2e2γ

r2

)
∂

∂t
(r2e−2γ + A2e2γ)

=
∂tA

2
+ 2A∂tγ −

A2∂tA

2r2
e4γ.

Γ2
12 =

1

2
g2ν(∂1gν2 + ∂2g1ν − ∂νg12)

=
1

2
g22∂1g22 +

1

2
g23∂1g23

=
1

2

(
e−2γ +

A2e2γ

r2

)
∂

∂r
(e2γ) +

1

2

(
−A

2e2γ

r2

)
∂

∂r
(Ae2γ)

= ∂rγ −
A∂rA

2r2
e4γ.

Γ2
13 =

1

2
g2ν(∂1gν3 + ∂3g1ν − ∂νg13)

=
1

2
g22∂1g23 +

1

2
g23∂1g33

=
1

2

(
e−2γ +

A2e2γ

r2

)
∂

∂r
(Ae2γ) +

1

2

(
−A

2e2γ

r2

)
∂

∂r
(r2e−2γ + A2e2γ)

=
∂rA

2
+ 2A∂rγ −

A

r
− A2∂rA

2r2
e4γ.
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Γ3
02 =

1

2
g3ν(∂0gν2 + ∂2g0ν − ∂νg02)

=
1

2
g33∂0g23 +

1

2
g32∂0g22

=
1

2

(
e2γ

r2

)
∂

∂t
(Ae2γ) +

1

2

(
−A

2e2γ

r2

)
∂

∂t
(e2γ)

=
∂tA

2r2
e4γ.

Γ3
03 =

1

2
g3ν(∂0gν3 + ∂3g0ν − ∂νg03)

=
1

2
g33∂0g33 +

1

2
g23∂0g23

=
1

2

(
e2γ

r2

)
∂

∂t
(r2e−2γ + A2e2γ) +

1

2

(
−A

2e2γ

r2

)
∂

∂t
(Ae2γ)

= −∂tγ +
A∂tA

2r2
e4γ.

Γ3
12 =

1

2
g3ν(∂1gν2 + ∂2g1ν − ∂νg12)

=
1

2
g33∂1g23 +

1

2
g23∂1g22

=
1

2

(
e2γ

r2

)
∂

∂r
(Ae2γ) +

1

2

(
−A

2e2γ

r2

)
∂

∂r
(e2γ)

=
∂rA

2r2
e4γ.

Γ3
13 =

1

2
g3ν(∂1gν3 + ∂3g1ν − ∂νg13)

=
1

2
g33∂1g33 +

1

2
g23∂1g23

=
1

2

(
e2γ

r2

)
∂

∂r
(r2e−2γ + A2e2γ) +

1

2

(
−A

2e2γ

r2

)
∂

∂r
(Ae2γ)

= −∂rγ +
1

r
+
A∂rA

2r2
e4γ.

�

2.2.2 Le tenseur de Ricci

Le tenseur de Ricci est un tenseur 2−fois covariant exprimant la déformation de l’espace-temps. Son

expression est donnée par (1.6) :

Rµβ = (∂λΓ
λ
βµ − ∂βΓλλµ) + (ΓλνλΓ

ν
βµ − ΓλβνΓ

ν
λµ). (2.5)

Proposition 2.2.3. Les coefficients nuls du tenseur de Ricci sont :

R02 = R03 = R20 = R30 = 0,

R12 = R13 = R21 = R31 = 0. (2.6)
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Preuve . Dans cette preuve, on utilise les coefficients de Christoffel donnés par les propositions 2.2.1

et 2.2.2 et aussi le fait que ∂2Γλνµ = ∂3Γλνµ = 0, ∀ν, µ, λ = 0, 1, 2, 3.

On a :

R02 = (∂λΓ
λ
20 − ∂2Γλλ0) + (ΓλλνΓ

ν
20 − Γλ2νΓ

ν
λ0).

Mais,

∂λΓ
λ
20 − ∂2Γλλ0 = ∂0Γ0

20 − ∂2Γ0
20 + ∂1Γ1

20 − ∂2Γ1
10 + ∂2Γ2

20 − ∂2Γ2
20 + ∂3Γ3

20 − ∂2Γ3
30 = 0,

ΓλλνΓ
ν
20 − Γλ2νΓ

ν
λ0 = Γ0

00Γ0
20 − Γ0

20Γ0
00 + Γ1

01Γ0
20 − Γ1

20Γ0
10 + Γ2

02Γ0
20 − Γ2

20Γ0
20 + Γ3

00Γ0
20 − Γ3

20Γ0
30 + Γ0

10Γ1
20

−Γ0
21Γ1

00 + Γ1
11Γ1

20 − Γ1
21Γ1

10 + Γ2
12Γ1

20 − Γ2
21Γ1

20 + Γ3
10Γ1

20 − Γ3
21Γ1

30 + Γ0
20Γ2

20

−Γ0
22Γ2

00 + Γ1
21Γ2

20 − Γ1
22Γ2

10 + Γ2
22Γ2

20 − Γ2
22Γ2

20 + Γ3
20Γ2

20 − Γ3
22Γ2

30 + Γ0
30Γ3

20 − Γ0
23Γ3

00

+Γ1
31Γ3

20 − Γ1
23Γ3

10 + Γ2
32Γ3

20 − Γ2
23Γ3

20 + Γ3
30Γ3

20 − Γ3
23Γ3

30

= Γ3
20(Γ2

20 + Γ3
30)

=
∂tA

2r2
e4γ(

A∂tA

2r2
e4γ − ∂tγ + ∂tγ −

A∂tA

2r2
e4γ)

= 0

de sorte que R02 = 0.

R03 = (∂λΓ
λ
30 − ∂3Γλλ0) + (ΓλλνΓ

ν
30 − Γλ3νΓ

ν
λ0).

Mais, ∂λΓλ30 − ∂3Γλλ0 = ∂λΓ
λ
30 = ∂0Γ0

30 + ∂1Γ1
30 = 0,

ΓλλνΓ
ν
30 − Γλ3νΓ

ν
λ0 = Γ0

00Γ0
30 − Γ0

30Γ0
00 + Γ1

01Γ0
30 − Γ1

30Γ0
10 + Γ2

02Γ0
30 − Γ2

30Γ0
20 + Γ0

10Γ1
30 − Γ0

31Γ1
00 + Γ1

11Γ1
30

−Γ1
31Γ1

10 + Γ1
11Γ1

30 − Γ1
31Γ1

10 + Γ2
12Γ1

30 − Γ2
31Γ1

20 + Γ0
20Γ0

20 − Γ0
32Γ2

00 + Γ1
21Γ2

30

−Γ1
32Γ2

10 + Γ2
22Γ2

30 − Γ2
32Γ2

20 + Γ0
30Γ3

30 − Γ0
33Γ3

00 + Γ1
31Γ3

30 − Γ1
33Γ3

10 + Γ2
32Γ3

30 − Γ2
33Γ3

20

= 0

de sorte que R03 = 0.

R12 = (∂λΓ
λ
21 − ∂2Γλλ1) + (ΓλλνΓ

ν
21 − Γλ2νΓ

ν
λ1).

Mais, ∂λΓλ21 − ∂2Γλλ1 = ∂λΓ
λ
21 = ∂0Γ0

21 + ∂1Γ1
21 = 0,

ΓλλνΓ
ν
21 − Γλ2νΓ

ν
λ1 = Γ0

00Γ0
21 − Γ0

20Γ0
01 + Γ1

01Γ0
21 − Γ1

20Γ0
11 + Γ3

03Γ0
21 − Γ3

20Γ0
31 + Γ0

10Γ1
21 − Γ0

21Γ1
00 + Γ1

11Γ1
30

−Γ1
31Γ1

10 + Γ1
11Γ1

21 − Γ1
21Γ1

11 + Γ3
13Γ1

21 − Γ3
21Γ1

31 + Γ0
20Γ2

21 − Γ0
22Γ2

01 + Γ1
21Γ2

21

−Γ1
22Γ2

11 + Γ3
23Γ2

21 − Γ3
22Γ2

31 + Γ0
30Γ3

21 − Γ0
23Γ3

01 + Γ1
31Γ3

21 − Γ1
23Γ3

11 + Γ3
33Γ3

31 − Γ3
23Γ3

31

= 0
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de sorte que R12 = 0.

R13 = (∂λΓ
λ
31 − ∂3Γλλ1) + (ΓλλνΓ

ν
31 − Γλ3νΓ

ν
λ1).

Mais, ∂λΓλ31 − ∂3Γλλ1 = ∂λΓ
λ
31 = ∂0Γ0

31 + ∂1Γ1
31 = 0,

ΓλλνΓ
ν
31 − Γλ3νΓ

ν
λ1 = Γ0

00Γ0
31 − Γ0

30Γ0
01 + Γ1

01Γ0
31 − Γ1

30Γ0
11 + Γ2

02Γ0
31 − Γ2

30Γ0
21 + Γ0

10Γ1
31 − Γ0

31Γ1
01 + Γ1

11Γ1
31

−Γ1
31Γ1

11 + Γ2
21Γ1

31 − Γ2
31Γ1

21 + Γ0
20Γ2

31 − Γ0
32Γ2

01 + Γ1
21Γ2

31 − Γ1
32Γ2

11 + Γ2
22Γ2

31

−Γ2
32Γ2

21 + Γ0
30Γ3

31 − Γ0
33Γ3

01 + Γ1
31Γ3

31 − Γ1
33Γ3

11 + Γ2
32Γ3

31 − Γ2
33Γ3

21

= 0

de sorte que R13 = 0. �

Proposition 2.2.4. Les coefficients non nuls du tenseur de Ricci sont :

R00 =
∂rrα

2
+ α(∂rrη − ∂rrγ)− (∂ttη − ∂ttγ) +

∂tα

2α
(∂tη − ∂tγ) +

∂rα

2
(∂rη − ∂rγ)

−(∂tA)2

2r2
e4γ − 2(∂tγ)2 − (∂rα)2

4α
+
α

r
(∂rη − ∂rγ) +

∂rα

2r
, (2.7)

R01 =
∂tη

r
− 2∂tγ∂rγ +

∂tA∂rA

2r2
e4γ, (2.8)

R11 =
∂ttη − ∂ttγ

α
− (∂rrη − ∂rrγ)− ∂tα

2α2
(∂tη − ∂tγ) +

1

r
(∂rη − ∂rγ) (2.9)

−(∂rA)2

2r2
e4γ − 2(∂rγ)2 − ∂rα

2α
(∂rη − ∂rγ) +

(∂rα)2

4α2
− ∂rrα

2α
+

2∂rγ

r
.

R22 =
∂ttγ − α∂rrγ

α
e−2η+4γ − ∂tγ∂tα

2α2
e−2η+4γ − ∂rγ

r
e−2η+4γ − ∂rγ∂rα

2α
e−2η+4γ

−(∂tA)2

2αr2
e−2η+8γ +

(∂rA)2

2r2
e−2η+8γ, (2.10)

R23 =
∂ttA− α∂rrA

2α
e−2η+4γ − ∂tα∂tA

4α2
e−2η+4γ +

2∂tA∂tγ

α
e−2η+4γ +

A(∂ttγ − α∂rrγ)

α
e−2η+4γ

−A∂tγ∂tα
2α2

e−2η+4γ − 2∂rA∂rγe
−2η+4γ − ∂rA∂rα

4α
e−2η+4γ − A∂rγ∂rα

2α
e−2η+4γ

−A(∂tA)2

2αr2
e−2η+8γ +

∂rA

2r
e−2η+4γ +

A(∂rA)2

2r2
e−2η+8γ − A∂rγ

r
e−2η+4γ, (2.11)

R33 =
(∂tA)2

2α
e−2η+4γ − A2(∂tA)2

2αr2
e−2η+8γ +

A(∂ttA− α∂rrA)

α
e−2η+4γ − A∂tA∂tα

2α2
e−2η+4γ

+
4A∂tA∂tγ

α
e−2η+4γ +

A2(∂ttγ − α∂rrγ)

α
e−2η+4γ +

r2(α∂rrγ − ∂ttγ)

α
e−2η − A2∂tγ∂tα

2α2
e−2η+4γ

+
r2∂tγ∂tα

2α2
e−2η − r∂rα

2α
e−2η +

A∂rA

r
e−2η+4γ − A2∂rγ

r
e−2η+4γ − (∂rA)2

2
e−2η+4γ

+
A2(∂rA)2

2r2
e−2η+8γ − 4A∂rA∂rγe

−2η+4γ +
r2∂rγ∂rα

2α
e−2η − A2∂rγ∂rα

2α
e−2η+4γ

−A∂rA∂rα
2α

e−2η+4γ + r∂rγe
−2η. (2.12)
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Preuve . Dans cette preuve, on utilise les coefficients de Christoffel donnés par les propositions 2.2.1

et 2.2.2 et aussi le fait que ∂2Γλνµ = ∂3Γλνµ = 0, ∀ν, µ, λ = 0, 1, 2, 3.

On a : R00 = (∂λΓ
λ
00 − ∂0Γλλ0) + (ΓλλνΓ

ν
00 − Γλ0νΓ

ν
λ0). Mais,

∂λΓ
λ
00 − ∂0Γλλ0 = ∂0Γ0

00 + ∂1Γ1
00 − ∂0(Γ0

00 + Γ1
10 + Γ2

20 + Γ3
30)

= ∂1Γ1
00 − ∂0(Γ1

10 + Γ2
20 + Γ3

30).

ΓλλνΓ
ν
00 − Γλ0νΓ

ν
λ0 = Γ0

00Γ0
00 − Γ0

00Γ0
00 + Γ1

01Γ0
00 − Γ1

00Γ0
01 + Γ2

02Γ0
00 − Γ2

00Γ0
20 + Γ3

03Γ0
00 − Γ3

00Γ0
30

+Γ0
10Γ1

00 − Γ0
01Γ1

00 + Γ1
11Γ1

00 − Γ1
01Γ1

10 + Γ2
12Γ1

00 − Γ2
01Γ1

20 + Γ3
13Γ1

00 − Γ3
01Γ1

30 + Γ0
20Γ2

00

−Γ0
02Γ2

00 + Γ1
21Γ2

00 − Γ1
02Γ2

10 + Γ2
22Γ2

00 − Γ2
02Γ2

20 + Γ3
23Γ2

00 − Γ3
02Γ2

30 + Γ0
30Γ3

00 − Γ0
03Γ3

00

+Γ1
31Γ3

00 − Γ1
03Γ3

10 + Γ2
32Γ3

00 − Γ2
03Γ3

20 + Γ3
33Γ3

00 − Γ3
03Γ3

30

= Γ0
00(Γ1

01 + Γ2
02 + Γ3

03) + Γ1
00(Γ1

11 + Γ2
12 + Γ3

13 − Γ0
10)− 2Γ2

03Γ3
20 − (Γ1

01)2 − (Γ2
02)2

−(Γ3
03)2.

Donc

R00 = ∂1Γ1
00 − ∂0(Γ1

10 + Γ2
20 + Γ3

30) + Γ0
00(Γ1

01 + Γ2
02 + Γ3

03)

+Γ1
00(Γ1

11 + Γ2
12 + Γ3

13 − Γ0
10)− 2Γ2

03Γ3
20 − (Γ1

01)2 − (Γ2
02)2 − (Γ3

03)2.

On obtient finalement après calculs :

R00 =
∂rrα

2
+ α(∂rrη − ∂rrγ)− (∂ttη − ∂ttγ) +

∂tα

2α
(∂tη − ∂tγ) +

∂rα

2
(∂rη − ∂rγ)

−(∂tA)2

2r2
e4γ − 2(∂tγ)2 − (∂rα)2

4α
+
α

r
(∂rη − ∂rγ) +

∂rα

2r
.

De même, R01 = (∂λΓ
λ
01 − ∂1Γλλ0) + (ΓλλνΓ

ν
01 − Γλ1νΓ

ν
λ0). Mais,

∂λΓ
λ
01 − ∂1Γλλ0 = ∂0Γ0

01 − ∂1Γ0
00 + ∂1Γ1

10 − ∂1Γ1
10

= ∂0Γ0
01 − ∂1Γ0

00,

ΓλλνΓ
ν
01 − Γλ1νΓ

ν
λ0 = Γ0

10Γ0
00 − Γ0

00Γ0
10 + Γ0

10Γ1
10 − Γ0

10Γ1
10 + Γ0

10Γ2
20 − Γ0

20Γ2
10 + Γ0

10Γ3
30 − Γ0

30Γ3
10

+Γ1
10Γ0

01 − Γ1
00Γ0

11 + Γ1
10Γ1

11 − Γ1
10Γ1

11 + Γ1
10Γ2

21 − Γ1
20Γ2

11 + Γ1
10Γ3

31 − Γ1
30Γ3

11 + Γ2
10Γ0

02

−Γ2
00Γ0

12 + Γ2
10Γ1

12 − Γ2
10Γ1

12 + Γ2
10Γ2

22 − Γ2
20Γ2

12 + Γ2
10Γ3

32 − Γ2
30Γ3

12 + Γ2
10Γ0

03

−Γ3
00Γ0

13 + Γ3
10Γ1

13 − Γ3
10Γ1

13 + Γ3
10Γ2

23 − Γ3
20Γ2

13 + Γ3
10Γ3

33 − Γ3
30Γ3

13

= Γ0
10(Γ1

01 + Γ2
02 + Γ3

03) + Γ1
10(Γ1

21 + Γ3
31)− Γ1

00Γ0
11 − Γ2

20Γ2
12 − Γ2

30Γ3
12 − Γ3

20Γ2
13

−Γ3
30Γ3

13;
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donc

R01 = ∂0Γ0
01 − ∂1Γ0

00 + Γ0
10(Γ1

01 + Γ2
02 + Γ3

03) + Γ1
10(Γ1

21 + Γ3
31)− Γ1

00Γ0
11

−Γ2
20Γ2

12 − Γ2
30Γ3

12 − Γ3
20Γ2

13 − Γ3
30Γ3

13.

D’où après calculs, on a R01 = ∂tη
r
− 2∂tγ∂rγ + ∂tA∂rA

2r2
e4γ.

R11 = (∂λΓ
λ
11 − ∂1Γλλ1) + (ΓλλνΓ

ν
11 − Γλ1νΓ

ν
λ1).

Or,

∂λΓ
λ
11 − ∂1Γλλ1 = ∂0Γ0

11 − ∂1Γ0
01 + ∂1Γ1

11 − ∂1Γ1
11 + ∂2Γ2

11 − ∂1Γ2
21 + ∂3Γ3

11 − ∂1Γ3
31

= ∂0Γ0
11 − ∂1(Γ0

01 + Γ2
21 + Γ3

31)

ΓλλνΓ
ν
11 − Γλ1νΓ

ν
λ1 = Γ0

00Γ0
11 − Γ0

10Γ0
01 + Γ2

02Γ0
11 − Γ2

10Γ0
21 + Γ3

03Γ0
11 − Γ3

10Γ0
31 + Γ0

10Γ1
11 − Γ0

11Γ1
01 + Γ2

12Γ1
11

−Γ2
11Γ1

21 + Γ3
13Γ1

11 − Γ3
11Γ1

31 + Γ0
20Γ2

11 − Γ0
12Γ2

01 + Γ2
22Γ2

11 − Γ2
12Γ2

21 + Γ3
23Γ2

11 − Γ3
12Γ2

31

+Γ0
30Γ3

11 − Γ0
13Γ3

01 + Γ2
32Γ3

11 − Γ2
13Γ3

21 + Γ3
33Γ3

11 − Γ3
13Γ3

31

= Γ0
11(Γ0

00 + Γ2
02 + Γ3

03 − Γ1
01) + Γ1

11(Γ2
12 + Γ3

13 + Γ0
10)− (Γ0

10)2 − (Γ2
12)2 − (Γ3

13)2

−2Γ3
12Γ2

31.

Donc

R11 = ∂0Γ0
11 − ∂1(Γ0

01 + Γ2
21 + Γ3

31) + Γ0
11(Γ0

00 + Γ2
02 + Γ3

03 − Γ1
01)

+Γ1
11(Γ2

12 + Γ3
13 + Γ0

10)− (Γ0
10)2 − (Γ2

12)2 − (Γ3
13)2 − 2Γ3

12Γ2
31.

D’où après calcul, on obtient

R11 =
∂ttη − ∂ttγ

α
− (∂rrη − ∂rrγ)− ∂tα

2α2
(∂tη − ∂tγ) +

1

r
(∂rη − ∂rγ)

−(∂rA)2

2r2
e4γ − 2(∂rγ)2 − ∂rα

2α
(∂rη − ∂rγ) +

(∂rα)2

4α2
− ∂rrα

2α
+

2∂rγ

r
.

R22 = (∂λΓ
λ
22 − ∂2Γλλ2) + (ΓλλνΓ

ν
22 − Γλ2νΓ

ν
λ2).

Mais,

∂λΓ
λ
22 − ∂2Γλλ2 = ∂λΓ

λ
22 = ∂0Γ0

22 + ∂1Γ1
22 + ∂2Γ2

22 + ∂3Γ3
22

= ∂0Γ0
22 + ∂1Γ1

22

ΓλλνΓ
ν
22 − Γλ2νΓ

ν
λ2 = Γ0

00Γ0
22 − Γ0

20Γ0
02 + Γ1

01Γ0
22 − Γ1

20Γ0
12 + Γ3

03Γ0
22 − Γ3

20Γ0
32 + Γ0

10Γ1
22 − Γ0

21Γ1
02 + Γ1

11Γ1
22

−Γ1
21Γ1

12 + Γ3
13Γ1

22 − Γ3
21Γ1

32 + Γ0
20Γ2

22 − Γ0
22Γ2

02 + Γ1
21Γ2

22 − Γ1
22Γ2

12 + Γ3
23Γ2

22 − Γ3
22Γ2

32

+Γ0
30Γ3

22 − Γ0
23Γ3

02 + Γ1
31Γ3

22 − Γ1
23Γ3

12 + Γ3
33Γ3

22 − Γ3
23Γ3

32

= Γ0
22(Γ0

00 + Γ1
01 + Γ3

03 − Γ2
02) + Γ1

22(Γ0
10 + Γ1

11 + Γ3
13 − Γ2

12)− 2Γ3
20Γ0

32 − 2Γ3
21Γ1

32.
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Donc

R22 = ∂0Γ0
22 + ∂1Γ1

22 + Γ0
22(Γ0

00 + Γ1
01 + Γ3

03 − Γ2
02) + Γ1

22(Γ0
10 + Γ1

11 + Γ3
13 − Γ2

12)

−2Γ3
20Γ0

32 − 2Γ3
21Γ1

32.

D’où après calcul, on obtient

R22 =
∂ttγ − α∂rrγ

α
e−2η+4γ − ∂tγ∂tα

2α2
e−2η+4γ − ∂rγ

r
e−2η+4γ − ∂rγ∂rα

2α
e−2η+4γ

−(∂tA)2

2αr2
e−2η+8γ +

(∂rA)2

2r2
e−2η+8γ.

R23 = (∂λΓ
λ
32 − ∂3Γλλ2) + (ΓλλνΓ

ν
32 − Γλ3νΓ

ν
λ2).

Mais,

∂λΓ
λ
32 − ∂3Γλλ2 = ∂λΓ

λ
32 = ∂0Γ0

32 + ∂1Γ1
32 + ∂2Γ2

32 + ∂3Γ3
32

= ∂0Γ0
32 + ∂1Γ1

32

ΓλλνΓ
ν
32 − Γλ3νΓ

ν
λ2 = Γ0

00Γ0
32 − Γ0

30Γ0
02 + Γ1

01Γ0
32 − Γ1

30Γ0
12 + Γ2

02Γ0
32 − Γ2

30Γ0
22 + Γ0

10Γ1
32 − Γ0

31Γ1
02 + Γ1

11Γ1
32

−Γ1
31Γ1

12 + Γ2
12Γ1

32 − Γ2
31Γ1

22 + Γ0
20Γ2

32 − Γ0
32Γ2

02 + Γ1
21Γ2

32 − Γ1
32Γ2

12 + Γ2
22Γ2

32 − Γ2
32Γ2

22

+Γ0
30Γ3

32 − Γ0
33Γ3

02 + Γ1
31Γ3

32 − Γ1
33Γ3

12 + Γ2
32Γ3

32 − Γ2
33Γ3

22

= Γ0
32(Γ0

00 + Γ1
01) + Γ1

32(Γ0
10 + Γ1

11)− Γ2
31Γ1

22 − Γ0
33Γ3

02 − Γ1
33Γ3

12 − Γ2
30Γ0

22.

Donc,

R23 = ∂0Γ0
32 + ∂1Γ1

32 + Γ0
32(Γ0

00 + Γ1
01) + Γ1

32(Γ0
10 + Γ1

11)− Γ2
31Γ1

22 − Γ0
33Γ3

02 − Γ1
33Γ3

12 − Γ2
30Γ0

22.

D’où après calcul, on obtient

R23 =
∂ttA− α∂rrA

2α
e−2η+4γ − ∂tα∂tA

4α2
e−2η+4γ +

2∂tA∂tγ

α
e−2η+4γ +

A(∂ttγ − α∂rrγ)

α
e−2η+4γ

−A∂tγ∂tα
2α2

e−2η+4γ − 2∂rA∂rγe
−2η+4γ − ∂rA∂rα

4α
e−2η+4γ − A∂rγ∂rα

2α
e−2η+4γ

−A(∂tA)2

2αr2
e−2η+8γ +

∂rA

2r
e−2η+4γ +

A(∂rA)2

2r2
e−2η+8γ − A∂rγ

r
e−2η+4γ,

R33 = (∂λΓ
λ
33 − ∂3Γλλ3) + (ΓλλνΓ

ν
33 − Γλ3νΓ

ν
λ3).

Mais,

∂λΓ
λ
33 − ∂3Γλλ3 = ∂λΓ

λ
33 = ∂0Γ0

33 + ∂1Γ1
33 + ∂2Γ2

33 + ∂3Γ3
33

= ∂0Γ0
33 + ∂1Γ1

33,
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ΓλλνΓ
ν
33 − Γλ3νΓ

ν
λ3 = Γ0

00Γ0
33 − Γ0

30Γ0
03 + Γ1

01Γ0
33 − Γ1

30Γ0
13 + Γ2

02Γ0
33 − Γ2

30Γ0
23 + Γ0

10Γ1
33 − Γ0

31Γ1
03 + Γ1

11Γ1
33

−Γ1
31Γ1

13 + Γ2
12Γ1

33 − Γ2
31Γ1

23 + Γ0
20Γ2

33 − Γ0
32Γ2

03 + Γ1
21Γ2

33 − Γ1
32Γ2

13 + Γ2
22Γ2

33

−Γ2
32Γ2

23 + Γ0
30Γ3

33 − Γ0
33Γ3

03 + Γ1
31Γ3

33 − Γ1
33Γ3

13 + Γ2
32Γ3

33 − Γ2
33Γ3

23

= Γ0
33(Γ0

00 + Γ1
01 + Γ2

02 − Γ3
03) + Γ1

33(Γ0
10 + Γ1

11 + Γ2
12 − Γ3

13)− 2Γ0
32Γ2

03 − 2Γ2
31Γ1

23.

Donc,

R33 = ∂0Γ0
33 + ∂1Γ1

33 + Γ0
33(Γ0

00 + Γ1
01 + Γ2

02 − Γ3
03) + Γ1

33(Γ0
10 + Γ1

11 + Γ2
12 − Γ3

13)− 2Γ0
32Γ2

03 − 2Γ2
31Γ1

23.

D’où après calcul, on obtient

R33 =
(∂tA)2

2α
e−2η+4γ − A2(∂tA)2

2αr2
e−2η+8γ +

A(∂ttA− α∂rrA)

α
e−2η+4γ − A∂tA∂tα

2α2
e−2η+4γ

+
4A∂tA∂tγ

α
e−2η+4γ +

A2(∂ttγ − α∂rrγ)

α
e−2η+4γ +

r2(α∂rrγ − ∂ttγ)

α
e−2η − A2∂tγ∂tα

2α2
e−2η+4γ

+
r2∂tγ∂tα

2α2
e−2η − r∂rα

2α
e−2η +

A∂rA

r
e−2η+4γ − A2∂rγ

r
e−2η+4γ − (∂rA)2

2
e−2η+4γ

+
A2(∂rA)2

2r2
e−2η+8γ − 4A∂rA∂rγe

−2η+4γ +
r2∂rγ∂rα

2α
e−2η − A2∂rγ∂rα

2α
e−2η+4γ

−A∂rA∂rα
2α

e−2η+4γ + r∂rγe
−2η.

�

2.2.3 La courbure Riemannienne

Encore appelée constante de Ricci, la courbure Riemannienne notée R est obtenue par contraction

du tenseur de Ricci. Son expression est donnée par (1.7) :

R = gµβRµβ .

Proposition 2.2.5. La courbure Riemannienne en Symétrie cylindrique est donnée par :

R = −∂rrα
α

e−2η+2γ − ∂rα(∂rη − ∂rγ)

α
e−2η+2γ − 2(∂rrη − ∂rrγ)e−2η+2γ +

2(∂ttη − ∂ttγ)

α
e−2η+2γ

−∂tα(∂tη − ∂tγ)

α2
e−2η+2γ +

(∂rα)2

2α2
e−2η+2γ − ∂rα

αr
e−2η+2γ +

2(∂tγ)2

α
e−2η+2γ − 2(∂rγ)2e−2η+2γ

+
2∂rγ

r
e−2η+2γ +

(∂tA)2

2αr2
e−2η+6γ − (∂rA)2

2r2
e−2η+6γ. (2.13)

Preuve . On a :

R = g00R00 + g01R01 + g02R02 + g03R03 + g10R10 + g11R11 + g12R12 + g13R13 + +g20R20

+g21R21 + g22R22 + g23R23 + g30R30 + g31R31 + g32R32 + g33R33

= g00R00 + g11R11 + g22R22 + 2g23R23 + g33R33 Car g01 = g02 = g03 = g12 = g13 = 0.
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Mais,en utilisant les propositions 2.2.3 et 2.2.4 et aussi le résultat de (2.4), on a :

g00R00 = −∂rrα
2α

e−2η+2γ − ∂rα(∂rη − ∂rγ)

2α
e−2η+2γ − (∂rrη − ∂rrγ)e−2η+2γ +

∂ttη − ∂ttγ
α

e−2η+2γ

−∂tα(∂tη − ∂tγ)

2α2
e−2η+2γ +

(∂rα)2

4α2
e−2η+2γ − ∂rα

2αr
e−2η+2γ − ∂rη − ∂rγ

r
e−2η+2γ

+
2(∂tγ)2

α
e−2η+2γ +

(∂tA)2

2αr2
e−2η+6γ,

g11R11 =
∂ttη − ∂ttγ

α
e−2η+2γ − ∂tα(∂tη − ∂tγ)

2α2
e−2η+2γ − ∂rα(∂rη − ∂rγ)

2α
e−2η+2γ +

∂rη − ∂rγ
r

e−2η+2γ

−∂rrα
2α

e−2η+2γ +
(∂rα)2

4α2
e−2η+2γ − 2(∂rγ)2e−2η+2γ +

2∂rγ

r
e−2η+2γ − (∂rrη − ∂rrγ)e−2η+2γ

−(∂rA)2

2r2
e−2η+6γ,

g22R22 =
∂ttγ − α∂rrγ

α
e−2η+2γ − ∂tα∂tγ

2α2
e−2η+2γ − ∂rα∂rγ

2α
e−2η+2γ − ∂rγ

r
e−2η+2γ − (∂tA)2

2αr2
e−2η+6γ

+
(∂rA)2

2r2
e−2η+6γ +

A2(∂ttγ − α∂rrγ)

αr2
e−2η+6γ − A2∂tα∂tγ

2α2r2
e−2η+6γ − A2∂rα∂rγ

2αr2
e−2η+6γ

−A
2∂rγ

r3
e−2η+6γ − (A2(∂tA)2

2αr4
e−2η+10γ +

(A2(∂rA)2

2r4
e−2η+10γ,

2g23R23 = −A(∂ttA− α∂rrA)

αr2
e−2η+6γ − 2A2(∂ttγ − α∂rrγ)

αr2
e−2η+6γ − 4A∂tA∂tγ

αr2
e−2η+6γ

+
A∂tA∂tα

2α2r2
e−2η+6γ +

A2∂tα∂tγ

α2r2
e−2η+6γ +

4A∂rA∂rγ

r2
e−2η+6γ +

A∂rA∂rα

2αr2
e−2η+6γ

+
A2∂rα∂rγ

αr2
e−2η+6γ +

2A2∂rγ

r3
e−2η+6γ − A∂rA

r3
e−2η+6γ +

A2(∂tA)2

αr4
e−2η+10γ

−A
2(∂rA)2

r4
e−2η+10γ,

g33R33 =
α∂rrγ − ∂ttγ

α
e−2η+2γ +

∂tγ∂tα

2α2
e−2η+2γ +

∂rγ∂rα

2α
e−2η+2γ +

∂rγ

r
e−2η+2γ − ∂rα

2αr
e−2η+2γ

+
A(∂ttA− α∂rrA)

αr2
e−2η+6γ +

A2(∂ttA− α∂rrA)

αr2
e−2η+6γ − A∂tA∂tα

2α2r2
e−2η+6γ − A2∂tγ∂tα

2α2r2
e−2η+6γ

+
4A∂tA∂tγ

αr2
e−2η+6γ − 4A∂rA∂rγ

r2
e−2η+6γ − A∂rA∂rα

2αr2
e−2η+6γ − A2∂rγ∂rα

2αr2
e−2η+6γ

+
A∂rA

r3
e−2η+6γ − A2∂rγ

r3
e−2η+6γ +

(∂tA)2

2αr2
e−2η+6γ − (∂rA)2

2r2
e−2η+6γ − A2(∂tA)2

2αr4
e−2η+10γ

+
A2(∂rA)2

2r4
e−2η+10γ.

Donc

R = −∂rrα
α

e−2η+2γ − ∂rα(∂rη − ∂rγ)

α
e−2η+2γ − 2(∂rrη − ∂rrγ)e−2η+2γ +

2(∂ttη − ∂ttγ)

α
e−2η+2γ

−∂tα(∂tη − ∂tγ)

α2
e−2η+2γ +

(∂rα)2

2α2
e−2η+2γ − ∂rα

αr
e−2η+2γ +

2(∂tγ)2

α
e−2η+2γ − 2(∂rγ)2e−2η+2γ

+
2∂rγ

r
e−2η+2γ +

(∂tA)2

2αr2
e−2η+6γ − (∂rA)2

2r2
e−2η+6γ.

�
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2.2.4 Le tenseur d’Einstein

En relativité générale, l’espace-temps est courbe et cette courbure définit une quantité appelée tenseur

d’Einstein qui est donné par l’expression suivante :

Gλβ = Rλβ −
1

2
Rgλβ. (2.14)

Proposition 2.2.6. Les coefficients nuls du tenseur d’Einstein sont :

G02 = G03 = G20 = G30 = 0,

G12 = G13 = G21 = G31 = 0. (2.15)

Preuve . Dans cette preuve, on utilisera la proposition 2.2.3 et le résulta de (2.3). On a :

G02 = R02 −
1

2
Rg02 = 0 = G20 car R02 = g02 = 0,

G03 = R03 −
1

2
Rg03 = 0 = G30 car R03 = g03 = 0,

G12 = R12 −
1

2
Rg12 = 0 = G21 car R12 = g12 = 0,

G13 = R13 −
1

2
Rg13 = 0 = G31 car R13 = g13 = 0.

�

Proposition 2.2.7. Les coefficients non nuls du tenseur d’Einstein sont :

G00 =
α∂rη

r
− (∂tγ)2 − α(∂rγ)2 − (∂tA)2

4r2
e4γ − α(∂rA)2

4r2
e4γ; (2.16)

G01 =
∂tη

r
− 2∂tγ∂rγ +

∂tA∂rA

2r2
e4γ; (2.17)

G11 =
∂rη

r
+
∂rα

2αr
− (∂rγ)2 − (∂tγ)2

α
− (∂tA)2

4αr2
e4γ − (∂rA)2

4r2
e4γ; (2.18)

G22 = −(∂rα)2

4α2
e−2η+4γ +

2(∂ttγ − α∂rrγ)

α
e−2η+4γ − ∂ttη − α∂rrη

α
e−2η+4γ +

∂rrα

2α
e−2η+4γ

+
∂rα(∂rη − 2∂rγ)

2α
e−2η+4γ +

∂tα(∂tη − 2∂tγ)

2α2
e−2η+4γ +

∂rα

2αr
e−2η+4γ − 2∂rγ

r
e−2η+4γ

−(∂tγ)2

α
e−2η+4γ + (∂rγ)2e−2η+4γ − 3(∂tA)2

4αr2
e−2η+8γ +

3(∂rA)2

4r2
e−2η+8γ (2.19)

G23 =
A∂rrα

2α
e−2η+4γ − A(∂ttη − α∂rrη)

α
e−2η+4γ +

2A(∂ttγ − α∂rrγ)

α
e−2η+4γ +

∂ttA− α∂rrA
2α

e−2η+4γ

+
A∂rα(∂rη − 2∂rγ)

2α
e−2η+4γ +

A∂tα(∂tη − 2∂tγ)

2α2
e−2η+4γ − A(∂rα)2

4α2
e−2η+4γ +

A∂rα

2αr
e−2η+4γ

−A(∂tγ)2

α
e−2η+4γ − 2A∂rγ

r
e−2η+4γ +

∂rA

2r
e−2η+4γ − ∂tA∂tα

4α2
e−2η+4γ − ∂rA∂rα

4α
e−2η+4γ

+
2∂tA∂tγ

α
e−2η+4γ − 2∂rA∂rγe

−2η+4γ + A(∂rγ)2e−2η+4γ +
3A(∂rA)2

4r2
e−2η+8γ

−3A(∂tA)2

4αr2
e−2η+8γ (2.20)
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G33 =
r2∂rrα

2α
e−2η − r2(∂ttη − α∂rrη)

α
e−2η +

r2∂rα∂rη

2α
e−2η +

r2∂tα∂tη

2α2
e−2η − r2(∂rα)2

4α2
e−2η

−r
2(∂tγ)2

α
e−2η + r2(∂rγ)2e−2η +

A2∂rrα

2α
e−2η+4γ − A2(∂ttη − α∂rrη)

α
e−2η+4γ

+
2A2(∂ttγ − α∂rrγ)

α
e−2η+4γ +

A(∂ttA− α∂rrA)

α
e−2η+4γ +

A2∂rα(∂rη − 2∂rγ)

2α
e−2η+4γ

+
A2∂tα(∂tη − 2∂tγ)

2α2
e−2η+4γ − A2(∂rα)2

4α2
e−2η+4γ +

A2∂rα

2αr
e−2η+4γ − A2(∂tγ)2

α
e−2η+4γ

+
(∂tA)2

4α
e−2η+4γ − (∂rA)2

4
e−2η+4γ − 2A2∂rγ

r
e−2η+4γ + A2(∂rγ)2e−2η+4γ − 4A∂rA∂rγe

−2η+4γ

+
4A∂tA∂tγ

α
e−2η+4γ − A∂rA∂rα

2α
e−2η+4γ − A∂tA∂tα

2α2
e−2η+4γ +

A∂rA

r
e−2η+4γ +

3A2(∂rA)2

4r2
e−2η+8γ

−3A2(∂tA)2

4αr2
e−2η+8γ. (2.21)

Preuve . On a :

G00 = R00 −
1

2
Rg00;

G01 = R01 −
1

2
Rg01 = R01 car g01 = 0;

G11 = R11 −
1

2
Rg11;

G22 = R22 −
1

2
Rg22;

G23 = R23 −
1

2
Rg23;

G33 = R33 −
1

2
Rg33.

Ainsi, en utilisant la proposition 2.2.4 et les résultats de (2.3) et (2.13), on obtient les résultats voulus.

�
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? ? CHAPITRE TROIS ? ?

FORME EXPLICITE DES EQUATIONS

Dans ce chapitre, nous calculons les composantes du tenseur d’impulsion-énergie et en ajoutant à ces

composantes celles du tenseur d’Einstein obtenues au chapitre précédent, nous écrivons les équations

dont nous avons besoin.

3.1 Tenseur d’impulsion-énergie lié au fluide

Dans les équations d’Einstein, le tenseur d’impulsion-énergie est un champ tensoriel symétrique de

type

 0

2

 qui décrit la distribution de la matière et de l’énergie dans l’univers. Son expression liée au

fluide parfait dans son référentiel de repos est [6] :

Tλβ = (p+ ρ)uλuβ + pgλβ, λ, β = 0, 1, 2, 3. (3.1)

Où (gλβ) est définie par (2.3), ρ est la densité énergétique de masse du fluide, p = k2ρ est la pression du

fluide avec k la vitesse du son dans le fluide (0 ≤ k ≤ 1), u = (uλ) = (u0, u1, u2, u3) est le vecteur

vitesse unitaire temporel du fluide. u est orienté vers le futur c’est-à-dire u0 > 0.

Proposition 3.1.1. Les composantes du tenseur d’impulsion-énergie lié au fluide parfait sont :

T00 = ρ[(1 + k2)(u0)2 − k2αe2(η−γ)];

T01 = ρ(1 + k2)u0u1 = T10;

T02 = ρ(1 + k2)u0u2 = T20;

T03 = ρ(1 + k2)u0u3 = T30;

T11 = ρ[(1 + k2)(u1)2 + k2e2(η−γ)];

T12 = ρ(1 + k2)u1u2 = T21;

T13 = ρ(1 + k2)u1u3 = T31;

T22 = ρ[(1 + k2)(u2)2 + k2e2γ];
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T23 = ρ[(1 + k2)u2u3 + k2Ae2γ] = T32;

T33 = ρ[(1 + k2)(u3)2 + k2(r2e−2γ + A2e2γ)].

Preuve . Dans cette preuve, on ultilsera le résultat de (2.3) et aussi le fait que p = k2ρ.

On a :

T00 = (p+ ρ)u0u0 + pg00

= (p+ ρ)(u0)2 − pαe2(η−γ)

= ρ[(1 + k2)(u0)2 − k2αe2(η−γ)] car p = k2ρ.

T01 = (p+ ρ)u0u1 + pg01 = ρ(1 + k2)u0u1.

T02 = (p+ ρ)u0u2 + pg02 = ρ(1 + k2)u0u2.

T03 = (p+ ρ)u0u3 + pg03 = ρ(1 + k2)u0u3.

T11 = (p+ ρ)u1u1 + pg11

= (p+ ρ)(u1)2 + pe2(η−γ)

= ρ[(1 + k2)(u1)2 + k2e2(η−γ)].

T12 = (p+ ρ)u1u2 + pg12 = ρ(1 + k2)u1u2.

T13 = (p+ ρ)u1u3 + pg13 = ρ(1 + k2)u1u3.

T22 = (p+ ρ)u2u2 + pg22

= ρ[(1 + k2)(u2)2 + k2e2γ].

T23 = (p+ ρ)u2u3 + pg23

= ρ[(1 + k2)u2u3 + k2Ae2γ].

T33 = (p+ ρ)u3u3 + pg33

= ρ[(1 + k2)(u3)2 + k2(r2e−2γ + A2e2γ)].

�

3.2 Les équations d’Einstein

Rappelons que les équations d’Einstein données par (2.1) s’écrivent :

Rλβ −
1

2
Rgλβ =

8πG

c4
Tλβ, (3.2)

En posant K = 8πG
c4

et d’après (2.14), (3.2) devient :

Gλβ = KTλβ. (3.3)
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Suivant les indices λ , β et les raisons de symétrie, (3.3) donne le système suivant :

G00 = KT00 (3.4)

G01 = KT01 (3.5)

G11 = KT11 (3.6)

G22 = KT22 (3.7)

G23 = KT23 (3.8)

G33 = KT33 (3.9)

G02 = KT02 = 0 (3.10)

G03 = KT03 = 0 (3.11)

G12 = KT12 = 0 (3.12)

G13 = KT13 = 0 (3.13)

Proposition 3.2.1. En posant :

Φ = −g00KT00 , P1 = g11KT11 et J = − g
11

√
α
KT01, (3.14)

les équations (3.4), (3.5) et (3.6) deviennent respectivement :

∂rη

r
= (∂rγ)2 +

(∂tγ)2

α
+

(∂tA)2

4αr2
e4γ +

(∂rA)2

4r2
e4γ + Φe2(η−γ) (3.15)

∂tη

r
= 2∂tγ∂rγ +

∂tA∂rA

2r2
e4γ −

√
αJe2(η−γ) (3.16)

∂rα

r
= 2α(P1 − Φ)e2(η−γ). (3.17)

Preuve . D’après l’équation (3.4),

α∂rη

r
= (∂tγ)2 + α(∂rγ)2 +

(∂tA)2

4r2
e4γ +

α(∂rA)2

4r2
e4γ +KT00

Or de (3.14) , KT00 = − Φ
g00

; donc

∂rη

r
= (∂rγ)2 +

(∂tγ)2

α
+

(∂tA)2

4αr2
e4γ +

(∂rA)2

4r2
e4γ + Φe2(η−γ).

De même, (3.5) entraine
∂tη

r
= 2∂tγ∂rγ +

∂tA∂rA

2r2
e4γ +KT01

Or de (3.14) , KT01 = −
√
αJ
g11

; donc

∂tη

r
= 2∂tγ∂rγ +

∂tA∂rA

2r2
e4γ −

√
αJe2(η−γ).
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D’après l’équation (3.6),

∂rα

2αr
= −∂rη

r
+ (∂rγ)2 +

(∂tγ)2

α
+

(∂tA)2

4αr2
e4γ +

(∂rA)2

4r2
e4γ +KT11.

Or de (3.14) , KT11 = P1

g11
et en utilisant (3.15), on obtient

∂rα

r
= 2α(P1 − Φ)e2(η−γ).

�

Proposition 3.2.2. En posant :

S23 =
K(T23 − AT22)

r
, P2 = KT22e

−2γ et P3 =
Ke2γ

r2
(T33 − A2T22 −

2ArS23

K
), (3.18)

les équations (3.7) , (3.8) et (3.9) deviennent respectivement :

∂ttη − α∂rrη =
∂rrα

2
− (∂rα)2

4α
+
∂rα∂rη

2
+
∂tα∂tη

2α
+

(∂tA)2

4r2
e4γ − α(∂rA)2

4r2
e4γ − (∂tγ)2 + α(∂rγ)2

−αP3e
2η−2γ, (3.19)

∂ttγ − α∂rrγ =
α∂rγ

r
+
∂rα∂rγ

2
+
∂tα∂tγ

2α
+

(∂tA)2 − α(∂rA)2

2r2
e4γ

+
α(Φ− P1 + P2 − P3)

2
e2η−2γ, (3.20)

∂ttA− α∂rrA = −α∂rA
r

+
∂rα∂rA

2
+
∂tα∂tA

2α
− 4∂tA∂tγ + 4α∂rA∂rγ + 2αrS23e

2η−4γ. (3.21)

Preuve . De l’équation (3.7), on a

∂ttη − α∂rrη = −KαT22e
2η−4γ − (∂rα)2

4α
+ 2(∂ttγ − α∂rrγ) +

∂rrα

2
− 2α∂rγ

r
+
∂rα

2r
+
∂rα(∂rη − 2∂rγ)

2

+
∂tα(∂eη − 2∂tγ)

2α
+ α(∂rγ)2 − 3(∂tA)2

4r2
e4γ +

3α(∂rA)2

4r2
e4γ. (3.22)

En reportant cette valeur dans (3.8), on obtient :

KT23e
2η−4γ =

A∂rrα

2α
+KT22e

2η−4γ +
A(∂rα)2

4α2
− 2A(∂ttγ − α∂rrγ)

α
− A(∂rrα)

2α
+

2A∂rγ

r

−A∂rα(∂rη − 2∂rγ)

2α
− A∂tα(∂tη − 2∂tγ)

2α2
− A∂rα

2αr
+
A(∂tγ)2

α
− A(∂rγ)2 +

3A(∂tA)2

4αr2
e4γ

−3A(∂rA)2

4r2
e4γ +

2A(∂ttγ − α∂rrγ)

α
+
∂ttA− α∂rrA

2α
+
A∂rα(∂rη − 2∂rγ)

2α

+
A∂tα(∂tη − 2∂tγ)

2α2
− A(∂rα)2

4α2
+
A∂rα

2αr
− A(∂tγ)2

α
− 2A∂rγ

r
+
∂rA

2r
− ∂tA∂tα

4α2

−∂rA∂rα
4α

+
2∂tA∂tγ

α
− 2∂rA∂rγ + A(∂rγ)2 +

3A(∂rA)2

4r2
e4γ − 3A(∂tA)2

4αr2
e4γ.

Ceci entraine

∂ttA− α∂rrA
2α

= K(T23 − AT22)e2η−4γ − ∂rA

2r
+
∂tA∂tα

4α2
+
∂rA∂rα

4α
− 2∂tA∂tγ

α
+ 2∂rA∂rγ
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de sorte que

∂ttA− α∂rrA = −α∂rA
r

+
∂rα∂rA

2
+
∂tα∂tA

2α
− 4∂tA∂tγ + 4α∂rA∂rγ + 2αrS23e

2η−4γ.

En remplaçant cette dernière égalité et aussi celle (3.22) dans (3.9), on obtient :

2r2(∂ttγ − α∂rrγ)

α
e−4γ = −KT33e

2η−4γ +Kr2T22e
2η−8γ + 2r∂rγe

−4γ +
r2∂rα∂rγ

α
e−4γ +

r2∂tα∂tγ

α2
e−4γ

−r∂rα
2α

e−4γ +
(∂tA)2

α
− (∂rA)2 +KA2T22e

2η−4γ + 2ArS23e
2η−4γ

ou encore

∂ttγ − α∂rrγ = −KαT33

2r2
e2η +

KαT22

2
e2η−4γ +

α∂rγ

r
+
∂rα∂rγ

2
+
∂tα∂tγ

2α
− ∂rα

4r
+

(∂tA)2

2r2
e4γ

−α(∂rA)2

2r2
e4γ +

KA2αT22

2r2
e2η +

AαS23

r
e2η.

Or d’après (3.17) , ∂rα
r

= 2α(P1 − Φ)e2(η−γ) ; donc

∂ttγ − α∂rrγ =
α∂rγ

r
+
∂rα∂rγ

2
+
∂tα∂tγ

2α
− ∂rα

4r
+

(∂tA)2

2r2
e4γ − α(∂rA)2

2r2
e4γ − KαT33

2r2
e2η

+
KαT22

2
e2η−4γ − α(P1 − Φ)

2
e2η−2γ +

KA2αT22

2r2
e2η +

AαS23

r
e2η.

Mais d’après (3.18) , P3 = Ke2γ

r2
(T33 − A2T22 − 2ArS23

K
) ; d’où

∂ttγ − α∂rrγ =
α∂rγ

r
+
∂rα∂rγ

2
+
∂tα∂tγ

2α
+

(∂tA)2 − α(∂rA)2

2r2
e4γ

+
α(Φ− P1 + P2 − P3)

2
e2η−2γ.

En reportant cette dernière égalité dans (3.22), on a :

∂ttη − α∂rrη = −KαT22e
2η−4γ − (∂rα)2

4α
+

2α∂rγ

r
+ ∂rα∂rγ +

∂tα∂tγ

α
+

(∂tA)2 − α(∂rA)2

r2
e4γ

+α(Φ− P1 + P2 − P3)e2η−2γ +
∂rrα

2
− 2α∂rγ

r
+
∂rα∂rη

2
− ∂rα∂rγ +

∂tα∂tη

2α

−∂tα∂tγ
α

+
∂rα

2r
− (∂tγ)2 + α(∂rγ)2 − 3((∂tA)2 − α(∂rA)2)

4r2
e4γ.

Or ∂rα
r

= 2α(P1 − Φ)e2(η−γ) ; donc

∂ttη − α∂rrη =
∂rrα

2
− (∂rα)2

4α
+
∂rα∂rη

2
+
∂tα∂tη

2α
+

(∂tA)2

4r2
e4γ − α(∂rA)2

4r2
e4γ − (∂tγ)2 + α(∂rγ)2

−αP3e
2η−2γ.

�
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3.3. Les équations d’Euler

3.3 Les équations d’Euler

Remarque 3.3.1. Si u2 = u3 = 0 alors u2 = u3 = 0. En effet, On a :

u2 = g2λuλ = g20u0 + g21u1 + g22u2 + g23u3 = 0 car g20 = g21 = 0 et u2 = u3 = 0.

De même,u3 = g3λuλ = g30u0 + g31u1 + g32u2 + g33u3 = 0 car g30 = g31 = 0 et u2 = u3 = 0.

Proposition 3.3.1. On a le résultat suivant :

(
√
αu0)2 − (u1)2 = e−2(η−γ). (3.23)

Où u = (uλ) est le vecteur vitesse unitaire temporel du fluide.

Preuve . D’après (3.10), KT02 = G02 = 0. Ceci entraine T02 = 0 ou encore ρ(1 + k2)u0u2 = 0.

Comme u0 > 0, alors cette dernière égalité entraine u2 = 0. En appliquant le même raisonnement avec

(3.11), on obtient u3 = 0. Donc par la remarque 3.3.1, on a u2 = u3 = 0.

Puisque le vecteur u est unitaire, alors gλβuλuβ = −1, ∀λ, β = 0, 1, 2, 3. En faisant varier les indices λ

et β, cette égalité implique :

g00u
0u0 + g10u

1u0 + g20u
2u0 + g30u

3u0 + g01u
0u1 + g11u

1u1 + g21u
2u1 + g31u

3u1 + g02u
0u2

+g12u
1u2 + g22u

2u2 + g32u
3u2 + g03u

0u3 + g13u
1u3 + g23u

2u3 + g33u
3u3 = −1

ou encore g00(u0)2 + g11(u1)2 = −1 car u2 = u3 = 0 et g01 = 0. Donc en utilisant le résultat de (2.3),

on a −αe2(η−γ)(u0)2 + e2(η−γ)(u1)2 = −1 de sorte que

(
√
αu0)2 − (u1)2 = e−2(η−γ).

�

Théorème 3.3.1. On a le résultat suivant :

∇λG
λβ = 0,∀λ, β = 0, 1, 2, 3. (3.24)

Où (Gλβ) sont les composantes du tenseur d’Einstein G obtenu au chapitre deux.

Preuve . cf[2] �

Remarque 3.3.2. L’équation (3.24) est équivalente à :

∇λT
λβ = 0,∀λ, β = 0, 1, 2, 3. (3.25)

(3.25) est la conservation du tenseur d’impulsion-énergie lié au fluide.
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3.3. Les équations d’Euler

Proposition 3.3.2. L’équation de conservation (3.25) se réduit à l’équation suivante :

(∇0ρ)u0 + (∇1ρ)u1 + (1 + k2)ρ(∇0u
0 +∇1u

1) = 0. (3.26)

Pour prouver cette proposition, nous allons commencer par une remarque préliminaire.

Remarque 3.3.3. Pour tout λ, β = 0, 1, 2, 3 , on a :

(∇λu
β)uβ = 0. (3.27)

En effet, u étant unitaire, on a gµβuµuβ = −1 ∀µ, β = 0, 1, 2, 3. Ceci entraine que pour tout

λ = 0, 1, 2, 3 , ∇λ(gµβu
µuβ) = ∇λ(−1) = 0.

Or ∇λ(gµβu
µuβ) = 0 entraine∇λ(gµβ)uµuβ +∇λ(u

µ)gµβu
β +∇λ(u

β)gµβu
µ = 0.

Donc∇λ(u
µ)gµβu

β +∇λ(u
β)gµβu

µ = 0 c’est-à-dire∇λ(u
µ)uµ +∇λ(u

β)uβ = 0, pour tout

µ, β = 0, 1, 2, 3. Donc pour µ = β, on a : 2∇λ(u
β)uβ = 0 c’est-à-dire ∇λ(u

β)uβ = 0 pour tout

λ = 0, 1, 2, 3, pour tout β = 0, 1, 2, 3.

Preuve . (de la proposition) D’après (3.25),∇λT
λβ = 0,∀λ, β = 0, 1, 2, 3.

On a p = k2ρ ; et (3.1) dans (3.25) donne

∇λT
λβ = 0 ⇐⇒ ∇λ((1 + k2)ρuλuβ + k2ρgλβ) = 0

⇐⇒ (1 + k2)(∇λρ)uλuβ + (1 + k2)ρ(∇λu
λ)uβ + (1 + k2)ρuλ(∇λu

β) + k2(∇λρ)gλβ

+k2ρ(∇λg
λβ) = 0.

Comme∇λg
λβ = 0, on a :

(1 + k2)(∇λρ)uλuβ + (1 + k2)ρ(∇λu
λ)uβ + (1 + k2)ρuλ(∇λu

β) + k2(∇λρ)gλβ = 0.

Ainsi, en multipliant cette dernière égalité par uβ , on obtient :

(1 + k2)(∇λρ)uλuβuβ + (1 + k2)ρ(∇λu
λ)uβuβ + (1 + k2)ρuλ(∇λu

β)uβ + k2(∇λρ)gλβuβ = 0. (3.28)

u étant unitaire, gλβuλuβ = −1,∀λ, β = 0, 1, 2, 3. Or uβ = gλβu
λ ; donc uβuβ = −1. Ainsi, (3.28)

devient

−(1 + k2)(∇λρ)uλ − (1 + k2)ρ(∇λu
λ) + (1 + k2)ρuλ(∇λu

β)uβ + k2(∇λρ)gλβuβ = 0.

Mais, uλ = gλβuβ ; donc l’égalité précédente devient

−(1 + k2)(∇λρ)uλ − (1 + k2)ρ(∇λu
λ) + (1 + k2)ρuλ(∇λu

β)uβ + k2(∇λρ)uλ = 0
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ou encore

−(∇λρ)uλ − (1 + k2)ρ(∇λu
λ) + (1 + k2)ρuλ(∇λu

β)uβ = 0.

Or d’après (3.27), (∇λu
β)uβ = 0 ; donc (∇λρ)uλ + (1 + k2)ρ(∇λu

λ) = 0. Ainsi, en faisant varier λ et

en tenant compte du fait que u2 = u3 = 0, on a :

(∇0ρ)u0 + (1 + k2)ρ(∇0u
0) + (∇1ρ)u1 + (1 + k2)ρ(∇1u

1) = 0.

Ceci entraine

(∇0ρ)u0 + (∇1ρ)u1 + (1 + k2)ρ(∇0u
0 +∇1u

1) = 0.

D’où (3.26). �

Remarque 3.3.4. Les équations (3.23) et (3.26) sont appelées les équations d’Euler.

Remarque 3.3.5. Les équations (3.15), (3.16), (3.17), (3.19), (3.20), (3.21), (3.23) et (3.26) forment

le système complet d’Eintein-Euler en symétrie cylindrique.

Remarque 3.3.6. L’existence des solutions du système d’Einstein-Euler nécessite des données initiales.

Mais à cause de la singularité à t = 0, ces données initiales sont prescrites à t = t0 > 0 par :

η(t0, r) = η0(r), ηt(t0, r) = η1(r), α(t0, r) = α0(r), γ(t0, r) = γ0(r),

γt(t0, r) = γ1(r), A(t0, r) = A0(r), At(t0, r) = A1(r), ρ(t0, r) = ρ0(r),

u(t0, r) = u0(r). (3.29)

Il est question d’étudier l’existence locale et globale dans le temps du problème de Cauchy pour le

système complet d’Einstein-Euler (3.15), (3.16), (3.17), (3.19), (3.20), (3.21), (3.23), (3.26) et (3.29)

qui jusqu’à présent reste un problème ouvert. Ce système est un système de 8 équations aux dérivées

partielles non linéaires du premier et du second ordre dont les 7 inconnues α, η, γ, A, ρ, u0 et u1 qui

sont toutes des fonctions réelles des variables réelles t et r sont les solutions en temps du problème de

Cauchy. Etant donné que le nombre d’équations de ce système est supérieur au nombre d’inconnues, cer-

taines équations peuvent être considérées comme équations de contraintes et d’autres comme équations

d’évolution.

3.4 Les équations d’Euler : cas homogène

Dans cette section, nous étudions les équations d’Euler dans le cas homogène.
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Définition 3.4.1. Dans le cas où les fonctions u0, u1, ρ, η, α et γ dépendent uniquement de t, les équa-

tions (3.23) et (3.26) sont appelées les équations d’Euler dans le cas homogène. En adjoignant à ces

équations les conditions de Cauchy, on obtient le système suivant :

(S) :



(
√
αu0)2 − (u1)2 = e−2(η−γ)

(∇0ρ)u0 + (1 + k2)ρ∇0u
0 = 0

u0(t0) = c0, c0 ∈ R

u1(t0) = c1, c1 ∈ R

ρ(t0) = b0, b0 ∈ R

En fixant les fonctions η, α et γ, le systèmes (S) est un système de deux équations à trois inconues u0, u1

et ρ dépendantes de t.

Proposition 3.4.1. En fixant la fonction ρ, le système (S) a pour solution :

u0(t) = c0

(
b0

ρ(t)

) 1
1+k2

et (u1(t))2 =
c2

0(b0)
1

1+k2α(t)− (ρ(t)
1

1+k2 )2e−2(η(t)−γ(t))

ρ(t)
2

1+k2

Preuve . L’équation (∇0ρ)u0 + (1 + k2)ρ∇0u
0 = 0 entraine ∂tu0

u0
+ 1

1+k2
× ∂tρ

ρ
= 0 c’est-à-dire

∂t(lnu
0 + ln ρ

1+k2
) = 0. Donc lnu0 + ln ρ

1+k2
= c , c ∈ R.

Ainsi,

u0(t) =
B

ρ(t)
1

1+k2

, B ∈ R∗+.

Or u0(t0) = c0 et ρ(t0) = b0 ; donc B

(b0)
1

1+k2
= c0 c’est-à-dire B = c0(b0)

1
1+k2 de sorte que

u0(t) = c0

(
b0

ρ(t)

) 1
1+k2

.

En remplaçant u0 par sa valeur dans l’équation (
√
αu0)2 − (u1)2 = e−2(η−γ), on obtient

(u1)2 =
c2

0(b0)
1

1+k2α(t)− (ρ(t)
1

1+k2 )2e−2(η(t)−γ(t))

ρ(t)
2

1+k2

.

�
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♣ Conclusion ♣

L’objet de notre travail était d’écrire les équations d’Einstein fluide parfait dans un système de co-

ordonnées locales en symétrie cylindrique. Nous avons donné au chapitre un quelques notions réquises

pour bien comprendre l’établissement de ces équations. Les coefficients de Christoffel calculés au cha-

pitre deux nous ont permis d’obtenir les composantes du tenseur de Ricci qui, avec la courbure rieman-

nienne et les composantes du tenseur métrique conduisent à l’obtention des composantes du tenseur

d’Einstein. Le chapitre trois nous a fourni les composantes du tenseur d’impulsion-énergie qui, avec

celles du tenseur d’Einstein nous ont permis d’obtenir les six équations d’Einstein réduites sous l’effet

de la métrique. Dans l’expression du tenseur d’impulsion-énergie dans le reférentiel de repos du fluide

parfait se trouvent deux inconnues u (vitesse unitaire temporelle) et ρ (densité d’énergie) qui font appa-

raître les équations d’Euler. Nous avons remarqué que les équations d’Einstein couplées à celles d’Euler

conduisent à un système de huit équations aux dérivées partielles non linéaires du premier et du second

ordre à sept inconnues dépendantes de t et de r. Ces équations fournissent en langage mathématique une

formulation précise de la relation qui existe entre la géométrie de l’espace-temps et les propriétés de la

matière[10]. Ajouter au fait que ce système d’équations soit difficile à résoudre, des perspectives pour

nous seront d’étudier l’existence locale et globale du problème de Cauchy dans le temps ; et d’écrire

les équations d’Einstein couplées à celles de Maxwell fluide parfait avec constante cosmologique en

symétrie cylindrique.
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♣ Portée Pédagogique ♣

Le présent mémoire du D.I.P.E.S II intitulé Equations d’Einstein fluide parfait en symétrie cylin-

drique a beaucoup d’intérêts sur le plan pédagogique et peut donc être important chez l’enseignant pour

l’exercice de son métier.

♣ Il développe la curiosité scientifique.

♣ Il permet de se rendre compte qu’il y a une théorie plus générale qui prolonge celle de Newton.

♣ Il permet de mieux comprendre la loi de l’attraction gravitationnelle.

♣ Il permet de se rendre compte que la nature et la résolution des équations d’Einstein reste d’ac-

tualité.

♣ Il permet de maitriser la résolution des équations différentielles ordinaires à coefficients constants.

♣ Il permet de voir les différents champs d’application des mathématiques dans l’étude des phéno-

mènes physiques.

♣ Il permet de comprendre l’importance des équations différentielles ordinaires à coefficients constants

dans la modélisation des phénomènes courants.

♣ Il permet de mieux comprendre notre univers.

♣ Il permet aussi de se familiariser avec le logiciel de programmation Latex qui fait une très bonne

mise en page et s’avère donc très utile pour la rédaction des épreuves d’évaluation.
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