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& Résumé &

Les équations d’Einstein sont le neeud central de la relativité générale. Ce sont des équations aux
dérivées partielles qui fournissent en langage mathématique une formulation précise de la relation qui
existe entre la géométrie de I’espace-temps et les propriétés de la matiere. Nous écrivons dans le présent
mémoire les équations d’Einstein fluide parfait dans un systeme de coordonnées en symétrie cylindrique.
Nous obtenons un systeme complet de huit équations aux dérivées partielles non linéaires du premier et

du second ordre a sept inconnues et nous posons le probleme de Cauchy correspondant.

Mots clés : Relativité générale, équations d’Einstein, équations d’Euler, symétrie cylindrique, espace-

temps.
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& Abstract &

Einstein’s equations are the central node of general relativity. These are equations to partial deriva-
tives that provide in mathematical language a precise formulation of the relation which exists between
the geometry of space-time and the properties of matter. We write in the present memory Einstein’s per-
fect fluid equations in cylindrical symmetry coordinate system. We obtain a complete system set of eight
first and second order nonlinear partial differential equations at seven unknowns and we pose the Cauchy

problem.

Keys words : General Relativity, Einstein equations, Euler equations, cylindrical symmetry, space-

times.
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& Introduction &

La relativité générale est une théorie de la gravitation développée par Albert Einstein ' entre 1907 et
1915 qui révolutionne celle de Newton[ | 0]. Pour Newton, le mouvement d’un corps est déterminé par
des forces, mais pour Einstein il est déterminé par la configuration de I’espace-temps([10]). Dans cette
théorie, I’espace-temps est modelisé par une variété lorentzienne (), g) de dimension quatre muni d’un
tenseur métrique. Selon cette théorie, I’espace-temps régit le mouvement de la matiere et la matiere régit

le mouvement de 1’espace-temps. Einstein a donc formulé cette relation par les équations dites d’Einstein

[1]:

8rG
G)\g = :—4T>\5 avec A\, [ € {O, 1,273}.

Ou (G,s) sont les composantes du tenseur d’Einstein données par Ghg = Rys — 5Rgag, (Ths) celles
du tenseur d’impulsion-énergie, (g5) celles du tenseur métrique, (R,z3) celles du tenseur de Ricci, R
la courbure riemannienne, GG la constante gravitationnelle et ¢ la célérité de la lumiere. Cela signifie
qu’a une constante multiplicative pres, le tenseur (G,z) (qui décrit cetains aspects de la courbure de
I’espace-temps) est égale au tenseur (7)4) (qui décrit cetains aspects du contenu de la matiere).

A cause de la symétrie, les tenseurs (Gg) et (T)3) sont chacune un ensemble de dix composantes,
fonction des coordonnées de I’espace-temps ; 1’équation ci-dessus devient un systeme complexe de dix
équations a vingt inconnues. Cette complexité peut étre améliorée en écrivant cette équation dans un sys-
teme de coordonnées ou la métrique est invariante par symétrie. Dans le présent travail, nous 1’écrivons

dans le systeéme de coordonnées cylindriques dont la métrique (g,s) prend la forme [3] :
ds® = —ae® N dt? + 2 dr? 4 e(dz + AdB)? + rPe1do.

ou t est le temps et (7, z, 0) les coordonnées de 1’espace.

Compte tenu du fait que le tenseur d’impulsion-énergie dépend du choix de la matiere, cette matiere

1. Physicien américain d’origine allemande né le 14 mars 1879 a Ulm dans le Wurtemberg et mort le 18 avril 1955 a New

Jersey.[9]
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utilisée dans ce travail est comparée a un fluide parfait” et (7)) est donnée par [6] :
T)\B = (p + p)U/\U,B +pg/\,87 )‘7 ﬁ = 07 1a 27 3.

p est la pression du fluide et les principales inconnues décrivant la matiere sont la vitesse unitaire tem-
porelle u* et la densité d’énergie p > 0. Ces inconnues u” et p font coupler les équations d’Einstein aux
équations d’Euler.

Pour écrire ces équations, nous subdivisons notre travail en trois chapitres : au chapitre un, nous donnons
quelques notions de géométrie différentielle et de géométrie lorentzienne ; des expressions des compo-
santes du tenseur d’Einstein que nous illustrons au chapitre deux. Au chapitre trois, nous établissons le
systeme complet d’Einstein-Euler fluide parfait en symétrie cylindrique et nous obtenons un systeme de
huit équations aux dérivées partielles non linéaires du premier et du second ordre a sept fonctions incon-
nues dépendant chacune du temps et de I’espace. Nous terminons le travail par I’étude du cas particulier

des équations d’Euler homogenes .

2. C’estun fluide dépourvu de viscosité(résistance a I’écoulement uniforme et sans turbulence se produisant dans la masse

de la matiere).
3. Les fonctions inconnues dépendent uniquement du temps.
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* *
QUELQUES NOTIONS DE GEOMETRIE

DIFFERENTIELLE ET DE GEOMETRIE

LORENTZIENNE
|

Dans ce chapitre, nous donnons quelques notions importantes pour 1’établissement des équations

dont nous avons besoin.

1.1 Notions de géométrie différentielle

Définition 1.1.1. (Espace topologique)

Soit E un ensemble non vide. Une famille O de parties de E est une topologie lorsqu’elle vérifie les
axiomes suivants :

(i) 0,E€O;

(ii) VA, Be O, ANBeO;

(iii) ¥ (O)ier CO, | JO; € 0.

Le couple (E, O) est aZ;;ele’ espace topologique et O est appelé ensemble des ouverts de E.
Définition 1.1.2. (Voisinage d’un point)

Dans un espace topologique (E, O), on appelle voisinage d’un point © € E une partie V de E qui

contient x et qui contient un ouvert de E contenant .
Remarque 1.1.1. Tout ouvert de E est voisinage en chacun de ses points.

Définition 1.1.3. (Espace topologique séparé)
Un espace topologique (E, Q) est dit séparé au sens de Hausdorff ou tout simplement séparé si

Va,y € E tels que x # y , il existe U € O contenant x et V € O contenant y tels que U NV = ().

Dans la suite, I’espace topologique (£, O) sera noté E lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion sur

la topologie.
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1.1. Notions de géométrie différentielle

Définition 1.1.4. (Continuité)

Soient E et I deux espaces topologiques et soit f une application de E vers F.

1. On dit que f est continue en un point x de E lorsque ’image réciproque par f de tout voisinage

de f(x) dans F est un voisinage de x dans F.

2. On dit que f est continue sur E lorsqu’elle est continue en tout point de E.

Définition 1.1.5. (Homéomorphisme)
Soient F et I' deux espaces topologiques. Une application f : E — F' est un homéomorphisme

lorsqu’elle est continue sur E, bijective et lorsque son inverse =1 est continu sur F.

Définition 1.1.6. (Application différentiable)
Soit U un ouvert de R"(n € N). Une application f : U — R"™(m € N) est différentiable en x s’il

existe une application linéaire L : R™ — R™ appelée différentielle de f en x telle que :
f(zo+ h) = f(xo) + L(h) + ||h]|.e(h) et e(h) — 0 quand ||h||,— O.
Ou ||.||,, désigne une norme sur R™(n € N*).

Notation 1.1.1. La différentielle de f en x( se note df (xo) et est définie par :

df (zo) :R* — R™

h — df(zo)(h)

Définition 1.1.7. (Application de classe C*™°)

Soit U un ouvert de R"(n € N). On dit qu’une application f : U — R"™(m € N) est de classe
C*(k € N) dans U si elle est k—fois différentiable dans U et si son application différentielle d’ordre k
est continue dans U.

On dit que [ est de classe C*™° si elle est de classe C", ¥r € N.

Définition 1.1.8. (C*-difféomorphisme, k € N)
Soient U et V deux ouverts de R"(n € N). On dit qu’une application f : U — V est un C*-

difféomorphisme si f est une bijection de U sur'V, f est de classe C* dans U et f~' est de classe C*

dans V.

Définition 1.1.9. (Cartes locales et Ck-compatibilité, k € N)[S8]

Soit E un espace topologique séparé et soitp € E' .

1. On appelle carte locale de E en p de dimension n € N, tout couple (U, p) tel que :

(i) U C E est un voisinage ouvert de p dans E, o(U) est un ouvert de R";

D.LPE.S IT 2018-2019 4



1.1. Notions de géométrie différentielle

(ii) L’application ¢ : U — o(U) C R™ est un homéomorphisme.

2. Soient (U, p) et (V,1) deux cartes locales de E en p de dimension n. (U, p) et (V, 1)) sont dites
C*—compatibles siUNV = D ousi UNV # 0 et Uapplication o=t : o(UNV) — (UNV)
est un Ck—difféomorphisme ; avec o(UNV ) et (U NV') ouverts de R™. 1o o1 est aussi appelée

fonction de transition.

Définition 1.1.10. (Atlas)[5]
Soit E un espace topologique séparé. Un atlas de classe C*(k € N) et de dimension n € N* sur
E est la donnée d’une famille ((U;, ¢;))icr telle que : ¥i € I, (U;, @;) sont des cartes C*—compatibles

recouvrant E.

Remarque 1.1.2. Dans I’ensemble L(E) des atlas de classe C? et de dimension n, on définit la relation
suivante : YA, B € L(E), (A ~ B) si et seulemnt si (A et B sont C°’—compatibles).

La relation” ~ 7 est une relation d’équivalence sur L(F).

Définition 1.1.11. (Variété différentielle)[5]
Une variété différentielle de classe C"(r € N) et de dimension n € N* est la donnée a la fois d’un
espace topologique séparé E et d’une classe d’équivalence d’atlas de classe C" et de dimension n sur

E.

Définition 1.1.12. (Applications différentiables entre variétés)

Soient M et N deux variétés de dimensions respectives n et m (n,m € N*) et de classe C"(r € N),
x € M. On dit qu’une application f : M — N est différentiable de classe C" en x si f est continue
et s’il existe une carte (U, ) de M en x et une carte (V,1)) de N en f(z) telles que f(U) C V et
I’application (représentation locale de f) 1o fop™':p(U) CR* — (V) C R™ est de classe C".

Dans la suite, £ désigne une variété différentiable de dimension n, de classe C" et x un point de F.

Définition 1.1.13. (Courbe différentielle en un point)
Soit [ une partie non vide de R contenant 0. Une courbe différentiable de E en x est une application
continue ¢ : I — E , t — c(t) telle que ¢(0) = z.

[' = ¢(I) C E est appelé arc paramétré de E et le couple (1, c) est la paramétrisation de I'arc T..
Notation 1.1.2. On note I'S°(E) I’ensemble des courbes différentiables de E en .

Définition 1.1.14. (Courbes tangentes en un point)[5]
Soient (I,cy1),(J,co) € T(E). (I,¢1) et (J, c2) sont dites tangentes si pour toute carte locale (U, )

enx,ona:
c1(0) = ¢2(0) = z,

d(poc d(poc
1) (1)) = 22 (#) .

D.LP.E.S II 2018-2019 5



1.1. Notions de géométrie différentielle

Remarque 1.1.3. Dans I'°(E), on définit la relation suivante, notée R, : ¢; R, co si et seulement si
¢y et ¢y sont tangents en x.
R, ainsi définie est une relation d’équivalence et une classe d’équivalence suivant la relation R, est

définie par :
[c]le :C*(F) — R
d
g = ldalg) = (g0 0) )]0
Définition 1.1.15. (Vecteur tangent-Espace tangent)

Un vecteur tangent a I est une classe d’équivalence pour la relation R, définie ci-dessus.

L’espace tangent a F en x est [’ensemble des vecteurs tangents a I en x.

Définition 1.1.16. (Fibré tangent)

On appelle fibré tangent a E' la réunion disjointe de tous les espaces tangents de E.

Notation 1.1.3. On note T, E l’espace tangent de FE en x et TE = U ({zx} x T,E) la variété fibré

z€eE
tangente a b.

Proposition 1.1.1. 7. F est un espace vectoriel de dimension égale a celle de I et T'E est une variété

différentielle de dimension égale a deux fois celle de E et de classe C".
Preuve . voir [5]

Définition 1.1.17. (Champ de vecteurs)[$]
Un champ de vecteurs sur I est une application X : E — TFE telle que m o X : E — FE soit
Iapplication identité (t : TE — FE étant la projection canonique définie par m(x, X)) = x). Un champ

de vecteurs est dit différentiable si ’application qui le définit est C*°.
Notation 1.1.4. On note X(E) I’ensemble des champs de vecteurs définis sur E.

Définition 1.1.18. (Dérivation)[5]

Un champ de vecteurs X de E définit une dérivation sur C*°(E) par :

X :C®(FE) — C>®(E)
g — X(9)
ou X (g)(x) = X,(g) vérifiant :

i) Ya, be R, Vg, h € C*(FE), X(ag + bh) =aXg+ bXh;
ii) Vg, h € C>*(F), X(gh) = gXh+ hXg.

D.LP.E.S TI 2018-2019 6



1.1. Notions de géométrie différentielle

Définition 1.1.19. (Produit de deux champs de vecteurs)
Le produit de deux champs de vecteurs X etY sur E est défini par: XY (g) = X(Yg), Vg € C*(FE).

Proposition 1.1.2. Le produit de deux champs de vecteurs ne définit pas toujours une dérivation.
Preuve . Soient X etY deux champs de vecteurs. Pour tout Vg, h € C*°(FE), ona:
XY(gh) = X(Y(gh))
= X(gYh+ hYyg)
= gX(Yh)+ XgYh+hX(Yg)+ XhYyg
Mais g(XY)h + h(XY)g=gX(Yh)+hX(Yg); dou XY(gh)# g(XY)h+ h(XY)g. |
Définition 1.1.20. (Crochet)
On appelle crochet de Lie de deux champs de vecteurs X etY , le champ de vecteurs |., .| défini par :
[,]: X(F)x X(F) — X(P)
(X,)Y) = [X,)Y]=XoY —-YolX.
Remarque 1.1.4. L’opérateur crochet définit une dérivation sur C*°(E) .
Définition 1.1.21. (Dérivée de Lie)

La dérivée de Lie d’'un champ de vecteurs X par rapport a un autre champ de vecteurs Y est le

champ de vecteurs Lx (Y') défini par : Lx(Y) = [X,Y].

Définition 1.1.22. (Application n—linéaire)

Soientn € N*, Fy, ..., E, et F des K—espaces vectoriels, (K = R ou C).
Une application [ : £y X --- X E, — F est dite n—linéaire si elle est linéaire par rapport a chacun
des n facteurs.

On dit que [ est une forme linéaire sur £y X --- x E,, lorsque ' =K.

Remarque 1.1.5. Lorsque Fy = Fy = --- = E, = Eet F' =K, on dit que f est une forme n—linéaire

sur E.

Définition 1.1.23. (Tenseur élémentaire)
Soient E et F deux K—espaces vectoriels (K = Rou C), z € E ety € F . On appelle tenseur
élémentaire, ’application
rRy: E*xF* — K
(@, 8) — a(z)B(y),

ou E* (respectivement F*) désigne le dual algébrique de I’espace E c’est-a-dire I’ensemble des formes

lineaires sur F (respectivement sur ).

D.LP.E.S II 2018-2019 7



1.2. Notions de géométrie lorentzienne

Définition 1.1.24. (Produit tensoriel)
Soient E et I' deux K—espaces vectoriels. On appelle produit tensoriel de E et F noté £ Q@ F,

I’ensemble des combinaisons linéaires finies de tenseurs élémentaires.
Dans la suite, M désigne une variété différentiable de dimension n.
Définition 1.1.25. (Tenseur covariant)

Un tenseur de type ou p—fois covariant au point x € M est une forme p—linéaire définie

sur (T, M)P.

On désigne par @"Ty M = T}, 'espace des formes p—linéaire sur (T, M )P.
Définition 1.1.26. (Tenseur contravariant)

Un tenseur de type ou q—fois contravariant au point x € M est une forme q—linéaire définie

sur (T M)1.
On désigne par 1T, M = T} I’espace des formes q—linéaire sur (T M)1.

Définition 1.1.27. (Tenseur mixte)

. q . . . . .
Un tenseur mixte de type ou tenseur p—fois covariant et q—fois contravariant au point
p
x € M est une forme (p + q)—linéaire définie sur (T, M)? x (T:M)1.

q .
On désigne par T}, I’ensemble des tenseurs de type au point v € M.
p

Définition 1.1.28. (Fibré tensoriel)

On appelle fibré tensoriel, la variété différentielle T}] M définie par :

TIM = | ({2} x T%,).

zeM

Définition 1.1.29. (Champ de tenseurs)

Un champ de tenseurs de type 1 sur M est une application différentiable
p

T:M — TIM

r — T(z)=(2,T;), T, €Tl

1.2 Notions de géométrie lorentzienne

Convention de sommation d’Einstein :

D.LP.E.S II 2018-2019 8



1.2. Notions de géométrie lorentzienne

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K et B = {e;, e, ..., e,} une base de

n
FE. Soitx € E, alors x = inei p o € K

Un indice ¢ sur lequel (;;leffectue la somme est appelé indice muet. La convention d’Einstein consiste
a supprimer le signe ) _ et d’indiquer I’indice muet en haut et en bas. Ainsi
r=1a¢;, i=1,2, ..., n

Dans toute la suite, V; désigne une variété différentiable de dimension 4, le corps de base est R. On

adopte la convention de sommation d’Einstein ou les indices grecs «, (3, -, ... vontde 0 a 3.

Définition 1.2.1. (Variété lorentzienne)[5]

Une variété lorentzienne ou hyperbolique est la donnée d’un couple (Vy, g) ot g un champ de ten-
seurs 2—fois covariant de classe C* sur Vy tel que pour x € Vy, Uapplication g, : T,Vy x T,Vy — R
est une forme bilinéaire symétrique et non dégénérée de signature (+,—,—,—) ou (—,+,+,+). g est

appelé tenseur métrique.

Remarque 1.2.1. /. La forme quadratique associée a g admet une décomposition en un carré po-

sitif et trois carrés négatifs (ou en un carré négatif et trois carrés positifs).

2. Dans un repére naturel e,, de Vy, g s’écrit en coordonnées locales par g = g,pdx®dx” oi
Gop = 9(€q, €p). g est alors vu comme une matrice carrée symétrique d’ordre 4 dont les compo-
santes sont les g,3. On note alors g = (gap). La matrice g est inversible et son inverse est noté

(g°F). Ona: g**gys = 05 (tenseur de Kronecker).

Définition 1.2.2. (Repére orthonormé)
3

Le repere (e,) est dit orthonormé dans (Vy,g) si g s’écrit : g = ds* = (da®)? — Z(alyc")2 en

i=1
3

signature (+,—, —, —) ou g = ds* = —(dz°)* + Z(alxi)2 en signature (—,+, +, +).
i—1

Un élément x € Vj est représenté par x = (2°, 2%) avec 2° = t appelée coordonnée temporelle et

2" coordonnée d’espace. Ainsi, pour tout systéme de coordonnées locales (z%) dans Vj, 2° représente le

temps ¢ et 2¢ ’espace. Cette représentation est due 2 Minkowski dans les années 1908([10]).

Définition 1.2.3. (Espace-temps)[S5]

Un espace-temps est la donnée d’un couple (Vy, g) de variété lorentzienne.

Exemple 1.2.1. 1. (R* n) est ’espace-temps de Minkowski o la métrique n dite métrique de Min-
3
kowski est définie par : 1 = —(dt)? + Z(dwi)2 avec 1oy = —1,
i=1
1 sii=j N
Nij = 0ij = oun = (dt)* — Z(d:p’) (suivant la signature de n).[5]
0 sii#] i=1
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1.2. Notions de géométrie lorentzienne

2. (RxS3,g) est ’espace-temps de De Sitter. S* désigne la sphere unité de R*, la métrique g s écrit :
g = dt* — a*ch*(L)[do® + sin*a(df? 4 sin*0de?)].
teR a>00<60<m0< <27
g est de signature (+, —, —, —) avec goo = 1, g1 = —a’ch*(%), gay = —a’ch?(L)sin*a, gs3 =
—a’ch?(L)sin®asin®@ et les autres coefficients sont nuls.[S]

Un élément v de TV, est encore appelé vecteur contravariant et ses composantes dans une base
(eq) de TV, sont notées (u®), c’est-a-dire u = u“e,. Un élément u* de 7,1V, est encore appelé vecteur
covariant et ses composantes dans la base duale (%) de (e, ) sont notées (u}), c’est-a-dire u* = u} 0.
On saitque g = g, : 1T,,Vy x T,,V, — R est une forme bilinéaire symétrique, donc Vu € TV}, u fixé,

I’application v — g(u, v) est une forme linéaire sur 7, V} et par suite u* = g(u,.) € T;V}.

Ona:u* =4 0%ouu’ =u*(e,). D’ou
(e} o (07

up = u'(eq) = glu, eq) = g(uﬁeg,ea) = uﬁg(ea,eg) = gaguﬁ.

Par analogie, avec 'inverse ¢g®’ qui est une forme bilinéaire symétrique sur 77V, on associe a tout
vecteur covariant u* € T:*V, un vecteur contravariant par v’ = g®?u*. Ainsi g permet d’associer cano-
niquement a tout vecteur contravariant « un vecteur covariant v* et réciproquement. Par la suite, u sera
identifié a u* et on parlera de u tout simplement et de ses composantes covariantes u,, et contravariantes
uP liées par les relations : u, = gogu” et u® = g*ug.

La généralisation de ce résultat aux tenseurs d’ordre p quelconques est immédiate car un tenseur est
une combinaison de tenseurs élémentaires de la forme 71 ® x2 ® ... ® z,. Ainsi, on a pour p = 2 :
Top = GongsuT ", T = g™ T, 5 =9"1up T5 = gpuTH.

Si (eq) est la base naturelle de 77V} et (/) sa base duale, alors pour tout tenseur 7', on a :
T = Tgfﬂﬁg’j@al ® @ e, RO R ® 0%,

Définition 1.2.4. (connexion linéaire)[4]

Une connexion linéaire sur V est une application
VX (V) x X(Vy) — X(V)

telle que pour tout X, X', YY" € X(V}) et f,g € C®(V})
i) Vixigx (Y) = fVx(Y) + gV (Y).
i) Vx(Y +Y') = Vx(Y) + Vx(Y).
iii) Vx(fY) = fVx(Y)+X(f)Y.

On dit que V xY est la dérivée covariante de Y en direction de X.
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1.2. Notions de géométrie lorentzienne

Définition 1.2.5. (Symboles de Christoffel)[4]
0

Soit (U, @) une carte sur Vy et {x*} les coordonnées associées pour les quelles on note 0, = 5.

Les symboles de Christoffel d’une connexion V relativement aux coordonnées {x°} sont les 4> = 64

fonctions Fg‘éﬁ € C>=(V,) définies par :

3
Vo.0s = Y _Ths0 (1.1)

A=0
Lemme 1.2.1. Localement, les symboles de Christoffel déterminent entierement la connexion V. Plus
précisement, pour X = X0, Y =YP9; € X(Vy),
VxY = (X(YY) + X°YT) ;)00
Preuve . Ona:
VxY = Vx(YP0)
= YPVx05+ X(Y")0s
= YPXVy, 05+ X(Y")0ps
= Y X T),0\ + X(Y?)0n
= (X(Y)+ XY T)5)0n
Définition 1.2.6. (Torsion d’une connexion)[4]

1
La torsion d’une connexion V est le tenseur de type défini par I’ expression

T(X,)Y)=VxY - Vy X - [X,Y] XY € X(Vy).
T(X,Y) est un champ de vecteurs.
Lemme 1.2.2. Soit (z*) un systéme de coordonnées locales sur V,. Soient X = X0, Y = Y59y
deux éléments de X(V}). La torsion en (X,Y) est donnée par :
T(X,Y) = XY (T3, — I'3,)05 (1.2)

Preuve . Soit V une connexion linéaire. Ona : VX,Y € X(V})
7(X,)Y) = VxY —-VyX - [X,Y]

= Vx(Y?05) — Vy(X?0s) — (X oY —Y 0 X)

= X%0a(YP)0s + XYPV,05 — YPO3(X )0y — YP XV 30, — X0u(YP)05 + YP05(X )0,

= X°YP (V.05 — V50a)

= XVP(Th; —T}h,)0n

Envertu de (1.1). [
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1.2. Notions de géométrie lorentzienne

Définition 1.2.7. La relation (1.2) est appelée expression locale de la torsion T de la connexion V.

Définition 1.2.8. (Dérivée covariante d’un tenseur)[4]

Soit F' un tenseur de type (0,q) sur Vy. La dérivée covariante VF du tenseur I est un tenseur de

type (0, q + 1) défini par :
q
VxF(Vi,....Y) = X(F(Y1,....Y,)) = Y F(Vi,...,VxYi,...,Y,)
i=1

pour tous X, Y1,..., Y, € X(V,).

Pour les composantes NV, F." 2P ona :

J1j2---Jq
i1i2...ip o ’L'll'g../ip 71 ils...ip 79 sig...ip 7 91%2...8
Vijljznjq - aijljzu-jq + FmSFjljz--J'q + Fmstljznjq T FTZSFJ’ljznjq
s iig.ip  Tos iigeip e ivig...ip
ijl FSj2~-~]'q ij2Fj18-~jq Tt ijqFjljz-..s
1 A A A A
Exemple 1.2.2. e Pour un tenseur de type .k Vol = 0. F; + T F) —T7 F2.
P d ’ V,F = §,F* 4 1o P 4 8 oo _po paB _ o pob
® [our un tenseur de rype 5 ’ VEAL T VT A +10s A + 10 Ap— twvdtop T twvpt o

e Soit F' un tenseur de type (0,2). Ona :

Théoreme et défintion 1.2.1. (Connexion de Levi-Civita)[41]
Soit (Vy, g) une variété lorentzienne de dimension 4.

11 existe sur V, une connexion linéaire et une seule V telle que :
1. V soit sans torsion, c’est-a-dire T = 0;
2. 'V soit métrique, c’est-a-dire Vg = (.
Une telle connexion est appelée connexion riemannienne ou connexion de Levi-Civita sur V.
Proposition 1.2.1. Les symboles de Christoffel sont symétriques par rapport aux indices covariants
c’est-a-dire :
Iy =T3, VYAa,8=0123
Preuve . Soient X = X°0,, Y = Y?05 deux éléments de X(Vy). Soit T la torsion de la connexion de
Levi-Civita V. Puisque V est sans torsion alors T = (.
T=0 <= 7(X,)Y)=0 VXY €X(V})
= XYVP(Th;—Th)o=0 VXY € X(V))
= Th;—T35,=0
— Ty =T},
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1.2. Notions de géométrie lorentzienne

Propriété 1.2.1. (Identités de Ricci)[7]

Les identités de Ricci sont donnnées par la relation suivante :

OuGap = ga)\rgu + gAﬁFi‘w‘

(1.3)

Proposition 1.2.2. Les coefficients de Christoffel en coordonnées locales s’obtiennent du tenseur mé-

trique par :
A 1 Al
Fa,@’ = 59 (aag,uﬁ + aﬂga,u - a,ugaﬂ)'

Preuve . D’apres les identités de Ricci, on a :

OaGpp = g,MFga + gmrﬁa
MpYJop = gakrﬁﬁ + gukriﬁ
Ougap = gakrgu + g)‘ﬁréu'

Donc

9" 0agus = Tha+ 992800

_ A LA
- Fﬁa+5ﬁrua

9 0s90n = Toag+ 9" garls

_ A A
= I+ 5ZF#5

T0ugas = 9"garlh, + 99T,
_ A LA
- &;Fﬁu + 5,8Fau
Ainsi en utilisant la proposition 1.2.1, on a :

9 (0aGup + 05Gap — Opbas) = Fga + Fgﬁ + 5grga + 55% — 5grgﬂ

_ A
— ard,
ou encore
A 1 Al
Faﬂ = 59 (aaguﬁ + aﬁgau - augaﬁ)'

D’ou le résultat (1.4).

Définition 1.2.9. (Tenseur de courbure)[7/]

— oHTA

BT ap

(1.4)

Le tenseur de courbure ou tenseur de Riemann R;‘a 5 associé a la connexion linéaire V est un tenseur

1
mixte de type sur Vy défini par :
3

A _ A A A TV A TV
R#CYB - ao‘ruﬁ - aﬂr,ua + F;Ll/ uB Fﬁurap'

(1.5)
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1.2. Notions de géométrie lorentzienne

Proposition 1.2.3. Le tenseur de courbure Rﬁaﬁ est antisymétrique par rapport aux indices o et 3, A

’ N K A DA
et p c’est-a-dire R, s = —R; 5,

Preuve . D’apres (1.5), ona: Ry ;3 = 0,105 — 00, + 1), I — T3, T et

naB purs ppB Br= ap
Rﬁﬁa = 91, — 3&%5 +0, I, — ngrgu. Ainsi en utilisant la proposition 1.2.1, on a :
A _ A A A v A TV
R#ﬁa - _(aaruﬁ - aﬁrua + Fuv us Fﬁvrau)
_ A
= —Rup

Définition 1.2.10. (7enseur de Ricci)[7]

Dans le cadre de la théorie de la relativité générale, le champ gravitationnel est interprété comme
une déformation de I’espace-temps. Cette déformation est exprimée par le tenseur de Ricci qui est un
tenseur d’ordre 2 de composantes R,z = RZW obtenu par contraction de l’indice supérieur et du
deuxieme indice inférieur du tenseur de courbure.

Son expression en fonction des coefficients de Christoffel est :
Rag = 3“Fga — 0, + T3, I, — T TG, (1.6)
Proposition 1.2.4. Le tenseur de Ricci est un tenseur symétrique :
Rap = Rgq.
Preuve . Voir [7].

Définition 1.2.11. (Courbure riemannienne)[7]
La courbure riemannienne R de (Vy, g) est un outil renseignant sur la courbure de 1’espace-temps
en assignant a chaque point de [’espace, un nombre réel caractérisant la courbure en ce point. Elle est

obtenue par contraction des deux indices du tenseur de Ricci :

R = " Ras. (1.7)
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* ok * *
LE TENSEUR D’EINSTEIN EN SYMETRIE

CYLINDRIQUE
-

Les fondements de la théorie de la relativité générale sont mis au point par les équations qui relient
le contenu de la matiere a la courbure de 1’espace-temps. Ces équations sont connues sous le nom des
équations d’Einstein[ 1] :

1 8¢
Rys — §RQA/3 = C_4T>\67 (2.1)

ol R,z est le tenseur de Ricci, R la courbure riemannienne, (g,3) le tenseur métrique, G' la constante
gravitationnelle, c la célérité de la lumiere et T le tenseur d’impulsion-énergie dont I’expression dépend
du choix de la matiére. Le membre de gauche G = Ryg — %ng est appelé le tenseur d’Einstein.

Le but de ce chapitre est de déterminer les composantes de ce tenseur. Pour cela, nous allons d’abord
déterminer les symboles de Christoffel, le tenseur de Ricci, la coubure Riemannienne et enfin le tenseur

d’Einstein.

2.1 La métrique cylindrique et identification de ses coefficients

Le tenseur métrique est un tenseur 2—fois covariant permettant de décrire la géométrie de 1’espace-

temps.

2.1.1 L’expression de la métrique

D’apres [3], I’expression de la métrique en symétrie cylindrique dans le systeme de coordonnées

locales (2°) = (29, 2, 2%, 23) = (t,7, 2,0) est :
ds? = —ae® e + 2N qr? 4 e*(dz + AdB)* + r’e”2do*. (2.2)

Ici, 2° = ¢ représente le temps et (z*, 2%, 23) = (r, 2, 0) sont les coordonnées d’espace. Les fonctions

a,n,y et A sont toutes des fonctions réelles inconnues des variables ¢ et 7.
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2.1. La métrique cylindrique et identification de ses coefficients

Cette métrique a pour signature (—, +, +, +) et permet de mesurer les distances au sein d’une variété.

2.1.2 Identification des coefficients de la métrique et expression sous forme ma-
tricielle

Etant donné que ds* = gyzdz*dy” est la forme quadratique associée au tenseur métrique g avec

gxg les coefficients de la métrique et qu’en symétrie cylindrique les coordonnées de I’espace-temps sont

(t,r,z,0),ona:

d82 = goodtQ + g11d7”2 + gggdZQ + g33d92 + 901dtd7” + gogdtdz + gggdtde + glodet
+g12drdz 4+ g13drdf + gsodzdt + gordzdr 4+ gozdzdf + g30dOdt + gs1dOdr
+g32d9dz.

Ainsi par identification avec (2.2), on a:

2(n— 2(n— 2 2 2 2 2 2
Joo = —ae?=7) ) 91126(77 ") . gu=ce | gm=re T+ A% | gog = gz = Ae”,

goi = G2=903=0G12=G13=010=0 , goo =030 = go1 = g31 = 0. (2.3)

Ainsi, I’expression matricielle de la métrique est :

—ae2=) 0 0 0
0 e2=7) 0
9=1(9rs) =
0 0 e Ae®
0 0 Ae?r r?e7? + A%e®
Son déterminant est detg = —ar2e*("=7) = (; donc la matrice g est inversible et son inverse g~ est
donnée par :
—eTr 0 0
0 e~2(=7) 0 0
g_l (gAB) - -2 A2e2Y A2e2Y
0 0 e 7 4 -3
0 0 - e

Il s’ensuit que les composantes de ¢g~! sont :

—2(n—v) A2627 A227 %y
e e e e
e T s 2 R - N S . <
(e r r r
gOI — 902 — 903 — 912 — gl3 — gl() =0 7 g20 — g30 — 921 — g31 = 0. (24)
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2.2. Calcul des composantes du tenseur d’Einstein

2.2 Calcul des composantes du tenseur d’Einstein

2.2.1 Les coefficients de Christoffel

Les coefficients de Christoffel représentent I’évolution des vecteurs de base d’un point a 1’autre de
I’espace-temps, due a la courbure de ce dernier. Ces coefficients dépendent de la métrique de la variété
sur laquelle on s’y trouve. La forme générale de ces coefficients en systeme de coordonnées locales est
donnée par (1.4) :

A 1 Av
Lls = 29 (0908 + 089w — Ougpup)-
On dénombre 64 coefficients et pour des raisons de symétrie et de la forme de la métrique, plusieurs

coefficients de Christoffel sont nuls.
Proposition 2.2.1. Les coefficients de Christoffel nuls sont :
F82 = F83 = F(I)Q = 1"?3 =0,
FéQ = F(1J3 = F%Q - F%:s =0,
Fgo = F31 = F%l = ng = ng = F§3 =0,
[ =10 =T1 =15 =T33 =T3;=0.
Preuve . Dans cette preuve, on utilise les résultats de (2.3) et (2.4) et aussi le fait que

02gux = 03g,un = 0, VY, A = 0,1, 2,3 car les fonctions A, n, v, o ne dépendent pas de z et de 0.
Ona:

1
F82 = §goy(8ogu2+6290u— L J02)
L 0o
= 59 (
1

I 008
29 2400

= 0= Fgo car Oagoo = 0.

0ogoz + 2900 — O0Go2)

1
F83 = §QOV(5OQV3+53QOV— ,903)

1

= 5900(80903 + 03900 — Qo Yo3)
L 0o

= —g0
29 3900

= 0= Fgo car 03900 = 0.

1
F(1]2 = 590'/(8191/24‘52911/— L, J12)

1
= 5900(01902 + 02910 — Oog12)

= 0=T% car go=gio=gi2 = 0.
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2.2. Calcul des composantes du tenseur d’Einstein

1
F?:& = 5901/(81%34-0391;/— ,913)

1
= 5900(31903 + 03910 — 0og13)

= 0=T9 car go1=gos= gz =0.

1
1—%2 = §gly(aogu2 + 02900 — OvYo2)

1
= 5911(80912 + 02901 — 01902)

= 0=Ty car gio=gon = go =0

1
Fég = §glu<aogu3+a3g01/_ ,903)

1
= 5911(80913 + 03901 — 01903)

= 0=T3 car g¢i3=go1 = goz=0.

1
P%z = 5911/(3191124—32911/— L, J12)

1
= 5911(31912 + 02011 — 01012)
1

11
= —g¢"0
29 2911

= 0=T3 car 0Oyg1, =0.

1
Fis = 591'/(3191/3 + 0391, — Ov013)

1
= 5911(31913 + 03011 — 01013)
1

11
= —g 0
29 3911

= 0=TI3 car 03911 =0.

1
Fgo = 592V(309u0 + Jogor — v goo)

1 1
= 5922(30920 + 0ogo2 — O2900) + 5923(30930 + Qogos — D3goo) car g =g* =0
1 1
= —592282900 — 5923(33900 car  go2 = go3 =0

= 0 car 03900 = 02900 = 0.

1
Fgl = 5921/(8091114‘31901/— ,go1)

1 1
= 5922(30921 + 01902 — O2001) + 5923(50931 + 01903 — 03901)

= O:Ffo car  go2 = go3 = Y21 = gs1 = go = 0.
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2.2. Calcul des composantes du tenseur d’Einstein

1
F%1 = 5921/(31%14-31911/— Lg11)

1 1
= 5922(31921 + 01912 — O2011) + 5923(81931 + 01913 — O3911)

= 0 car g¢go1=g31 =0 et 03911 = 02911 = 0.

1
ng = 592”(82%2 + 0299, — O g22)
1 1
= 5922(32922 + 02922 — 02092) + 5923(32932 + 02023 — 03722)

= 0 car 02022 = 02G23 = 03922 = 0.

1
F§3 = 592'/(829,/34-33921/— ,G23)

1 1
= 5922(32923 + 03922 — O2093) + 5923(32933 + 05923 — 03G23)

= O = F§2 car 82933 = (93g22 = O

1
F§3 = 5921/(33%3 + 0393, — 0y g33)
1 1
= 5922(53923 + 03932 — O2033) + 5923(32933 + 05933 — 03033)

= 0 car 03023 = 02933 = 03933 = 0.

1
Fgo = §g3y(309u0 + ogov — OvYoo)
1 1
= 5933(80930 + 0ogos — O3900) + 5932(30920 + 00902 — O2900)

= 0 car go2=gos=0 et Oagoo = 03900 = 0.

1 14
Fi’o = 593 (Ooguo + 0191, — 0ug10)
1 1
= 5933(80930 + 01913 — O3910) + 5932(80920 + 01912 — 02010)
= 0=T3 car gu=9gu=9gs1=9ga=0 et Oagor = Osgo1 = 0.

1
F%l = 5931/(5191/14‘31911/— Lg11)

1 1
= 5933(31931 + 01913 — O3911) + 5932(31921 + 01912 — 02911)

= 0 car gia=931=0 et 0Oag11 = 03911 = 0.

1
FgQ = 593V(829u2+3292u— L, g22)

1 1
= 5933(32932 + 0293 — O3G22) + 5932(32922 + 02G22 — 02G22)

= 0 car 0ygoo = 03G9 = Oag32 = 0.
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2.2. Calcul des composantes du tenseur d’Einstein

3
F33

1
= 5931/(32%3 + 0392, — O Ga3)

1 1
= 5933(32933 + 0323 — 03023) + 5932(82923 + 03g22 — O2Ga3)

= 0= F§2 car 82g33 = 83g22 =0.

1
= 593'/(3391/3 + 0393, — 0 933)

1 .. 1
= 5935(33933 + 030933 — 03033) + 5932(33932 + 03932 — 02933)

= 0 car 03933 = 03923 = 02933 = 0.

Proposition 2.2.2. Les coefficients de Christoffel non nuls sont :

1
Fgo = Eat@ +0m — Oy,

1
Fgl = %87‘05 + 0 — Oy = F(1)07

1
My = —(0n—am),
Oy _
FO _ 7 2n+4y
22 o € )
O A+ 2A0
o, — G+ 2A0 _aptay 1o,

2x

« (07

1
F(l)o = 5&04 + a(0.n — 0,),
F(ln = aﬂ? — Oy = F%o,

F%l = 87”77_87“’77

Y, = —0ye 2147,
O, A+ 240,y _
Ty = — 2 e T =T,
[l = (R0 —r)e ™ — (AQA + A%,)e 4,
A0 A
I%Q = Oy — 972 et = 1—‘30,
0 A A%20,A
Mo = —5 +240 - — 5= =Ty,
A0, A
F%Z = aT,y_ 92 64’y = F%l?
0, A A A?0.A
2 O rd 4y 2
D.LP.E.S II 2018-2019 20



2.2. Calcul des composantes du tenseur d’Einstein

0 A

Weh = F%O?
A0 A
—On + 2r2 e = Fg()?
0,A
52¢ " =T,
1 A0 A
—0py + - + 2—70264’y = Fgl-

Preuve . Dans cette preuve, on utilise les résultats de (2.3) et (2.4) et aussi le fait que

02gux = 03g,ux = 0, Y, A = 0,1, 2,3 car les fonctions A, n, v, a ne dépendent pas de z et de 0.

Ona:

0
F01

0
F22

1
~4" (90900 + Fogor — vgoo)

2

1

590030900

1 e 2=\ 9 B
5(_ - )5(_%2(?7 7))

1
— O + O — Oyy.
200

1
590”(6’909”1 + 0190, — Ougo1)

1

590081900

1 e 2=\ 9 )

Z (= — (— =)
2 ( a ) 87"( e )

1
gﬁroz + 0 — 0y = F?O.

1
§goy(algu1 + 0191, — Oug11)
1

- 006
29 0911

1
E@m - 8167)-

1
590'/(8291/2 + 0292, — 0y g22)
1

_ - 008
29 0922

1 e 2=\ 9 2
5 (=) g

at,y e 2n+4y
[0
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2.2. Calcul des composantes du tenseur d’Einstein

1
I‘01

1
F22

1
29
1

0

1
590'/(3291/3 + 03920 — 0v923)

1
—590030923
1 6_2(77_7) 8
__ | = —(Ae2
2 ( a ) 8t< e”)
OA+ 240 spriy 1o

2x

"(059u3 + 0393, — 0,.g33)

——90030933

2

1

2
_7’28{}/6_277 4 AatA -+ AQ(?t’ye

(_6—22—7)) %(’I"QG_Q’Y‘FAQGQV)

—2n+4y

1
5911/(8091/0 + ogov — OwYoo)
1

—591161900
1 0
-5 (672(7177)) o (_a€2(n77))

%&a + a(0yn — 0,).

1
§gly(aogu1 + 01900 — Ou9o1)

I 4

g0

29 0911

1, B,

= (o 2=7)\ 2 (p2(n—)
2 (6 ) at (6 )
O — Oyy.

1
§gly<algu1 + 0191, — Ovg11)

I 4

—g 0

29 1911

1 9 0

= (o 2=7)\ L (,2(n—)
2 (6 ) 87“(6 )
a,m — 0,7.

1
igly@zgﬂ + 02G2y — 0 g22)
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2.2. Calcul des composantes du tenseur d’Einstein

1
Fés = 591'/(0291/3-*—3392;/— L, g23)

1

11
= ——g"0
29 1923

- _1 (6—2(77 7) 0

2 or
0, A+ 2A0,vy

T —
e 277—1—47'

2

- (Ae™)

1
le),g = §gly(539u3+5393u— L, J33)

1

11
= ——g"9
29 1933

— _1 —2(n—y) 9 2y 2 2y
- () e )

= (r?0,y —r)e 1 — (AD, A + A%0,~)e 214,

1
F(2)2 = 5921/(809112 + O2gov — OvYo2)

1

1 ..
= 592250922—1-592330923

2 2y 1 AQ 2
— (e ) men vy (5 ) e

2 72 ot

ADA

= e

1
= 5921/(3091/3 + 03900 — O Y03)

1

1
= 592230923 + 592350933

1 A2627 O oy, L[ AN\ O,
— — J— — — _ - A2 27
2( r? >8t(Ae )+2( r? >8t(re +A4%T)
8A

A20,A
= 2Aat7 a; by

e

1
F%Q = §g2u(319u2+3291u— L J12)
1

1
22 23
= 2¢%0,g9 + ~¢%0
92 19522 2 1923

1 oy AZ2e®\ 0O o 1 AZ2e®\ 0 2%y
- 5(6 T ) et ) o4
A0 A
2r2 €

= 67/7_

1
= _QQV(algVS + 0391, — O 13)

1
—92231923 + 592331933

2
1
2
2,2y 2,2y
R Q(Ae%) LA 2(r26*27+A2627)
2 or
0,

r2 or 2 72

A A2 A
= TQA+2A87——— O

o2
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2.2. Calcul des composantes du tenseur d’Einstein

. 1
F82 = 593y(aﬂgu2+82901/_ ,G02)
1 1
= 593330923 + 593230922
1 /e®\ 0 1 A%2e?\ 0
— ) Z(Ae I (o2
2(r2>8t(6)+2( 72 )8t<e)
= %647.
212

1
Fg?) = 5931}(809113 + 03900 — O Yo3)
1

1
= 593380933 + 592330923

LN O 5 o e L AN O,
= §<T—2>§(T6 + A%e )+§ - —(Ae?)
A0 A
2r2

= -0+ e,

1
F?z = §ggy(algu2+8291y_ L, G12)
1

1
= 593381923 + 592381922

L (e 8, o L[ A%\ 0,
- 5(72)5“‘6 ”5(‘ 2 )W )

0A ,
2—7426 7,

1
Fi’:& = 5931/(8191/34‘(93911/— ,913)

1 1
= 593381933 + 592381923

27y 2 2y
_ 1 (e_) 2(7“26_27 + A%e?) +% (—A ‘ ) ag(Ae%)

2\ r2 ) or r2 r

1 A9A .

- T7+;+ o2 ¢

2.2.2 Le tenseur de Ricci

Le tenseur de Ricci est un tenseur 2—fois covariant exprimant la déformation de I’espace-temps. Son

expression est donnée par (1.6) :
Ryus = (0I5, — 95T'%,) + (I55, — T5,T5,). (2.5)
Proposition 2.2.3. Les coefficients nuls du tenseur de Ricci sont :

Rys = Rp3 = Ryp = R0 =0,
Ris = Ri3= Ry = R3 =0. (2.6)
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2.2. Calcul des composantes du tenseur d’Einstein

Preuve . Dans cette preuve, on utilise les coefficients de Christoffel donnés par les propositions 2.2.1
et 2.2.2 et aussi le fait que (921“;}“ = 83Fﬁ“ =0, Vr,u,A=0,1,2,3.
Ona:

Roy = (aAFQ\o - 821—&0) + (F§VF§0 - Fé\uFKo)-

Mais,

NIy — By = OISy — OISy + 0115y — Ol'ly 4 oI5y — o3 + D515, — OpTs, = 0,

T35 = T2, 0% = Tool%0 — Taol60 + TonT'20 — oLl + I'la0 — T30l%0 + Tool'%0 — Tool'50 + ol
—T9 g0 + T1iT30 — Ty Tig 4 Talag — 15T + T3 — Ty T30 + Toglg
—T9,T50 + 51050 — Dol + T35 — T3,T5 + T35 — 55150 + Tel5, — T95TG,
+T5 15 — Ta3T50 + T35T50 — T390 + T3el50 — T51'5

= Fgo(rgo + Fgo)

QA ADA AQA
= 2_r2€ (2—726 —8t'}/+at’}/—2—r2€ )
=0

de sorte que Ry = 0.
Roz = (aAF?/}o - a?)Fﬁo) + (F/A\urgo - FQVFKO)'
Mais, 8,\F§0 — agrﬁo = EAF{}O = aorgo + 81F§0 = 0,
s = T3,% = T9el — TT0e 4+ DonlSy — Ty + Tl — T390 + T3 — T oo + iy
5T + T3 D30 — Dy Dg + T80 — T3, g0 + oI5 — T9,T50 + Iy I3
—T3o0%0 + 3,150 — T35 + T30 — T80 + Tai T3 — Tsalhg + T5,I50 — 3315

=0
de sorte que  Ry3 = 0.
Ry = (8AF;\1 - 82F§1) + (Fiyrgl - FQ,,FKO-
Mais, O\I'y, — 013, = 0\I'y; = Oy, + 0118, = 0,

Fﬁurgl - Fg\uril = F80F(2)1 - Fgorgl + F(l)lrgl - F%OF(IJl + Fgfirgl - Fgorg1 + F(l]OIgl - F(Q)lr(l)o + F%lFéo
~T3i o + Ty = Ty Ty + Tl = T3 Ty 4 Tools, — T5,T6, + 515
_F%QF%1 + F%SFgl - F§2F§1 + Fgorgl - Fg?)rgl + Félrgl - F%3F?1 + F§3F§1 - Fg?)l—gl

= 0
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2.2. Calcul des composantes du tenseur d’Einstein

de sorte que  Ri5 = 0.
Ryg = (akrgl - 83F§1) + (F§VF§1 - Fﬁufil)-
Mais, 9\, — 0513, = 0,'3; = 919, + '}, = 0,
DA T5 = T3, 0% = Tool8; — Tgol0, + Tgi Ly — Tl + T5lg, — T30, + T3, — T5i 0y + 1113,
—Dgy Ty + 05Ty — D5y Tay + T, — TilGy + Iy 15y — Tyl + T5,15,

—T5l5 + Tl — Tgly + Taa ) — Ty 4 Tl — T35,

de sorte que  Ri3 = 0. ]

Proposition 2.2.4. Les coefficients non nuls du tenseur de Ricci sont :

Opp X Orv Oy«

Ry = =5 (O = Oryy) = (Oum = Buy) + 5~ (O = Ory) + == (O = Or7)
B ) A LTO P B i @)
Ry — 8;77 20,78, + at;w PA (2.8)
Ry = M — (O = Orry) — 21:0; (O — Oy) + (0 — 0y) (2.9)
— (agiye‘” —2(07)* - a;j(@m 0:7) %32)2 - 82”; 28;7
Ry — Ouy —aoéarr’y o2 at;j;a —ontdy 8;:_7 o2y _ % o204y
fﬁg e B %e—%*&, (2.10)

(9ttA - OéarrA672n+4,y (9t048tA *277+47 i 2(%14@7672”#” i A(att’}/ - ozaw’y) 6*277“‘7

R =
2 20 Cda? Q Q
A%V?O‘ 24T 99 A, ye 21T aﬂ:&"a o2y _ A&;&a o204y
Q Q a
2
_Aéaté) e~ 2n+8y + aQA —2n+4y + A(gT;q) e 28y _ Aarryef2n+4'y, (2.11)
ar r r r
Rss = Me—%ﬂv — Me—%%v 4 AGuA — 0‘87“7"4)6—2%@ — AatAatae—%H'y
200 2ar? Q@ 202
+4A8,:A(‘9t76_2n+4,y N A?(Opy — adpy) 2 r*(0py — Oy) o2 A0y, e
Q Q e 202
7‘2(‘9,57@@672” _roa _,, n A&A(f%+47 B A2a”7€*2n+4’7 B (07«14)26727#47
202 20 r r 2
2 2 2
A0 A7, (28 A a1 449, 40,7 TO00 85787“%2’7 i aj@o‘e%ﬂv
r a a
A0, Ad,a _ _
—Z—O‘e 2 4 ) ye 2, (2.12)
a
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2.2. Calcul des composantes du tenseur d’Einstein

Preuve . Dans cette preuve, on utilise les coefficients de Christoffel donnés par les propositions 2.2.1
et 2.2.2 et aussi le fait que (921“;}“ = 83Fﬁ“ =0, Vr,u,A=0,1,2,3.
Ona: Ry = (0\I'y — 9oI'3y) + (D3, T — T3, T%)- Mais,

8/\P(/}o - 80F:\\0 = 80F80 + a1F(1)0 - 80(F80 + F%o + Fgo + Fgo)

= 01T, — 9o(Dy + 5 + T59).

T3 Lo = To.l% = T60T% — Fooloo + To1loo — Tool61 + a0 — TooT'%0 + L300 — T30
+T%T g0 — Foiloo + T1ilgo — T T1o + Mialoo — T51 T30 + TisT0 — Toi g0 + Tl
~T02T50 + T2 T80 — Toal'o + T52T 60 — ToaT50 + I'3T50 — TooT'50 + T'sol'Go — TosIco
+T5 T80 — TosIo + T30 — T30 + I5sT00 — Tosl 50
= TGo(Tgy + T + Tog) + Lo Ty + Ty + Ty — T) — 2055150 — (Tgy)* — (I52)”

—(T'%s)°.
Donc

Ry = 81F(1]0 - ao(ﬂo + Fgo + Fgo) + Fgo(rtln + 1%2 + ng)

+L00(Thy 4 Ty + Ty = T) = 206,15 — (Tg1)* — (Tg)* — (Tg)”.

On obtient finalement apres calculs :

Orr 0 Or
Roy = 2a + a(9m = 0py) — (Oun — Ouy) + ;—j(c“)m — 0y) + Ta(am —07)
(A2 L, s (0,00  «a B O
27”2 e 2(8{7) 4a + ” (arn ar’}/) + o .

De méme, Ry, = (O\I'y, — 113, + (T3, Ty, — T T%,).  Mais,

MLy — oy, = 9L — TGy + 01Tf, — il

Ty Lo =Tl = T8 — Toolo + T9lhe — Tolto + Tiol5y — T5I 5y + oI5, — T35,
+T10L 01 = Tool'1 + Tioly — Tl + Tiol3y — Taol'Ty + Tiol'sy — Tgol'hy + Tholge
—TGoI% + oLty — Thol'tp + Thol %, — T, + Tl — Tl + Lo
—T5oIs + Tolis — Tiols + Iol'5s — Toels + ol — T30
= D0y(Tgy + Iy + To3) + DT +T5;) = Tgol'hy — T3T7, — T30, — D5l

313 .
_F30F13’
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2.2. Calcul des composantes du tenseur d’Einstein

donc
Rnn = aorgl - 81F80 + F?o(rtln + 1—%2 + Fga) + F%O(Fél + Fgl) - F%)OF(ljl
1317, = T50%, — D5elT; — T3l

D’ou aprés calculs, ona Ry = 22 — 20,70,~ + %e‘“’.

r

Ry = (aAPi\l - alrj\\l) + (I‘j\\yf’ﬁ - Fi\uFKJ

ax\Fi\l - alr‘:\\l = aOF[1)1 - 01F81 + 811—%1 - ﬁlf‘h + 82F%1 - 81F§1 + 831—“%1 - 81F§1

= 80F[1)1 - al(rgl + F%l + F§1)

LI =TT = Tl — TRolg, + T5oly — T3ls, + LI, — T5T5, 4+ Ty, — YT + T,
—I§Tay + T30 — Ty + Tl — DIy + T,T1) — THI5; + Il =TI
T30 — DisThy + Tl — Disoy + T30, — il
= 0T + T5 + T3 — Toy) + Ty (T, + T35 4+ ) — (T99)? — (T)% — (I,)°
—2T3,T%,.
Donc

Ry = aOF(1)1 - 81<F81 + Fgl + F%l) + Ftl)l(rgo + FgQ + FSS - F(l)l)

+07y (T + Ty + ) — (Tp)” — (T)* — (I)* — 205,17,

D’ou apres calcul, on obtient

Oun — O 19, 1
Rll - % - (arrn - 87’7"7) - 2%(@77 - aﬂ/) + ;(aﬂ? - arfy)
_(E),"A)2 by 5 O, B (0,a)? B Orx 20,7
w2 ¢ 2(0:7) 200 (0 = 0r) + 42 200 * ro

Ry = (aAFQQ - 82F§2) + (Fiurgz - FSVFK2)~
Mais,
O\D3y — a3y = OnI'%y = oIy + OiT'hy + 0Ty + 05T,

= aOng + 8111%2

FﬁUFZZ - Fg\l/FK2 = F80F(2)2 - F20F82 + F(1)1F(2)2 - F%OF(IJQ + I%31—1(2)2 - F%OFgQ + F(IJOF%Q - F(Q)lr(lﬁ + F%IF%Q
~I51 Tl + T3y = T35 + Tl — TGy + Ty T35 — IopIy + Tl 55 — To,15,
+Fg01—‘§2 - F83F82 + Féll—gQ - F%?)F?Q + F§3rg2 - F§3F§2

=I5, + Ty + T3 = IG,) + Toa(Ig + Ty + Ty — Ty) — 2055 — 205, 1'5,.
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2.2. Calcul des composantes du tenseur d’Einstein

Donc

Ryy = 0019, + 01Ty + 19, 4+ gy + Tos — Ty) + Ty (Tg + Ty + I — T3,)

— 205, — 215, T,

D’ou apres calcul, on obtient

Oy — aarr76—2n+4'y _ at’yataeanJrél'y _ 87"_7672n+4'y _ aT’yaTaeanJrzl'y
a 202 r 2a

(2:A)?

" 2ar? 272

R22 =

—2n+8y + (aTA>2€—277+8'y'

Rag = (O\I'3y — 051'%,) + (D3, T%, — T3,T%,).

Mais,

(9,\F§2 - a311?2 - 8>\F§2 = (%Fgg + 31Fé2 + 32F§2 + 83I‘§2

= aOng + 811_%2

A — T35, = 0TS, — T9I0s 4+ DTy — DIy + Toolsy — [3el9, + T, — I gy + T,
—Ty iy + T5,03 — T3,y 4+ [9T5, — T35, + T, 05, — Tgpl'Ty + T5,15, — 3,15
+T5T3s — T33T 0 + 5T, — T33T%; + T35, — T3al's,

= 5T + Toy) + Tap (Tl + i) = T5 T — Tl — DIy — T,
Donc,
Rayg = 80F§2 + 81F§2 + ng(Fgo + F(ln) + F%,2(1%1)0 + Fh) - F§1F52 - Fg3F32 - lel.sri)z - F§0Fg2.
D’ou apres calcul, on obtient

e 4o o «

_14(9w&§(16_2n+47 20, Ao — 8,,14&4046_277+47 B A@rfy&ae
202 e 4o 20

2
AGA? 0, A L AGA) A0y

2
I —2n+8y + T e 20ty e~ 2nt8y _
2ar? 2r 2r2 r

Ros = MG_QW‘F‘W _ 8taatAe—277+4"/ + Me—%ﬁ—&y + A(attﬁ)/ — Oéarr"” 6_277_1,_47

—2n+4y

—2n+4y
Rs3 = (8AF§3 - 83F§3) + (F§VF§3 - FQVFK?,)-
Mais,

8,\F§3 - 83F§3 = 8)\F§‘3 = 80F§3 + 8111%;3 + 82F§3 + 83F§3
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2.2. Calcul des composantes du tenseur d’Einstein

T35 — T3, 0% = Tool's3 — aolos + Doy Tas — Taol%s + 5oy — T30T95 + [ols — T3, gy + Ty s
—Tgy Ty + Tal'35 — T51Ta5 + Togl'55 — T5,T05 + Ty Ty — Dol + 5,15
—T5T55 + Tgol'35 — Tasls + TaaTss — Taglis + T35 — Tl
= I53(T0 + Doy + Lo — Ig) + D (T + Ty + Ty — T') — 205,I5 — 2175, Ty,
Donc,

Ray = O0l'33+ 0ilas + Dg(TGg + Doy + Ty — TG3) + Tag(Thg + Ty + Iy — Iiy) — 205,10, — 205, Tos.

D’ont apres calcul, on obtient

(0, A)? A%(9, 14)26_277 - A(OgA — a0, A) -y AatAatoze_Q,7 iy

. _ \GA) optay _
33 o © 2002 “ "
+%@—2n+4v + AQ(@tt’Y - Oéar/y) ety 7’2(Ozarr7 - 8tt7) e~ _ Medn#h
: - ” 2002
MQ—QU _ 7”0_7«056_27] —+ @6_2774-4’7 _ @@_2774_4’7 - Me_mﬁ_zw
20(2 2 r § 2
2 2 : :
me—m%v — 440, Ad,ye " 4 00y AONOQ iy,
= (s T 2c0 20
L LR
2a

2.2.3 La courbure Riemannienne

Encore appelée constante de Ricci, la courbure Riemannienne notée 12 est obtenue par contraction

du tenseur de Ricci. Son expression est donnée par (1.7) :
R = gMBRuB

Proposition 2.2.5. La courbure Riemannienne en Symétrie cylindrique est donnée par :

b O 0O =00) gy sy, 20 =000y
« « «
2 2
_8ta(atn — ath) 6—277+2'y + (aTa) e—2n+2'y - aT_ae—2r]+2'y + 2(8{}/) 6—277"‘2'y — 2(ar7)26_2n+2’y
a? 202 ar a
287-’}/ _ 0 A 2 _ arA 2 _
+T€ 2n+2y + % 2n+6v %6 277+6'y' (213)

Preuve . Ona:

R = ¢"Roo+ ¢" Ror + ¢"Ro2 + ¢” Ros + g"° Rio + 9" Ri1 + ¢"* Ria + ¢"* Riz + +¢°° Rao
+9* Ry + g% Roa + ¢ Raz + ¢°° Rao + g™ Ray + g% Rsa + ¢** Ras

= ¢"Roo + ¢" Ri1 + g% Ras + 2% Ros + ¢¥Ryy Car  ¢*' = ¢” = ¢ =g =g¥ =0.
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2.2. Calcul des composantes du tenseur d’Einstein

Mais,en utilisant les propositions 2.2.3 et 2.2.4 et aussi le résultat de (2.4), on a :

6—217+6'y

9" Ryy = O oy 0000 = 0) ey (Orr) = Dpery)e™ 2127 + Ot = 0 a2y
2¢ 2¢ o
ata(atn - at’y} —2n+2v <8Ta)2 —2n+2v 8TO[ —2n+2y 67‘77 - 87"7 —2n+27y
B 202 ¢ + 4a? © B Ee B r ¢
+2<8t’7>26—277+2'y + (8tA)2€—2n+6'y
o 2072 ’
np Oun — 0wy _opioy 0 a(0m — OY) _opyay B (0 = 0rY) _apioy | O =0y _opioy
g o © 202 ¢ 20y ¢ + r ¢
Opr Oy)? 20,
—_20505 672n+2’y + —( 452) 672n+27 — 2(87"7)2672774»2’y + T_’Y€72n+2’y - (87“7“77 - arrfy)€72n+2’y
__(aTA)Q e 2n+6y
2r2 ’
G®Ryy = Oy — Oéarr7€—2n+27 _ ataat7€—2n+2'y . ar‘)éar’Ye—zwzy _ 87"_76—277—&-27 . (atA)Qe—anw
o 202 2ay r 2ar?
+(8TA)2€_277+67 " A?(Oury — Oéarr’Y)e_gnJrﬁ7 _ AQ@t@at’Ve—zn%y _ A2ar058r76—2n+67
2r2 or? 20272 2ar2
A%0 (A%(0,A)? (A%(0,A)?
_OT o6y _ t4 o= 2n+107 1) et
r3 2ar 2r ’
9 23R . _A(attA — OéaTTA) 6_277"’67 B 2A2(att")/ — 0467-7-’7) 6_277+6'7 B 4AatA3t’ye_2n+67
g e = or? or? or?
2
A0, A0 26 A 8@@76_2%67 n 414&1487«76_2%67 N AéknAa,ﬂae_QnJr@.7
20272 a?r? 72 2ar?
_i_A2aro¢8,xy6_2,]%7 N 214287"76—277-4-6«, B AéknAe_QnJr67 N A2(0tA)26_2n+107
ar? r3 r3 ar?
A (0,A)?
_ r —2n+10vy
ri ’
¢B Ry = a0ny = Ony e 22y 4 at;‘?;ae—%wv + 8rgara€—2n+2v + @6—2n+2w — g’"_ae—%mv
o o « T ar
A(@ttA - O[arrA) —20+67 AZ(attA - O[aTTA) —on+6y AatAatOZ —on+6y A23t’78t04
+ ar? ¢ + ar? © 20272 20212
+4A6tA8ﬂe_2n+6ﬁ/ B 4A8TA8W€_2W+67 B A&‘A&“O‘e—%%v B 14267«7&046_2%67
ar? 72 2ar? 202
+A8TA67277+67 . A26T7672n+67 + (atA)2€f2n+6'y . (aTA)2672n+6'y . AZ(atA)Qef%]JrlO'y
r3 r3 2ar? 2r2 2art
A 0,A)?
r e~ T]+10'y.
2r4
Donc
Opy ora(0ym — 0,7y) _ _ 2(0un — O, _
R — —Tae’%”” O 7; 7)6 2427 _ 9(9,,m — Byry)e 2 4 we m+2y
2 2
_ata(8t772_ at7> 672n+2'y 4 (aTO;) 672n+2'y o a"‘_a€72n+2’y + 2(atr>/) 67217+2'y o 2(8T7)2672n+2'y
« 2c ar «
2 2
+2a7“’yef2n+2'y + (gtAg —2n+6v _ (ag‘é) e 2n+67
r ar T
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2.2. Calcul des composantes du tenseur d’Einstein

2.2.4 Le tenseur d’Einstein

En relativité générale, I’espace-temps est courbe et cette courbure définit une quantité appelée tenseur

d’Einstein qui est donné par I’expression suivante :
1
GAB = R)ﬁ - ERg,\ﬂ. (214)
Proposition 2.2.6. Les coefficients nuls du tenseur d’Einstein sont :

Goz = Go3 = Gy = G3 =0,
G2 = Giz=Goy =Gz =0. (2.15)

Preuve . Dans cette preuve, on utilisera la proposition 2.2.3 et le résulta de (2.3). On a :
1
Goz = Roz — 53902 =0==Ga car Rop=go2 =0,

1
Gos = Ros — ~Rgoz3 =0 = Gso car Rgs = goz = 0,

2
1

Gz = Rpp-— §R912 =0=Gan car Riz=g12=0,
1

Gz = Riz— §R913 =0=Gs car Riz=gi3=0.

[ |
Proposition 2.2.7. Les coefficients non nuls du tenseur d’Einstein sont :
ad.n 0, A)? a(0,A)?
Go = —=—(0)" = (@)’ - ( A;j et — %e% (2.16)
0 0;A0, A
Go = ;77 20070y + 5~ 2.17)
on O (at’Y)Q (@A)Q (arA)Q
Gu = —(0,7)? — — r 4, 2.18
H r + 2ar (9:7) Q dar? © 42 C (2.18)
Gy = _Me—%ﬂv + 2(0yy — adny) e 2ty _ M “2ntdy 8""0‘6—2%47
42 o « 2cv
+ar0‘(ar77 B 287“7) 6—277+4’y ata(atn B 28157) —277+4'y 4+ (9»,»05 —277+4’y . 287“76—277—1-47
2a 202 2ar r
2 2
_ (at(;}/> 6—2774—47 + (8T7)26—27]+47 . (4(2;;42) 6—27]+8’Y + <er) —2n+8y (219)
G23 _ @6_2774’_47 . A(attn - aarr,r’) 6_277""4'7 + QA(att'Y - Oéarr/Y) 6—27]+4'y Me_QnJ’_gl’y
2c0 « o 2c0
Ad,a(0,m — 20,7) - Adya(Om — 2&7) Copray . AO)? s A oy
+ 200 c 2002 4a? © + 2ar c
_A(at7)26—2n+47 B QA&"V o2ty 4 Il 0, A o214y _ 0, Adyx o~ 24y _ 0, AD,ax o204y
« r 2r 4o %"
20, A0 3A(0,.A
+ ta t’7€—2n+4'y 28 A@ 76—2174—47 4 A(@ )2 —217+4'y E]:TQ ) —277+8y
3A(0,A)?
—%e%*% (2.20)
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o o o o o
_T2(8t7)267277 + 7"2(8 7)267217 + AQarrae—2n+4'y - A2(att77 - a/arrn) 67277+4'y
o " 2c o
+2A2(3tt’7 — a0py) 2t A(OyA — ad,. A) 2 A%0,a(0,m — 20,7) e
o « 2a
+A2ata(atn —20y) =2y A2(8Ta>26*277+47 N ,42&04672%47 B ,42(@7)2672%47
202 402 2ar e
2 2 2
_|_(6le) 672”+4”’ o (87‘;4) 672n+4'y _ 24 aT’y672n+4’y + A2(8T7>267217+4’y _ 414(97"148,"’}/6727]4»47
« T
2 2
+4A8tAat7€72n+4,y B 14(97“2/48,40%2,#r47 _ Aa;Aftae%H’v n A&«Aedwr47 n 3A ia;A) 28y
o o « r r
2 2
_3A (815A) 67217+8'y' (2.21)
4ar?

Preuve . Ona :

1
Goo = ROO__RQOO;

2
Go = Ro — %Rgm = Ro1 car  go1 = 0;
G = Ru-— %Rgn;
Goy = Roy — %Rgm;
Gos = Ros — %R923§
Gs3 = Rsz3— %Rgsz-

Ainsi, en utilisant la proposition 2.2.4 et les résultats de (2.3) et (2.13), on obtient les résultats voulus.
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* x * x
FORME EXPLICITE DES EQUATIONS

Dans ce chapitre, nous calculons les composantes du tenseur d’impulsion-énergie et en ajoutant a ces
composantes celles du tenseur d’Einstein obtenues au chapitre précédent, nous écrivons les équations

dont nous avons besoin.

3.1 Tenseur d’impulsion-énergie lié au fluide

Dans les équations d’Einstein, le tenseur d’impulsion-énergie est un champ tensoriel symétrique de

0
type qui décrit la distribution de la matiere et de 1’énergie dans 1’univers. Son expression liée au

fluide parfait dans son référentiel de repos est [0] :

T)\ﬂ = (p + ,O)U)\UI@’ +pg/\5) )\76 = 07 17 2a 3. (31)

Ol (gap) est définie par (2.3), p est la densité énergétique de masse du fluide, p = k?p est la pression du
fluide avec k la vitesse du son dans le fluide (0 < k < 1), u = (uy) = (uo, u1, us, u3) est le vecteur

vitesse unitaire temporel du fluide. u est orienté vers le futur c’est-a-dire ug > 0.

Proposition 3.1.1. Les composantes du tenseur d’impulsion-énergie lié au fluide parfait sont :

Too = pl(1+ k) (up)? — Kae® =]
Tor = p(1+E)ugus = Tho;

Toe = p(1+ k*)ugus = Too;

Tos = p(1+k*)ugus = Tyo;

T = pl(1+ E?)(ug)? + E2e207);
Ty = p(1+k)uus = To;

Tis = p(1+k*)ujuz = Ty

Ty = pl(1+E)(up)? + k%e?);
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3.2. Les équations d’Einstein

T23

T33

pl(1+ k‘2)UQU3 + szeQ'y]

PI(L+ ) (us)? + K2 (%27 + A%77)].

= T3o;

Preuve . Dans cette preuve, on ultilsera le résultat de (2.3) et aussi le fait que p = k*p.

Ona:

T33

(p + p)uoto + pgoo
(p+p) (u0)2 — paez("“’)
pl(1+ kD (up)? — K2ae®™™ ] car p=k?p.
(p+ p)uour + pgor = p(1 + k*)uuy.

(p + p)uous + pgoz = p(1 + k*)ugus.

(p + p)uous + pgos = p(1 + k> Jugus.

(p+ pluaus + pgun

(0 p)(un)? + petr)

pl(1 4 k) (up)* + k2€2(”’7)].

(p + p)usus + pgiz = p(1 + k*)uyus.

(p+ p)urus + pgiz = p(1 + k*)uyus.

(p + p)ugug + pgas

pl(1 4 k) (ug)? + k2.

(p + p)ugus + pgas

pl(1 + k*)ugus + k> Ae™].

(p + p)usus + pgss

pl(1 4 ) (uz)® + K*(rPe™ + A%e*)).

3.2 Les équations d’Einstein

8rG
P!

En posant K =

|
Rappelons que les équations d’Einstein données par (2.1) s’écrivent :
87TG
Rys — 5Rgrs = (3.2)
apres (2.14), (3.2) devient :
Grg = KT)g. (3.3)
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3.2. Les équations d’Einstein

Suivant les indices A , 3 et les raisons de symétrie, (3.3) donne le systéme suivant :

Goo = Koo
Go1 = KTy
Gun = KTy
Gaz = KTy
Gosz = K'a3
Gs3 = K133
Gop = KTpe =0
Goz = KT =0
Gz = KT, =0
Gis=KTi3=0
Proposition 3.2.1. En posant :
11
¢ = _gOOKTOO , P = g“KTH et J= _g_\/aKTOIa
les équations (3.4), (3.5) et (3.6) deviennent respectivement :
01 oy):  (9,A)* 0, A)? _
— = 0+ ( ta) + (4;r2 e 4 04 4r2) ' + Pl
0, 0y A0 A
ﬁ = 28{}/87,’}/4‘1:2—2 \/_Je (=)
r
O
@ 2a( Py — @)62(”_7).
r
Preuve . D’aprés I’équation (3.4),
ad,n 0, A)? a(0,A)?
= (0)* + a(97)* + (iﬂ) ot M) M + KTy,
Orde (3.14) , KTy = — 00 ; donc
A 9)*  (0A)? 0,A)?
arn _ (arr)/)Q + ( 7507) + (4;Tg 647 + ( 4T2) 647 + @62(7]—7).
De méme, (3.5) entraine
A0, A
atn - 2(1 8 + —a a ot + KTOl
,
Orde (3.14) , KTy =~ donc
0, 0 A0, A
0 200,y + 2 — Ve,
T 212

7)

(3.4)
(3.5)
(3.6)
(3.7)
(3.8)
(3.9)
(3.10)
(3.11)
(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)
(3.16)

(3.17)
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3.2. Les équations d’Einstein

D’apres I’équation (3.6),

gao; _ _8;77 - O) + (82)2 . (f;AjeM N %647 KT
Orde (3.14) , KTy = g% et en utilisant (3.15), on obtient
(9;04 = 2a(P, — @)™,
|
Proposition 3.2.2. En posant :
5, KT - ATo) b KTpe® ot Py — Kr 6227 (Tys — ATy, — 22755y 318)

les équations (3.7), (3.8) et (3.9) deviennent respectivement :

O (0,0)*  0.adm OO (0,A)? a(0,A)?
attn - aarrn - 9 - ( 404) + 9 + t2at + ( irg) 647 - (4’/“2 ) 647 - (atf)/)Q + a(@r'Y)Z
—aP3e*7, (3.19)
T T T A 2 TA 2
O — by — a0y N OO,y N Oyaxdyy N (0,A)* — a(0,A) o
r 2 200 2r2
al® - A ; Po= Py) ooy, (3.20)
LA 0,00, A A _
OnA — a0, A = _oz@r + & o;@ + 8t32t — 40, A0y + 400, AD,y + 20 Sy (3.21)

Preuve . De I’équation (3.7), on a

Oyar)? Ory 2000, 0, Ora(0,m — 20,
&,m — Oéa,»,«’f] = _KOCT226277—4’Y — ﬂ -+ 2(81515’7 — aaw’y) + a - Qo + a + a( il ,y)
4oy 2 r 2r 2
Oya(0.m — 20y) o 3(0.A)? 4, 3a(0.A)?
+ 50 a(0yy) PR S (3.22)
En reportant cette valeur dans (3.8), on obtient :
2 _
KTy — A0, b KTy 4 A(0-a)?  2A(0uy — adyy)  A(Orra) N 240,
2av 4a? o 200 r
_A0ra(9m —20,y)  Ada(Om —20py)  Adra N A(0py)? A0+ 3A(8tA)264,y
2cv 202 2ar 4ar?
_3A(8,,2A)264V N 2A(0yy — a0py) N OnA — a0, A N Ad,a(0pm — 20,7)
4r o 2c0 2a
+A8ta(8t77 —201) A(D,)? N Ada A(0py)? 240y N 0,A 0 A0
202 4o 2ar « r 2r 4a?
A 20, A A(0,A)? A(0,A)?
_87‘ a?“& + at at’Y _ 287»1481/7 + A(OT,Y)Q + 3 (87“ ) 64’7 _ 3 (at ) 647‘
4oy o 4r2? dar?

Ceci entraine

8,5,514 - OZ@TTA

2 0,A | A 9, Ada  20,A0n
(8

2r 402 4o «Q

= K(T23 — AT22>€27]74AY —

+ 20, A0,y
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3.2. Les équations d’Einstein

de sorte que

ad, A 0,00, A 00 A
+ +

A— rrA = -
On ad T 2 2c

o 4875146{}/ + 40587“’4@7'7 + 2067’5236277747_

En remplagant cette derniére égalité et aussi celle (3.22) dans (3.9), on obtient :

2r?(Ouy — adypyy) o1 7’2&04&7674“{ n 7”23t043t76

= —KTy3e®™ + Kr?Thoe®™%" 4+ 2r0,ye ™ + 5 4
Q@ Q Q@
0, 0,A)?
IOy + u — (0,A)* + KA*Type®"™ 4 2 ArSyse®™1
200 «
ou encore

_Kang o2 KaTsy, Q21 ad.y n 0,0,y N Opa0yy B oM N (atA)264

a - ar'r !
wY = QOrr’y 212 2 r 2 200 4r 2r2
2 2
_a(8:4) o KA*aTy o2y AauSy3 2
272 2r2 r

Ord’apres (3.17) , 22 = 20(P; — ®)e*"); donc

adyy  Oadyy  0adyy O (0A)? ., «a0,A)?* .  KaTsz ,
Oy — a0py = - v _ v _ "
" — QOrp7y r + 2 + 2av 4r * 2r2 ¢ 272 © 2r2 ©
+KC(T22 6277_4’7 _ Oé(Pl — (I)) 6277_27 i KAQO(TQQ 62n i ACKSQg 627]
2 2 2r2 r '
Mais d’apres (3.18) , Pz = Kfjv (Ty3 — A%Tyy — 2”%) ; dou
Oy 0,a.0, 0,0 0,A)? — a0, A)?
(3tt’Y - Oéarrfy - Qo + ooy + LYY -+ ( ! ) a( ) 64'Y
2 20 2r2
_'_Oé(q) — P1 ;- P2 — P3)€27772'y'

En reportant cette derniére égalité dans (3.22), on a :

(0,)? N 200, OrOyy N (0;A)? — a(&A)264

att77 - aarrn = _KOCT22€27774’Y - + araarfy + 2 7
dov r « r
T 2 T T T
+a(® — Py + P, — P3)e*™* + 82a - af Ty 0 0428 7 Ora0yy + 6t§§tn
0r0 O, 3((0,A)? — a(0,A)?
. 1Oy + Q . (at,y)Q +Oé(ar’}/)2 - (( t ) Oé( ) )647.
o 2r 4r2

Or 22 = 20(P; — ®)e*=7); donc

Ope (Op)® | Opadimy Q0 | (0A) . (0,A)?
2 4a + 2 * 200 + 4r2 © - 4r2
—aPye®1™ %,

e — (0)* + a(0,7)?

attn - aarrn =
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3.3 Les équations d’Euler

Remarque 3.3.1. Siuy = uz = 0 alors u?> = u® = 0. En effet, Ona :
u? = g?uy = g%ug + g*ur + g% uy + g%us = 0 car gog = g1 = 0 et uy = uz = 0.

De méme,u® = g uy = ¢*ug + ¢*'u; + ¢%?uy + g% us = 0 car gsp = g3, = 0 et uy = uz = 0.
Proposition 3.3.1. On a le résultat suivant :

(Vau®)? — (uh)? = e20177), (3.23)
Ot u = (u?) est le vecteur vitesse unitaire temporel du fluide.

Preuve . D’apres (3.10), KTys = Gz = 0. Ceci entraine Tyy = 0 ou encore p(1 + k*)ugug = 0.
Comme ug > 0, alors cette derniere égalité entraine uy, = 0. En appliquant le méme raisonnement avec
(3.11), on obtient uz = 0. Donc par la remarque 3.3.1, on a u* = u® = 0.

Puisque le vecteur u est unitaire, alors g,\gu’\uﬁ = —1,V\, 8 =0,1,2,3. En faisant varier les indices \

et (3, cette égalité implique :

0.0 1.0 2.0 3.0 0.1 11 2 1 31 0.2
Jool U~ + grow U + gooU U + GzoU U + Gor1U U+ g1iU U+ goru U + g31utu + GooUo U

+grouu? + goguu® + gaauu® + gosu’u® + gisuu® + gasuu® + gszuu® = —1
ou encore goo(u®)? + g1 (u')? = —1 car u? = u® = 0 et go1 = 0. Donc en utilisant le résultat de (2.3),
on a —ae? ) (u®)? 4 217 (y')?2 = —1 de sorte que

(\/&UO)Q . (ul)Q _ 6_2(77_7).

|
Théoreme 3.3.1. On a le résultat suivant :
VaGY =0,VA, 8=0,1,2,3. (3.24)
01t (G*?) sont les composantes du tenseur d’Einstein G obtenu au chapitre deux.
Preuve . cf/’] [ |
Remarque 3.3.2. L’équation (3.24) est équivalente a :
VoTY =0,V\, 8 =0,1,2,3. (3.25)

(3.25) est la conservation du tenseur d’impulsion-énergie lié au fluide.
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Proposition 3.3.2. L’équation de conservation (3.25) se réduit a I’équation suivante :
(Vop)u® + (Vip)u' + (1 + k*)p(Vou’ + Viu') = 0. (3.26)
Pour prouver cette proposition, nous allons commencer par une remarque préliminaire.

Remarque 3.3.3. Pourtout \, =0,1,2,3,0na:
(Vau)ug = 0. (3.27)

En effet, u étant unitaire, on a gwu“uﬁ = —1Vu, 5 =0,1,2,3. Ceci entraine que pour tout
A=0,1,2,3 , Vi(gusu'u®)=V,(-1)=0.

Or V(gusuu®) = 0 entraine V (g,5)uu’ + Vy(u") g pu’ + Vi (u?)gusu” = 0.

Donc V \(u*)g,su” + Vi(u?)gupu” = 0 ¢’est-a-dire V5 (u")u,, + V\(u’)ug = 0, pour tout

w, 3 = 0,1,2,3. Donc pour i = B, on a : 2V (v’ )ug = 0 c’est-a-dire Vy(u’)ug = 0 pour tout
A=0,1,2,3, pourtout  =0,1,2,3.

Preuve . (de la proposition) D’aprés (3.25), VaATM = 0,Y\, 3= 0,1, 2, 3.
Onap=Fk*p; et (3.1) dans (3.25) donne

VaTY =0 <= V(1 +E)pu*u’ + k?pg™) =0
= (1+ED)(Vap)uru” + (1 4+ E)p(Vaur)u? + (1 + k) pu(Vau®) + E2(Vap)g™’

+k2p(Vag™) = 0.
Comme V,\g’\ﬁ =0,0na:
(1+ K (Vap)uru” + (1 + ) p(Vaur)u’ + (1 4+ k) pu(Vau®) + E2(Vap)g™? = 0.
Ainsi, en multipliant cette derniere égalité par ug, on obtient :
(14 k) (Vap)uruug + (1 + k) p(Vaut)uPug + (1 + E2) put (Vau?Yug + k2 (Vap)g™Pus = 0. (3.28)

u étant unitaire, grpuuP = —1,V\, 8 = 0,1,2,3. Or ug = gysu*; donc uPug = —1. Ainsi, (3.28)

devient
—(1+ B)(Vap)u — (L + B)p(Taud) + (14 ) o (Vau)us + K(Vap)g™us = 0.
Mais, u* = g*ug; donc I’égalité précédente devient

—(1+ E)(Vap)ut — (1 + E)p(Vaut) + (1 + k) pu (Vau?Yus + k2 (Vap)u* = 0

D.LP.E.S II 2018-2019 40



3.4. Les équations d’Euler : cas homogeéne

ou encore
~(Vap)u* = (1 +£)p(Vau) + (1 + k%) pu (Vau")us = 0.
Or d’apres (3.27), (VauP)ug = 0; donc (Vyp)u* + (1 + k2)p(Vau?) = 0. Ainsi, en faisant varier X et

en tenant compte du fait que u?> = u® =0, ona:
(Vop)u® + (1 + k*)p(Voul) + (Vip)u' + (1 4+ k) p(Viut) = 0.

Ceci entraine

(Vop)u® + (Vip)u' + (1 + k*)p(Vou’ + Viu') = 0.
D’oir (3.26). n
Remarque 3.3.4. Les équations (3.23) et (3.26) sont appelées les équations d’Euler.

Remarque 3.3.5. Les équations (3.15), (3.16), (3.17), (3.19), (3.20), (3.21), (3.23) et (3.26) forment

le systeme complet d’Eintein-Euler en symétrie cylindrique.

Remarque 3.3.6. L’existence des solutions du systeme d’Einstein-Euler nécessite des données initiales.

Mais a cause de la singularité at = 0, ces données initiales sont prescrites at =ty > 0 par :

U(tt)» T) = 770(7’>, nt(tO’ T) - 771<T)7 a(tO’ r) = a0<r)a ’7<t0’ 7”) = ’70(7“)’
Yelto, ) = n(r), Alto,r) = Ao(r), Ailto,r) = As(r), plto,7) = po(r),
u(to, ) = uo(r). (3.29)

1l est question d’étudier [’existence locale et globale dans le temps du probleme de Cauchy pour le
systéeme complet d’Einstein-Euler (3.15), (3.16), (3.17), (3.19), (3.20), (3.21), (3.23), (3.26) ef (3.29)
qui jusqu’a présent reste un probleme ouvert. Ce systeme est un systeme de 8 équations aux dérivées
partielles non linéaires du premier et du second ordre dont les 7 inconnues o, n,v, A, p,u’ et u' qui
sont toutes des fonctions réelles des variables réelles t et r sont les solutions en temps du probleme de
Cauchy. Etant donné que le nombre d’équations de ce systéme est supérieur au nombre d’inconnues, cer-
taines équations peuvent étre considérées comme équations de contraintes et d’autres comme équations

d’évolution.

3.4 Les équations d’Euler : cas homogene

Dans cette section, nous étudions les équations d’Euler dans le cas homogene.
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0

Définition 3.4.1. Dans le cas ol les fonctions u°,u', p,n, a et v dépendent uniquement de t, les équa-

tions (3.23) et (3.26) sont appelées les équations d’Euler dans le cas homogéne. En adjoignant a ces

équations les conditions de Cauchy, on obtient le systeme suivant :

;

(Vau)? = ()2 = =20

(Vop)u® + (1 + k*)pVou’ =0
(8): 4 u’(ty)
u'(to)
p(to) = bo,bp € R

\

:CO,COGR
=c,c €R

En fixant les fonctions 1, et v, le systémes (S) est un systéme de deux équations & trois inconues u°, u'

et p dépendantes de t.

Proposition 3.4.1. En fixant la fonction p, le systeme (S) a pour solution :

oo (TR () TR a() — (plt) T e 00 0)
u ) O(P(t)) b)) = ,0(15)1+2k2

I
o
o
o
()
T
&
&
]

Preuve . L'équation (Vop)u® + (1 + k2)pVou® = 0 entraine % + i X Op

10
Oy (Inu® + 22) = 0. Donc Inu® + 2£, =¢,c€R.

1+k2 1+k2
Ainsi,
B
w(t)=——— , BeR.L
p(t) e
1

Or u°(ty) = ¢y et p(ty) = by,; donc —L+— = ¢y c’est-a-dire B = co(by) ++* de sorte que

(bo) 1K

W) = ¢ (%)+

En remplagant u° par sa valeur dans I’équation (\/au®)? — (u')? = e=2"=7), on obtient

—L 1
(ul)? = 2 (o) T au(t) — (p(t) T+ )2e 2O —®)
2 .

p(t) 1+
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& Conclusion &

L’objet de notre travail était d’écrire les équations d’Einstein fluide parfait dans un systeme de co-
ordonnées locales en symétrie cylindrique. Nous avons donné au chapitre un quelques notions réquises
pour bien comprendre 1’établissement de ces équations. Les coefficients de Christoffel calculés au cha-
pitre deux nous ont permis d’obtenir les composantes du tenseur de Ricci qui, avec la courbure rieman-
nienne et les composantes du tenseur métrique conduisent a 1’obtention des composantes du tenseur
d’Einstein. Le chapitre trois nous a fourni les composantes du tenseur d’impulsion-énergie qui, avec
celles du tenseur d’Einstein nous ont permis d’obtenir les six équations d’Einstein réduites sous 1’effet
de la métrique. Dans I’expression du tenseur d’impulsion-énergie dans le reférentiel de repos du fluide
parfait se trouvent deux inconnues u (vitesse unitaire temporelle) et p (densité d’énergie) qui font appa-
raitre les équations d’Euler. Nous avons remarqué que les équations d’Einstein couplées a celles d’Euler
conduisent a un systeme de huit équations aux dérivées partielles non linéaires du premier et du second
ordre a sept inconnues dépendantes de ¢ et de r. Ces équations fournissent en langage mathématique une
formulation précise de la relation qui existe entre la géométrie de I’espace-temps et les propriétés de la
matiere[ | 0]. Ajouter au fait que ce systeme d’équations soit difficile a résoudre, des perspectives pour
nous seront d’étudier I’existence locale et globale du probleme de Cauchy dans le temps; et d’écrire
les équations d’Einstein couplées a celles de Maxwell fluide parfait avec constante cosmologique en

symétrie cylindrique.
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& Portée Pédagogique &

Le présent mémoire du D.I.P.E.S II intitulé Equations d’Einstein fluide parfait en symétrie cylin-
drique a beaucoup d’intéréts sur le plan pédagogique et peut donc étre important chez I’enseignant pour
I’exercice de son métier.

& Il développe la curiosité scientifique.

& 1l permet de se rendre compte qu’il y a une théorie plus générale qui prolonge celle de Newton.

& Il permet de mieux comprendre la loi de 1’attraction gravitationnelle.

& Il permet de se rendre compte que la nature et la résolution des équations d’Einstein reste d’ac-

tualité.

& Il permet de maitriser la résolution des équations différentielles ordinaires a coefficients constants.

& Il permet de voir les différents champs d’application des mathématiques dans 1’étude des phéno-

menes physiques.

& Il permet de comprendre I’importance des équations différentielles ordinaires a coefficients constants

dans la modélisation des phénomenes courants.
& Il permet de mieux comprendre notre univers.
& Il permet aussi de se familiariser avec le logiciel de programmation Latex qui fait une trés bonne

mise en page et s’avere donc tres utile pour la rédaction des épreuves d’évaluation.
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