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& Résumé &

Les équations d’Einstein constituent le fondement mathématique de la théorie de la relativité gé-
nérale. Ce sont des équations aux dérivées partielles non linéaires du premier et du second ordre qui
décrivent la maniere dont la matiere et I’énergie modifient la géométrie de |’espace-temps. Dans le
présent mémoire, nous écrivons les équations d’Einstein fluide parfait avec constante cosmologique en

symétrie cylindrique. Nous obtenons ainsi un systéeme de huit équations a sept inconnues.

Mots clés : Relativité générale, équations d’Einstein, fluide parfait, symétrie cylindrique, constante

cosmologique.

D.LP.E.S II 2018-2019 vi

®



& Abstract &

Einstein’s equations form the mathematical foundation of the theory of general relativity. They are
first and second order nonlinear partial differential equations that describe how matter and energy
modify the geometry of space-time. In this long essay, we write perfect Einstein Fluid equations with

cosmological constant in cylindrical symmetry. Thus, we obtain a system of eight equations to seven

unknown.

Keys words : General Relativity, Einstein equations, Perfect fluid, cylindrical symmetry, cosmologi-

cal constant.
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& Introduction &

Le 25 novembre 1915, Albert Einstein soumet pour la premiere fois ses travaux sur la relativité
générale a I’ Académie Royale des sciences de Prusse [8]. Parmi les travaux en question figuraient pour
la toute premiere fois ses célebres équations. Encore appelées équations du champ d’Einstein([$]), les
équations d’Einstein sont des équations aux dérivées partielles non linéaires du premier et du second
ordre qui décrivent la maniere dont la matiere et I’énergie modifient la géométrie de I’espace-temps. Des
lors, ces équations rompent avec la définition traditionnelle de la gravitation selon Newton. En effet, avec
ces équations la gravité n’est plus une force qui s’exerce entre deux corps mais elle se manifeste a travers
la courbure de I’espace-temps et cette courbure s’interpreéte comme le champ gravitationnel de la source

qui en est a I’origine. Les équations d’Einstein prennent en général la forme :[ 1]

1 &G

R, — 2Rgag + Agop = 7Ta5 avec a, f € {0,1,2,3}. (D

A gauche de (1), se trouvent les termes relatifs a la géométrie de 1’espace-temps ce sont : le tenseur
de Ricci (Ra.p), la courbure scalaire R, le tenseur métrique (g,s) et la constante cosmologique A. A
droite de (1), se trouvent les termes relatifs au contenu énergie-matiere de 1’espace-temps, ce sont : la
constante gravitationnelle G, la célérité de la lumiere dans le vide c et le tenseur énergie-impulsion (7,5)
(dont I’expression dépend du choix de la matiere). Lorsque la matiere considérée est un fluide parfait !,
le tenseur énergie-impulsion prend une forme particuliere caractéristique d’un tel milieu, les équations
d’Einstein sont alors couplées aux équations d’Euler et le systeme Einstein-Euler est ainsi obtenu.

La constante cosmologique est un parametre rajouté par Einstein dans ses équations dans le but de
caractériser un univers statique >, mais cette derniére fiit finalement abandonnée et ce pour deux raisons :
tout d’abord parceque 1’univers statique décrit par cette théorie était instable et ensuite parceque les
observations des galaxies distantes par Hubble® des années plus tard confirmérent que notre univers

n’est pas statique mais plutdt en expansion[$]. Bien que la motivation d’Einstein pour I’introduction

1. En mécanique des fluides, un fluide est dit parfait lorsqu’il est possible de décrire son mouvement sans prendre en

compte les effets de viscosité et de conductivité thermique.[9]
2. Univers qui n’est ni en expansion ni en contraction[§]
3. C’est un télescope spatial qui tient son nom de 1’astronome américain Edwin Hubble.[&]
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de cette constante ait été érronée, sa présence dans les équations n’est pas inconsistante, en effet les
progres réalisés en cosmologie * ont montrés que 1’expansion de I’univers interprété en termes de masse
et d’énergie pouvait étre attribué a 68% 2 une «énergie sombre °» dont ’effet est celui de la constante
cosmologique[{].

Le présent mémoire est subdivisé en trois chapitres. Dans le chapitre un, nous donnons quelques
notions préliminaires de topologie, de géométrie différentielle et lorentzienne qui nous seront utiles.
Dans le chapitre deux, nous effectuons divers calculs tensoriels qui aboutiront a I’obtention des membres
de gauche des équations d’Einstein, afin de réduire la complexité de ces calculs, nous les effectuons dans
le systéme de coordonnées cylindrique. Dans le troisieme et dernier chapitre, nous établissons le systéme
complet d’Einstein-Euler en symétrie cylindrique, nous posons le probleme de Cauchy correspondant,

et nous terminons par I’étude des équations d’Euler dans le cas homogene.

4. Science des lois physiques de 1’univers, de sa formation[8]
5. c’est une forme d’énergie hypothétique emplissant uniformément tout 1’univers et dotée d’une pression négative qui la

fait se comporter comme une force gravitationnelle répulsive.[5]
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* *
PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous faisons des rappels de topologie et de calcul différentiel puis, nous présentons
quelques notions sur la géométrie différentielle et sur la géométrie lorentzienne indispensables a notre

projet.

1.1 Rappels de topologie générale et calcul différentiel

Définition 1.1.1. ( Topologie sur un ensemble )
Soit E un ensemble, P(E) I’ensemble des parties de E.

Une topologie sur E, est une partie O de P(E) qui vérifie les propriétés suivantes :
i) DeO, E€O.
ii) VA, Be O, AnNB e O.

iii) Si (O;);er est une famille quelconque d’éléments de O, alors | JO; € O.
i€l

Définition 1.1.2. ( Espace topologique )

Un espace topologique est un couple (E,O), o E est un ensemble et O une topologie sur E.
- Les éléments de O sont appelés les ouverts de E pour la topologie Q.
- Les éléments de E sont des points.

- Un fermé de E est le complémentaire ( dans E ) d’un ouvert de E.

Notation 1.1.1.

S’il n’y a pas de risque de confusion, on notera E pour désigner I’espace topologique (E,O) .

Définition 1.1.3. ( Voisinage d’un point )

Un voisinage d’un point x de E, est un sous-ensemble de I qui contient un ouvert contenant x.

Définition 1.1.4. (Espace topologique séparé)
Un espace topolgique E est dit séparé ( au sens de Hausdorff ), lorsque deux points distincts de E

admettent des voisinages disjoints.
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1.1. Rappels de topologie générale et calcul différentiel

Soient X et Y deux espaces topologiques.

Définition 1.1.5. ( Continuité )
Une application f : X — Y est continue en un point x de X, si pour tout voisinage V' de f(x), il

existe un voisinage U de x tel que f(U) C V.
L application est dite continue sur X si elle est continue en tout point de X.

Définition 1.1.6. ( Homéomorphisme )
Une application f : X — Y est un homéomorphisme lorsque :
- f est bijective.

- f et =1 sont continues.

Définition 1.1.7. ( Espace normé )

On appelle espace normé, la donnée d’un couple (E, ||.||), ou E est un espace vectoriel sur le corps
K =RouC, et ||.|| une application de E dans R vérifiant :

i) ||lz]| =0 2 =0g

i) VAXe K,z e E, || x|| = |\|||=]]

iii) Va,y € B, |lz+yl| < =] + |yl

Remarque 1.1.1.
- Lorsque qu’une application de E dans R, satisfait les conditions (i), (ii) et (iii) de la définition
précédente, on dit qu’elle est une norme sur E.

- Un espace vectoriel normé est un espace topologique pour la topologie induite par la norme associée.

Définition 1.1.8. ( Application différentiable )

Soient (E.||.||g) et (F\,||.||r) deux espaces vectoriels normés, U un ouvert de E', V un ouvert de F.
Soita € U.
Une application f : U — V est dite différentiable en a, s’il existe une application linéaire L de E dans

F telle que :
fla+h) = f(a)+ L(h) + ||h||ge(h), avece(h) — 0

h—0p
- On note L = df(a), la différentielle de f en a.
- [ est dite différentiable sur U, si f est différentiable en tout point de U'.
- On note df la différentielle de f sur U.
- Si df est continue sur U, on dit que f est une-fois continiiment différentiable ou de classe C*.
- De maniére récurrente, ona: Vk > 1, d*f = d(d*"'f)

- Et on dira que f est de classe C*, si d* f existe et est continue.
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1.2. Quelques notions de géométrie différentielle

Définition 1.1.9. ( C*—difféomorphisme )

Soient k € N, E et F deux espaces vectoriels normés, U un ouvert de E et V un ouvert de F.
Une application f : U — V est un C*—difféomorphisme lorsque :

i) f est bijective.

ii) f estde classe C*

iii) f~! est de classe C*

1.2 Quelques notions de géométrie différentielle

Définition 1.2.1. ( Cartes locales )[7]
Soit E un espace topologique.

On appelle carte locale de dimension n sur E, la donnée d’un couple (U, ¢) tel que :
i) U estun ouvert de F.

it) L’application ¢ : U — ¢(U) C R" est un homéomorphisme.

Deux cartes (U, ¢) et (V, 1)) sur un espace topologique E telles que UNV # (), sont dites C*—compatibles

(k € Z), lorsque I’application ( de transition ) :
Yoo lipUNV)—(UNV)
est un C*-difféomorphisme.

Définition 1.2.2. ( Atlas )[7]

Soit E/ un espace topologique séparé.
Un atlas de dimension n € N*, de classe C* (k € N) sur E est la donnée d’une famille (U;, ¢;)icr
vérifiant :

i) Viel, (U, ;) est une carte de dimension n sur E.

ii) Vi, j € I tels que : U;NU; # 0, (U, ¢;) et (Uj, ¢;) sont C*-compatibles.

iti) E= U

i€l
Définition 1.2.3. ( Carte compatible avec un atlas )[7]
Une carte (U, ¢) est compatible avec 'atlas ((U;, ¢;))icr si la réunion (U, ¢) U ((Us, ¢;))icr) est

encore un atlas (autrement dit si elle est une carte de ’atlas ).

Définition 1.2.4. ( Atlas maximal)[7]
L’atlas maximal A associé a un atlas A, est un atlas se composant de toutes les cartes compatibles

avec A.
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1.2. Quelques notions de géométrie différentielle

Définition 1.2.5. ( Variété différentiable ) [7]
Une variété différentiable de classe C et de dimension n, est un couple formé d’un espace topolo-

gique séparé et d’un atlas maximal de classe CY, dans lequel toutes les cartes sont de dimension n.

Définition 1.2.6. ( Arc de courbe )[7]
Soit V' un variété différentiable, x un point de V' et I un intervalle ouvert de R contenant .

Un arc de courbe ( différentiable ) passant par x dans V', est une application différentiable :

c: 1 — V

t — C(1)
telle que C(0) =

['=C(I) C V estun arc paramétré de V, et le couple (I, C') est la paramétrisation de la courbe T'.

Définition 1.2.7. ( Courbes tangentes )[7]
Deux arcs de courbes C et Cy passant par un point x dans une variété différentiable V' sont dites

tangentes, si pour toute carte (U, ) de V, ona :

C1(0) = C2(0) =z

) ()] g = “45C2()

t)le=o

Far la suite, I’on définit la relation R sur [’ensemble des courbes passant par x par :
CiRC5 < C et Cy sont tangents en x

Proposition 1.2.1. /7]
La relation 'R définie ci-dessus, est une relation d’équivalence sur [’ensemble des arcs de courbes

passant par .

Preuve .

Soient C'y, Cy et C'3 des arcs de courbes passants par x, dans V.

i) Ona: CYRCY, donc R est reflexive.

o [ GO =Ca0) -
1 2
d(¢;tC1) (t) ’t:O _ (¢C<l>fz) (t) |t:0
N Ci(0) = C5(0) =z
Um0 ()], = L5 )]
dt t=0 dt t=0
= CQRCl.

D.LP.E.S II 2018-2019 6 ©



1.2. Quelques notions de géométrie différentielle

Donc R est symétrique.

i)

CiRCy et C1RCy =
d(¢poC' d(¢poC d(¢poC d(¢poC:
(¢dt 1) (t)|t:0 _ (¢dt 2) (t>|t:0 (¢dt 2) (t>|t:0 _ (¢dt 3)

=
d(¢oC d(¢oC: d(¢poC
(¢dt 1).(t)\t:0 — %(t)h:o — %(mt:{)
N C1(0) =C5(0) ==z
d(¢poC d(¢oC:
(¢dt 1) ()]i—o = (¢>dt 3)(t)|t:O
= CiRCs.

Donc R est transitive.

Une classe d’équivalence suivant la relation R est définie par :

[Cla: C®(V) — R
g > [Cl(g) = &(90C)(t)li=o

Définition 1.2.8. ( Vecteur tangent, Espace tangent )[7]
Soit V une variété différentiable de dimensionn, etx € V.
Un vecteur tangent a V' en x, est une classe d’équivalence pour la relation R définie ci-dessus.

L’espace tangent a 'V en x, est [’ensemble des vecteurs tangents a V en .

On le note T,V ( c’est un espace vectoriel de dimension n ).

Définition 1.2.9. ( Fibré tangent )
Soit V une variété différentiable de dimension n.
TV = |J T,V est une variété différentiable de dimension 2n appelée fibré tangent a V.

zeV

Définition 1.2.10. ( Champ de vecteurs )[7]
Soit V' une variété différentiable.
Un champ de vecteurs sur V' est une application
X:V — TV
T — X(I) =X,eTl,V

()]e=0

D.LP.E.S II 2018-2019 7



1.2. Quelques notions de géométrie différentielle

telle que : 110 X :' V. — V soit I’application identité ( 11 étant la projection canonique ).

Un champ de vecteurs est dit différentiable si I’application qui le définit est une application C'™°.

Notation 1.2.1.

On désigne par X (V') I’ensemble des champs de vecteurs sur V.

Définition 1.2.11. ( Dérivation )[7]
Soit V' une variété différentiable. Un champ de vecteurs X de V définit une dérivation sur C* (V)

par:

X: C®(V) —  C=(V)
g — X=X
oun Xy(x) = X(9)(x) = X,(g), vérifiant :
i) Ya,beR,Vg,he C®(V), X(ag+ bh) =aX, + bX,.
i1) Vg,h € C*(V), X(gh) = gX), + hX,.

Définition 1.2.12. ( Produit de deux champs de vecteurs )[/]
Soit V une variété différentiable.

Le produit de deux champs de vecteurs X et'Y est défini par :
XY (g) = X(Yy),vg € C=(V)

Proposition 1.2.2.

Le produit de deux champs de vecteurs ne définit pas une dérivation.

Preuve .

Soient X etY deux champs de vecteurs. Pour tout g,h € C*°, ona :
XY(gh) = X(Y(gh))
= X(gYn + hY,)
= gX(Y) + VX, + hX(Y,) + Y, X},
Mais, g(XY), +h(XY), = gX(Vs) + hX(Y,)
Il vient que : XY (gh) # g(XY), + h(XY),

Définition 1.2.13. ( Crochet de Lie )[7]
Soit V une variété différentiable. On appelle crochet de Lie de deux champs de vecteurs X etY, le

champ de vecteurs noté [ X,Y| et donné par :

[X,Y]= XY - VX,
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1.2. Quelques notions de géométrie différentielle

Définition 1.2.14. ( Dérivée de Lie )[7]
La dérivée de Lie d’un champ de vecteurs Y par rapport a un autre champ de vecteurs X, est le

champ de vecteurs noté Lx(Y') donné par :
Lx(Y)=[X,Y]

Définition 1.2.15. ( Applications n-linéaires )

Soient n un entier naturel non nul, F, ..., E,, et F' des espaces vectoriels sur le corps K = R ou C.
Une application f : Fy X ... x E, — F est dite n-linéaire, si elle est linéaire par rapport a chacune
de ses n-variables.

- Lorsque F' =K, l'on dit que f est une forme linéaire sur £y X .. X E,.

-Lorsque Fy = Fy = ... = E, = F et F =K ondit que f est une forme n-linéaire sur E.

Définition 1.2.16. ( Tenseur élémentaire )
Soient E et F deux K-espaces vectoriels (K = RouC ), v € Eety € F. On appelle tenseur

élémentaire, ’application :
rRy: E*xXF* — K
(a,8) +— az).8(y)
ou "." désigne le produit scalaire, et, E* ( respectivement F*) le dual algébrique de I’espace E ( respec-

tivement I ).

Définition 1.2.17. ( Produit tensoriel )
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels ( K = R ou C). On appelle produit tensoriel de F par F

noté @ F' ’ensemble des combinaisons linéaires finies de tenseurs élémentaires.

Dans ce qui suit, V' désigne une variété différentiable de dimension n.

Définition 1.2.18. ( Tenseur covariant )

Un tenseur de type (p,0) ou p-fois covariant au point x € V, est une forme p-linéaire définie sur
(T, V)P
On désigne par : Q" TV = Tg’p I’espace des formes p-linéaires sur T,V .

Définition 1.2.19. ( Tenseur contravariant )

Un tenseur de type (0, q) ou g-fois contravariant au point x € V, est une forme q-linéaire définie sur
(TFV).
On désigne par : Q" T,V =T}, U'espace des formes q-linéaires sur T;V.
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1.3. Quelques notions de géométrie lorentzienne

Définition 1.2.20. ( Tenseur mixte )
Un tenseur mixte de type (p,q) est un tenseur p—fois covariant et q—fois contravariant au point
x € V est une forme (p + q)—linéaire définie sur (T,,V )P x (TV)1.

On désigne par T} , 'ensemble des tenseurs de type (p, q) au point .

Définition 1.2.21. ( Fibré tensoriel )
On appelle fibré tensoriel, la variété différentiable T)1V définie par :

v = | J{a} x T2,)

zeV

Définition 1.2.22. ( Champ de tenseurs )

Un champ de tenseurs de type (p, q) sur V, est une appplication :

T: V — TgV

x — T(x)=(x,t,)

avect, € T .

1.3 Quelques notions de géométrie lorentzienne

Soit £ un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K et B = {e;, ey, ..., e,} une base de
n
FE. Soitx € F, alors x = inei ;o € K
i=1
Un indice tel que ¢ sur lequel on effectue la somme est appelé indice muet. La convention de sommation
d’Einstein consiste a supprimer le symbole ) _ et d’indiquer I’indice muet en haut et en bas. Ainsi
r=21a'¢ i=1,2, .., n
Dans toute la suite, V; désigne une variété différentiable de dimension 4, le corps de base considéré
est R et I’on adopte la convention de sommation d’Einstein ou les indices grecs o, /3, 7, ... vont de 0 a

3.

1.3.1 Variété lorentzienne

Définition 1.3.1. (Variété lorentzienne)[/]

Une variété lorentzienne ou hyperbolique est la donnée d’un couple (Vy, g) out g un champ de tenseur
2—fois covariant de classe C* sur Vj tel que Yx € V,, g induit sur T,V, une forme bilinéaire non
dégénérée g, : T,Vy x T,V, — R de signature (+,—,—,—) ou (—,+,+,+). g est appelé tenseur

métrique.
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1.3. Quelques notions de géométrie lorentzienne

Remarque 1.3.1. /. Dans la définition précédente, le dernier point signifie que la forme quadra-
tique associée a g admet une décomposition en un carré positif et trois carrés négatifs (ou en un
carré négatif et trois carrés positifs).

2. Dans le systeme de coordonnées naturel e, de Vy, g s’écrit en coordonnées locales par g =
ga[gdﬂ:o‘dwﬁ ou §op = g(eq,ep). g est alors vue comme une matrice carrée symétrique d’ordre 4
dont les composantes sont les g,z. On note alors g = (gap). La matrice g est inversible et son

inverse est noté (g°°). Ona : g°*grps = 0F (tenseur de Kronecker).

Définition 1.3.2. (Repeére orthonormé)
3

Le repére (e,) est dit orthonormé dans (Vy,g) si g s’écrit : g = ds* = (da®)? — Z(daji)2 en
i=1
3

signature (+,—, —, —) ou ds* = g = —(dx")* + Z(dwi)Q en signature (—,+,+, +).

i=1
Un élement x € Vj est représenté par x = (2°, 2%) avec 2° = ¢ appelée coordonnée temporelle et
x' coordonnée d’espace. Ainsi, pour tout systéme de coordonnées locales (z*) dans V}, 2° représente le

temps ¢ et 2° ’espace. Cette représentation est diie 2 Minkowski dans les années 1908. Cf [?].

Définition 1.3.3. (Espace-temps) [7]

Un espace-temps est la donnée d’un couple (Vy, g) avec (Vy, g) variété lorentzienne.

Exemple 1.3.1. 1. (R n) est Uespace-temps de Minkowski oi la métrique 1 dite métrique de Min-
3
kowski est définie par : n = —(dt)? + Z(d:Bi)Q avec nyy = —1,
i=1
1 sii=j R _
Nij = 0ij = oun = (dt)* — Z(dx’) (suivant la signature de 1).
0 si1#] i=1
2. (R x S3,g) est espace-temps de Sitter. S* désigne la sphére unité de R*, la métrique g s’écrit :
g = dt* — a*ch*(L)[da® + sin*o(df? + sin*0dp?)).
teR a>0,0<0<70<p<2m.
g est de signature (+, —, —, —) avec goo = 1, g1 = —a’ch*(%), gay = —a’ch?(L)sin*a, gs3 =

—a’ch?(L)sin’asin?0 et les autres coefficients sont nuls.

a
Un €lément v de TV, est encore appelé vecteur contravariant et ses composantes dans une base
(eq) de TV, sont notées (u®), c’est-a-dire u = u“e,. Un élément u* de 7,1V} est encore appelé vecteur
covariant et ses composantes dans la base duale (%) de (e, ) sont notées (u}), c’est-a-dire u* = u} 0.
On sait que g = g, : 1T,,Vy x T,,V, — R est une forme bilinéaire symétrique, donc Vu € TV}, u fixé,

I’application v — g(u, v) est une forme linéaire sur 7, V}, donc u* = g(u,.) € T2V.
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1.3. Quelques notions de géométrie lorentzienne

Ona:u*=u*0*ouu’ = u*(e,). D’ou
(0% a

uy = u*(eq) = g(u, eq) = g(uﬁeﬁ,ea) = uﬁg(ea,eg) = gaguﬁ.

Par analogie, avec 1'inverse g®” qui est une forme bilinéaire symétrique sur 77V}, on associe a tout
vecteur covariant u* € T:*V/, un vecteur contravariant par v’ = g®?u*. Ainsi g permet d’associer cano-
niquement a tout vecteur contravariant « un vecteur covariant v* et réciproquement. Par la suite, u sera
identifié a u* et on parlera de u tout simplement et de ses composantes covariantes u,, et contravariantes
u? liées par les relations :

U = gaﬁuﬁ et u® = gaﬁug.

La généralisation de ce résultat aux tenseurs d’ordre p quelconques est immédiate car un tenseur est une
combinaison de tenseurs élémentaires de la forme z; ® 72 ® ... ® x,,. Ainsi, on a : Tog = gaygp L,
T8 = g“’ygﬁ“Tw, Tg =g, T§ = gsuTH.

1.3.2 Connexion linéaire

Définition 1.3.4. (Connexion linéaire)[2]

Une connexion linéaire sur Vy est une application V : X (V) x X(V,) — X (V}) telle que pour
tous X, X' Y)Y € X(Vy) et f,g € C®(Vy) on ait :

1) Vixygx(Y) = fVx(Y) +9Vx(Y)

2) Vx(Y +Y')=Vx(Y)+gVx(Y)

3) Vx(fY) = fVx(Y)+ X(f)Y

on dit que V xY est la dérivée covariante de Y en direction de X.

Définition 1.3.5. [2] Soit (U, ¢) une carte sur Vy et {z*} les coordonnées associées pour lesquelles on
0

note : 0, = Fpa Les symboles de Christoffel d’une connexion V relativement aux coordonnées {z*}
xa

sont les 64 fonctions Fgﬁ € C>*(V,) définies par :

3
VosOa = Y _Tasdh
A=0

Lemme 1.3.1. Localement, les symboles de Christoffel déterminent entiérement la connexion V. Plus

0 0
précisément , pour X = X*—— = X%O,etY =YP =YP0s0na:

ox® o8

VxY = (XY + X*YPT? )0,
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1.3. Quelques notions de géométrie lorentzienne

Preuve . On developpe I’expression ,

VxY  =Vx(YP0)
=Y V05 + X (Y")0;5
=YPX*Vy,05 + X(YP)04
= YPX T30, + X(Y?)0y

= (Yﬁxargﬁ + X(Y?))0y

Définition 1.3.6. /7]

La torsion d’une connexion est le tenseur de type (2, 1) défini par :
T(X,Y) =VxY — Vy X — [X,Y] VX,Y € X(V))

Remarque 1.3.2. — 7T(X,Y) est un champ de vecteurs
— De la définition, il ressort que T(X,Y) = =T(Y, X)

Lemme 1.3.2. (Expression locale de la torsion d’une connexion)

Si T est la torsion d’une connexion V , alors pour X = X9, | Y =YP95 € X(V})ona:
T(X,Y) = X*Y?(T)5 —T3,)0n
Preuve . Ona:

T(X,Y) =VxY —-VyX —[X,Y]
= X0a(YP)05 + XY V3,05 — YP05(2%)00 — Y’ X V5,00 — X“0u(Y")5 + Y 05(2%)0,
= X*Y?(V5,05 — Vo,0a)

= X*Y?(I')5 — T'3,)0n
_

Définition 1.3.7. [2] Soit T un tenseur de type (0,r) sur V, . La dérivée covariante N'T de T est le
tenseur de type (0,7 + 1) défini par :

=1

pour un tenseur de type (p,q) ona:

ilig...iq _ ilig...iq i1 )\ig...’iq 72 ’il)\...iq . ’iq ili2~~~)\ o A i1i2.‘.’iq o A i1i2...iq
Vol G =0T 5+ TanThg g, T PTG, o+ P, = Do D — T Tin i,
—_— . e e — A i1i2“.iq
FajijM}-)\
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1.3. Quelques notions de géométrie lorentzienne

Exemple 1.3.2. e Pour un tenseur de type (1,1),

A A A A
VoI = 8,1 + TN\ T — 7 T

aytp
e Pour un tenseur de type (2, 2),
af _ af a o ac o o o mof3
V. Ty, = 0,15, + oIy + D0, T3 — T\ Te — T, Ty
e Pour un tenseur de type (0,2),
VT = 9,77 +-T7, T - T3 T,

Théoreme et définition 1.3.1. (Connexion de Levi-Civita)[2]

1l existe sur V une connexion linéaire et une seule V telle que :
1. V est sans torsion, c’est-a-dire ' = 0,
2. Vg=0.

Une telle connexion est appelée connexion riemannienne ou connexion de Levi-Civita.

Proposition 1.3.1. Les symboles de Christoffel sont symétriques par rapport aux indices covariantes
c’est-a-dire :

A A
s =15,

Preuve . Considérons la torsion T de la connexion de Levi-Civita, alors d’apres le lemme (1.3.2) et

compte tenu du fait que T = 0 ona : X°YP(Tpy —T3,)0, =0 VX, Y € X(V,) d'on T)y =T3,

1.3.3 Tenseur de Ricci

Propriété 1.3.1. (Identités de Ricci)[3]
Op9as = Garl'3, + 9asla,- (1.1)
la relation (1.1) est appelée identités de Ricci.

Proposition 1.3.2. Les symboles de Christoffel en coordonnées locales s’obtiennent du tenseur mé-
trique par :

1
Fgﬂ = ig/\u(aagﬂﬁ + aﬂgau - augaﬁ)- (12)
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1.3. Quelques notions de géométrie lorentzienne

Preuve . D’apres les identités de Ricci, on a :

agus = Guala + 9281 0a
Os9op = 9arI'3, + 9alig
Ougop = g&/\rjﬁ\u + gwrza
D’ou
M0ugus = T3a + 90
= Do+ 05T,
9" 0s90p = Tag+ 9" garl's,
= D[)s+ 4T3,
TM0ugas = 9¥9arlh, + 9V 9T e
= 0T, + 0510,
Par suite,

Ce qui donne alors le résultat (1.2).

Définition 1.3.8. (Tenseur de courbure)[3]
Le tenseur de courbure ou tenseur de Riemann Rl’)a 5 associé a la connexion linéaire V est un tenseur

mixte de type (3, 1) sur V, défini par :

R.5 = 0.3, — 0500 + T, TG, — T3, (1.3)

(Lets)

Proposition 1.3.3. Le tenseur de courbure Rﬁaﬁ est antisymétrique par rapport aux deux derniéres

indices covariantes ( « et [3), ¢’est-a-dire

A A
R _Rﬂﬁa

poB

Preuve . D’aprés (1.3), ona:

A _ A A A v A TV
R,uaﬁ - aarﬁ,u - aﬂra,u + Faz/ Bu Fﬁyraw

et

A _ A A A W A TV
Ruﬂa — aﬁ].—‘a’u - aoél—‘ﬁu + Fﬂyra“ - Fow BM.
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1.3. Quelques notions de géométrie lorentzienne

En utilisant la proposition (1.3.1), on a :

R, = —(8afgu—8/3F’\ + T2 5 Fﬁy o)

uBa
- Ruaﬁ

Définition 1.3.9. (Tenseur de Ricci) [1]
Le tenseur de Ricci est le tenseur symétrique de composantes R,3 = R, .3 Obtenu par contraction
de lindice supérieur et du deuxieme indice inférieur du tenseur de courbure.

Son expression en fonction des coefficients de Christoffel est :
Rap = 0,1, — 05T sl b — LT, F“ (1.4)

Définition 1.3.10. (courbure riemannienne)[ /]
La courbure riemannienne R de (Vy, g) est le scalaire obtenu par contraction des deux indices du
tenseur de Ricci :

R =g R, (1.5)
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* % * %
TENSEUR D’EINSTEIN AVEC

CONSTANTE COSMOLOGIQUE EN

SYMETRIE CYLINDRIQUE
- |

La forme générale des équations d’Einstein est [1] :

1 811G
R)\g — §ng + Ag,\@ = C—4T>\5 (21)

ol (Ryp) est le tenseur de Ricci, (g)s) le tenseur métrique, R la courbure scalaire, A la constante cos-
mologique, G la constante gravitationnelle, ¢ la célérité de la lumiere dans le vide et (T)s) le tenseur
impulsion-€énergie. On pose

Syg = Rag — %ng + Agyg

I’équation précédente devient alors :
8rG

ct

S\g = Y (2.2)

(Sas) est le tenseur d’Einstein avec constante cosmologique, le but de ce chapitre est de déterminer les
composantes de ce tenseur. Pour cela, nous calculons de facon explicite les coefficients de la métrique,
les symboles de christoffel, le tenseur de Ricci et la courbure scalaire. Nous le faisons en coordonnées

cylindriques pour lesquelles la métrique prend la forme :
ds® = —ae®M 2 + 2V dr? 4 ¥ (dz + AdB)? + r’e=?do?

ou «,n,vet A sont des fonctions réelles qui dépendent de t et de r et qui sont périodiques par rapport a

r.(cf[3])

2.1 Identification des coefficients de la métrique

Le tenseur métrique g est un tenseur d’ordre 2 déterminant le produit scalaire de 2 vecteurs dans

I’espace , il permet alors de décrire la géométrie de I’espace-temps. Compte tenu du fait qu’en symétrie
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2.1. Identification des coefficients de la métrique

cylindrique I’espace-temps considéré est (¢, r, z, 8) et que la forme quadratique associée a la métrique g

est ds®> = gopdz®dx’ avec o, 8 = 0,1,2,3 nous aurons :

ds? =

gogdt2 + gOldtdr + gogdtdZ + gogdtdtg + glodet + gndrz + glgdrdz + glgdrde + gzodzdt

+g21d2d7“ + 922d22 + gzgdZde + g30d9dt + ggldeT -+ g32d9dz —+ g33d92

= —ae® A 4 NP2 4 Pd2? + AePVdzdf + AePdfdz + (A% + rPe” ) db?

Par identification on obtient alors :

goo = —ae*)]
g = X
922 = 627,
g23 = A6277
g3z = A% 4 e
gor = go2 = Go3 = Ji0o = J12 = J13
= g0 =921 =9g30 =931 =0 (2.3)
La forme matricielle de la métrique g est alors :
—ae2=) 0 0 0
0 e2(n—) 0 0
9= (9r) =
0 0 e Ae?
0 0 Ae? r?e 4+ A?e*
Son déterminant est detg = —ar?et=) # 0 ([3]), donc la matrice g est inversible ; son inverse g~ ! est
alors donné par :[3]
N 0 0
—2(n—")
g (gA ﬂ) 0 e 0 0
0 0 6—27 + A2e27 Ay
r r2
0 0 — AT e
,,.2 ,,.2
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2.2. Symboles de Christoffel

Il s’ensuit que : les composantes non nulles de g~ sont :

2(n—)
00 _ €
g - )
Q
11 _ —2(n—y
gt = 2,
A2e?
22 2y
g - € + 2 )
r
03 Ae?
g = - 7’2 )
2y
B = €
r2

2.2 Symboles de Christoffel

(2.4)

Les symboles de Christoffel s’obtiennent a partir du tenseur métrique g grace a 1’expression (1.2).

On dénombre 64 symboles de Christoffel et pour des raisons de symétrie et de la forme de la métrique,

plusieurs d’entre eux sont nuls.

Proposition 2.2.1. Les symboles de Christoffel sont :

0
F00

1
—0i e + O — Oy,
2a

1 0
%@a +0,m — 0y =17,
1
a(atn - at’)/),

(07
8tA + 2A(9t7 e

—2n+4y _ FO
2& 32

— @6—277 4 Me—Zﬁ'i"l’Y,

(0% (0%
1
587"04 + 04(81“77 - 87"7)7
81577 - 815’7 = 1—%07
3#7 - 8T77

—2n+4
_arfye n 77
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2.2. Symboles de Christoffel

o AR
Y, = (r’o.y —r)e ™ — (A0, A+ A?0,7)e 2117,
F(2)2 = Oy — 142(?214 et = F%O,

I, = % +2A0,y — %%Ae‘w =3,

M = 0 - et -1,

Iy, = a;A + 240,y — é - %eh =3,

o, = %647 = T3,

Loz = —0y + %eh =T,

Iy, = %647 =T,

Iy = - r’Y‘i‘%"’ﬂTQAeM:Fgl-

F82 = Fgozrgszrgozr%zr%

= T, =T% =T% =T, =Tt = T3,
= F%z = P%l - F%zz - F;‘.l - Fgo - Fgl
= Tjy=0%=03=0%3=I7=T%,
= Too=T4 =03 =T} =T3,=T3
= P§2 = F§3
=0
Preuve . Dans cette preuve, on utilisera les résultats de (2.3) et (2.4) et aussi le fait que 0yg,\ =

03gun = 0, Vu, A = 0, 1,2, 3 car les fonctions A, n,y, o ne dépendent pas de z et de 0.

Ona:

1
Pgo = 5901/(809110 + ogov — OvYoo)
1
= 590030900
1 e 2=\ 9 )
ey — — _( — ("7_’7)
2 ( o ) 825( e )

1
= —0a+ 0m— 0.
2x
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2.2. Symboles de Christoffel

1
F00

1
1—102

1
59[)”(3091/1 + 01900 — Ougor)
1
5900(30910 + 01900 — Jogor)

1
—0,a+ 0yn — 0p.
2c

1
§goy(3ogu2 + 02901 — 0uG02)

1

- 008
29 2400

0

1
§goy(3ogu3 + 0390 — 0u903)

1

- 008
29 3900

0

1

§gly(3oguo + Jogor — O Yoo)
L " (Dogo1 + ogor — O

29 0901 0901 1900)

%&a + a(0n — 0,)

1
5911/((9091/1 + 01900 — Ougo1)

1
5911(30911 + 01901 — 01901)

o — Oy

1
5911/(8091/2 + 0290y — OvYo2)

1
5911(30921 + 02901 — 01902)

1
§gly(aogu3 + 03900 — 0 903)

1
5911(30931 + 03901 — 01903)
0

1
5911/(8191/1 + 0191, — Ovg11)

1
5911(31911 + 01911 — O1011)

orn — Oy
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2.2. Symboles de Christoffel

1
Fl?

1
1—\22

1
le),3:§

1
= 5911(81921 + 02911 — 01912)

1
= 5911(32911)
1
= 5911(31931 + 03911 — 01913)

1

= —911((92921 + 02921 — 01622)
2

= %e_Q("_” x —20,e%

= —ar/ye_2n+4'y

1
= 5911(82931 + 03921 — 01093)

1
= —5(8TA + 20,y A)e 21

911(83931 + 03931 — 01933)

= (Oyyr? —1)e 1 — (A0, A + A%0,ry)e 21t

0
1—‘11

0
1123

1
= 5900(81910 + 01910 — Oog11)
1
= a(at - aﬁ)
1
= 5900(31920 + 02910 — Oog12)
1
= 5900(31930 + 05910 — OoG13)
1
= 5900((92930 + 03920 — Oogas)
1
= %(atA + 20,y A)e” 2y
1
5900(33930 + 03930 — Oogs3)

((AQ,A + A20,y)e 2T — 1r20,ye 1)

Q|+
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2.2. Symboles de Christoffel

2
F13

2
FOl

1
= 5922(80912 + 01902 — O2901)

= Oy —

= aT’y —

1 1
= 5922(30902 + 0ogo2 — O2900) + 5923(30903 + Jogo3 — 03900)

1
+ 5923(30913 + 01903 — 03901)

1 1
= —922(30922 + 02902 — O2002) + —923(30923 + 02903 — 03G02)

2 2
Ad, Aet

212

2”(8091/3 + 03900 — O 9o3)

1

29
1 2
59

1 9y
5 (e +

1
2(90923 + 592380933

A2e®Y
r2 )
0 A A20,Aet

2y
Op(Ae*) + % (_Ae > Oi(r*e”® + A%e?)

r2

1
= 5921/(819”2 + g1, — Oug12)

1 1
= —922((91922 + 02g12 — O2012) + 5923(81923 + 02913 — 03012)

2

L, A 90y 1 Ae* 2y
- 2(6 + 2 Ore +2 = 0y (Ae™)

Aetr
272

Oy A.

1
592y(81gu3 + 0391, — Oun3)

123
+2g

2y
0. (Ae*) + L (— Ae > O, (r’e " + A%e*)

r2

1
5922(81923 + 03912 — G2g13) (Ofrmfo)——933 + 3913 — O3013)

2,2
2 r2

2
1 A2t A

T T

1
593”(30%2 + g0 — 0 Go2)

1

1
593380923 + 593230922

1 [e> 1

3
FOQ

r2

64

y
ﬁatA
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2.2. Symboles de Christoffel

1
ng. = 5931/(3091/3 + 03900 — OuGo3)
1 1
= 593330933 + 592330923
1 [e* _ 1 Ae?
= 3 (F) Ao(r’e 7 + A%e®) + 5 (— 2 ) Oo(Ae*)
AetY
3 1 3v
Iy, = 59 (O19v2 + 0201 — Ou12)
1 1
= 593331923 + 592381922
1 [e* 9 1 Ae* 9
= §<T2>8T(Ae“/)+2 (— = )@ev
et
= —0,A.
272

1
F:f:; = 5931/(819”34-33911/— L J13)

1
= —g% (01933 + 03913 — O3913) + =9 (D1923 + F3912 — Dag13)

2
_ 1fen 2 2y 2 29y, 1 Ae? 2y
- 5(?) 87«(7”6 + Ae )"‘5 —7 87-<A€ )
0,A A At
= 22T 944240,

1
F(2)2 = §goy(a2gu2+a2g2u_ ,g22)

1

- _ 008
29 0922

—2(n—
_ RYa: (n=7) By
2 «

— l etr—2n oy
o

Fi = 921/(319”1 + 0191, — Oug11)

1
922(31921 + 01912 — O2911) + 5923(81931 + 0pg13 — O3011)

S NI =N =
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2.2.

Symboles de Christoffel

2
F22

2
F33

3
FlO

S N =N = S N =N = S N =N =

S N =N =

1
2921/(3291/2 + 02G2, — O g22)

1 1
2922(32922 + 02922 — O2g92) + 5923(82932 + 02023

1
292V(32gu3 + 0392, — 0y g23)

1 1
2922(32923 + 03G90 — O2Ga3) + —923(32933 + 039923

2

921/(3391/3 + 0393, — 0 gs3)

1
9% (93923 + D332 — Dagsa) + 5923(62933 + 03933

93V(309u0 + Jogor — Fvgoo)

1
923(30930 + 00903 — O3900) + 5932(30920 + 0o go2

9% (019w0 + Dog1, — O g10)

1
933(31930 + 0og13 — O3910) + 5932(31920 + 00912

93V(319u1 + 0191, — Oug11)

1
g*%(01931 + 01913 — O3g11) + 5932(31921 + 01912

- a3922)

- a3923)

- 83933)

- a2900)

- 82910)

- 82911)
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2.3. Le tenseur de Ricci

1
F%Q = 5931/(3291/2 + 02G2, — O g22)
1 1
= 5933(32932 + 02923 — 0322) + 5932(52922 + 02922 — 02G22)
=0
3 1 3v
[y = 59 (029u3 + O392 — Oy ga3)
1 1
= 5933(32933 + 03923 — O3G23) + 5932(32923 + 03022 — 02023)
Fgg = 93V(339u3 + 0393, — 0 gs3)

1
933(33933 + 83933 - 83933) + 5932(53932 + a3932 - a2933)

S NN

2.3 Le tenseur de Ricci

Le tenseur de Ricci est un tenseur d’ordre 2 décrivant la déformation de I’espace-temps. Ses compo-

santes sont obtenues a partir des symboles de Christoffel par la formule (1.4)

Proposition 2.3.1. Les composantes du tenseur de Ricci sont :

Orr 0 0,
ROO = 2a + a<arr77 - arrV) - (8#7] - attfy) + 2t_o(jé<at77 o aﬁ) + 7(1/(87"77 B 87"7)
0,A)? 0,a)®  « Oy«
= 2tr2) el —2(0y)* — ( 4a) + ;(Gm —0py) + o7 (2.5)
0, 0,A0, A
Ry = %77 2070, + =55V, 2.6)
Oun — O 0, 1
Riy = ZE=20 (@ = 0:7) = 55 (0m = 07) + ~ (0 = 9,7) 2.7)
_(&A)2 o s O B (0,a)? _ Owa | 20y
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2.3. Le tenseur de Ricci

att'y - Oéarr/7€72n+4'y . 8t78ta67217+4'y . aT’y€72n+4'y . a'I”Ya7“0567217+4'y

Roy —
22 o 202 r 200
B (3tA)2672n+87 i (8,414)26,2,#87 (2.8)
202 272 ’

3ttA - OéaTrA672n+4,y _ (()taatAean#w i ZatA3t7€72n+4w 1 A(att/y - Oéarr’}/) 6*2’”47

R23 20{ 40{2 0] a
_Aatfyatae—mﬂrzky —29.A0 76727)%»47 _ aTAarOZe*mH*‘W _ A—ar,yaraef2n+47
202 e 4o 20
_A((()tA)Q —2n+8y + %6727]4»47 4 A(aTA)Ze*m?JFS’Y — @67277‘“17 (29)
2ar? 2r 2r " 7

(8,514)2 —on+dy AQ(atA)26—27’]+8’Y 4 A(@ttA — O[arrA) 6_2774_4,7 . AatAatOze_Qm_M

Rys = ——
33 e ¢ 202 «a 202
+4A8,:A8,576_2,7+4,Y n A%(Opy — aarr7)€_2n+47 1 r?(adpy — 8tt7)6—2n . A0y 0, o2ty
« « o 202
7‘2(‘%7@@ -2 r@roz 6_277 + AarA€_2n+47 _ A28T76—217+4fy o (aTA)26—2n+4'y
202 20 r r 2
2 2 2 2
A*(0,A) U _ 4 AD, AD e 4 r &7@&67% B A 37~737~a(2n+47
922 reser 200 200
A0, A0D,
—Tae—QWH’Y + Oy, (2.10)

Rop = Rz = Ra = R30 =0,
Riz = Riz= Ro1 = R3 =0. (2.11)

Preuve .

Dans cette preuve, on utilisera les symboles de Christoffel donnés par la proposition (2.2.1) et aussi le
fait que (%I’ﬁu = 8313‘“ =0, Vv,u, A=0,1,2,3.
Ona:

Roo = (a\rc))\o - 30F§0) + (Fﬁurgo - F())\VFKO)'

Mais,

aAFSo - aorio = 80F80 + 61F(1)0 - 60(F80 + F%o + F%o + Fgo)

- 811%0 - 80(1“%0 + Fgo + Fgo)'
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2.3. Le tenseur de Ricci

I3 Lo — o5 = Toolo0 — Tolo0 + To1l00 — Tool'o1 + Taal00 — Tl50 + Taslo0 — Lol
+T0L0 — Toaloo + T11l00 — T Tl + Ialo0 — T T2 + TisTag — Toal's0 + ool
—Tg5T50 + T3 T30 — ool + T3:050 — Tl + 5350 — To2T'30 + T30l60 — Tosloo
+T51 T80 — TosTo + T30 — T30 + I33T00 — T30
= Too(Toy + 0 + T5s) + Too(Thy + Iy + T5 — T) — 205575 — (Tgy)* — (T6)”
—(Ts)

Donc

Ry = 81F(1]0 - (90(1“%0 + Fgo + Fgo) + F80<F(1)1 + ng + ng)

+00(01y + T3y + Ty — Yy) — 20550 — (Tg,)? — (T5,)* — (Tgs)*.

On obtient finalement apres calculs :

Orr o) O,
Ry = 2Q + @(0m — Ory) — (Oum — Ouy) + Qt—z(ﬁm — Ory) + Ta(am —9)
(0. A)? 4, , (0)? « Orcx
22 ¢ 2(0) 4o * r (O = Ohy) + 2r

Ry = (8)\F81 - (311”;0) + (Fiur(I;I - F?VFKO)

Mais,

ax\rél - alrﬁo = aOF81 - 31F80 + 811110 - alrio

T3 Lo =Tl = T9T0 — ool + T9olhe — Tol'to + [iole =TT Ty + iol5e — T35,
+T1I0 = Tool%y + Diplyy — Digliy 4 Dol — Tool'sy + Tipls; — Ty + i,
—TgoT%s + oLty — Tioltp + THol%, — T, + Tl — T30l + Lo
—T5oI%s + oI5 — Thol'ts + Tl — Tl + Iiol'3s — T3l

= T0o(Tgy + Ty + o) + Tip(Tay +T51) — Tl — T5T7, — T3, — Toely
~T5Ts

Donc

Ry = 0ol — ilog + (Lo + T + T3) + Tip(Tay +T51) — Tool'hy

2 12 2 13 3 172 3 13
_F20F12 - F301-‘12 - FZOFIS - 1—‘SOFIS'
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2.3. Le tenseur de Ricci

D’out apres calculs, on a

Ry = (aAri\l - alrj\\l) + (Fiyrlﬁ - FTVFKJ

a)\Fi\l - 81F§1 = aOF[l)l - 81F81 + 81F%1 - 8111%1 + a2F%1 - 6’1F§1 + 831“?1 - alrgl

= 80F[1)1 - a1(F81 + Fgl + Fg1)

LI =T 05 = Tl — Dol + T5oly — Tiolg, + Tgelyy — T35, + Dl — 9, 0gy + T3,
—T§Tay + T30 — T3y + DT — Tl + D511 — THI%, + T — THI5
+T500 0 — ThsTG; + T3y — Tl + Tl — Tl

= T91(T% +T5 + Ts — Toy) + Ty (Ty + Ty + Tg) — (To)” — (I)* — (Ty)?

Donc

Ry = aUF(l)l - 6’1<I‘81 + Fgl + Fgl) + F(l)l(Fgo + 1%2 + ng - F(l)l)

+01, (07, + T35+ Tg) — (T%)? — (IF,)? — (IF5)? — 205,15,.

D’ou apres calcul, on obtient

Oun — Oury . (
o
(aTA)2€4'y

212

Oy 1
R = Orri) = Ory) = 55 (0 = 01y) + ~ (0 = 0,7)
O, (0,a)? O N 20,7y

on— 0, _
2q (O =)+ = % r

- 2(81"7)2 -

Ry = (8)\F§2 - 82F§2) + (Fiurgz - FSVFK2)~
Mais,

= 00Fg2 + alF%Q
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2.3. Le tenseur de Ricci

Fil/r52 - F%I/FKQ = F80Fg2 - F80F82 + F[1)11—‘[2)2 - F%OF?Z + F85F22 - F%OFgQ + F?OF%Z - F(2)1F(1)2 + F%IF%Q
—D51 D0y + T30 — I35 + TogL5 — T 6o + Iy 15, — Iop 1y + 515, — 5,15,
+I50155 — Dol + Ty T — Tagl, + Tl — T35

=I5, + Ty + T3 = I'Gy) + Toa(Tg + Ty + Ty = Ty) — 2055 — 205, T'g,.

Donc
Ry = 8(311(2)2 + 01F§2 + Fg2(rgo + F(l)l + ng - F32) + F%2(F(1)0 + F%l + F?:f, - F%z)
—205003, — 215, T,
D’ou apres calcul, on obtient

Oy — aarr7€_2n+4y . 8t’78ta’6_277+47 B 8r7€_2n+4~, o 81/787"0-’6_2774,.47

Roy —
22 o 202 r 200
. (atA)2 —2n+8~ (87"4)2 6—217+8’y
2072 21?2 '

Ros = (aAF:JA)z - 83F§2) + (F§VF§2 - FQVF/”\Z).
Mais,
8)\F:>3\2 - 63F§2 — a)\Fg\Q — 00F32 + 811%2 ‘f‘ 82F§2 + 83F§2

- 80I‘g2 + 811%2

D35 = T3,0% = T0oI8s — gLty + Tgi Ty — Toly + T5olgy — T30T9, + g3 — T3, gy + T T3,
—Tgy T + Tal'3y — T51 0oy + Togl'5p — TplGp + Ty Ty — Taplly + Tl 5, — Tl
15015 — T33T05 + 3155 — gyl 4 T35, — T3,15,
= T5(T00 + Tor) + Tsp(Thg + Thy) — T5 Ty — T5TG, — Tggl'y — T30,
Donc,
Roz = 0Ol + 05, + T35(T0g + Tgy) + Do (T + ) — T3, T — T3T00 — T Ty — T35,

D’ou apres calcul, on obtient

(9ttA — O[arrA672n+4,y _ 3,5&(9,5146727%47 i 2675/16{}/6727%47 4 A(att/y — Oéarr’y) 672n+4,y

Row — btk
23 200 402 o o
_Aaﬂatae—%%w 98, Ad e+ 87”148,,(%6_277+47 B Aﬁryﬁroze_%JrM
202 4o 200
_A(atA)2€f2n+8ﬁ/ + %672n+4w + A(&”A)2€f2n+8fy . Aar7€,2n+4,y
202 2r 212 r ’
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2.4. La courbure Riemannienne

R33 = (&\F:)I,\S - 83F§3) + (F§VP§3 - FQVFK?))'

Mais,

O\l — DT%y = OhToy = LYy + O, + Bl + D3T3,

T —T3,T%s = TS5 — [T0s 4+ Doy T8y — Tl + Tl gy — T5,105 + I3 — 9, Tgs + Iy i
—Ty g + T3yl5 — 3, 55 4 Do — [I05 + T, Ty — Tiol'ly + T5,05
—I'3,55 + '3ol35 — [35003 4+ 5,53 — Tisl5s + T5,055 — T35T5,

= Fg3(F80 + F(1)1 + Fg2 - ng) + le’a?,(r‘?o + F%l + F%Q - F?za) - 2F32F(2)3 - 2F§1F%3-
Donc,
Rys = 009g + 01 Tgq + 35(00 4 gy + TGy — Lg) + Tag (T + Ty + D7y — Ty) — 2I8,055 — 25, Ty

D’ou apres calcul, on obtient

Ry — (85;1)26277+47 B Az;g;f)QeQnJrsy n A0y A ; a0, A) -2y _ Aa;‘;lzatae%JrM
_i_élflatflaﬂean7 N A%(Oyy — 0py) . r2(adpy — Oyy) o A2(Zﬂ2ata e
Q Q o a
7"282t72at0462n _ 7"37"046217 4 @efzmzw . A28r7672n+4y _ (3751)262%47
a o r r
A2(28T2A)26277+8'Y 1A, AD, e 7’28;78,.046277 B AQa;fyaroz -2ty
r o o
——Aagiaaemﬁh + 1r0,ve .

2.4 La courbure Riemannienne

Encore appelée constante de Ricci, la courbure Riemannienne notée R est un outil renseignant sur
la courbure de I’espace-temps en assignant a chaque point de I’espace un nombre réel caractérisant la

courbure en ce point. Elle est obtenue par contraction du tenseur de Ricci. Son expression est donnée par

(1.5).
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2.4. La courbure Riemannienne

Proposition 2.4.1.

La courbure Riemannienne en symétrie cylindrique est donnée par :

R — _&ZTrae—szrzy _ &a(@rz— ar7)€—217+2’y 2By — Dyy)e 2T 4 2(3,515770[— 8tt’7)6—277+2'y
_ata(atzg— 0yy) o212y %62%27 B i"_fezmzy n 2(%7)262%27 2262
+287”62"+2” + %e%*@v - (85—7‘2)262’7*67. (2.12)

Preuve .

R = ¢" Ry

= ¢"Roo +¢" Ri1 + ¢ Raz + 2% Rog + g% R3s Car ¢” = ¢” =¢" =g =g =0

Mais,en utilisant la proposition 2.3.1 et aussi le résultat de (2.4), on a :

™Ry = _%_Tae_%m B 87~a(87~2n —0) —opizy (0rr) — Opry)e 2127 + O = Ot oyian
0] o o
_ 6toz(6t77 - atIY) 6_277—'_27 4 (8ra)2€_2n+27 B 87’_0[6_2174_27 - arn . (C)r76_2n+2,y
20 4a? 2ar r
+_2<8t7>267277+2w + (8“4)2672%67
o’ 202 ’
gan = Mtf2’7+27 — (9 = 9y) e 2nt2y _ Ora (9 — Ory) o212y 4 Orm — 67"’76*2?7+2’Y
. 2042 2a r
arr 3T 2 287‘
__Qaa e 2T 4 (O 452) e 2T — 2(9,y)Pe P 4 2 ; T o—2m+2v _ (D) — Oppry)e 2127
__(@A)Q e 2nt+6y
2r2 ’
2Ry = Me—mﬂ-w _ %6—2n+2v _ Me—mﬂ-zy _ 87’_76—2774-27 B (8“4)26_277_’_67
@ 202 2a r 202
+M€*2n+6ﬁy + A2 Oy — aaT’T’/Y)eonJrG'y B Azataaﬂe,gwrﬁ7 B AQE)Tozﬁm(an%7
2r2 ar? 20272 Sar?
_@6*27]4‘67 _ M(E*Qn%&@y + (AZ(aTA)2€72T]+1O,Y
3 204 oy )
2923R23 _ _A<8ttA - OlarrA) 6—2774_67 . 2A2(att’y - Oéarrfy) 6_2774_67 B 4AatAat’ye_2n+67

2 2

ar ar ar?
A0 Ad,ax 2 AQatO‘aﬂeﬂn%v N 4A(9,,Aaw672%67 N 1467«148?()467277%,y
200272 a?r? 72 2ar?

| A%,00,7 A20A)? oo,

2
—2n+6vy 24 ar’}/ —2n+6vy AaTA —2n+6vy
2 T3 ¢ 5 ° T €
ar r r ar
2 2
CAOAP e,
r ’
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2.5. Tenseur d’Einstein avec constante cosmologique

a0y — a1615’}/6—277-1-% 4 e at’yata o212y 4 9,70r a€—277+2’)/ 42t Oy =212y _ Oy ae—2n+2y
a 202 20 r 2ar
+A(attA — O[arrA) —2774-6’7 n AZ(attA — aaTTA) 6_2774_67 _ AatAata€_2n+6,y B A28t’y@toze

2

933R33 =

ar? ar 200212 20272

4A6tA0t7 Cont6y 4A8,,A8r7€ A0, A0, a Cont6y A20,70,a
ar? 72 202 2002
e —2n+6y A28T7672n+67 + (atA)2€f2n+6'y . (aTA)2672n+6'y . A? (atA)QeanJrlO'y
7“3 r3 2avr? 212 2art

A® (87"14)2 672n+10'y.

—2n+6vy __ —277+6v

Donc

Ro= OO GOONZON) o gy, g )t 4 2O e
2 2
_8ta(at7l — atr7> 6—2174-27 + (a”‘a) e—277+2~/ o 87‘_0‘/6—277—0—27 + 2(8757) 6—2174-27 - 2(8T,y)26—277+27
a? 200 ar Q
+2a7“76—277+27 + (atA)2e—2n+6'y . (aTA)2e—2n+6'y'
r 202 2r2

2.5 'Tenseur d’Einstein avec constante cosmologique

Le calcul des composantes du tenseur métrique, du tenseur de Ricci, de la courbure scalaire et des
symboles de Christoffel ayant été achevé, nous pouvons a présent calculer les composantes du tenseur

d’Einstein avec constante cosmologique Sys données par :
1
Sxg = Rxg — éRg,\g + Ags.

Proposition 2.5.1. Les composantes du tenseur d’Einstein avec constante cosmologique sont :

O, 0, A)? a(0,A)? _
S = — T (@) - a(ny - 24T iﬂ) o - 20 AN 47~2> e — Aae”1),; (2.13)
A0, A
Sop = a;” 20,78,y + % : (2.14)
on O« o) (0,A)? 0,A)? B
S ( ;) - (4;rl -G 4r2> e 4 A, (2.15)
Sy = — (ara)26—2n+4’y + 2(Ouy — Oéarr’Y)e—szAv _ Oun — adnn e~ 2ty 4 awo‘e—2n+4v
4o Q@ o 200
+8ra(8r77 - 2(3/}/)6_2%47 (O — 20y) o2ty 4 @ Oy o2y _ 28_T'Y€—2n+47
200 2@2 2a7’ T

2 A)2 A)?

(2.17)

D.LP.E.S II 2018-2019 33 ©



2.5. Tenseur d’Einstein avec constante cosmologique

Aa’rraefzqﬂrzyy . A(attn - aarrﬁ) 67217+4'y + 2A(attfy - aarr7> 672n+4'y + attA - OéaTTA€72n+4»y

Saz =

2a « «Q 2a
+Ac9ra((9rn —20,7) o Adia(Oym — 20,y) o2y _ A(ara)2672n+4v 4 Aa?’aef2n+4w
200 202 402 2ar
_A(at7>267217+4'y _ 2’487"76*2%47 4 %672n+4v _ 8tAat04€72n+47 _ &A&«ae,%ﬂy
o r 2r 42 4o
2
+28tAat7€72n+47 —920. A0 ”}/672”+4ﬂ/ + A(a 7)2672n+4'y + 3A<87"2A) e 2n+8y
Q T ' T 47"‘
3A(0,A)?2
—%e W8T L A Ae?; (2.18)
Sy — 7’2(%,046_2,] B r2(0un — adpym) 2 7’2(‘%04(9/06_277 N r23t048t7]6_2n B r2(0,a)? om
200 « 200 202 4o
2(0y)? A?0,,.a A%(Oyn — adpm)
_ v o2 1 7“2((3 7)26—277 1 rrQ 2ty _ tt7] rrl] o2+
«Q " 2x «Q
+2A2(att7 - 0[87-7«'7> 6_27]—"_4’7 + A(attA - OéaMA) 6_277_,’_4’)/ + A2ar0{(arn - 287»7) €_2n+4,y
o I} 2a
+A28toz(8m — 20yy) 2y A%(0,a)? . A28T&e—2n+4v B A2(8t7)26—277+47
2002 4o? 2ar o
2 2 2
+—(32A) e —(@"f) et - 2O oy g2, )2 — 400, AG e
« r
+4AatAat7€—2n+4v B A&,A&«oze_gmr47 B AatAatae_%M N A&"Ae_%”‘“ 3,42(6,,,4)26_277%7
o 200 202 r 472
3A%(0,A)?
—TG_%H_S’Y + A(T2€_2’Y + A2627) (219)
ar
Soz = Soz = S12 =513=0 (2.20)
Preuve . Ona :
1
Soo = Roo— ERQOO + Agoo;
1
Soi = Roi— 53901 +Agor = Ron car  go1 = 0;
1
S = Ri— 53911 + Agii;
1
Sae = Roo — 53922 + Aga;
1
Sos = Rog— 53923 + Agas;
1
Szz = Rasz— 53933 + Agss;
1
So2 = Roo — zRgo2 +Agoo =0 car Rys = go2 = 0;
2
1
Sos = Roz — =Rgos + A903 =0 car Ro3=go3=0;
2
1
Si2 = Rig—-Rgio+Ag1ao=0 car Riz= g12 =0;
2
1
Si3 = Ris— -Rgis+Ag1z3 =0 car Riz= g13 = 0;
2
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2.5. Tenseur d’Einstein avec constante cosmologique

Ainsi, en utilisant les propositions 2.3.1 et 2.4.1 et le résultat de (2.3), on obtient les résultats voulus.
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"8 CHAPITRE TrOIS [y

ECRITURE DES EQUATIONS
-

Dans ce chapitre, nous calculons en symétrie cylindrique les composantes du tenseur impulsion-
énergie lié au fluide parfait; ce qui nous permet avec les résultats du chapitre précédent d’écrire les

équations que nous recherchons.

3.1 Tenseur impulsion-énergie lié au fluide parfait

Le tenseur impulsion-énergie décrit la distribution de la matiere et de 1I’énergie dans 1’univers. Son

expression liée au fluide parfait est (cf[4]) :
Thg = (p+ p)urug +pgas ; A, 8=0,1,2,3 (3.1

ol (g»g) est la métrique ; p est la densité énergétique de masse du fluide; u = (ug) = (uo, U, U2, u3)
est le vecteur vitesse unitaire temporel du fluide, il est orienté vers le futur c’est a dire ug > 0; k est la

vitesse du son dans le fluide avec 0 < k£ < 1 et on choisit p = /{:2,0 la pression du fluide[4].

Proposition 3.1.1. Le tenseur impulsion-énergie est symétrique et ses composantes en symétrie cylin-

drique sont :

TOO = ,0[(1 + l‘CQ)(U())Q - k?20662(77_w].
Tor = p(1+ Kk )ugus.

Toe = p(1+k*)ugus.
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3.2. Ecriture des équations d’Einstein avec constante cosmologique

Tos = p(14 EHugus.

Ty = p[(14 k) (ug)? + k2e20=7)].
Tio = p(14 Euyu,.

Ty = p(1+k)uius.

Toy = pl(14 k?)(ug)? + k22
Tos = pl(1 4 k*)ugus + k2 Ae*).

Tz = p[(1+k*)(u3)® + k*(r’e™® + A%*)].

Preuve .
-Le tenseur d’Einstein étant symétrique, on conclut par la relation (2.2) qu’il en est de méme pour le
tenseur impulsion-énergie.

-En utilisant la relation (3.1) et en remplagcant chaque composante de la métrique par sa valeur on a :

Too = (p+p)(uo)® +pgoo = (K p+ p)(uo)® — ak?pe* ™ = p[(1 + k)(uo)* — K*ae* "],

T = (p+p)(w)® +pgi = (Kp + p)(wr)® + k2pe ™) = p[(1 + k%) (u1)? + k2>,

Tos = (p+p)(u2)® +pgaz = (K*p + p)(u2)® + k?pe” ) = p[(1 + k?)(u2)® + k*e*7].

Tos = (p+ p)usus + pgas = (K°p + p)ugus + Ak*pe®” = p[(1 + k*)usus + Ak?e].

Tss = (p+p)(us)® +pgss = (K°p+ p)(us)® + (rPe™ + A% )k’p = p[(1 + k%) (u3)® + k*(r’e” ™" + A%e™)]
T = (p+ p)uous + pgor = (K*p + p)uour = p(1 + k*)ugu,

Toe = (p+ p)ugus + pgoz = (K°p + p)ugus = p(1 + k*)ugus

Tos = (p+ p)ugus + pgos = (K*p + plugus = p(1 + k?)ugus

Tia = (p+ p)urus + pgrz = (K*p + p)usus = p(1 + k*)uquy

Tis = (p+ p)urus + pgis = (K*p + p)urus = p(1 + k*)uyug

u
3.2 Ecriture des équations d’Einstein avec constante cosmologique

Les équations d’Einstein données par (2.2) s’écrivent :

Thg (3.2)
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G

Dans la suite, nous prendrons =7 87C — K. Suivant les composantes, ces équations donnent :

Soo = KTy (3.3)
Sor = KTy (3.4)
Soe = KT 3.5)
Sos = Klog (3.6)
S = KTy (3.7)
Sz = KTy (3.8)
Sis = KT (3.9)
Sy = KT (3.10)
Sozs = KT (3.11)
Sz = KTz (3.12)

Remarque 3.2.1. les solutions des équations(3.5), (3.6), (3.8) et (3.9) sont triviales puisque Spz, Sos, S12

et Sy3 sont tous nuls. On obtient alors us = us = 0 car ug > 0

En remplacant les membres de gauche par leurs valeurs dans les équations (3.3), (3.4), (3.7), (3.10), (3.11)

et (3.12) on obtient respectivement :

ad,n et aet

- (0py)? — —2(6,5,4)2 — 23 ——(0,A4)? — a(9,7)? — a7V = KTy, (3.13)
8#7 e
on O o)?  (0A 0. A _
=t (9,7)? — ( ta) — (4;7»2 etr _ ¢ 4T2) eM + AP = KTy, (3.15)
672’7*47[ (Ouy — @Oppy) — (8tt77 — alnm) + ia a+ i@ a(0n — 20,7) + Ora + L((9,@4)
rr Tr 20{ rr 2a T T T 2@7” 2@2

20, (81&7)2 2 1 o 3ely 2 2 2y
(@ —207) — 7~ B0 4 (0,97 — 2 (Br00” = TL((0A)? — a(0,A))] + A
= KT),. (3.16)
A 1 A 3Ae
6_277—"—4,7[ (3,:{)/ 8”7) - a(atm - Olarrn) + %(8,5,514 - OéarrA) + Tﬂ@taﬁm — 172 ((@A)Q
2 A 1 A
—oz(a,,A) ) — —0t048tA -+ —8tA3{y — 267-1487/7 — —23t78toz — —@Aaroz — —<at7)2
o e 4o o
A 2A orA  AOra)*  Adrra Adradrn  Adradry 9 9
— — — — A ANAe™
+204ra R o 2r 4(a)? * 2 * 2 a T A@ry) ]+ Ade
= KTy (3.17)
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6_277[T28rra B 7% (Oun — aOrpm) + a0 | r°0ad - r(0a)” - rOn)” +12(9,7)?]

2 a 2 2()? 4(a)? «
_|_e—2n+47[‘428”0‘ _ A2(0un — a0y N 2A%(0yy — adpy) N A(OyA — a0, A)
2a « o' «Q
+A28T04(8T77 —20,7) N A20,(04m — 204) B A%(0,a)? A0, B A%(0py)? N (0, A)?
2a 2()? 4(a)? 2ar a Aoy
2 2
_(87“A) B 20,7A L A2(D,0)? — 4AD, A,y + 4A0; ADyy B A0, A0, B A0 A0 ADA
4 r a 2 2(a)? r
A2 A 2 4y A2 A 2 4y
+3 (0,A)%e B 3A%(0;A)%e ]+A(T26_2W+A262’y) = KTss (3.18)
4r2 4ar?
Remarque 3.2.2. Puisque us = uz = 0, on déduit que To3 = ATs,.
gl
Pl'OpOSitiOll 3.2.1. Sil'on pose ¢ = —gOOTO()K, J = ——T()lK, P1 = gllTuK, P2 = T22672’YK

Ja
2y

e : e .. R ) s .
et P = —T33K ; le systeme formé par les équations d’Einstein est équivalent au systéme d’équations
5 y p q q y q
r

suivant :
2 = OO 4 (97) 4+ O + gl 4 20 (At )
& = 200,y — 4GS — \Jae? ) ]
672“ = are?N (P, — ¢ — 2A)
oA — a0, A = 240y %eA0a _ 4§ AJyy + 400, AD,y — 24
8tt')/ . a@Tw _ Btaat'y + rozﬁr'y + aar’y + 2r2((atA) _ Oé(aTA)Q) + %62(77_7)((,0 . Pl 4 P2 - P3 + QA)
Oyt — Ay = drra + Bra28m + 8tgstn N (323) + a(@rv)Q . (at)z 4T2((atA> . Oz(@rA)z)
\ —ae?=(Py — A)
Preuve .

-D’aprés (3.13) ona :

ad, et aet B
. 17— (0ry)? + @(atA)Z + 17 (0,4)% + a(d,7)* + oA 1 KTy,

c’est a dire que :

O (On)° o, (0:A)%e™ (0, A)%eM 2(n—v) 00 1
r Q +(07)" + dar? + 4r2 te ( 9" Too k)
d’ou :
ok (3{7)2 2 (825A>2647 (87“14)2647 2(n—7)
= A 1
" ” + (0:y) o + 17 +e (A + ¢) (3.19)
-D’aprés (3.14) ona :
Oy et

P 2970,y — S 0iAD A+ KTy,
T 'f’
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c’est adire :

4y
9N _ 50,0, — C_0,A0,A — Jag,J
r 2r
d’oun :
4y
M0 200y — 014D, A — a0 g (3:20)

-D’aprés (3.15) on a :

— Aae® ") 4 KTy,

oo adm ) s (0 A)2eM a(0,.A)%eM
o =, + a(0ry)* + (Opy)” + v T e

en utilisant I’expression de % obtenue a I'équation (3.19) et en multipliant par r on obtient aprés

simplifications :
Ora = —are® V(2N 4+ @) + arTy K
c’estadire :
8;0z = —are™ ) (2A 4 ) + arPigy,
d’ou :
87;‘ = are®™ (P, — 2A — ¢) (3.21)
-D’apres (3.15) ona :
-2 -2
8tt7] o aarrn — _ae2(71*2’Y)T22d+ Q(att'y o aam«’}/) + aTQTa + ara(arn2 8T/7) + 827":‘ + ata/(at";a @t’y)
200, 2 2 (ara>2 3((87514)2 - a(@TA)Q) 4y 2(n—
_ _ _ _ A=)
. (0r7)” + a(0,) 1o 12 e’ + Ace
d’apres (3.17) on a :
OnA — a0, A (KT — A2 _ A0, N A(Oun — @dprm) B 2A(0uy — a0py)
2c 2c « o
Ad,a(Om — 20,7y)  Adya(Om —20ry)  A(0,a)*  Ad.a A(Oy)? 240y
- - + - + +
2cv 2002 4a? 2ar o r
A 0 Ad e 0, A(0,cv  20,A0yy , 3A(0,A)* 4y
o + 102 + a > + 20, A0,y — A(0,) 7 ¢
3A(0,A)* 4y
+ 4ar? ¢

en remplacant Oyn — a0, par son expression précédente dans la derniére égalité et en la multipliant
par 2a on obtient apres simplifications :

0, A0 0,A0,«« 0, A
+ —_
2x 2 r

attA — a@,,rA = 2Oéd6277_4’y(T23 — ATQQ) + — 4815146{7 + 40&876/187”’7
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or d’apres la remarque (3.2.2), Tog — ATy = 0d’out :

&tA@toz 1 @rAara . aaTA i 48,5148{7 + 4046TA8T’V (3.22)

8ttA - oz@TTA = 2% 9 .

-En utilisant (3.18), en remplagant O,n— ad,,.n) par son expression précédente et en utilisant I’ expression

de 0y A — a0, A donnée a I’équation (3.21), on a aprés simplifications :

2 2 2 T T 2 T
L Gy — ad)e = KTy — r2e KTy — A2K Ty — 0r00 Y oo 2000 gy TOQ
o o o? 2av
—27”87“"}/67277 o (atA)z — a(aTA)g 672n+4'y
o

ce qui entraine que :

A? 0,0, 0,0 0, 0,
Ouy — Oy — K Tye® 4+ 2K Ty 4 S 21K Ty 4 o) 2007 S 20T
272 2 2r2 2 200 4r r
042 —a@A) ,,
2r2

en utilisant I’équation (3.20) on a :

1 8,00y Brad o,
Oy — apyy = %62("77)([(7’226*2’7—ﬁKT33627+2A+¢_P1)+ o 7_|_ e t7+04 gl

2 2a T
2 2
LOA? —a@,A? ,
272
d’on :
A)?— A)?
O — Dy — OraOpry N OyaOyy N ad,y . (0:A)? — a(0,A) L geg(n_w((p P42\ P— Py)
2 200 r 22 2

(3.23)

-On a vu précedemment que :

Oun — adp,n = —ae® T K+ 2(0uy — a0py) + &;a t 87’@(87‘772_ 27 + 827’? + 8ta(at2; e
2 2 2
_20(8{7 . (at’}/)2 + Oé(aT’}/>2 . (a""a) . 3((8tA) O{(C?TA> )64’}’ + Aa€2(77_7)
r 40[ 4T2

en remplacant Oyy — a0,y par son expression donnée a I’équation (3.23) on obtient apreés simplifica-

tions :
0,a0, 0ra0 Oy 0, A)? — a(0,A)?
attn_aaTTn _ « 77+ (1814 t77+ Oé+( t ) Oé( ) 6474-0(62(”77)(()0—P1+2A+P2—P3)
2 20 2r 472
a’rr a'r 2
+Aae2™Y) — 22Ty, | 4 T (0y)* + a(9,7)* — ( 404)
Q@
d’ou en remplacant 82’“7?‘ par son expression donnée par (3.21) on a apres simplifications :
0.adm  Odm  (0,A)? — a(0,.A)?* 2 Oprc )
Oyn — Oy = 5 + o + 12 ' — et 7)(133 —A)+ 5 (9r)
Orar)?
9,)° — G 3.24
+a(0,7) 10 (3.24)

Les équations (3.19), (3.20), (3.21), (3.22), (3.23) et (3.24) forment le systéeme recherché.
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3.3 Les équations d’Euler

Remarque 3.3.1. v> = u® = 0. En effet, u® = g*Pug d’oit u* = g*Pug = g% ug + g*'uy + g%y +

§Buy = 0etu® = gPug = ¢®ug+g% s +g%us+%uz = 0 car g2 = g2 = g% = ¢3! = uy = uz = 0
Lemme 3.3.1. Si u = (uy) est le vecteur vitesse unitaire temporel du fluide on a :
(Vau®)? — (uh)? = e~ 20177 (3.25)
Preuve . Le vecteur u étant unitaire on a g,\gu/\uﬁ =-1 ,V\,3=0,1,2,3

gAﬁu’\uﬁ =—-1 = QO,BUOUB + gwuluﬁ + 92,3712165 + ggﬁu?’uﬁ =-1
= goo(u")? + 2g01u’ut + 2goou’u® + 2g03u’u® + g1 (u')? + 2g10utu? + 2g13utu’

422 (u?)? + 2g93uPu® + g3z (u®)? = —1
or go1 = go2 = Yoz = g12 = g13 = 0 on obtient alors :
900(“0)2 + 911(U1)2 + 922(U2)2 + 2g23u2u3 + 933(u3)2 =1
d’apreés la remarque 3.3.1, on a u? = u® = 0 et par suite ,

goo(u®)? + g (u')? = -1 = —a® V(W) + 2 (y)? = -1

= au’)? - (u')? = e 20=7)
Théoreme 3.3.1. On a le résultat suivant :
VaS* =0 ,Va,3=0,1,2,3 (3.26)
ou S est le tenseur d’Einstein obtenu au chapitre 2

Preuve . cff/]

Remarque 3.3.2. Puisque S*° = KT, I’équation (3.26) est équivalente a :
VT =0 Va,5=0,1,2,3 (3.27)
I’équation (3.27) traduit la conservation du tenseur impulsion énergie lié au fluide .

Lemme 3.3.2. Pourtout \, 3 =0,1,2,3, ona (V u®)ug =0 .
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Preuve . u étant unitaire, on a : gozu®u’ = —1 Vo, 3, alors :

VA(gaguauﬁ) =0V\N = VA(gaﬁ)uauB + gagv,\(ua)uﬁ + ga,guo‘VA(uﬁ) =0
= gaBVA(uo‘)uB + VA(uﬁ)m =0
= VA(UQ)QQQUB + V)\<uﬂ)u§ =0

= Va(u)ua + Va(u?)us = 0.

En particulier, on prend o = (3 et on obtient, 2V (v’ )ug = 0 d’oit, Vy(u”)ug = 0.

Proposition 3.3.1. La relation de conservation (3.27) se réduit a I’équation :
(Vop)u® + (Vip)u' + (1 + k) p(Vou® + Viu') = 0 (3.28)

Preuve . D’apres (3.27), ona : V7% =0Va,3=0,1,2,3. Etd’apres (3.1),
T = (p+ p)uu? +pg®® ;a, 5 =0,1,2,3 avec p = k?p. On a alors,
7% = (14 k?)puv® + (K*p)g™ s, 8 =10,1,2,3.

VT =0 <= V,[(1+k)puu’ + (K*p)g™] =0
= 1+ ) (Vap)ue” + (14 k) p(Vau)u” + (14 k%) pu®(Vor”) + k*(Vap) g™

+k2p(Vag™) =0
puisque V og*® = 0, on a alors :
(1 + k2 (Vap)u®u® 4+ (1 + k) p(Vau)u® + (14 ) pu®(Vorl) + (Vap)g™ =0
En multipliant I’équation ci-dessus par ug, on obtient I’équation suivante :
(1 + k%) (Vap)u®uPus + (1 4+ k) p(Vau*)u’ug + (1 + k2) pu®(VauYus + (Vap)g*Pus = 0;
Puisque uﬁuB =—1lo0na:
—(Vap)u® — (1 +kHp(Vau®) + (1 + k) pu®(Vau’us = 0.
Et d’aprés le lemme (3.3.2), (Vauﬁ)ug = 0, on obtient
(Vap)u® + (1 4+ k) p(V,u®) = 0.

2

Puisque u* = u = 0, on obtient :

(Vop)u® + (Vip)ur + (1 + k*)p(Vou’ + Viu') = 0.
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Remarque 3.3.3. Les équations (3.25) et (3.28) sont appelées les équations d’Euler.

Remarque 3.3.4. Les équations (3.19),(3.20), (3.21), (3.22), (3.23), (3.24),(3.25) et (3.28) forment
un systeme de 8 équations a 7 inconnues o, 1,7, A, p, ug, uy appelé systeme complet d’Einstein-Euler en
symétrie cylindrique. C’est un systeme d’équations aux dérivées partielles non linéaires du premier et du
second ordre dont les 7 inconnues sont toutes des fonctions réelles des variables réelles t et r. Compte
tenu du fait que le nombre d’équations est supérieur au nombre d’inconnues, certaines équations peuvent

étre considérées comme des équations de contraintes et d’autres comme des équations d’évolution.

Remarque 3.3.5. L’existence des solutions du systéme d’Einstein-Euler requiert la présence de don-
nées initiales. En tenant compte de la singularité a t = 0, ces données initiales sont prescrites a
t =ty > 0par:

n(to, ) = no(r), Om(to,r) =m(r), alte,r) = ao(r), v(te,r) =0(r), dy(to,r) = 11(r),

Alto,r) = Ao(r), 9 A(to,r) = A(r), p(to,r) = po(r), Oiplte,r) = p1(r), Owrlto,r) = an(r),
u(to, ) = uo(r), Owu(te,r) = uy(r).

1l est alors question d’étudier I’ existence locale et globale dans le temps du probleme de Cauchy pour le

systeme d’Einstein-Euler en symétrie cylindrique, c’est un probléme qui demeure ouvert jusqu’a présent.

3.4 Les équations d’Euler, cas homogene

Ici, toutes les fonctions ne dépendent que du temps (de la variable ¢), et dans ce cas, les équations

d’Euler deviennent :

(Vaul)? = (u')? = 207 (3:29)

(Vop)u® + (1 + k*)pVou" =0 (3.30)

Proposition 3.4.1. Pour des données initiales prescrites at = ty > 0 par u®(to) = cq et p(to) = po,

ona:

1 1
552 2 1+k2 t _ t 1+k2 2 72(7](077(1‘/))
uo(t) = ¢ ( Po ) + et (U1<t))2 — CO(pO) a( ) (IO< )2 ) €

p(t) 2

Preuve . L'équation (Vop)u® + (1 + k2)pVou® = 0 entraine 2& + —L+ x %2 — () ¢’est-a-dire

u0 1+k2 P
1 1
Oy (Inu® + 1152) = 0. Donc Inu® + 1252 =c,ceR

Ainsi,

Wt)=——— | BeR:..
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1
Or u°(ty) = ¢y et p(ty) = po; donc —E— = ¢y c’est-a-dire B = co(py) 1+¥° de sorte que
(po) K2

WO(t) = co (%Y

En remplagant u° par sa valeur dans I’équation (\/au®)? — (u')? = e=2=7), on obtient

2

(u')? = Alp) T a(t) — (p(t) )P 2000 T
p(t)
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& Intérét Pédagogique &

Dans le cadre de la rédaction du mémoire de D.I.PE.S II, 1l nous a ét€ demandé de donner 1’in-
térét pédagogique de notre travail : rappelons que le theme soumis a notre étude s’intitule Equations
d’Einstein fluide parfait et constante cosmologique en symétrie cylindrique. C’est un sujet qui a su
contribuer a notre formation au métier d’enseignant.

& Ce travail nous a permis de développer notre culture et nos connaissances scientifiques. En effet,
un bon enseignant doit €tre cultivé afin de captiver I’attention de ses éleves, d’étayer son cours par
des exemples pratiques.

& Ce travail nous a permis de nous exercer sur la résolution d’équations différentielles ordinaires a
coefficients constants.

& La rédaction de ce travail nous a permis de nous familiariser avec le logiciel de programmation
Latex qui fait une trés bonne mise en page et s’avere donc tres utile pour la rédaction des épreuves
d’évaluation, des fiches de travaux dirigés ainsi que des notes de cours.

& Nous avons appris a rédiger des documents scientifiques. Nous serons appelés au lycée a produire
des fascicules ainsi que des notes de cours qui pourront étre lues et appréciées partout.

& Nous avons également appris a rassembler des ressources, les organiser et a pouvoir juger de
la pertinence d’une ressource par rapport a une autre. En effet, au lycée nous serons appelés a
préparer des cours, pour cela il nous faudra des ressources telles que : le livre au programme, des
livres hors programme, les anciens cours et des documents trouvés sur le net. Nous devrions donc

étre capables de synthétiser toutes ces ressources afin de produire un cours de qualité.
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& Conclusion &

En somme, nous pouvons dire que les équations d’Einstein fluide parfait avec constante cosmolo-
gique en symétrie cylindrique se réduisent sous I’effet de la symétrie, de quelques changements de va-
riables et sous certaines hypotheses en un systeme de huit équations a sept inconnues. Pour parvenir a un
tel résultat, nous avons dii dans un premier temps donner quelques notions préliminaires sur la topologie,
sur la géométrie différentielle et sur la géométrie lorentzienne ; nous avons ensuite effectué divers calculs
tensoriels qui nous ont conduit a 1I’obtention des composantes du tenseur d’Einstein avec constante cos-
mologique et pour finir, nous avons apres avoir calculé les composantes du tenseur impulsion-énergie p
établir les équations que nous avons par la suite simplifiées a 1’aide de changements de variables. Notons
que les équations d’Einstein sont tres souvent difficiles a résoudre (c’est-a-dire sans faire des approxi-
mations) et que 1’étude des solutions exactes de ces équations est I’une des activités de la cosmologie,
étude qui a mené 2 la prédiction de 1’existence de trous noirs ' et aux divers modeles de I’évolution de

I’univers.

1. Régions de I’espace tellements denses qu’aucun rayonnement n’en sort[&]
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