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♣ Résumé ♣

Les équations d’Einstein constituent le fondement mathématique de la théorie de la relativité gé-

nérale. Ce sont des équations aux dérivées partielles non linéaires du premier et du second ordre qui

décrivent la manière dont la matière et l’énergie modifient la géométrie de l’espace-temps. Dans le

présent mémoire, nous écrivons les équations d’Einstein fluide parfait avec constante cosmologique en

symétrie cylindrique. Nous obtenons ainsi un système de huit équations à sept inconnues.

Mots clés : Relativité générale, équations d’Einstein, fluide parfait, symétrie cylindrique, constante

cosmologique.
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♣ Abstract ♣

Einstein’s equations form the mathematical foundation of the theory of general relativity. They are

first and second order nonlinear partial differential equations that describe how matter and energy

modify the geometry of space-time. In this long essay, we write perfect Einstein Fluid equations with

cosmological constant in cylindrical symmetry. Thus, we obtain a system of eight equations to seven

unknown.

Keys words : General Relativity, Einstein equations, Perfect fluid, cylindrical symmetry, cosmologi-

cal constant.
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♣ Introduction ♣

Le 25 novembre 1915, Albert Einstein soumet pour la première fois ses travaux sur la relativité

générale à l’Académie Royale des sciences de Prusse [8]. Parmi les travaux en question figuraient pour

la toute première fois ses célèbres équations. Encore appelées équations du champ d’Einstein([8]), les

équations d’Einstein sont des équations aux dérivées partielles non linéaires du premier et du second

ordre qui décrivent la manière dont la matière et l’énergie modifient la géométrie de l’espace-temps. Dès

lors, ces équations rompent avec la définition traditionnelle de la gravitation selon Newton. En effet, avec

ces équations la gravité n’est plus une force qui s’exerce entre deux corps mais elle se manifeste à travers

la courbure de l’espace-temps et cette courbure s’interprète comme le champ gravitationnel de la source

qui en est à l’origine. Les équations d’Einstein prennent en général la forme :[1]

Rαβ −
1

2
Rgαβ + Λgαβ =

8πG

c4
Tαβ avec α, β ∈ {0, 1, 2, 3}. (1)

À gauche de (1), se trouvent les termes relatifs à la géométrie de l’espace-temps ce sont : le tenseur

de Ricci (Rαβ), la courbure scalaire R, le tenseur métrique (gαβ) et la constante cosmologique Λ. À

droite de (1), se trouvent les termes relatifs au contenu énergie-matière de l’espace-temps, ce sont : la

constante gravitationnelleG, la célérité de la lumière dans le vide c et le tenseur énergie-impulsion (Tαβ)

(dont l’expression dépend du choix de la matière). Lorsque la matière considérée est un fluide parfait 1,

le tenseur énergie-impulsion prend une forme particulière caractéristique d’un tel milieu, les équations

d’Einstein sont alors couplées aux équations d’Euler et le système Einstein-Euler est ainsi obtenu.

La constante cosmologique est un paramètre rajouté par Einstein dans ses équations dans le but de

caractériser un univers statique 2, mais cette dernière fût finalement abandonnée et ce pour deux raisons :

tout d’abord parceque l’univers statique décrit par cette théorie était instable et ensuite parceque les

observations des galaxies distantes par Hubble 3 des années plus tard confirmèrent que notre univers

n’est pas statique mais plutôt en expansion[8]. Bien que la motivation d’Einstein pour l’introduction

1. En mécanique des fluides, un fluide est dit parfait lorsqu’il est possible de décrire son mouvement sans prendre en

compte les effets de viscosité et de conductivité thermique.[9]
2. Univers qui n’est ni en expansion ni en contraction[8]
3. C’est un télescope spatial qui tient son nom de l’astronome américain Edwin Hubble.[8]
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de cette constante ait été érronée, sa présence dans les équations n’est pas inconsistante, en effet les

progrès réalisés en cosmologie 4 ont montrés que l’expansion de l’univers interprêté en termes de masse

et d’énergie pouvait être attribué à 68% à une «énergie sombre 5» dont l’effet est celui de la constante

cosmologique[8].

Le présent mémoire est subdivisé en trois chapitres. Dans le chapitre un, nous donnons quelques

notions préliminaires de topologie, de géométrie différentielle et lorentzienne qui nous seront utiles.

Dans le chapitre deux, nous effectuons divers calculs tensoriels qui aboutiront à l’obtention des membres

de gauche des équations d’Einstein, afin de réduire la complexité de ces calculs, nous les effectuons dans

le système de coordonnées cylindrique. Dans le troisième et dernier chapitre, nous établissons le système

complet d’Einstein-Euler en symétrie cylindrique, nous posons le problème de Cauchy correspondant,

et nous terminons par l’étude des équations d’Euler dans le cas homogène.

4. Science des lois physiques de l’univers, de sa formation[8]
5. c’est une forme d’énergie hypothétique emplissant uniformément tout l’univers et dotée d’une pression négative qui la

fait se comporter comme une force gravitationnelle répulsive.[8]

D.I.P.E.S II 2018-2019 2 c©



? ? CHAPITRE UN ? ?

PRÉLIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous faisons des rappels de topologie et de calcul différentiel puis, nous présentons

quelques notions sur la géométrie différentielle et sur la géométrie lorentzienne indispensables à notre

projet.

1.1 Rappels de topologie générale et calcul différentiel

Définition 1.1.1. ( Topologie sur un ensemble )

Soit E un ensemble, P(E) l’ensemble des parties de E.

Une topologie sur E, est une partie O de P(E) qui vérifie les propriétés suivantes :

i) ∅ ∈ O, E ∈ O.

ii) ∀A,B ∈ O, A ∩B ∈ O.

iii) Si (Oi)i∈I est une famille quelconque d’éléments de O, alors
⋃
i∈I
Oi ∈ O.

Définition 1.1.2. ( Espace topologique )

Un espace topologique est un couple (E,O), où E est un ensemble et O une topologie sur E.

- Les éléments de O sont appelés les ouverts de E pour la topologie O.

- Les éléments de E sont des points.

- Un fermé de E est le complémentaire ( dans E ) d’un ouvert de E.

Notation 1.1.1.

S’il n’y a pas de risque de confusion, on notera E pour désigner l’espace topologique (E,O) .

Définition 1.1.3. ( Voisinage d’un point )

Un voisinage d’un point x de E, est un sous-ensemble de E qui contient un ouvert contenant x.

Définition 1.1.4. (Espace topologique séparé)

Un espace topolgique E est dit séparé ( au sens de Hausdorff ), lorsque deux points distincts de E

admettent des voisinages disjoints.
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1.1. Rappels de topologie générale et calcul différentiel

Soient X et Y deux espaces topologiques.

Définition 1.1.5. ( Continuité )

Une application f : X −→ Y est continue en un point x de X , si pour tout voisinage V de f(x), il

existe un voisinage U de x tel que f(U) ⊂ V .

L’application est dite continue sur X si elle est continue en tout point de X .

Définition 1.1.6. ( Homéomorphisme )

Une application f : X −→ Y est un homéomorphisme lorsque :

- f est bijective.

- f et f−1 sont continues.

Définition 1.1.7. ( Espace normé )

On appelle espace normé, la donnée d’un couple (E, ||.||), où E est un espace vectoriel sur le corps

K = R ou C , et ||.|| une application de E dans R+ vérifiant :

i) ||x|| = 0⇔ x = 0E

ii) ∀λ ∈ K, x ∈ E, ||λx|| = |λ|||x||

iii) ∀x, y ∈ E, ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||

Remarque 1.1.1.

- Lorsque qu’une application de E dans R+ satisfait les conditions (i), (ii) et (iii) de la définition

précédente, on dit qu’elle est une norme sur E.

- Un espace vectoriel normé est un espace topologique pour la topologie induite par la norme associée.

Définition 1.1.8. ( Application différentiable )

Soient (E, ||.||E) et (F, ||.||F ) deux espaces vectoriels normés, U un ouvert de E , V un ouvert de F .

Soit a ∈ U .

Une application f : U −→ V est dite différentiable en a, s’il existe une application linéaire L de E dans

F telle que :

f(a+ h) = f(a) + L(h) + ||h||E ε(h), avec ε(h) −→ 0
h−→0E

- On note L = df(a), la différentielle de f en a.

- f est dite différentiable sur U , si f est différentiable en tout point de U .

- On note df la différentielle de f sur U .

- Si df est continue sur U , on dit que f est une-fois continûment différentiable ou de classe C1.

- De manière récurrente, on a : ∀k ≥ 1, dkf = d(dk−1f)

- Et on dira que f est de classe Ck, si dkf existe et est continue.
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1.2. Quelques notions de géométrie différentielle

Définition 1.1.9. ( Ck−difféomorphisme )

Soient k ∈ N, E et F deux espaces vectoriels normés, U un ouvert de E et V un ouvert de F .

Une application f : U −→ V est un Ck−difféomorphisme lorsque :

i) f est bijective.

ii) f est de classe Ck

iii) f−1 est de classe Ck

1.2 Quelques notions de géométrie différentielle

Définition 1.2.1. ( Cartes locales )[7]

Soit E un espace topologique.

On appelle carte locale de dimension n sur E, la donnée d’un couple (U, φ) tel que :

i) U est un ouvert de E.

ii) L’application φ : U −→ φ(U) ⊂ Rn est un homéomorphisme.

Deux cartes (U, φ) et (V, ψ) sur un espace topologiqueE telles que U∩V 6= ∅, sont ditesCk−compatibles

(k ∈ Z), lorsque l’application ( de transition ) :

ψ ◦ φ−1 : φ(U ∩ V ) −→ ψ(U ∩ V )

est un Ck-difféomorphisme.

Définition 1.2.2. ( Atlas )[7]

Soit E un espace topologique séparé.

Un atlas de dimension n ∈ N∗, de classe Ck (k ∈ N) sur E est la donnée d’une famille (Ui, φi)i∈I

vérifiant :

i) ∀i ∈ I, (Ui, φi) est une carte de dimension n sur E.

ii) ∀i, j ∈ I tels que : Ui ∩ Uj 6= ∅, (Ui, φi) et (Uj, φj) sont Ck-compatibles.

iii) E =
⋃
i∈I
Ui

Définition 1.2.3. ( Carte compatible avec un atlas )[7]

Une carte (U, φ) est compatible avec l’atlas ((Ui, φi))i∈I si la réunion ((U, φ) ∪ ((Ui, φi))i∈I) est

encore un atlas (autrement dit si elle est une carte de l’atlas ).

Définition 1.2.4. ( Atlas maximal)[7]

L’atlas maximal Ā associé à un atlas A, est un atlas se composant de toutes les cartes compatibles

avec A.
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1.2. Quelques notions de géométrie différentielle

Définition 1.2.5. ( Variété différentiable ) [7]

Une variété différentiable de classe Cq et de dimension n, est un couple formé d’un espace topolo-

gique séparé et d’un atlas maximal de classe Cq, dans lequel toutes les cartes sont de dimension n.

Définition 1.2.6. ( Arc de courbe )[7]

Soit V un variété différentiable, x un point de V et I un intervalle ouvert de R contenant 0.

Un arc de courbe ( différentiable ) passant par x dans V , est une application différentiable :

C : I −→ V

t 7−→ C(t)

telle que C(0) = x.

Γ = C(I) ⊂ V est un arc paramétré de V , et le couple (I, C) est la paramétrisation de la courbe Γ.

Définition 1.2.7. ( Courbes tangentes )[7]

Deux arcs de courbes C1 et C2 passant par un point x dans une variété différentiable V sont dites

tangentes, si pour toute carte (U, φ) de V , on a :

 C1(0) = C2(0) = x

d(φ◦C1)
dt

(t)|t=0 = d(φ◦C2)
dt

(t)|t=0

Par la suite, l’on définit la relationR sur l’ensemble des courbes passant par x par :

C1RC2 ⇔ C1 et C2 sont tangents en x

Proposition 1.2.1. [7]

La relation R définie ci-dessus, est une relation d’équivalence sur l’ensemble des arcs de courbes

passant par x.

Preuve .

Soient C1, C2 et C3 des arcs de courbes passants par x, dans V .

i) On a : C1RC1, doncR est reflexive.

ii)

C1RC2 ⇒

 C1(0) = C2(0) = x

d(φ◦C1)
dt

(t)|t=0 = d(φ◦C2)
dt

(t)|t=0

⇒

 C1(0) = C2(0) = x

d(φ◦C1)
dt

(t)|t=0 = d(φ◦C2)
dt

(t)|t=0

⇒ C2RC1.
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1.2. Quelques notions de géométrie différentielle

DoncR est symétrique.

iii)

C1RC2 et C1RC2 ⇒

 C1(0) = C2(0) = x

d(φ◦C1)
dt

(t)|t=0 = d(φ◦C2)
dt

(t)|t=0

et

 C2(0) = C3(0) = x

d(φ◦C2)
dt

(t)|t=0 = d(φ◦C3)
dt

(t)|t=0

⇒

 C1(0) = C2(0) = C3(0) = x

d(φ◦C1)
dt

(t)|t=0 = d(φ◦C2)
dt

(t)|t=0 = d(φ◦C3)
dt

(t)|t=0

⇒

 C1(0) = C3(0) = x

d(φ◦C1)
dt

(t)|t=0 = d(φ◦C3)
dt

(t)|t=0

⇒ C1RC3.

DoncR est transitive.

Une classe d’équivalence suivant la relationR est définie par :

[C]x : C∞(V ) −→ R

g 7−→ [C]x(g) = d
dt

(g ◦ C)(t)|t=0

Définition 1.2.8. ( Vecteur tangent, Espace tangent )[7]

Soit V une variété différentiable de dimension n, et x ∈ V .

Un vecteur tangent à V en x, est une classe d’équivalence pour la relationR définie ci-dessus.

L’espace tangent à V en x, est l’ensemble des vecteurs tangents à V en x.

On le note TxV ( c’est un espace vectoriel de dimension n ).

Définition 1.2.9. ( Fibré tangent )

Soit V une variété différentiable de dimension n.

TV =
⋃
x∈V

TxV est une variété différentiable de dimension 2n appelée fibré tangent à V .

Définition 1.2.10. ( Champ de vecteurs )[7]

Soit V une variété différentiable.

Un champ de vecteurs sur V est une application

X : V −→ TV

x 7−→ X(x) = Xx ∈ TxV
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1.2. Quelques notions de géométrie différentielle

telle que : Π ◦X : V −→ V soit l’application identité ( Π étant la projection canonique ).

Un champ de vecteurs est dit différentiable si l’application qui le définit est une application C∞.

Notation 1.2.1.

On désigne par X (V ) l’ensemble des champs de vecteurs sur V .

Définition 1.2.11. ( Dérivation )[7]

Soit V une variété différentiable. Un champ de vecteurs X de V définit une dérivation sur C∞(V )

par :

X : C∞(V ) −→ C∞(V )

g 7−→ X(g) = Xg

où Xg(x) = X(g)(x) = Xx(g), vérifiant :

i) ∀a, b ∈ R, ∀g, h ∈ C∞(V ), X(ag + bh) = aXg + bXh.

ii) ∀g, h ∈ C∞(V ), X(gh) = gXh + hXg.

Définition 1.2.12. ( Produit de deux champs de vecteurs )[7]

Soit V une variété différentiable.

Le produit de deux champs de vecteurs X et Y est défini par :

XY (g) = X(Yg),∀g ∈ C∞(V )

Proposition 1.2.2.

Le produit de deux champs de vecteurs ne définit pas une dérivation.

Preuve .

Soient X et Y deux champs de vecteurs. Pour tout g, h ∈ C∞, on a :

XY (gh) = X(Y (gh))

= X(gYh + hYg)

= gX(Yh) + YhXg + hX(Yg) + YgXh

Mais, g(XY )h + h(XY )g = gX(Yh) + hX(Yg)

Il vient que : XY (gh) 6= g(XY )h + h(XY )g

Définition 1.2.13. ( Crochet de Lie )[7]

Soit V une variété différentiable. On appelle crochet de Lie de deux champs de vecteurs X et Y , le

champ de vecteurs noté [X, Y ] et donné par :

[X, Y ] = XY − Y X.
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1.2. Quelques notions de géométrie différentielle

Définition 1.2.14. ( Dérivée de Lie )[7]

La dérivée de Lie d’un champ de vecteurs Y par rapport à un autre champ de vecteurs X , est le

champ de vecteurs noté LX(Y ) donné par :

LX(Y ) = [X, Y ]

Définition 1.2.15. ( Applications n-linéaires )

Soient n un entier naturel non nul, E1, ..., En et F des espaces vectoriels sur le corps K = R ou C.

Une application f : E1 × ... × En −→ F est dite n-linéaire, si elle est linéaire par rapport à chacune

de ses n-variables.

- Lorsque F = K, l’on dit que f est une forme linéaire sur E1 × ..× En.

- Lorsque E1 = E2 = ... = En = E et F = K, on dit que f est une forme n-linéaire sur E.

Définition 1.2.16. ( Tenseur élémentaire )

Soient E et F deux K-espaces vectoriels ( K = R ou C ), x ∈ E et y ∈ F . On appelle tenseur

élémentaire, l’application :

x⊗ y : E∗ × F ∗ −→ K

(α, β) 7−→ α(x).β(y)

où "." désigne le produit scalaire, et, E∗ ( respectivement F ∗) le dual algébrique de l’espace E ( respec-

tivement F ).

Définition 1.2.17. ( Produit tensoriel )

Soient E et F deux K-espaces vectoriels ( K = R ou C). On appelle produit tensoriel de E par F

noté E ⊗ F l’ensemble des combinaisons linéaires finies de tenseurs élémentaires.

Dans ce qui suit, V désigne une variété différentiable de dimension n.

Définition 1.2.18. ( Tenseur covariant )

Un tenseur de type (p, 0) ou p-fois covariant au point x ∈ V , est une forme p-linéaire définie sur

(TxV )p.

On désigne par :
⊗p T ∗xV ≡ T 0

x,p l’espace des formes p-linéaires sur TxV .

Définition 1.2.19. ( Tenseur contravariant )

Un tenseur de type (0, q) ou q-fois contravariant au point x ∈ V , est une forme q-linéaire définie sur

(T ∗xV )q.

On désigne par :
⊗q TxV ≡ T qx,0 l’espace des formes q-linéaires sur T ∗xV .
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1.3. Quelques notions de géométrie lorentzienne

Définition 1.2.20. ( Tenseur mixte )

Un tenseur mixte de type (p, q) est un tenseur p−fois covariant et q−fois contravariant au point

x ∈ V est une forme (p+ q)−linéaire définie sur (TxV )p × (T ∗xV )q.

On désigne par T qx,p l’ensemble des tenseurs de type (p, q) au point x.

Définition 1.2.21. ( Fibré tensoriel )

On appelle fibré tensoriel, la variété différentiable T qpV définie par :

T qpV =
⋃
x∈V

({x} × T qx,p)

Définition 1.2.22. ( Champ de tenseurs )

Un champ de tenseurs de type (p, q) sur V , est une appplication :

T : V −→ T qpV

x 7−→ T (x) = (x, tx)

avec tx ∈ T qx,p.

1.3 Quelques notions de géométrie lorentzienne

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K et B = {e1, e2, ..., en} une base de

E. Soit x ∈ E, alors x =
n∑
i=1

xiei ; xi ∈ K.

Un indice tel que i sur lequel on effectue la somme est appelé indice muet. La convention de sommation

d’Einstein consiste à supprimer le symbole
∑

et d’indiquer l’indice muet en haut et en bas. Ainsi

x = xiei i = 1, 2, ..., n.

Dans toute la suite, V4 désigne une variété différentiable de dimension 4, le corps de base considéré

est R et l’on adopte la convention de sommation d’Einstein où les indices grecs α, β, γ, ... vont de 0 à

3.

1.3.1 Variété lorentzienne

Définition 1.3.1. (Variété lorentzienne)[7]

Une variété lorentzienne ou hyperbolique est la donnée d’un couple (V4, g) où g un champ de tenseur

2−fois covariant de classe C∞ sur V4 tel que ∀x ∈ V4, g induit sur TxV4 une forme bilinéaire non

dégénérée gx : TxV4 × TxV4 −→ R de signature (+,−,−,−) ou (−,+,+,+). g est appelé tenseur

métrique.
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1.3. Quelques notions de géométrie lorentzienne

Remarque 1.3.1. 1. Dans la définition précédente, le dernier point signifie que la forme quadra-

tique associée à g admet une décomposition en un carré positif et trois carrés négatifs (ou en un

carré négatif et trois carrés positifs).

2. Dans le système de coordonnées naturel eα de V4, g s’écrit en coordonnées locales par g =

gαβdx
αdxβ où gαβ = g(eα, eβ). g est alors vue comme une matrice carrée symétrique d’ordre 4

dont les composantes sont les gαβ . On note alors g = (gαβ). La matrice g est inversible et son

inverse est noté (gαβ). On a : gαλgλβ = δαβ (tenseur de Kronecker).

Définition 1.3.2. (Repère orthonormé)

Le repère (eα) est dit orthonormé dans (V4, g) si g s’écrit : g = ds2 = (dx0)2 −
3∑
i=1

(dxi)2 en

signature (+,−,−,−) ou ds2 = g = −(dx0)2 +
3∑
i=1

(dxi)2 en signature (−,+,+,+).

Un élement x ∈ V4 est représenté par x = (x0, xi) avec x0 = t appelée coordonnée temporelle et

xi coordonnée d’espace. Ainsi, pour tout système de coordonnées locales (xα) dans V4, x0 représente le

temps t et xi l’espace. Cette représentation est dûe à Minkowski dans les années 1908. Cf [?].

Définition 1.3.3. (Espace-temps) [7]

Un espace-temps est la donnée d’un couple (V4, g) avec (V4, g) variété lorentzienne.

Exemple 1.3.1. 1. (R4, η) est l’espace-temps de Minkowski où la métrique η dite métrique de Min-

kowski est définie par : η = −(dt)2 +
3∑
i=1

(dxi)2 avec η00 = −1,

ηij = δij =

 1 si i = j

0 si i 6= j
ou η = (dt)2 −

3∑
i=1

(dxi)2 (suivant la signature de η).

2. (R × S3, g) est l’espace-temps de Sitter. S3 désigne la sphère unité de R4, la métrique g s’écrit :

g = dt2 − a2ch2( t
a
)[dα2 + sin2α(dθ2 + sin2θdϕ2)].

t ∈ R, α ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

g est de signature (+,−,−,−) avec g00 = 1, g11 = −a2ch2( t
a
), g22 = −a2ch2( t

a
)sin2α, g33 =

−a2ch2( t
a
)sin2αsin2θ et les autres coefficients sont nuls.

Un élément u de TxV4 est encore appelé vecteur contravariant et ses composantes dans une base

(eα) de TxV4 sont notées (uα), c’est-à-dire u = uαeα. Un élément u∗ de T ∗xV4 est encore appelé vecteur

covariant et ses composantes dans la base duale (θα) de (eα) sont notées (u∗α), c’est-à-dire u∗ = u∗αθ
α.

On sait que g ≡ gx : TxV4 × TxV4 −→ R est une forme bilinéaire symétrique, donc ∀u ∈ TxV4, u fixé,

l’application v 7−→ g(u, v) est une forme linéaire sur TxV4, donc u∗ = g(u, .) ∈ T ∗xV4.
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1.3. Quelques notions de géométrie lorentzienne

On a : u∗ = u∗αθ
α où u∗α = u∗(eα). D’où

u∗α = u∗(eα) = g(u, eα) = g(uβeβ, eα) = uβg(eα, eβ) = gαβu
β.

Par analogie, avec l’inverse gαβ qui est une forme bilinéaire symétrique sur T ∗xV4, on associe à tout

vecteur covariant u∗ ∈ T ∗xV4 un vecteur contravariant par uβ = gαβu∗α. Ainsi g permet d’associer cano-

niquement à tout vecteur contravariant u un vecteur covariant u∗ et réciproquement. Par la suite, u sera

identifié à u∗ et on parlera de u tout simplement et de ses composantes covariantes uα et contravariantes

uβ liées par les relations :

uα = gαβu
β et uα = gαβuβ .

La généralisation de ce résultat aux tenseurs d’ordre p quelconques est immédiate car un tenseur est une

combinaison de tenseurs élémentaires de la forme x1 ⊗ x2 ⊗ ... ⊗ xp. Ainsi, on a : Tαβ = gαγgβµT
γµ,

Tαβ = gαγgβµTγµ, Tαβ = gαµTµβ , Tαβ = gβµT
µα.

1.3.2 Connexion linéaire

Définition 1.3.4. (Connexion linéaire)[2]

Une connexion linéaire sur V4 est une application ∇ : X (V4) × X (V4) −→ X (V4) telle que pour

tous X,X ′, Y, Y ′ ∈ X (V4) et f, g ∈ C∞(V4) on ait :

1) ∇fX+gX′(Y ) = f∇X(Y ) + g∇X′(Y )

2) ∇X(Y + Y ′) = ∇X(Y ) + g∇X(Y ′)

3) ∇X(fY ) = f∇X(Y ) +X(f)Y

on dit que∇XY est la dérivée covariante de Y en direction de X.

Définition 1.3.5. [2] Soit (U, φ) une carte sur V4 et {xα} les coordonnées associées pour lesquelles on

note : ∂α =
∂

∂xα
. Les symboles de Christoffel d’une connexion ∇ relativement aux coordonnées {xα}

sont les 64 fonctions Γλαβ ∈ C∞(V4) définies par :

∇∂β∂α =
3∑

λ=0

Γλαβ∂λ

Lemme 1.3.1. Localement, les symboles de Christoffel déterminent entièrement la connexion ∇. Plus

précisément , pour X = Xα ∂

∂xα
= Xα∂α et Y = Y β ∂

∂xβ
= Y β∂β on a :

∇XY = (XY λ +XαY βΓλαβ)∂λ
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1.3. Quelques notions de géométrie lorentzienne

Preuve . On developpe l’expression ,

∇XY = ∇X(Y β∂β)

= Y β∇X∂β +X(Y β)∂β

= Y βXα∇∂α∂β +X(Y β)∂β

= Y βXαΓλαβ∂λ +X(Y λ)∂λ

= (Y βXαΓλαβ +X(Y λ))∂λ

�

Définition 1.3.6. [2]

La torsion d’une connexion est le tenseur de type (2, 1) défini par :

T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ] ∀X, Y ∈ X (V4)

Remarque 1.3.2. − T (X, Y ) est un champ de vecteurs

− De la définition, il ressort que T (X, Y ) = −T (Y,X)

Lemme 1.3.2. (Expression locale de la torsion d’une connexion)

Si T est la torsion d’une connexion∇ , alors pour X = Xα∂α , Y = Y β∂β ∈ X (V4) on a :

T (X, Y ) = XαY β(Γλαβ − Γλβα)∂λ

Preuve . On a :

T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]

= Xα∂α(Y β)∂β +XαY β∇∂α∂β − Y β∂β(xα)∂α − Y βXα∇∂β∂α −Xα∂α(Y β)∂β + Y β∂β(xα)∂α

= XαY β(∇∂α∂β −∇∂β∂α)

= XαY β(Γλαβ − Γλβα)∂λ

�

Définition 1.3.7. [2] Soit T un tenseur de type (0, r) sur V4 . La dérivée covariante ∇T de T est le

tenseur de type (0, r + 1) défini par :

∇XT (Y1, . . . , Yr) = X(T (Y1, . . . , Yr))−
r∑
i=1

T (Y1, . . . ,∇XYi, . . . , Yr) ∀X ∈ X (V4)

pour un tenseur de type (p, q) on a :

∇αT
i1i2...iq
j1j2...jp

= ∂αT
i1i2...iq
j1j2...jp

+ Γi1αλT
λi2...iq
j1j2...jp

+ Γi2αλT
i1λ...iq
j1j2...jp

+ · · ·+ Γ
iq
αλT

i1i2...λ
j1j2...jp

− Γλαj1T
i1i2...iq
λj2...jp

− Γλαj2T
i1i2...iq
j1λ...jp

− · · · − ΓλαjpT
i1i2...iq
j1j2...λ
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1.3. Quelques notions de géométrie lorentzienne

Exemple 1.3.2. • Pour un tenseur de type (1, 1) ,

∇αT
λ
µ = ∂αT

λ
µ + ΓλαγT

γ
µ − ΓγαµT

λ
γ .

• Pour un tenseur de type (2, 2),

∇νT
αβ
λµ = ∂νT

αβ
λµ + ΓανσT

σβ
λµ + ΓβνσT

ασ
λµ − ΓσνλT

αβ
σµ − ΓσνµT

αβ
λσ .

• Pour un tenseur de type (0, 2),

∇αT
γβ = ∂αT

γβ + ΓγαλT
λβ + ΓβλαT

γλ.

Théorème et définition 1.3.1. (Connexion de Levi-Civita)[2]

Il existe sur V4 une connexion linéaire et une seule∇ telle que :

1. ∇ est sans torsion, c’est-à-dire T = 0,

2. ∇g = 0.

Une telle connexion est appelée connexion riemannienne ou connexion de Levi-Civita.

Proposition 1.3.1. Les symboles de Christoffel sont symétriques par rapport aux indices covariantes

c’est-à-dire :

Γλαβ = Γλβα

Preuve . Considérons la torsion T de la connexion de Levi-Civita, alors d’après le lemme (1.3.2) et

compte tenu du fait que T = 0 on a : XαY β(Γλαβ − Γλβα)∂λ = 0 ∀X, Y ∈ X (V4) d’où Γλαβ = Γλβα

�

1.3.3 Tenseur de Ricci

Propriété 1.3.1. (Identités de Ricci)[3]

∂µgαβ = gαλΓ
λ
βµ + gλβΓλαµ. (1.1)

la relation (1.1) est appelée identités de Ricci.

Proposition 1.3.2. Les symboles de Christoffel en coordonnées locales s’obtiennent du tenseur mé-

trique par :

Γλαβ =
1

2
gλµ(∂αgµβ + ∂βgαµ − ∂µgαβ). (1.2)
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1.3. Quelques notions de géométrie lorentzienne

Preuve . D’après les identités de Ricci, on a :

∂αgµβ = gµλΓ
λ
βα + gλβΓλµα

∂βgαµ = gαλΓ
λ
βµ + gµλΓ

λ
αβ

∂µgαβ = gαλΓ
λ
βµ + gλβΓλµα

D’où
gλµ∂αgµβ = Γλβα + gλµgλβΓλµα

= Γλαβ + δµβΓλµα

gλµ∂βgαµ = Γλαβ + gλµgαλΓ
λ
βµ

= Γλαβ + δµαΓλβµ

gλµ∂µgαβ = gλµgαλΓ
λ
βµ + gλµgλβΓλµα

= δµαΓλβµ + δµβΓλµα

Par suite,

gλµ(∂αgµβ + ∂βgαµ − ∂µgαβ) = Γλαβ + Γλαβ + δµβΓλµα + δµαΓλβµ − δµαΓλµβ − δ
µ
βΓλαµ

= 2Γλαβ

Ce qui donne alors le résultat (1.2).

�

Définition 1.3.8. (Tenseur de courbure)[3]

Le tenseur de courbure ou tenseur de RiemannRλ
µαβ associé à la connexion linéaire∇ est un tenseur

mixte de type (3, 1) sur V4 défini par :

Rλ
µαβ = ∂αΓλβµ − ∂βΓλµα + ΓλανΓ

ν
βµ − ΓλβνΓ

ν
µα. (1.3)

Proposition 1.3.3. Le tenseur de courbure Rλ
µαβ est antisymétrique par rapport aux deux dernières

indices covariantes ( α et β), c’est-à-dire

Rλ
µαβ = −Rλ

µβα.

Preuve . D’après (1.3), on a :

Rλ
µαβ = ∂αΓλβµ − ∂βΓλαµ + ΓλανΓ

ν
βµ − ΓλβνΓ

ν
αµ,

et

Rλ
µβα = ∂βΓλαµ − ∂αΓλβµ + ΓλβνΓ

ν
αµ − ΓλανΓ

ν
βµ.
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1.3. Quelques notions de géométrie lorentzienne

En utilisant la proposition (1.3.1), on a :

Rλ
µβα = −(∂αΓλβµ − ∂βΓλαµ + ΓλανΓ

ν
βµ − ΓλβνΓ

ν
αµ)

= −Rλ
µαβ.

�

Définition 1.3.9. (Tenseur de Ricci) [1]

Le tenseur de Ricci est le tenseur symétrique de composantes Rαβ = Rµ
αµβ obtenu par contraction

de l’indice supérieur et du deuxième indice inférieur du tenseur de courbure.

Son expression en fonction des coefficients de Christoffel est :

Rαβ = ∂µΓµβα − ∂βΓµµα + ΓrβαΓµµr − ΓrµαΓµβr. (1.4)

Définition 1.3.10. (courbure riemannienne)[1]

La courbure riemannienne R de (V4, g) est le scalaire obtenu par contraction des deux indices du

tenseur de Ricci :

R = gαβRαβ. (1.5)
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? ? CHAPITRE DEUX ? ?

TENSEUR D’EINSTEIN AVEC

CONSTANTE COSMOLOGIQUE EN

SYMETRIE CYLINDRIQUE

La forme générale des équations d’Einstein est [1] :

Rλβ −
1

2
Rgλβ + Λgλβ =

8πG

c4
Tλβ (2.1)

où (Rλβ) est le tenseur de Ricci, (gλβ) le tenseur métrique, R la courbure scalaire, Λ la constante cos-

mologique, G la constante gravitationnelle, c la célérité de la lumière dans le vide et (Tλβ) le tenseur

impulsion-énergie. On pose

Sλβ = Rλβ −
1

2
Rgλβ + Λgλβ

l’équation précédente devient alors :

Sλβ =
8πG

c4
Tλβ (2.2)

(Sλβ) est le tenseur d’Einstein avec constante cosmologique, le but de ce chapitre est de déterminer les

composantes de ce tenseur. Pour celà, nous calculons de façon explicite les coefficients de la métrique,

les symboles de christoffel, le tenseur de Ricci et la courbure scalaire. Nous le faisons en coordonnées

cylindriques pour lesquelles la métrique prend la forme :

ds2 = −αe2(η−γ)dt2 + e2(η−γ)dr2 + e2γ(dz + Adθ)2 + r2e−2γdθ2

où α, η, γ et A sont des fonctions réelles qui dépendent de t et de r et qui sont périodiques par rapport à

r.(cf[3])

2.1 Identification des coefficients de la métrique

Le tenseur métrique g est un tenseur d’ordre 2 déterminant le produit scalaire de 2 vecteurs dans

l’espace , il permet alors de décrire la géométrie de l’espace-temps. Compte tenu du fait qu’en symétrie
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2.1. Identification des coefficients de la métrique

cylindrique l’espace-temps considéré est (t, r, z, θ) et que la forme quadratique associée à la métrique g

est ds2 = gαβdx
αdxβ avec α, β = 0, 1, 2, 3 nous aurons :

ds2 = g00dt
2 + g01dtdr + g02dtdz + g03dtdθ + g10drdt+ g11dr

2 + g12drdz + g13drdθ + g20dzdt

+g21dzdr + g22dz
2 + g23dzdθ + g30dθdt+ g31dθdr + g32dθdz + g33dθ

2

= −αe2(η−γ)dt2 + e2(η−γ)dr2 + e2γdz2 + Ae2γdzdθ + Ae2γdθdz + (A2e2γ + r2e−2γ)dθ2

Par identification on obtient alors :

g00 = −αe2(η−γ),

g11 = e2(η−γ),

g22 = e2γ,

g23 = Ae2γ,

g33 = A2e2γ + r2e−2γ

g01 = g02 = g03 = g10 = g12 = g13

= g20 = g21 = g30 = g31 = 0 (2.3)

La forme matricielle de la métrique g est alors :

g = (gλβ) =


−αe2(η−γ) 0 0 0

0 e2(η−γ) 0 0

0 0 e2γ Ae2γ

0 0 Ae2γ r2e−2γ + A2e2γ


Son déterminant est detg = −αr2e4(η−γ) 6= 0 ([3]), donc la matrice g est inversible ; son inverse g−1 est

alors donné par :[3]

g−1 = (gλβ) =


− e−2(η−γ)

α
0 0 0

0 e−2(η−γ) 0 0

0 0 e−2γ + A2e2γ

r2
−Ae2γ

r2

0 0 −Ae2γ

r2
e2γ

r2


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2.2. Symboles de Christoffel

Il s’ensuit que : les composantes non nulles de g−1 sont :

g00 = −e
2(η−γ)

α
,

g11 = e−2(η−γ),

g22 = e−2γ +
A2e2γ

r2
, (2.4)

g23 = −Ae
2γ

r2
,

g33 =
e2γ

r2
.

2.2 Symboles de Christoffel

Les symboles de Christoffel s’obtiennent à partir du tenseur métrique g grâce à l’expression (1.2).

On dénombre 64 symboles de Christoffel et pour des raisons de symétrie et de la forme de la métrique,

plusieurs d’entre eux sont nuls.

Proposition 2.2.1. Les symboles de Christoffel sont :

Γ0
00 =

1

2α
∂tα + ∂tη − ∂tγ,

Γ0
01 =

1

2α
∂rα + ∂rη − ∂rγ = Γ0

10,

Γ0
11 =

1

α
(∂tη − ∂tγ),

Γ0
22 =

∂tγ

α
e−2η+4γ,

Γ0
23 =

∂tA+ 2A∂tγ

2α
e−2η+4γ = Γ0

32,

Γ0
33 = −r

2∂tγ

α
e−2η +

A∂tA+ A2∂tγ

α
e−2η+4γ,

Γ1
00 =

1

2
∂rα + α(∂rη − ∂rγ),

Γ1
01 = ∂tη − ∂tγ = Γ1

10,

Γ1
11 = ∂rη − ∂rγ,

Γ1
22 = −∂rγe−2η+4γ,
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2.2. Symboles de Christoffel

Γ1
23 = −∂rA+ 2A∂rγ

2
e−2η+4γ = Γ1

32,

Γ1
33 = (r2∂rγ − r)e−2η − (A∂rA+ A2∂rγ)e−2η+4γ,

Γ2
02 = ∂tγ −

A∂tA

2r2
e4γ = Γ2

20,

Γ2
03 =

∂tA

2
+ 2A∂tγ −

A2∂tA

2r2
e4γ = Γ2

30,

Γ2
12 = ∂rγ −

A∂rA

2r2
e4γ = Γ2

21,

Γ2
13 =

∂rA

2
+ 2A∂rγ −

A

r
− A2∂rA

2r2
e4γ = Γ2

31,

Γ3
02 =

∂tA

2r2
e4γ = Γ3

20,

Γ3
03 = −∂tγ +

A∂tA

2r2
e4γ = Γ3

30,

Γ3
12 =

∂rA

2r2
e4γ = Γ3

21,

Γ3
13 = −∂rγ +

1

r
+
A∂rA

2r2
e4γ = Γ3

31.

Γ0
02 = Γ0

20 = Γ0
03 = Γ0

30 = Γ0
12 = Γ0

21

= Γ0
13 = Γ0

31 = Γ1
02 = Γ1

20 = Γ1
03 = Γ1

30

= Γ1
12 = Γ1

21 = Γ1
13 = Γ1

31 = Γ2
00 = Γ2

01

= Γ2
10 = Γ2

23 = Γ2
32 = Γ2

33 = Γ2
11 = Γ2

22

= Γ3
00 = Γ3

01 = Γ3
10 = Γ3

11 = Γ3
22 = Γ3

23

= Γ3
32 = Γ3

33

= 0

Preuve . Dans cette preuve, on utilisera les résultats de (2.3) et (2.4) et aussi le fait que ∂2gµλ =

∂3gµλ = 0, ∀µ, λ = 0, 1, 2, 3 car les fonctions A, η, γ, α ne dépendent pas de z et de θ.

On a :

Γ0
00 =

1

2
g0ν(∂0gν0 + ∂0g0ν − ∂νg00)

=
1

2
g00∂0g00

=
1

2

(
−e
−2(η−γ)

α

)
∂

∂t
(−αe2(η−γ))

=
1

2α
∂tα + ∂tη − ∂tγ.
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Γ0
01 =

1

2
g0ν(∂0gν1 + ∂1g0ν − ∂νg01)

=
1

2
g00(∂0g10 + ∂1g00 − ∂0g01)

=
1

2α
∂rα + ∂rη − ∂rγ.

Γ0
02 =

1

2
g0ν(∂0gν2 + ∂2g0ν − ∂νg02)

=
1

2
g00∂2g00

= 0

Γ0
03 =

1

2
g0ν(∂0gν3 + ∂3g0ν − ∂νg03)

=
1

2
g00∂3g00

= 0

Γ1
00 =

1

2
g1ν(∂0gν0 + ∂0g0ν − ∂νg00)

=
1

2
g11(∂0g01 + ∂0g01 − ∂1g00)

=
1

2
∂rα + α(∂rη − ∂rγ)

Γ1
01 =

1

2
g1ν(∂0gν1 + ∂1g0ν − ∂νg01)

=
1

2
g11(∂0g11 + ∂1g01 − ∂1g01)

= ∂tη − ∂tγ

Γ1
02 =

1

2
g1ν(∂0gν2 + ∂2g0ν − ∂νg02)

=
1

2
g11(∂0g21 + ∂2g01 − ∂1g02)

= 0

Γ1
03 =

1

2
g1ν(∂0gν3 + ∂3g0ν − ∂νg03)

=
1

2
g11(∂0g31 + ∂3g01 − ∂1g03)

= 0

Γ1
11 =

1

2
g1ν(∂1gν1 + ∂1g1ν − ∂νg11)

=
1

2
g11(∂1g11 + ∂1g11 − ∂1g11)

= ∂rη − ∂rγ
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Γ1
12 =

1

2
g11(∂1g21 + ∂2g11 − ∂1g12)

=
1

2
g11(∂2g11)

= 0

Γ1
13 =

1

2
g11(∂1g31 + ∂3g11 − ∂1g13)

= 0

Γ1
22 =

1

2
g11(∂2g21 + ∂2g21 − ∂1g22)

=
1

2
e−2(η−γ) ×−2∂re

2γ

= −∂rγe−2η+4γ

Γ1
23 =

1

2
g11(∂2g31 + ∂3g21 − ∂1g23)

= −1

2
(∂rA+ 2∂rγA)e−2η+4γ

Γ1
33 =

1

2
g11(∂3g31 + ∂3g31 − ∂1g33)

= (∂rγr
2 − r)e−2η − (A∂rA+ A2∂rγ)e−2η+4γ

Γ0
11 =

1

2
g00(∂1g10 + ∂1g10 − ∂0g11)

=
1

α
(∂t − ∂tγ)

Γ0
12 =

1

2
g00(∂1g20 + ∂2g10 − ∂0g12)

= 0

Γ0
13 =

1

2
g00(∂1g30 + ∂3g10 − ∂0g13)

= 0

Γ0
23 =

1

2
g00(∂2g30 + ∂3g20 − ∂0g23)

=
1

2α
(∂tA+ 2∂tγA)e−2η+4γ

Γ0
33 =

1

2
g00(∂3g30 + ∂3g30 − ∂0g33)

=
1

α
((A∂tA+ A2∂tγ)e−2η+4γ − r2∂tγe−2η)
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Γ2
00 =

1

2
g22(∂0g02 + ∂0g02 − ∂2g00) +

1

2
g23(∂0g03 + ∂0g03 − ∂3g00)

= 0

Γ2
01 =

1

2
g22(∂0g12 + ∂1g02 − ∂2g01) +

1

2
g23(∂0g13 + ∂1g03 − ∂3g01)

= 0

Γ2
02 =

1

2
g22(∂0g22 + ∂2g02 − ∂2g02) +

1

2
g23(∂0g23 + ∂2g03 − ∂3g02)

= ∂tγ −
A∂tAe

4γ

2r2

Γ2
03 =

1

2
g2ν(∂0gν3 + ∂3g0ν − ∂νg03)

=
1

2
g22∂0g23 +

1

2
g23∂0g33

=
1

2

(
e−2γ +

A2e2γ

r2

)
∂t(Ae

2γ) +
1

2

(
−Ae

2γ

r2

)
∂t(r

2e−2γ + A2e2γ)

=
∂tA

2
+ 2A∂tγ −

A2∂tAe
4γ

2r2

Γ2
12 =

1

2
g2ν(∂1gν2 + ∂2g1ν − ∂νg12)

=
1

2
g22(∂1g22 + ∂2g12 − ∂2g12) +

1

2
g23(∂1g23 + ∂2g13 − ∂3g12)

=
1

2

(
e−2γ +

A2e2γ

r2

)
∂re

2γ +
1

2

(
−Ae

2γ

r2

)
∂r(Ae

2γ)

= ∂rγ −
Ae4γ

2r2
∂rA.

Γ2
13 =

1

2
g2ν(∂1gν3 + ∂3g1ν − ∂νg13)

=
1

2
g22(∂1g23 + ∂3g12 − ∂2g13) +

1

2
g23(∂frm[o]−−g33 + ∂3g13 − ∂3g13)

=
1

2

(
e−2γ +

A2e2γ

r2

)
∂r(Ae

2γ) +
1

2

(
−Ae

2γ

r2

)
∂r(r

2e−2γ + A2e2γ)

=
1

2
∂rA+ 2A∂rγ −

A2e4γ

2r2
∂rA−

A

r

Γ3
02 =

1

2
g3ν(∂0gν2 + ∂2g0ν − ∂νg02)

=
1

2
g33∂0g23 +

1

2
g32∂0g22

=
1

2

(
e2γ

r2

)
∂t(Ae

2γ) +
1

2

(
−Ae

2γ

r2

)
∂te

2γ

=
e4γ

2r2
∂tA.
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Γ3
03 =

1

2
g3ν(∂0gν3 + ∂3g0ν − ∂νg03)

=
1

2
g33∂0g33 +

1

2
g23∂0g23

=
1

2

(
e2γ

r2

)
∂0(r

2e−2γ + A2e2γ) +
1

2

(
−Ae

2γ

r2

)
∂0(Ae

2γ)

= −∂tγ +
Ae4γ

2r2
∂tA.

Γ3
12 =

1

2
g3ν(∂1gν2 + ∂2g1ν − ∂νg12)

=
1

2
g33∂1g23 +

1

2
g23∂1g22

=
1

2

(
e2γ

r2

)
∂r(Ae

2γ) +
1

2

(
−Ae

2γ

r2

)
∂re

2γ

=
e4γ

2r2
∂rA.

Γ3
13 =

1

2
g3ν(∂1gν3 + ∂3g1ν − ∂νg13)

=
1

2
g33(∂1g33 + ∂3g13 − ∂3g13) +

1

2
g23(∂1g23 + ∂3g12 − ∂2g13)

=
1

2

(
e2γ

r2

)
∂r(r

2e−2γ + A2e2γ) +
1

2

(
−Ae

2γ

r2

)
∂r(Ae

2γ)

=
∂rA

2
− A

r
− A2e4γ

2r2
∂rA+ 2A∂rγ

Γ0
22 =

1

2
g0ν(∂2gν2 + ∂2g2ν − ∂νg22)

= −1

2
g00∂0g22

= −1

2

(
−e
−2(η−γ)

α

)
∂te

2γ

=
1

α
e4γ−2η∂tγ

Γ2
11 =

1

2
g2ν(∂1gν1 + ∂1g1ν − ∂νg11)

=
1

2
g22(∂1g21 + ∂1g12 − ∂2g11) +

1

2
g23(∂1g31 + ∂θg13 − ∂3g11)

= 0
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Γ2
22 =

1

2
g2ν(∂2gν2 + ∂2g2ν − ∂νg22)

=
1

2
g22(∂2g22 + ∂2g22 − ∂2g22) +

1

2
g23(∂2g32 + ∂2g23 − ∂3g22)

= 0

Γ2
23 =

1

2
g2ν(∂2gν3 + ∂3g2ν − ∂νg23)

=
1

2
g22(∂2g23 + ∂3g22 − ∂2g23) +

1

2
g23(∂2g33 + ∂3g23 − ∂3g23)

= 0

Γ2
33 =

1

2
g2ν(∂3gν3 + ∂3g3ν − ∂νg33)

=
1

2
g22(∂3g23 + ∂3g32 − ∂2g33) +

1

2
g23(∂2g33 + ∂3g33 − ∂3g33)

= 0

Γ3
00 =

1

2
g3ν(∂0gν0 + ∂0g0ν − ∂νg00)

=
1

2
g23(∂0g30 + ∂0g03 − ∂3g00) +

1

2
g32(∂0g20 + ∂0g02 − ∂2g00)

= 0

Γ3
10 =

1

2
g3ν(∂1gν0 + ∂0g1ν − ∂νg10)

=
1

2
g33(∂1g30 + ∂0g13 − ∂3g10) +

1

2
g32(∂1g20 + ∂0g12 − ∂2g10)

= 0

Γ3
11 =

1

2
g3ν(∂1gν1 + ∂1g1ν − ∂νg11)

=
1

2
g33(∂1g31 + ∂1g13 − ∂3g11) +

1

2
g32(∂1g21 + ∂1g12 − ∂2g11)

= 0
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Γ3
22 =

1

2
g3ν(∂2gν2 + ∂2g2ν − ∂νg22)

=
1

2
g33(∂2g32 + ∂2g23 − ∂3g22) +

1

2
g32(∂2g22 + ∂2g22 − ∂2g22)

= 0

Γ3
23 =

1

2
g3ν(∂2gν3 + ∂3g2ν − ∂νg23)

=
1

2
g33(∂2g33 + ∂3g23 − ∂3g23) +

1

2
g32(∂2g23 + ∂3g22 − ∂2g23)

= 0

Γ3
33 =

1

2
g3ν(∂3gν3 + ∂3g3ν − ∂νg33)

=
1

2
g33(∂3g33 + ∂3g33 − ∂3g33) +

1

2
g32(∂3g32 + ∂3g32 − ∂2g33)

= 0

2.3 Le tenseur de Ricci

Le tenseur de Ricci est un tenseur d’ordre 2 décrivant la déformation de l’espace-temps. Ses compo-

santes sont obtenues à partir des symboles de Christoffel par la formule (1.4)

Proposition 2.3.1. Les composantes du tenseur de Ricci sont :

R00 =
∂rrα

2
+ α(∂rrη − ∂rrγ)− (∂ttη − ∂ttγ) +

∂tα

2α
(∂tη − ∂tγ) +

∂rα

2
(∂rη − ∂rγ)

−(∂tA)2

2r2
e4γ − 2(∂tγ)2 − (∂rα)2

4α
+
α

r
(∂rη − ∂rγ) +

∂rα

2r
, (2.5)

R01 =
∂tη

r
− 2∂tγ∂rγ +

∂tA∂rA

2r2
e4γ, (2.6)

R11 =
∂ttη − ∂ttγ

α
− (∂rrη − ∂rrγ)− ∂tα

2α2
(∂tη − ∂tγ) +

1

r
(∂rη − ∂rγ) (2.7)

−(∂rA)2

2r2
e4γ − 2(∂rγ)2 − ∂rα

2α
(∂rη − ∂rγ) +

(∂rα)2

4α2
− ∂rrα

2α
+

2∂rγ

r
.
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R22 =
∂ttγ − α∂rrγ

α
e−2η+4γ − ∂tγ∂tα

2α2
e−2η+4γ − ∂rγ

r
e−2η+4γ − ∂rγ∂rα

2α
e−2η+4γ

−(∂tA)2

2αr2
e−2η+8γ +

(∂rA)2

2r2
e−2η+8γ, (2.8)

R23 =
∂ttA− α∂rrA

2α
e−2η+4γ − ∂tα∂tA

4α2
e−2η+4γ +

2∂tA∂tγ

α
e−2η+4γ +

A(∂ttγ − α∂rrγ)

α
e−2η+4γ

−A∂tγ∂tα
2α2

e−2η+4γ − 2∂rA∂rγe
−2η+4γ − ∂rA∂rα

4α
e−2η+4γ − A∂rγ∂rα

2α
e−2η+4γ

−A(∂tA)2

2αr2
e−2η+8γ +

∂rA

2r
e−2η+4γ +

A(∂rA)2

2r2
e−2η+8γ − A∂rγ

r
e−2η+4γ, (2.9)

R33 =
(∂tA)2

2α
e−2η+4γ − A2(∂tA)2

2αr2
e−2η+8γ +

A(∂ttA− α∂rrA)

α
e−2η+4γ − A∂tA∂tα

2α2
e−2η+4γ

+
4A∂tA∂tγ

α
e−2η+4γ +

A2(∂ttγ − α∂rrγ)

α
e−2η+4γ +

r2(α∂rrγ − ∂ttγ)

α
e−2η − A2∂tγ∂tα

2α2
e−2η+4γ

+
r2∂tγ∂tα

2α2
e−2η − r∂rα

2α
e−2η +

A∂rA

r
e−2η+4γ − A2∂rγ

r
e−2η+4γ − (∂rA)2

2
e−2η+4γ

+
A2(∂rA)2

2r2
e−2η+8γ − 4A∂rA∂rγe

−2η+4γ +
r2∂rγ∂rα

2α
e−2η − A2∂rγ∂rα

2α
e−2η+4γ

−A∂rA∂rα
2α

e−2η+4γ + r∂rγe
−2η. (2.10)

R02 = R03 = R20 = R30 = 0,

R12 = R13 = R21 = R31 = 0. (2.11)

Preuve .

Dans cette preuve, on utilisera les symboles de Christoffel donnés par la proposition (2.2.1) et aussi le

fait que ∂2Γλνµ = ∂3Γ
λ
νµ = 0, ∀ν, µ, λ = 0, 1, 2, 3.

On a :

R00 = (∂λΓ
λ
00 − ∂0Γλλ0) + (ΓλλνΓ

ν
00 − Γλ0νΓ

ν
λ0).

Mais,

∂λΓ
λ
00 − ∂0Γλλ0 = ∂0Γ

0
00 + ∂1Γ

1
00 − ∂0(Γ0

00 + Γ1
10 + Γ2

20 + Γ3
30)

= ∂1Γ
1
00 − ∂0(Γ1

10 + Γ2
20 + Γ3

30).
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ΓλλνΓ
ν
00 − Γλ0νΓ

ν
λ0 = Γ0

00Γ
0
00 − Γ0

00Γ
0
00 + Γ1

01Γ
0
00 − Γ1

00Γ
0
01 + Γ2

02Γ
0
00 − Γ2

00Γ
0
20 + Γ3

03Γ
0
00 − Γ3

00Γ
0
30

+Γ0
10Γ

1
00 − Γ0

01Γ
1
00 + Γ1

11Γ
1
00 − Γ1

01Γ
1
10 + Γ2

12Γ
1
00 − Γ2

01Γ
1
20 + Γ3

13Γ
1
00 − Γ3

01Γ
1
30 + Γ0

20Γ
2
00

−Γ0
02Γ

2
00 + Γ1

21Γ
2
00 − Γ1

02Γ
2
10 + Γ2

22Γ
2
00 − Γ2

02Γ
2
20 + Γ3

23Γ
2
00 − Γ3

02Γ
2
30 + Γ0

30Γ
3
00 − Γ0

03Γ
3
00

+Γ1
31Γ

3
00 − Γ1

03Γ
3
10 + Γ2

32Γ
3
00 − Γ2

03Γ
3
20 + Γ3

33Γ
3
00 − Γ3

03Γ
3
30

= Γ0
00(Γ

1
01 + Γ2

02 + Γ3
03) + Γ1

00(Γ
1
11 + Γ2

12 + Γ3
13 − Γ0

10)− 2Γ2
03Γ

3
20 − (Γ1

01)
2 − (Γ2

02)
2

−(Γ3
03)

2.

Donc

R00 = ∂1Γ
1
00 − ∂0(Γ1

10 + Γ2
20 + Γ3

30) + Γ0
00(Γ

1
01 + Γ2

02 + Γ3
03)

+Γ1
00(Γ

1
11 + Γ2

12 + Γ3
13 − Γ0

10)− 2Γ2
03Γ

3
20 − (Γ1

01)
2 − (Γ2

02)
2 − (Γ3

03)
2.

On obtient finalement après calculs :

R00 =
∂rrα

2
+ α(∂rrη − ∂rrγ)− (∂ttη − ∂ttγ) +

∂tα

2α
(∂tη − ∂tγ) +

∂rα

2
(∂rη − ∂rγ)

−(∂tA)2

2r2
e4γ − 2(∂tγ)2 − (∂rα)2

4α
+
α

r
(∂rη − ∂rγ) +

∂rα

2r
.

R01 = (∂λΓ
λ
01 − ∂1Γλλ0) + (ΓλλνΓ

ν
01 − Γλ1νΓ

ν
λ0)

Mais,

∂λΓ
λ
01 − ∂1Γλλ0 = ∂0Γ

0
01 − ∂1Γ0

00 + ∂1Γ
1
10 − ∂1Γ1

10

= ∂0Γ
0
01 − ∂1Γ0

00

ΓλλνΓ
ν
01 − Γλ1νΓ

ν
λ0 = Γ0

10Γ
0
00 − Γ0

00Γ
0
10 + Γ0

10Γ
1
10 − Γ0

10Γ
1
10 + Γ0

10Γ
2
20 − Γ0

20Γ
2
10 + Γ0

10Γ
3
30 − Γ0

30Γ
3
10

+Γ1
10Γ

0
01 − Γ1

00Γ
0
11 + Γ1

10Γ
1
11 − Γ1

10Γ
1
11 + Γ1

10Γ
2
21 − Γ1

20Γ
2
11 + Γ1

10Γ
3
31 − Γ1

30Γ
3
11 + Γ2

10Γ
0
02

−Γ2
00Γ

0
12 + Γ2

10Γ
1
12 − Γ2

10Γ
1
12 + Γ2

10Γ
2
22 − Γ2

20Γ
2
12 + Γ2

10Γ
3
32 − Γ2

30Γ
3
12 + Γ2

10Γ
0
03

−Γ3
00Γ

0
13 + Γ3

10Γ
1
13 − Γ3

10Γ
1
13 + Γ3

10Γ
2
23 − Γ3

20Γ
2
13 + Γ3

10Γ
3
33 − Γ3

30Γ
3
13

= Γ0
10(Γ

1
01 + Γ2

02 + Γ3
03) + Γ1

10(Γ
1
21 + Γ3

31)− Γ1
00Γ

0
11 − Γ2

20Γ
2
12 − Γ2

30Γ
3
12 − Γ3

20Γ
2
13

−Γ3
30Γ

3
13

Donc

R01 = ∂0Γ
0
01 − ∂1Γ0

00 + Γ0
10(Γ

1
01 + Γ2

02 + Γ3
03) + Γ1

10(Γ
1
21 + Γ3

31)− Γ1
00Γ

0
11

−Γ2
20Γ

2
12 − Γ2

30Γ
3
12 − Γ3

20Γ
2
13 − Γ3

30Γ
3
13.
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D’où après calculs, on a

R01 =
∂tη

r
− 2∂tγ∂rγ +

∂tA∂rA

2r2
e4γ.

R11 = (∂λΓ
λ
11 − ∂1Γλλ1) + (ΓλλνΓ

ν
11 − Γλ1νΓ

ν
λ1).

Or,

∂λΓ
λ
11 − ∂1Γλλ1 = ∂0Γ

0
11 − ∂1Γ0

01 + ∂1Γ
1
11 − ∂1Γ1

11 + ∂2Γ
2
11 − ∂1Γ2

21 + ∂3Γ
3
11 − ∂1Γ3

31

= ∂0Γ
0
11 − ∂1(Γ0

01 + Γ2
21 + Γ3

31)

ΓλλνΓ
ν
11 − Γλ1νΓ

ν
λ1 = Γ0

00Γ
0
11 − Γ0

10Γ
0
01 + Γ2

02Γ
0
11 − Γ2

10Γ
0
21 + Γ3

03Γ
0
11 − Γ3

10Γ
0
31 + Γ0

10Γ
1
11 − Γ0

11Γ
1
01 + Γ2

12Γ
1
11

−Γ2
11Γ

1
21 + Γ3

13Γ
1
11 − Γ3

11Γ
1
31 + Γ0

20Γ
2
11 − Γ0

12Γ
2
01 + Γ2

22Γ
2
11 − Γ2

12Γ
2
21 + Γ3

23Γ
2
11 − Γ3

12Γ
2
31

+Γ0
30Γ

3
11 − Γ0

13Γ
3
01 + Γ2

32Γ
3
11 − Γ2

13Γ
3
21 + Γ3

33Γ
3
11 − Γ3

13Γ
3
31

= Γ0
11(Γ

0
00 + Γ2

02 + Γ3
03 − Γ1

01) + Γ1
11(Γ

2
12 + Γ3

13 + Γ0
10)− (Γ0

10)
2 − (Γ2

12)
2 − (Γ3

13)
2

−2Γ3
12Γ

2
31.

Donc

R11 = ∂0Γ
0
11 − ∂1(Γ0

01 + Γ2
21 + Γ3

31) + Γ0
11(Γ

0
00 + Γ2

02 + Γ3
03 − Γ1

01)

+Γ1
11(Γ

2
12 + Γ3

13 + Γ0
10)− (Γ0

10)
2 − (Γ2

12)
2 − (Γ3

13)
2 − 2Γ3

12Γ
2
31.

D’où après calcul, on obtient

R11 =
∂ttη − ∂ttγ

α
− (∂rrη − ∂rrγ)− ∂tα

2α2
(∂tη − ∂tγ) +

1

r
(∂rη − ∂rγ)

−(∂rA)2

2r2
e4γ − 2(∂rγ)2 − ∂rα

2α
(∂rη − ∂rγ) +

(∂rα)2

4α2
− ∂rrα

2α
+

2∂rγ

r
.

R22 = (∂λΓ
λ
22 − ∂2Γλλ2) + (ΓλλνΓ

ν
22 − Γλ2νΓ

ν
λ2).

Mais,

∂λΓ
λ
22 − ∂2Γλλ2 = ∂λΓ

λ
22 = ∂0Γ

0
22 + ∂1Γ

1
22 + ∂2Γ

2
22 + ∂3Γ

3
22

= ∂0Γ
0
22 + ∂1Γ

1
22

D.I.P.E.S II 2018-2019 29 c©



2.3. Le tenseur de Ricci

ΓλλνΓ
ν
22 − Γλ2νΓ

ν
λ2 = Γ0

00Γ
0
22 − Γ0

20Γ
0
02 + Γ1

01Γ
0
22 − Γ1

20Γ
0
12 + Γ3

03Γ
0
22 − Γ3

20Γ
0
32 + Γ0

10Γ
1
22 − Γ0

21Γ
1
02 + Γ1

11Γ
1
22

−Γ1
21Γ

1
12 + Γ3

13Γ
1
22 − Γ3

21Γ
1
32 + Γ0

20Γ
2
22 − Γ0

22Γ
2
02 + Γ1

21Γ
2
22 − Γ1

22Γ
2
12 + Γ3

23Γ
2
22 − Γ3

22Γ
2
32

+Γ0
30Γ

3
22 − Γ0

23Γ
3
02 + Γ1

31Γ
3
22 − Γ1

23Γ
3
12 + Γ3

33Γ
3
22 − Γ3

23Γ
3
32

= Γ0
22(Γ

0
00 + Γ1

01 + Γ3
03 − Γ2

02) + Γ1
22(Γ

0
10 + Γ1

11 + Γ3
13 − Γ2

12)− 2Γ3
20Γ

0
32 − 2Γ3

21Γ
1
32.

Donc

R22 = ∂0Γ
0
22 + ∂1Γ

1
22 + Γ0

22(Γ
0
00 + Γ1

01 + Γ3
03 − Γ2

02) + Γ1
22(Γ

0
10 + Γ1

11 + Γ3
13 − Γ2

12)

−2Γ3
20Γ

0
32 − 2Γ3

21Γ
1
32.

D’où après calcul, on obtient

R22 =
∂ttγ − α∂rrγ

α
e−2η+4γ − ∂tγ∂tα

2α2
e−2η+4γ − ∂rγ

r
e−2η+4γ − ∂rγ∂rα

2α
e−2η+4γ

−(∂tA)2

2αr2
e−2η+8γ +

(∂rA)2

2r2
e−2η+8γ.

R23 = (∂λΓ
λ
32 − ∂3Γλλ2) + (ΓλλνΓ

ν
32 − Γλ3νΓ

ν
λ2).

Mais,

∂λΓ
λ
32 − ∂3Γλλ2 = ∂λΓ

λ
32 = ∂0Γ

0
32 + ∂1Γ

1
32 + ∂2Γ

2
32 + ∂3Γ

3
32

= ∂0Γ
0
32 + ∂1Γ

1
32

ΓλλνΓ
ν
32 − Γλ3νΓ

ν
λ2 = Γ0

00Γ
0
32 − Γ0

30Γ
0
02 + Γ1

01Γ
0
32 − Γ1

30Γ
0
12 + Γ2

02Γ
0
32 − Γ2

30Γ
0
22 + Γ0

10Γ
1
32 − Γ0

31Γ
1
02 + Γ1

11Γ
1
32

−Γ1
31Γ

1
12 + Γ2

12Γ
1
32 − Γ2

31Γ
1
22 + Γ0

20Γ
2
32 − Γ0

32Γ
2
02 + Γ1

21Γ
2
32 − Γ1

32Γ
2
12 + Γ2

22Γ
2
32 − Γ2

32Γ
2
22

+Γ0
30Γ

3
32 − Γ0

33Γ
3
02 + Γ1

31Γ
3
32 − Γ1

33Γ
3
12 + Γ2

32Γ
3
32 − Γ2

33Γ
3
22

= Γ0
32(Γ

0
00 + Γ1

01) + Γ1
32(Γ

0
10 + Γ1

11)− Γ2
31Γ

1
22 − Γ0

33Γ
3
02 − Γ1

33Γ
3
12 − Γ2

30Γ
0
22.

Donc,

R23 = ∂0Γ
0
32 + ∂1Γ

1
32 + Γ0

32(Γ
0
00 + Γ1

01) + Γ1
32(Γ

0
10 + Γ1

11)− Γ2
31Γ

1
22 − Γ0

33Γ
3
02 − Γ1

33Γ
3
12 − Γ2

30Γ
0
22.

D’où après calcul, on obtient

R23 =
∂ttA− α∂rrA

2α
e−2η+4γ − ∂tα∂tA

4α2
e−2η+4γ +

2∂tA∂tγ

α
e−2η+4γ +

A(∂ttγ − α∂rrγ)

α
e−2η+4γ

−A∂tγ∂tα
2α2

e−2η+4γ − 2∂rA∂rγe
−2η+4γ − ∂rA∂rα

4α
e−2η+4γ − A∂rγ∂rα

2α
e−2η+4γ

−A(∂tA)2

2αr2
e−2η+8γ +

∂rA

2r
e−2η+4γ +

A(∂rA)2

2r2
e−2η+8γ − A∂rγ

r
e−2η+4γ,
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R33 = (∂λΓ
λ
33 − ∂3Γλλ3) + (ΓλλνΓ

ν
33 − Γλ3νΓ

ν
λ3).

Mais,

∂λΓ
λ
33 − ∂3Γλλ3 = ∂λΓ

λ
33 = ∂0Γ

0
33 + ∂1Γ

1
33 + ∂2Γ

2
33 + ∂3Γ

3
33

= ∂0Γ
0
33 + ∂1Γ

1
33,

ΓλλνΓ
ν
33 − Γλ3νΓ

ν
λ3 = Γ0

00Γ
0
33 − Γ0

30Γ
0
03 + Γ1

01Γ
0
33 − Γ1

30Γ
0
13 + Γ2

02Γ
0
33 − Γ2

30Γ
0
23 + Γ0

10Γ
1
33 − Γ0

31Γ
1
03 + Γ1

11Γ
1
33

−Γ1
31Γ

1
13 + Γ2

12Γ
1
33 − Γ2

31Γ
1
23 + Γ0

20Γ
2
33 − Γ0

32Γ
2
03 + Γ1

21Γ
2
33 − Γ1

32Γ
2
13 + Γ2

22Γ
2
33

−Γ2
32Γ

2
23 + Γ0

30Γ
3
33 − Γ0

33Γ
3
03 + Γ1

31Γ
3
33 − Γ1

33Γ
3
13 + Γ2

32Γ
3
33 − Γ2

33Γ
3
23

= Γ0
33(Γ

0
00 + Γ1

01 + Γ2
02 − Γ3

03) + Γ1
33(Γ

0
10 + Γ1

11 + Γ2
12 − Γ3

13)− 2Γ0
32Γ

2
03 − 2Γ2

31Γ
1
23.

Donc,

R33 = ∂0Γ
0
33 + ∂1Γ

1
33 + Γ0

33(Γ
0
00 + Γ1

01 + Γ2
02 − Γ3

03) + Γ1
33(Γ

0
10 + Γ1

11 + Γ2
12 − Γ3

13)− 2Γ0
32Γ

2
03 − 2Γ2

31Γ
1
23.

D’où après calcul, on obtient

R33 =
(∂tA)2

2α
e−2η+4γ − A2(∂tA)2

2αr2
e−2η+8γ +

A(∂ttA− α∂rrA)

α
e−2η+4γ − A∂tA∂tα

2α2
e−2η+4γ

+
4A∂tA∂tγ

α
e−2η+4γ +

A2(∂ttγ − α∂rrγ)

α
e−2η+4γ +

r2(α∂rrγ − ∂ttγ)

α
e−2η − A2∂tγ∂tα

2α2
e−2η+4γ

+
r2∂tγ∂tα

2α2
e−2η − r∂rα

2α
e−2η +

A∂rA

r
e−2η+4γ − A2∂rγ

r
e−2η+4γ − (∂rA)2

2
e−2η+4γ

+
A2(∂rA)2

2r2
e−2η+8γ − 4A∂rA∂rγe

−2η+4γ +
r2∂rγ∂rα

2α
e−2η − A2∂rγ∂rα

2α
e−2η+4γ

−A∂rA∂rα
2α

e−2η+4γ + r∂rγe
−2η.

�

2.4 La courbure Riemannienne

Encore appelée constante de Ricci, la courbure Riemannienne notée R est un outil renseignant sur

la courbure de l’espace-temps en assignant à chaque point de l’espace un nombre réel caractérisant la

courbure en ce point. Elle est obtenue par contraction du tenseur de Ricci. Son expression est donnée par

(1.5).
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2.4. La courbure Riemannienne

Proposition 2.4.1.

La courbure Riemannienne en symétrie cylindrique est donnée par :

R = −∂rrα
α

e−2η+2γ − ∂rα(∂rη − ∂rγ)

α
e−2η+2γ − 2(∂rrη − ∂rrγ)e−2η+2γ +

2(∂ttη − ∂ttγ)

α
e−2η+2γ

−∂tα(∂tη − ∂tγ)

α2
e−2η+2γ +

(∂rα)2

2α2
e−2η+2γ − ∂rα

αr
e−2η+2γ +

2(∂tγ)2

α
e−2η+2γ − 2(∂rγ)2e−2η+2γ

+
2∂rγ

r
e−2η+2γ +

(∂tA)2

2αr2
e−2η+6γ − (∂rA)2

2r2
e−2η+6γ. (2.12)

Preuve .

R = gµβRµβ

= g00R00 + g11R11 + g22R22 + 2g23R23 + g33R33 Car g01 = g02 = g03 = g12 = g13 = 0

Mais,en utilisant la proposition 2.3.1 et aussi le résultat de (2.4), on a :

g00R00 = −∂rrα
2α

e−2η+2γ − ∂rα(∂rη − ∂rγ)

2α
e−2η+2γ − (∂rrη − ∂rrγ)e−2η+2γ +

∂ttη − ∂ttγ
α

e−2η+2γ

−∂tα(∂tη − ∂tγ)

2α2
e−2η+2γ +

(∂rα)2

4α2
e−2η+2γ − ∂rα

2αr
e−2η+2γ − ∂rη − ∂rγ

r
e−2η+2γ

+
2(∂tγ)2

α
e−2η+2γ +

(∂tA)2

2αr2
e−2η+6γ,

g11R11 =
∂ttη − ∂ttγ

α
e−2η+2γ − ∂tα(∂tη − ∂tγ)

2α2
e−2η+2γ − ∂rα(∂rη − ∂rγ)

2α
e−2η+2γ +

∂rη − ∂rγ
r

e−2η+2γ

−∂rrα
2α

e−2η+2γ +
(∂rα)2

4α2
e−2η+2γ − 2(∂rγ)2e−2η+2γ +

2∂rγ

r
e−2η+2γ − (∂rrη − ∂rrγ)e−2η+2γ

−(∂rA)2

2r2
e−2η+6γ,

g22R22 =
∂ttγ − α∂rrγ

α
e−2η+2γ − ∂tα∂tγ

2α2
e−2η+2γ − ∂rα∂rγ

2α
e−2η+2γ − ∂rγ

r
e−2η+2γ − (∂tA)2

2αr2
e−2η+6γ

+
(∂rA)2

2r2
e−2η+6γ +

A2(∂ttγ − α∂rrγ)

αr2
e−2η+6γ − A2∂tα∂tγ

2α2r2
e−2η+6γ − A2∂rα∂rγ

2αr2
e−2η+6γ

−A
2∂rγ

r3
e−2η+6γ − (A2(∂tA)2

2αr4
e−2η+10γ +

(A2(∂rA)2

2r4
e−2η+10γ,

2g23R23 = −A(∂ttA− α∂rrA)

αr2
e−2η+6γ − 2A2(∂ttγ − α∂rrγ)

αr2
e−2η+6γ − 4A∂tA∂tγ

αr2
e−2η+6γ

+
A∂tA∂tα

2α2r2
e−2η+6γ +

A2∂tα∂tγ

α2r2
e−2η+6γ +

4A∂rA∂rγ

r2
e−2η+6γ +

A∂rA∂rα

2αr2
e−2η+6γ

+
A2∂rα∂rγ

αr2
e−2η+6γ +

2A2∂rγ

r3
e−2η+6γ − A∂rA

r3
e−2η+6γ +

A2(∂tA)2

αr4
e−2η+10γ

−A
2(∂rA)2

r4
e−2η+10γ,
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g33R33 =
α∂rrγ − ∂ttγ

α
e−2η+2γ +

∂tγ∂tα

2α2
e−2η+2γ +

∂rγ∂rα

2α
e−2η+2γ +

∂rγ

r
e−2η+2γ − ∂rα

2αr
e−2η+2γ

+
A(∂ttA− α∂rrA)

αr2
e−2η+6γ +

A2(∂ttA− α∂rrA)

αr2
e−2η+6γ − A∂tA∂tα

2α2r2
e−2η+6γ − A2∂tγ∂tα

2α2r2
e−2η+6γ

+
4A∂tA∂tγ

αr2
e−2η+6γ − 4A∂rA∂rγ

r2
e−2η+6γ − A∂rA∂rα

2αr2
e−2η+6γ − A2∂rγ∂rα

2αr2
e−2η+6γ

+
A∂rA

r3
e−2η+6γ − A2∂rγ

r3
e−2η+6γ +

(∂tA)2

2αr2
e−2η+6γ − (∂rA)2

2r2
e−2η+6γ − A2(∂tA)2

2αr4
e−2η+10γ

+
A2(∂rA)2

2r4
e−2η+10γ.

Donc

R = −∂rrα
α

e−2η+2γ − ∂rα(∂rη − ∂rγ)

α
e−2η+2γ − 2(∂rrη − ∂rrγ)e−2η+2γ +

2(∂ttη − ∂ttγ)

α
e−2η+2γ

−∂tα(∂tη − ∂tγ)

α2
e−2η+2γ +

(∂rα)2

2α2
e−2η+2γ − ∂rα

αr
e−2η+2γ +

2(∂tγ)2

α
e−2η+2γ − 2(∂rγ)2e−2η+2γ

+
2∂rγ

r
e−2η+2γ +

(∂tA)2

2αr2
e−2η+6γ − (∂rA)2

2r2
e−2η+6γ.

�

2.5 Tenseur d’Einstein avec constante cosmologique

Le calcul des composantes du tenseur métrique, du tenseur de Ricci, de la courbure scalaire et des

symboles de Christoffel ayant été achevé, nous pouvons à présent calculer les composantes du tenseur

d’Einstein avec constante cosmologique Sλβ données par :

Sλβ = Rλβ −
1

2
Rgλβ + Λgλβ.

Proposition 2.5.1. Les composantes du tenseur d’Einstein avec constante cosmologique sont :

S00 =
α∂rη

r
− (∂tγ)2 − α(∂rγ)2 − (∂tA)2

4r2
e4γ − α(∂rA)2

4r2
e4γ − Λαe2(η−γ); (2.13)

S01 =
∂tη

r
− 2∂tγ∂rγ +

∂tA∂rA

2r2
e4γ; (2.14)

S11 =
∂rη

r
+
∂rα

2αr
− (∂rγ)2 − (∂tγ)2

α
− (∂tA)2

4αr2
e4γ − (∂rA)2

4r2
e4γ + Λe2(η−γ); (2.15)

S22 = −(∂rα)2

4α2
e−2η+4γ +

2(∂ttγ − α∂rrγ)

α
e−2η+4γ − ∂ttη − α∂rrη

α
e−2η+4γ +

∂rrα

2α
e−2η+4γ

+
∂rα(∂rη − 2∂rγ)

2α
e−2η+4γ +

∂tα(∂tη − 2∂tγ)

2α2
e−2η+4γ +

∂rα

2αr
e−2η+4γ − 2∂rγ

r
e−2η+4γ

−(∂tγ)2

α
e−2η+4γ + (∂rγ)2e−2η+4γ − 3(∂tA)2

4αr2
e−2η+8γ +

3(∂rA)2

4r2
e−2η+8γ + Λe2γ (2.16)

(2.17)
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S23 =
A∂rrα

2α
e−2η+4γ − A(∂ttη − α∂rrη)

α
e−2η+4γ +

2A(∂ttγ − α∂rrγ)

α
e−2η+4γ +

∂ttA− α∂rrA
2α

e−2η+4γ

+
A∂rα(∂rη − 2∂rγ)

2α
e−2η+4γ +

A∂tα(∂tη − 2∂tγ)

2α2
e−2η+4γ − A(∂rα)2

4α2
e−2η+4γ +

A∂rα

2αr
e−2η+4γ

−A(∂tγ)2

α
e−2η+4γ − 2A∂rγ

r
e−2η+4γ +

∂rA

2r
e−2η+4γ − ∂tA∂tα

4α2
e−2η+4γ − ∂rA∂rα

4α
e−2η+4γ

+
2∂tA∂tγ

α
e−2η+4γ − 2∂rA∂rγe

−2η+4γ + A(∂rγ)2e−2η+4γ +
3A(∂rA)2

4r2
e−2η+8γ

−3A(∂tA)2

4αr2
e−2η+8γ + ΛAe2γ; (2.18)

S33 =
r2∂rrα

2α
e−2η − r2(∂ttη − α∂rrη)

α
e−2η +

r2∂rα∂rη

2α
e−2η +

r2∂tα∂tη

2α2
e−2η − r2(∂rα)2

4α2
e−2η

−r
2(∂tγ)2

α
e−2η + r2(∂rγ)2e−2η +

A2∂rrα

2α
e−2η+4γ − A2(∂ttη − α∂rrη)

α
e−2η+4γ

+
2A2(∂ttγ − α∂rrγ)

α
e−2η+4γ +

A(∂ttA− α∂rrA)

α
e−2η+4γ +

A2∂rα(∂rη − 2∂rγ)

2α
e−2η+4γ

+
A2∂tα(∂tη − 2∂tγ)

2α2
e−2η+4γ − A2(∂rα)2

4α2
e−2η+4γ +

A2∂rα

2αr
e−2η+4γ − A2(∂tγ)2

α
e−2η+4γ

+
(∂tA)2

4α
e−2η+4γ − (∂rA)2

4
e−2η+4γ − 2A2∂rγ

r
e−2η+4γ + A2(∂rγ)2e−2η+4γ − 4A∂rA∂rγe

−2η+4γ

+
4A∂tA∂tγ

α
e−2η+4γ − A∂rA∂rα

2α
e−2η+4γ − A∂tA∂tα

2α2
e−2η+4γ +

A∂rA

r
e−2η+4γ +

3A2(∂rA)2

4r2
e−2η+8γ

−3A2(∂tA)2

4αr2
e−2η+8γ + Λ(r2e−2γ + A2e2γ) (2.19)

S02 = S03 = S12 = S13 = 0 (2.20)

Preuve . On a :

S00 = R00 −
1

2
Rg00 + Λg00;

S01 = R01 −
1

2
Rg01 + Λg01 = R01 car g01 = 0;

S11 = R11 −
1

2
Rg11 + Λg11;

S22 = R22 −
1

2
Rg22 + Λg22;

S23 = R23 −
1

2
Rg23 + Λg23;

S33 = R33 −
1

2
Rg33 + Λg33;

S02 = R02 −
1

2
Rg02 + Λg02 = 0 car R02 = g02 = 0;

S03 = R03 −
1

2
Rg03 + Λg03 = 0 car R03 = g03 = 0;

S12 = R12 −
1

2
Rg12 + Λg12 = 0 car R12 = g12 = 0;

S13 = R13 −
1

2
Rg13 + Λg13 = 0 car R13 = g13 = 0;
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Ainsi, en utilisant les propositions 2.3.1 et 2.4.1 et le résultat de (2.3), on obtient les résultats voulus.

�
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? ? CHAPITRE TROIS ? ?

ECRITURE DES EQUATIONS

Dans ce chapitre, nous calculons en symétrie cylindrique les composantes du tenseur impulsion-

énergie lié au fluide parfait ; ce qui nous permet avec les résultats du chapitre précédent d’écrire les

équations que nous recherchons.

3.1 Tenseur impulsion-énergie lié au fluide parfait

Le tenseur impulsion-énergie décrit la distribution de la matière et de l’énergie dans l’univers. Son

expression liée au fluide parfait est (cf[4]) :

Tλβ = (p+ ρ)uλuβ + pgλβ ;λ, β = 0, 1, 2, 3 (3.1)

où (gλβ) est la métrique ; ρ est la densité énergétique de masse du fluide ; u = (uβ) = (u0, u1, u2, u3)

est le vecteur vitesse unitaire temporel du fluide, il est orienté vers le futur c’est à dire u0 > 0 ; k est la

vitesse du son dans le fluide avec 0 ≤ k ≤ 1 et on choisit p = k2ρ la pression du fluide[4].

Proposition 3.1.1. Le tenseur impulsion-énergie est symétrique et ses composantes en symétrie cylin-

drique sont :

T00 = ρ[(1 + k2)(u0)
2 − k2αe2(η−γ)].

T01 = ρ(1 + k2)u0u1.

T02 = ρ(1 + k2)u0u2.
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T03 = ρ(1 + k2)u0u3.

T11 = ρ[(1 + k2)(u1)
2 + k2e2(η−γ)].

T12 = ρ(1 + k2)u1u2.

T13 = ρ(1 + k2)u1u3.

T22 = ρ[(1 + k2)(u2)
2 + k2e2(γ)].

T23 = ρ[(1 + k2)u2u3 + k2Ae2(γ)].

T33 = ρ[(1 + k2)(u3)
2 + k2(r2e−2γ + A2e2γ)].

Preuve .

-Le tenseur d’Einstein étant symétrique, on conclut par la relation (2.2) qu’il en est de même pour le

tenseur impulsion-énergie.

-En utilisant la relation (3.1) et en remplaçant chaque composante de la métrique par sa valeur on a :

T00 = (p+ ρ)(u0)
2 + pg00 = (k2ρ+ ρ)(u0)

2 − αk2ρe2(η−γ) = ρ[(1 + k2)(u0)
2 − k2αe2(η−γ)].

T11 = (p+ ρ)(u1)
2 + pg11 = (k2ρ+ ρ)(u1)

2 + k2ρe2(η−γ) = ρ[(1 + k2)(u1)
2 + k2e2(η−γ)].

T22 = (p+ ρ)(u2)
2 + pg22 = (k2ρ+ ρ)(u2)

2 + k2ρe2(η−γ) = ρ[(1 + k2)(u2)
2 + k2e2γ].

T23 = (p+ ρ)u2u3 + pg23 = (k2ρ+ ρ)u2u3 + Ak2ρe2γ = ρ[(1 + k2)u2u3 + Ak2e2γ].

T33 = (p+ ρ)(u3)
2 + pg33 = (k2ρ+ ρ)(u3)

2 + (r2e−2γ + A2e2γ)k2ρ = ρ[(1 + k2)(u3)
2 + k2(r2e−2γ + A2e2γ)].

T01 = (p+ ρ)u0u1 + pg01 = (k2ρ+ ρ)u0u1 = ρ(1 + k2)u0u1.

T02 = (p+ ρ)u0u2 + pg02 = (k2ρ+ ρ)u0u2 = ρ(1 + k2)u0u2.

T03 = (p+ ρ)u0u3 + pg03 = (k2ρ+ ρ)u0u3 = ρ(1 + k2)u0u3.

T12 = (p+ ρ)u1u2 + pg12 = (k2ρ+ ρ)u1u2 = ρ(1 + k2)u1u2.

T13 = (p+ ρ)u1u3 + pg13 = (k2ρ+ ρ)u1u3 = ρ(1 + k2)u1u3.

�

3.2 Ecriture des équations d’Einstein avec constante cosmologique

Les équations d’Einstein données par (2.2) s’écrivent :

Sλβ =
8πG

c4
Tλβ (3.2)
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Dans la suite, nous prendrons 8πG
c4

= K. Suivant les composantes, ces équations donnent :

S00 = KT00 (3.3)

S01 = KT01 (3.4)

S02 = KT02 (3.5)

S03 = KT03 (3.6)

S11 = KT11 (3.7)

S12 = KT12 (3.8)

S13 = KT13 (3.9)

S22 = KT22 (3.10)

S23 = KT23 (3.11)

S33 = KT33 (3.12)

Remarque 3.2.1. les solutions des équations(3.5), (3.6), (3.8) et (3.9) sont triviales puisque S02, S03, S12

et S13 sont tous nuls. On obtient alors u2 = u3 = 0 car u0 > 0

En remplaçant les membres de gauche par leurs valeurs dans les équations (3.3), (3.4), (3.7), (3.10), (3.11)

et (3.12) on obtient respectivement :

α∂rη

r
− (∂tγ)2 − e4γ

4r2
(∂tA)2 − αe4γ

4r2
(∂rA)2 − α(∂rγ)2 − αΛe2(η−γ) = KT00. (3.13)

∂tη

r
− 2∂tγ∂rγ +

e4γ

2r2
∂tA∂rA = KT01. (3.14)

∂rη

r
+
∂rα

2αr
− (∂rγ)2 − (∂tγ)2

α
− (∂tA)2

4αr2
e4γ − (∂rA)2

4r2
e4γ + Λe2(η−γ) = KT11. (3.15)

e−2η+4γ[
2

α
(∂ttγ − α∂rrγ)− 1

α
(∂ttη − α∂rrη) +

1

2α
∂rrα +

1

2α
∂rα(∂rη − 2∂rγ) +

∂rα

2αr
+

1

2α2
(∂tα)

(∂tη − 2∂tγ)− 2∂rγ

r
− (∂tγ)2

α
+ (∂rγ)2 − 1

4α2
(∂rα)2 − 3e4γ

4r2α
((∂tA)2 − α(∂rA)2)] + Λe2γ

= KT22. (3.16)

e−2η+4γ[
2A

α
(∂ttγ − α∂rrγ)− A

α
(∂ttη − α∂rrη) +

1

2α
(∂ttA− α∂rrA) +

A

2α2
∂tα∂tη −

3Ae4γ

4r2α
((∂tA)2

−α(∂rA)2)− 1

4α2
∂tα∂tA+

2

α
∂tA∂tγ − 2∂rA∂rγ −

A

α2
∂tγ∂tα−

1

4α
∂rA∂rα−

A

α
(∂tγ)2

+
A

2αr
∂rα−

2A

r
∂rγ +

∂rA

2r
− A(∂rα)2

4(α)2
+
A∂rrα

2α
+
A∂rα∂rη

2α
− A∂rα∂rγ

α
+ A(∂rγ)2] + ΛAe2γ

= KT23 (3.17)
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e−2η[
r2∂rrα

2α
− r2(∂ttη − α∂rrη)

α
+
r2∂rα∂rη

2α
+
r2∂tα∂tη

2(α)2
− r2(∂rα)2

4(α)2
− r2(∂tγ)2

α
+ r2(∂rγ)2]

+e−2η+4γ[
A2∂rrα

2α
− A2(∂ttη − α∂rrη)

α
+

2A2(∂ttγ − α∂rrγ)

α
+
A(∂ttA− α∂rrA)

α

+
A2∂rα(∂rη − 2∂rγ)

2α
+
A2∂tα(∂tη − 2∂tγ)

2(α)2
− A2(∂rα)2

4(α)2
+
A2∂rα

2αr
− A2(∂tγ)2

α
+

(∂tA)2

4α

−(∂rA)2

4
− 2∂rγA

2

r
+ A2(∂rγ)2 − 4A∂rA∂rγ +

4A∂tA∂tγ

α
− A∂rA∂rα

2α
− A∂tA∂tα

2(α)2
+
A∂rA

r

+
3A2(∂rA)2e4γ

4r2
− 3A2(∂tA)2e4γ

4αr2
] + Λ(r2e−2γ + A2e2γ) = KT33 (3.18)

Remarque 3.2.2. Puisque u2 = u3 = 0, on déduit que T23 = AT22.

Proposition 3.2.1. Si l’on pose ϕ = −g00T00K, J = − g
11

√
α
T01K, P1 = g11T11K, P2 = T22e

−2γK

et P3 =
e2γ

r2
T33K ; le système formé par les équations d’Einstein est équivalent au système d’équations

suivant :



∂rη
r

= (∂tγ)2

α
+ (∂rγ)2 + (∂tA)2e4γ

4αr2
+ (∂rA)2e4γ

4r2
+ e2(η−γ)(Λ + ϕ)

∂tη
r

= 2∂tγ∂rγ − ∂rA∂tAe4γ

2r2
−
√
αe2(η−γ)J

∂rα
2

= αre2(η−γ)(P1 − ϕ− 2Λ)

∂ttA− α∂rrA = ∂tA∂tα
2α

+ ∂rA∂rα
2
− 4∂tA∂tγ + 4α∂rA∂rγ − α∂rA

r

∂ttγ − α∂rrγ = ∂tα∂tγ
2α

+ ∂rα∂rγ
2

+ α∂rγ
r

+ e4γ

2r2
((∂tA)2 − α(∂rA)2) + α

2
e2(η−γ)(ϕ− P1 + P2 − P3 + 2Λ)

∂ttη − α∂rrη = ∂rrα
2

+ ∂rα∂rη
2

+ ∂tα∂tη
2α
− (∂rα)2

4α
+ α(∂rγ)2 − (∂t)

2 + e4γ

4r2
((∂tA)2 − α(∂rA)2)

−αe2(η−γ)(P3 − Λ)

Preuve .

-D’après (3.13) on a :

α∂rη

r
= (∂tγ)2 +

e4γ

4r2
(∂tA)2 +

αe4γ

4r2
(∂rA)2 + α(∂rγ)2 + αΛe2(η−γ) +KT00.

c’est à dire que :

∂rη

r
=

(∂tγ)2

α
+ (∂rγ)2 +

(∂tA)2e4γ

4αr2
+

(∂rA)2e4γ

4r2
+ e2(η−γ)(Λ− g00T00K)

d’où :

∂rη

r
=

(∂tγ)2

α
+ (∂rγ)2 +

(∂tA)2e4γ

4αr2
+

(∂rA)2e4γ

4r2
+ e2(η−γ)(Λ + ϕ) (3.19)

-D’après (3.14) on a :

∂tη

r
= 2∂tγ∂rγ −

e4γ

2r2
∂tA∂rA+KT01

D.I.P.E.S II 2018-2019 39 c©
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c’est à dire :

∂tη

r
= 2∂tγ∂rγ −

e4γ

2r2
∂tA∂rA−

√
αg11J

d’où :
∂tη

r
= 2∂tγ∂rγ −

e4γ

2r2
∂tA∂rA−

√
αe2(η−γ)J (3.20)

-D’après (3.15) on a :

∂rα

2r
= −α∂rη

r
+ α(∂rγ)2 + (∂tγ)2 +

(∂tA)2e4γ

4r2
+
α(∂rA)2e4γ

4r2
− Λαe2(η−γ) + αKT11

en utilisant l’expression de ∂rη
r

obtenue à l’équation (3.19) et en multipliant par r on obtient après

simplifications :

∂rα

2
= −αre2(η−γ)(2Λ + ϕ) + αrT11K

c’est à dire :

∂rα

2
= −αre2(η−γ)(2Λ + ϕ) + αrP1g11

d’où :
∂rα

2
= αre2(η−γ)(P1 − 2Λ− ϕ) (3.21)

-D’après (3.15) on a :

∂ttη − α∂rrη = −αe2(η−2γ)T22d+ 2(∂ttγ − α∂rrγ) +
∂rrα

2
+
∂rα(∂rη − 2∂rγ)

2
+
∂rα

2r
+
∂tα(∂tη − 2∂tγ)

2α

−2α∂rγ

r
− (∂rγ)2 + α(∂r)

2 − (∂rα)2

4α
− 3((∂tA)2 − α(∂rA)2)

4r2
e4γ + Λαe2(η−γ)

d’après (3.17) on a :

∂ttA− α∂rrA
2α

= (KT23 − ΛAe2γ)e2η−4γ − A∂rrα

2α
+
A(∂ttη − α∂rrη)

α
− 2A(∂ttγ − α∂rrγ)

α

−A∂rα(∂rη − 2∂rγ)

2α
− A∂tα(∂tη − 2∂tγ)

2α2
+
A(∂rα)2

4α2
− A∂rα

2αr
+
A(∂tγ)2

α
+

2A∂rγ

r

−∂rA
2r

+
∂tA∂tα

4α2
+
∂rA(∂rα

4α
− 2∂tA∂tγ

α
+ 2∂rA∂rγ − A(∂rγ)2 − 3A(∂rA)2

4r2
e4γ

+
3A(∂tA)2

4αr2
e4γ

en remplaçant ∂ttη − α∂rrη par son expression précédente dans la dernière égalité et en la multipliant

par 2α on obtient après simplifications :

∂ttA− α∂rrA = 2αde2η−4γ(T23 − AT22) +
∂tA∂tα

2α
+
∂rA∂rα

2
− α∂rA

r
− 4∂tA∂tγ + 4α∂rA∂rγ
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or d’après la remarque (3.2.2),T23 − AT22 = 0 d’où :

∂ttA− α∂rrA =
∂tA∂tα

2α
+
∂rA∂rα

2
− α∂rA

r
− 4∂tA∂tγ + 4α∂rA∂rγ (3.22)

-En utilisant (3.18), en remplaçant ∂ttη−α∂rrη par son expression précédente et en utilisant l’expression

de ∂ttA− α∂rrA donnée à l’équation (3.21), on a après simplifications :

−2r2

α
(∂ttγ − α∂rrγ)e−2η = KT33 − r2e−4γKT22 − A2KT22 −

r2∂rα∂rγ

α
e−2η − r2∂tα∂tγ

α2
e−2η +

r∂rα

2α
e−2η

−2r∂rγe
−2η − (∂tA)2 − α(∂rA)2

α
e−2η+4γ

ce qui entraîne que :

∂ttγ − α∂rrγ = − α

2r2
KT33e

2η +
α

2
e2η−4γKT22 +

αA2

2r2
e2ηKT22 +

∂rα∂rγ

2
+
∂tα∂tγ

2α
− ∂rα

4r
+
α∂rγ

r

+
(∂tA)2 − α(∂rA)2

2r2
e4γ

en utilisant l’équation (3.20) on a :

∂ttγ − α∂rrγ =
α

2
e2(η−γ)(KT22e

−2γ − 1

r2
KT33e

2γ + 2Λ + ϕ− P1) +
∂rα∂rγ

2
+
∂tα∂tγ

2α
+
α∂rγ

r

+
(∂tA)2 − α(∂rA)2

2r2
e4γ

d’où :

∂ttγ−α∂rrγ =
∂rα∂rγ

2
+
∂tα∂tγ

2α
+
α∂rγ

r
+

(∂tA)2 − α(∂rA)2

2r2
e4γ +

α

2
e2(η−γ)(ϕ−P1 + 2Λ +P2−P3)

(3.23)

-On a vu précedemment que :

∂ttη − α∂rrη = −αe2(η−2γ)T22K + 2(∂ttγ − α∂rrγ) +
∂rrα

2
+
∂rα(∂rη − 2∂rγ)

2
+
∂rα

2r
+
∂tα(∂tη − 2∂tγ)

2α

−2α∂rγ

r
− (∂tγ)2 + α(∂rγ)2 − (∂rα)2

4α
− 3((∂tA)2 − α(∂rA)2)

4r2
e4γ + Λαe2(η−γ)

en remplaçant ∂ttγ − α∂rrγ par son expression donnée à l’équation (3.23) on obtient après simplifica-

tions :

∂ttη − α∂rrη =
∂rα∂rη

2
+
∂tα∂tη

2α
+
∂rα

2r
+

(∂tA)2 − α(∂rA)2

4r2
e4γ + αe2(η−γ)(ϕ− P1 + 2Λ + P2 − P3)

+Λαe2(η−γ) − αe2(η−2γ)T22K +
∂rrα

2
− (∂tγ)2 + α(∂rγ)2 − (∂rα)2

4α

d’où en remplaçant ∂rα
2r

par son expression donnée par (3.21) on a après simplifications :

∂ttη − α∂rrη =
∂rα∂rη

2
+
∂tα∂tη

2α
+

(∂tA)2 − α(∂rA)2

4r2
e4γ − αe2(η−γ)(P3 − Λ) +

∂rrα

2
− (∂tγ)2

+α(∂rγ)2 − (∂rα)2

4α
(3.24)

Les équations (3.19), (3.20), (3.21), (3.22), (3.23) et (3.24) forment le système recherché.
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3.3 Les équations d’Euler

Remarque 3.3.1. u2 = u3 = 0. En effet,uα = gαβuβ d’où u2 = g2βuβ = g20u0 + g21u1 + g22u2 +

g23u3 = 0 et u3 = g3βuβ = g30u0+g31u1+g32u2+g33u3 = 0 car g20 = g21 = g30 = g31 = u2 = u3 = 0

Lemme 3.3.1. Si u = (uλ) est le vecteur vitesse unitaire temporel du fluide on a :

(
√
αu0)2 − (u1)2 = e−2(η−γ) (3.25)

Preuve . Le vecteur u étant unitaire on a gλβuλuβ = −1 , ∀λ, β = 0, 1, 2, 3

gλβu
λuβ = −1 =⇒ g0βu

0uβ + g1βu
1uβ + g2βu

2uβ + g3βu
3uβ = −1

=⇒ g00(u
0)2 + 2g01u

0u1 + 2g02u
0u2 + 2g03u

0u3 + g11(u
1)2 + 2g12u

1u2 + 2g13u
1u3

+g22(u
2)2 + 2g23u

2u3 + g33(u
3)2 = −1

or g01 = g02 = g03 = g12 = g13 = 0 on obtient alors :

g00(u
0)2 + g11(u

1)2 + g22(u
2)2 + 2g23u

2u3 + g33(u
3)2 = −1

d’après la remarque 3.3.1, on a u2 = u3 = 0 et par suite ,

g00(u
0)2 + g11(u

1)2 = −1 =⇒ −αe2(η−γ)(u0)2 + e2(η−γ)(u1)2 = −1

=⇒ α(u0)2 − (u1)2 = e−2(η−γ)

Théorème 3.3.1. On a le résultat suivant :

∇αS
αβ = 0 ,∀α, β = 0, 1, 2, 3 (3.26)

où S est le tenseur d’Einstein obtenu au chapitre 2

Preuve . cf[1]

Remarque 3.3.2. Puisque Sαβ = KTαβ , l’équation (3.26) est équivalente à :

∇αT
αβ = 0 ,∀α, β = 0, 1, 2, 3 (3.27)

l’équation (3.27) traduit la conservation du tenseur impulsion énergie lié au fluide .

Lemme 3.3.2. Pour tout λ, β = 0, 1, 2, 3, on a (∇λu
β)uβ = 0 .
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3.3. Les équations d’Euler

Preuve . u étant unitaire, on a : gαβuαuβ = −1 ∀α, β, alors :

∇λ(gαβu
αuβ) = 0 ∀λ ⇒ ∇λ(gαβ)uαuβ + gαβ∇λ(u

α)uβ + gαβu
α∇λ(u

β) = 0

⇒ gαβ∇λ(u
α)uβ +∇λ(u

β)uβ = 0

⇒ ∇λ(u
α)gαβu

β +∇λ(u
β)uβ = 0

⇒ ∇λ(u
α)uα +∇λ(u

β)uβ = 0.

En particulier, on prend α = β et on obtient, 2∇λ(u
β)uβ = 0 d’où,∇λ(u

β)uβ = 0.

�

Proposition 3.3.1. La relation de conservation (3.27) se réduit à l’équation :

(∇0ρ)u0 + (∇1ρ)u1 + (1 + k2)ρ(∇0u
0 +∇1u

1) = 0 (3.28)

Preuve . D’après (3.27), on a : ∇αT
αβ = 0 ∀α, β = 0, 1, 2, 3. Et d’après (3.1),

Tαβ = (p+ ρ)uαuβ + pgαβ ;α, β = 0, 1, 2, 3 avec p = k2ρ. On a alors,

Tαβ = (1 + k2)ρuαuβ + (k2ρ)gαβ ;α, β = 0, 1, 2, 3.

∇αT
αβ = 0 ⇐⇒ ∇α[(1 + k2)ρuαuβ + (k2ρ)gαβ] = 0

⇐⇒ (1 + k2)(∇αρ)uαuβ + (1 + k2)ρ(∇αu
α)uβ + (1 + k2)ρuα(∇αu

β) + k2(∇αρ)gαβ

+k2ρ(∇αg
αβ) = 0

puisque∇αg
αβ = 0, on a alors :

(1 + k2)(∇αρ)uαuβ + (1 + k2)ρ(∇αu
α)uβ + (1 + k2)ρuα(∇αu

β) + (∇αρ)gαβ = 0

En multipliant l’équation ci-dessus par uβ , on obtient l’équation suivante :

(1 + k2)(∇αρ)uαuβuβ + (1 + k2)ρ(∇αu
α)uβuβ + (1 + k2)ρuα(∇αu

β)uβ + (∇αρ)gαβuβ = 0;

Puisque uβuβ = −1, on a :

−(∇αρ)uα − (1 + k2)ρ(∇αu
α) + (1 + k2)ρuα(∇αu

β)uβ = 0.

Et d’après le lemme (3.3.2), (∇αu
β)uβ = 0, on obtient

(∇αρ)uα + (1 + k2)ρ(∇αu
α) = 0.

Puisque u2 = u3 = 0, on obtient :

(∇0ρ)u0 + (∇1ρ)u1 + (1 + k2)ρ(∇0u
0 +∇1u

1) = 0.

�
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3.4. Les équations d’Euler, cas homogène

Remarque 3.3.3. Les équations (3.25) et (3.28) sont appelées les équations d’Euler.

Remarque 3.3.4. Les équations (3.19), (3.20), (3.21), (3.22), (3.23), (3.24),(3.25) et (3.28) forment

un système de 8 équations à 7 inconnues α, η, γ, A, ρ, u0, u1 appelé système complet d’Einstein-Euler en

symétrie cylindrique. C’est un système d’équations aux dérivées partielles non linéaires du premier et du

second ordre dont les 7 inconnues sont toutes des fonctions réelles des variables réelles t et r. Compte

tenu du fait que le nombre d’équations est supérieur au nombre d’inconnues, certaines équations peuvent

être considérées comme des équations de contraintes et d’autres comme des équations d’évolution.

Remarque 3.3.5. L’existence des solutions du système d’Einstein-Euler requiert la présence de don-

nées initiales. En tenant compte de la singularité à t = 0, ces données initiales sont prescrites à

t = t0 > 0 par :

η(t0, r) = η0(r), ∂tη(t0, r) = η1(r), α(t0, r) = α0(r), γ(t0, r) = γ0(r), ∂tγ(t0, r) = γ1(r),

A(t0, r) = A0(r), ∂tA(t0, r) = A1(r), ρ(t0, r) = ρ0(r), ∂tρ(t0, r) = ρ1(r), ∂tα(t0, r) = α1(r),

u(t0, r) = u0(r), ∂tu(t0, r) = u1(r).

Il est alors question d’étudier l’existence locale et globale dans le temps du problème de Cauchy pour le

système d’Einstein-Euler en symétrie cylindrique, c’est un problème qui demeure ouvert jusqu’à présent.

3.4 Les équations d’Euler, cas homogène

Ici, toutes les fonctions ne dépendent que du temps (de la variable t), et dans ce cas, les équations

d’Euler deviennent :

(
√
αu0)2 − (u1)2 = e−2(η−γ) (3.29)

(∇0ρ)u0 + (1 + k2)ρ∇0u
0 = 0 (3.30)

Proposition 3.4.1. Pour des données initiales prescrites à t = t0 > 0 par u0(t0) = c0 et ρ(t0) = ρ0,

on a :

u0(t) = c0

(
ρ0
ρ(t)

) 1
1+k2

et (u1(t))2 =
c20(ρ0)

1
1+k2α(t)− (ρ(t)

1
1+k2 )2e−2(η(t)−γ(t))

ρ(t)
2

1+k2

Preuve . L’équation (∇0ρ)u0 + (1 + k2)ρ∇0u
0 = 0 entraine ∂tu0

u0
+ 1

1+k2
× ∂tρ

ρ
= 0 c’est-à-dire

∂t(lnu
0 + ln ρ

1+k2
) = 0. Donc lnu0 + ln ρ

1+k2
= c , c ∈ R.

Ainsi,

u0(t) =
B

ρ(t)
1

1+k2

, B ∈ R∗+.
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3.4. Les équations d’Euler, cas homogène

Or u0(t0) = c0 et ρ(t0) = ρ0 ; donc B

(ρ0)
1

1+k2
= c0 c’est-à-dire B = c0(ρ0)

1
1+k2 de sorte que

u0(t) = c0

(
ρ0
ρ(t)

) 1
1+k2

.

En remplaçant u0 par sa valeur dans l’équation (
√
αu0)2 − (u1)2 = e−2(η−γ), on obtient

(u1)2 =
c20(ρ0)

1
1+k2α(t)− (ρ(t)

1
1+k2 )2e−2(η(t)−γ(t))

ρ(t)

2
1+k2

.

�
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♣ Intérêt Pédagogique ♣

Dans le cadre de la rédaction du mémoire de D.I.P.E.S II, il nous a été demandé de donner l’in-

térêt pédagogique de notre travail : rappelons que le thème soumis à notre étude s’intitule Equations

d’Einstein fluide parfait et constante cosmologique en symétrie cylindrique. C’est un sujet qui a su

contribuer à notre formation au métier d’enseignant.

♣ Ce travail nous a permis de développer notre culture et nos connaissances scientifiques. En effet,

un bon enseignant doit être cultivé afin de captiver l’attention de ses élèves, d’étayer son cours par

des exemples pratiques.

♣ Ce travail nous a permis de nous exercer sur la résolution d’équations différentielles ordinaires à

coefficients constants.

♣ La rédaction de ce travail nous a permis de nous familiariser avec le logiciel de programmation

Latex qui fait une très bonne mise en page et s’avère donc très utile pour la rédaction des épreuves

d’évaluation, des fiches de travaux dirigés ainsi que des notes de cours.

♣ Nous avons appris à rédiger des documents scientifiques. Nous serons appelés au lycée à produire

des fascicules ainsi que des notes de cours qui pourront être lues et appréciées partout.

♣ Nous avons également appris à rassembler des ressources, les organiser et à pouvoir juger de

la pertinence d’une ressource par rapport à une autre. En effet, au lycée nous serons appelés à

préparer des cours, pour cela il nous faudra des ressources telles que : le livre au programme, des

livres hors programme, les anciens cours et des documents trouvés sur le net. Nous devrions donc

être capables de synthétiser toutes ces ressources afin de produire un cours de qualité.
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♣ Conclusion ♣

En somme, nous pouvons dire que les équations d’Einstein fluide parfait avec constante cosmolo-

gique en symétrie cylindrique se réduisent sous l’effet de la symétrie, de quelques changements de va-

riables et sous certaines hypothèses en un système de huit équations à sept inconnues. Pour parvenir à un

tel résultat, nous avons dû dans un premier temps donner quelques notions préliminaires sur la topologie,

sur la géométrie différentielle et sur la géométrie lorentzienne ; nous avons ensuite effectué divers calculs

tensoriels qui nous ont conduit à l’obtention des composantes du tenseur d’Einstein avec constante cos-

mologique et pour finir, nous avons après avoir calculé les composantes du tenseur impulsion-énergie pû

établir les équations que nous avons par la suite simplifiées à l’aide de changements de variables. Notons

que les équations d’Einstein sont très souvent difficiles à résoudre (c’est-à-dire sans faire des approxi-

mations) et que l’étude des solutions exactes de ces équations est l’une des activités de la cosmologie,

étude qui a mené à la prédiction de l’existence de trous noirs 1 et aux divers modèles de l’évolution de

l’univers.

1. Régions de l’espace tellements denses qu’aucun rayonnement n’en sort[8]
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