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♣ Résumé ♣

Les équations d’Einstein sont les équations aux dérivées partielles principales de la relati-

vité générale. Ce sont des équations dynamiques qui décrivent comment la matière et l’énergie

modifient la géométrie de l’espace-temps. Dans le présent mémoire, nous écrivons les équations

d’Einstein-Maxwell fluide parfait en symétrie cylindrique. Nous obtenons ainsi un système de

douze équations à dix inconnues que nous distinguons en équations de contraintes et équations

d’évolution. Et nous donnons les conditions initiales.

Mots clés : Relativité générale, équations d’Einstein, équations de Maxwell, équations d’Euler,

symétrie cylindrique, espace-temps.
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♣ Abstract ♣

Einstein equations are the main partial differential equations of general relativity. They are

dynamic equations that describe how matter and energy change the geometry of space-time. In this

long essay, we write the equations of Einstein-Maxwell in cylindric symmetry. Thus, we obtain a

system of twelve equations to ten unknown and we distinguish the equation of contraints from the

equations of evolution. And we give the initial conditions.

Keys words : General Relativity, Einstein equations, Maxwell equations, Euler equations ,

space-times, cylindric symmetry.
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♣ INTRODUCTION ♣

La théorie de la relativité, considérée comme la plus importante création intellectuelle jamais

réalisée, a été conçue par Albert Einstein 1 entre 1907 et 1915. C’est une théorie physique qui lie

la gravité, l’espace et le temps et qui se modélise fondamentalement par les équations d’Einstein.

Cette théorie révolutionne celle de Newton pour qui, le mouvement d’un corps est déterminer par

des forces. Le phénomène familier de la gravitation possède en relativité générale l’interprétation

extraordinaire d’être la manifestation de la courbure de l’espace et du temps produite par la présence

des massifs. Les travaux d’Einstein aboutissent aux équations de la forme : [2]

Gδβ =
8πG

c4
Tδβ avec δ, β ∈ {0, 1, 2, 3}.

Où Gδβ la composante du tenseur d’Einstein donné par Gδβ = Rδβ − 1
2
Rgδβ , (Rδβ) pour le tenseur

de Ricci, R la courbure riemannienne, (gδβ) le coefficient du tenseur métrique g , G la constante

gravitationnelle, C la célérité de la lumière et (Tδβ) le coefficient du tenseur impulsion énergie T

dont l’expression dépend du choix de la matière. Nous supposons que la matière est constituée d’un

système auto-entretenu dont les particules considérées évoluent sous l’action du champ électroma-

gnétique qu’elles créent. Ce champ électromagnétique vérifie les équations de Maxwell. Ainsi, les

équations d’Einstein sont couplées aux équations de Maxwell qui prennent la forme

2W∇aF
ab = 0 et ∇aFbc +∇bFac +∇cFab = 0 a, b c = 0, 1, 2, 3.

où ∇a est la connexion de levi-civita et (F ab) est le champ électromagnétique. Le tenseur im-

pulsion énergie peut être vu comme somme de plusieurs tenseurs élémentaires dont les équations

dépendent. Lorsque la matière considérée est un fluide parfait 2 , le tenseur énergie-impulsion prend

une forme particulière caractéristique d’un tel milieu, les équations d’Einstein-Maxwell sont alors

1. physicien américain d’origine allemande né le 14 mars 1879 à Ulm dans le wurtemberg et mort le 18 avril 1955

à New Jersey
2. En mécanique des fluides, un fluide est dit parfait lorsqu’il est possible de décrire son mouvement sans prendre

en compte les effets de viscosité et de conductivité thermique.
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couplées aux équations d’Euler et le système Einstein-Maxwell-Euler est ainsi obtenu. Dans le pré-

sent mémoire, il est question pour nous d’établir les équations d’Einstein-maxwell fluide parfait

en symétrie cylindrique. Nous définissons dans le premier chapitre les notions requises pour bien

manipuler ces équations, ensuite dans le second chapitre, nous déterminons le tenseur d’Einstein

et enfin dans le troisième chapitre, nous écrivons les équations-maxwell fluide parfait en symétrie

cylindrique.

DIPES II, 2018-2019 2



? ? CHAPITRE UN ? ?

PRÉLIMINAIRES

1.1 Quelques notions de géométrie différentielle

L’objet de ce chapitre est de ressortir les notions fondamentales de géométrie différentielles à

base des rappels topologiques et du calcul différentiel que nous utiliserons par la suite.

1.1.1 Préliminaires de topologie et de calcul différentiel

Nous allons commencer par présenter l’essentiel de la topologie générale et de calcul différen-

tiel nécessaire à la compréhension des notions de géométrie différentielles. Notamment la notion

de variété différentielle important pour la réalisation de ce projet.

Définition 1.1.1. (Espace topologique)

Soit E un ensemble non vide, O une famille de parties de E vérifiant :

(i) ∅, E ∈ O,

(ii) ∀ A,B ∈ O, A ∩B ∈ O,

(iii) ∀ (Oi)i∈I ⊂ O,
⋃
i∈I

Oi ∈ O.

On dit que O est une topologie sur E et que le couple (E,O) appelé espace topologique où O

est appelé ensemble des ouverts de E.

Notation 1.1.1. Dans la suite, lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguïté, on notera tout simplement

E = (E,O)

Définition 1.1.2. (Espace topologique séparé)

Un espace topologique (E,O) est dit séparé au sens de Hausdorff ou tout simplement séparé si

∀x, y ∈ E tels que x 6= y , il existe U ∈ O contenant x et V ∈ O contenant y tels que U ∩ V = ∅ .
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1.1. Quelques notions de géométrie différentielle

Définition 1.1.3. (Continuité)

Soient E et F deux espaces topologiques. Une application f : E −→ F est continue en un

point x de E lorsque l’image réciproque par f de tout voisinage de f(x) dans F est un voisinage

de x dans E. f est continue sur E lorsque l’image réciproque par f de tout ouvert de F est un

ouvert de E.On dira que f est de classe C0.

Définition 1.1.4. (Homéomorphisme)

Soient E et F deux espaces topologiques. Une application f : E −→ F est un homéomor-

phisme lorsqu’elle est continue sur E, bijective et lorsque son inverse f−1 est continu sur F .

Définition 1.1.5. (Application de classe C∞) Soient n ∈ N∗ et U un ouvert non vide de Rn.

Soient x = (x1, ..., xn) ∈ Rn et p = (p1, ..., pn) ∈ Nn un multi-indice. On pose :

|p| = p1 + . . .+ pn et Dp =
∂|p|

∂xp11 ∂x
p2
2 . . . ∂xpnn

.

Soit f : U −→ C une application. On dit que f est de classe Ck (k ∈ N∗) si pour tout p ∈ Nn

tel que |p| ≤ k, Dpf existe et est continue. f est de classe C∞ si f est de classe Ck,pour tout k ∈ N.

Une application f : U −→ Rm(m ∈ N) est différentiable en x0 s’il existe une application

linéaire continue appelée différentielle de f en x0

df(x0) : U −→ Rm

h 7−→ df(x0)(h)

telle que f(x0 + h)− f(x0) = df(x0)(h) + ‖h‖ε(h) et lim ε(h) = 0 quand h 7→ 0 .

On dit que cette application f : U −→ Rm est de classe Ck dans U si elle est kfois différentiable

dans U et si son application différentielle d’ ordre k est continue dans U .

Définition 1.1.6. (Ck-difféomorphisme,k ∈ N) On dit qu’une application f : U −→ V entre deux

ouverts de Rn est un Ck-difféomorphisme si f est bijective de U sur V ,f est de classe Ck dans U et

f−1 est de classe Ck dans V .

1.1.2 Variétés différentielles

CARTES, ATLAS ET VARIETE

Définition 1.1.7. (Cartes locales et Ck-compatibilité k ∈ N∗ )

Soit E un espace topologique. On appelle carte locale de dimension n sur E, la donnée d’un

couple (U,ϕ) tel que :

DIPES II, 2018-2019 4



1.1. Quelques notions de géométrie différentielle

(i) U est un ouvert de E,

(ii) L’application ϕ : U −→ ϕ(U) ⊆ Rn est un homéomorphisme.

Deux cartes (U,ϕ) et (V, ψ) sur un espace topologique E telles que U ∩ V 6= ∅ sont dites

Ck−compatibles lorsque l’application de transition ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V ) −→ ψ(U ∩ V ) est un

Ck−difféomorphisme.

Définition 1.1.8. (Atlas et atlas Ck − compatibles)

Soit M un espace topologique séparé. Un atlas de dimension n (n ∈ N∗), de classe Ck (k ∈ N)

sur M est la donnée d’une famille (Ui, ϕ)i∈I telle que : pour tout i ∈ I, (Ui, ϕi) sont des cartes

Ck−compatibles recouvrant M .

Deux atlas A1 et A2 de classe Ck sur M sont dits Ck-compatibles si A1∪A2 est encore un atlas

de classe Ck.On peut ainsi définir une relation d’équivalence "atlas Ck − compatibles".

Définition 1.1.9. (Variété topologique)

Une variété topologique Vn de dimension n ∈ N∗ est un espace topologique séparé dont chaque

point possède un voisinage ouvert homéomorphe à Rn.

ESPACE TANGENT

A chaque point d’une variété différentiable Vn, nous allons associer un espace vectoriel de

dimension n ∈ N : l’espace vectoriel tangent à Vn en ce point.

Définition 1.1.10. (Courbe différentielle en un point)[3]

Soit Vn une variété différentiable, I une partie non vide de R contenant 0, x un point de Vn. Une

courbe différentielle de Vn en x est une application différentielle c : I −→ Vn, t 7−→ c(t) telle que

c(0) = x. Γ = c(I) ⊂ Vn est appelé arc paramétré de Vn et le couple (I, c) est la paramétrisation

de la courbe c.

Définition 1.1.11. (Courbes tangentes en un point)

Deux courbes c1 et c2 passant par x sont dites tangentes si pour toute carte locale (U, ϕ) d’une

variété différentielle Vn, on a :  c1(0) = c2(0) = x,

d(ϕ◦c1)
dt

(0) = d(ϕ◦c2)
dt

(0).

Par la suite, on définit la relation Rx sur l’ensemble des arcs paramétrés de Vn par c1 Rx c2 si

et seulement si c1 et c2 sont tangents en x.

DIPES II, 2018-2019 5



1.1. Quelques notions de géométrie différentielle

Rx ainsi définie est une relation d’équivalence et une classe d’équivalence suivant la relation Rx

est définie par :

[c]x : C∞(Mn) −→ R

g 7−→ [c]x(g) =
d

dt
g(x).

Définition 1.1.12. (Vecteur tangent-Espace tangent)

Soit Vn une variété différentielle et x ∈ Vn. Un vecteur tangent à Vn en x est une classe d’équi-

valence pour la relationRx définie ci-dessus.

L’espace tangent à Vn en x est l’ensemble des vecteurs tangents à Vn en x. Noté TxVn, c’est un

espace vectoriel de dimension égale à celle de Vn .

Définition 1.1.13. (Fibré tangent)

Soit Vn une variété différentielle.

TVn =
⋃
x∈Vn

{x} × TxVn est une variété différentielle de dimension égale à deux fois la dimension

de Vn appelée fibré tangent à Vn .

On adopte souvent cette notation TVn =
⋃
x∈Vn

TxVn .

Définition 1.1.14. (Champ de vecteurs)

Soit Vn une variété différentielle. Un champ de vecteurs sur Vn est une application

X : Vn −→ TVn

x 7−→ X(x) = (x;Xx)

(avec Xx ∈ TxVn)

Un champ de vecteur est dit différentiable si l’application qui le définit est une application C∞.

Notation 1.1.2. X (Vn) est l’ensemble des champs de vecteurs définis sur Vn.

Définition 1.1.15. (Dérivation)

Soit Vn une variété différentielle.

Un champ de vecteurs X de Vn définit une dérivation sur C∞(Vn) par :

X : C∞(Vn) −→ C∞(Vn)

g 7−→ Xg,

où Xg = ∂g
∂xi
|x dx

i

dt
, vérifiant :

i) ∀a, b ∈ R, ∀g, h ∈ C∞(Vn), X(ag + bh) = aXg + bXh,
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1.1. Quelques notions de géométrie différentielle

ii) ∀g, h ∈ C∞(Vn), X(gh) = gXh+ hXg.

Définition 1.1.16. (La composé de deux champs de vecteurs)

La composé de deux champs de vecteurs X et Y sur Vn est définie par :

(X ◦ Y )(g) = X(Y g), ∀g ∈ C∞(Vn).

Proposition 1.1.1. La composé de deux champs de vecteurs ne définit pas une dérivation.

Preuve .

Soient X et Y deux champs de vecteurs. Pour tout g, h ∈ C∞(Vn), on a :

(X ◦ Y )(gh) = X(Y (gh))

= X(gY h+ hY g)

= gX(Y h) +XgY h+ hX(Y g) +XhY g.

Mais,

g(X ◦ Y )h+ h(X ◦ Y )g = gX(Y h) + hX(Y g).

Il vient que, X ◦ Y (gh) 6= g(X ◦ Y )h+ h(X ◦ Y )g. �

Définition 1.1.17. (Crochet)

Soit Vn une variété différentiable.

On appelle crochet de Lie de deux champs de vecteurs X et Y , le champ de vecteur noté [., .] et

défini par :

[., .] : X (Vn)×X (Vn) −→ X (Vn)

(X, Y ) 7−→ [X, Y ] = X ◦ Y − Y ◦X.

L’opérateur crochet définit une dérivation sur C∞(M). En coordonnées locales, on a :

[X, Y ] = (Xj∂jY
i − Y j∂jX

i)∂i.

Définition 1.1.18. (Dérivée de Lie)

La dérivée de Lie d’un champ de vecteurs X par rapport à un autre champ de vecteurs Y est le

champ de vecteurs LX(Y ) défini par : LX(Y ) = [X, Y ].

ESPACE CO-TANGENT

Soit Vn une variété différentiable, x un point de Vn.
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1.1. Quelques notions de géométrie différentielle

Définition 1.1.19. (Covecteur ou 1-forme) Un covecteur ou 1-forme encore appelé forme diffé-

rentielle de degré 1 au point x de Vn est une forme linéaire sur TxVn.

Définition 1.1.20. (Espace vectoriel co-tangent) L’espace co-tangent en x à Vn est le dual de

l’espace tangent TxVn.On le note T ∗xVn = L(TxVn;K).

Définition 1.1.21. (Fibré co-tangent)

Soit Vn une variété différentielle.

T ∗Vn =
⋃
x∈V

T ∗xVn est une variété différentielle de dimension égale à deux fois la dimension de Vn

appelée fibré co-tangent à Vn.

1.1.3 Algèbre multilinéaire et calcul tensoriel

Définition 1.1.22. (Applications n−linéaires )[3]

Soient n un entier naturel supérieur ou égale à 1, E1, . . . , En et F des K−espaces vectoriels.

Une application f : E1 × · · · × En −→ F est dite n−linéaire si elle est linéaire par rapport à

chacune de ses variables . Lorsque F = K, on dit que f est une forme linéaire sur E1 × · · · ×En ;

et sur E lorsque E1 = E2 = · · · = En = E

Définition 1.1.23. (Tenseur élémentaire)[3]

Soient E et F deux K−espaces vectoriels (K = R ou C), x ∈ E et y ∈ F . On appelle tenseur

élémentaire, l’application

x⊗ y : E∗ × F ∗ −→ K

(ϕ, ψ) 7−→ (x⊗ y)(ϕ, ψ) =< ϕ(x), ψ(y) >

oùE∗ et F ∗ désignent les duales algébriques des espacesE et F respectifs ; ϕ et ψ sont des formes

linéaires.

Définition 1.1.24. (Produit tensoriel)[3]

Soient E et F deux K−espaces vectoriels, x ∈ E et y ∈ F . On appelle produit tensoriel de E

par F , l’ensemble E ⊗ F défini par :

E ⊗ F = {x⊗ y, x ∈ E, y ∈ F}.

Définition 1.1.25. (Tenseur covariant)[3]
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1.2. Notions de Géométrie lorentzienne

Un tenseur de type

 0

p

 ou p−fois covariant au point x ∈ Mn est une forme p−linéaire

définie sur (TxVn)p.

On désigne par
p⊗
T ∗xVn ≡ T 0

x pVn l’espace des formes p−linéaires sur TxVn.

Définition 1.1.26.

Un tenseur 2−fois covariant ou de type

 0

2

 au point x est une forme bilinéaire symétrique

définie sur TxVn × TxVn.

Définition 1.1.27. (Tenseur contravariant)[3]

Un tenseur de type

 q

0

 ou q−fois contravariant au point x est une forme q−linéaire définie

sur (T ∗xVn)q.

On désigne par
⊗q TxVn ≡ T qx 0Vn l’espace de toutes les formes q−linéaires sur T ∗xVn.

Définition 1.1.28. (Tenseur mixte)[3]

Un tenseur mixte de type

 q

p

 ou tenseur p−fois covariant et q−fois contravariant au point

x ∈ Vn est une forme (p+ q)−linéaire définie sur (TxVn)p × (T ∗xVn)q.

On désigne par T qx pVn l’ensemble des tenseurs de type

 q

p

 au point x ∈ Vn.

Définition 1.1.29. (Fibré tensoriel)

On appelle fibré tensoriel, la variété différentielle T qpVn définie par :T qpVn =
⋃
x∈Vn

({x} × T qx p).

Définition 1.1.30. (Champ de tenseurs)

Un champ de tenseur de type

 q

p

 sur Vn est une application

T : Vn −→ T qpVn

x 7−→ T (x) = (x, tx), tx ∈ T qx pVn.

1.2 Notions de Géométrie lorentzienne

SoitE un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K = (R ou C) etB = {e1, e2, ..., en}

une base de E. Soit x ∈ E, alors x =
n∑
i=1

xiei; xi ∈ K.
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1.2. Notions de Géométrie lorentzienne

Un indice tel que i sur lequel on effectue la somme est appelé indice muet. La convention d’Ein-

stein consiste à supprimer le signe
∑

et d’indiquer l’indice muet en haut et en bas. Ainsi

x = xiei, i = 1, 2, ..., n.

Dans toute la suite, V4 désigne une variété différentiable de dimension 4, le corps de base est R.

On adopte la convention de sommation d’Einstein où les indices grecs δ, β, γ, ... vont de 0 à 3 .

Définition 1.2.1. (Variété lorentzienne) [7]

Une variété lorentzienne ou hyperbolique est la donnée du couple (V4, g) où V4 est une variété

différentielle de dimension 4 et g, un champ de tenseur 2−fois covariant de classe Cp−1 sur V4,

p ≥ 1 vérifiant les conditions suivantes :

i) g est symétrique ;

ii) ∀x ∈ V4, g induit sur l’espace tangent Tx en x à V4 une forme bilinéaire non dégénérée

gx : TxV4 × TxV4 −→ R ;

iii) g est de signature (+,−,−,−) ou (−,+,+,+) ; On dit que g est de signature hyperbo-

lique.

g est appelé tenseur métrique.

Remarque 1.2.1.

1. Au cours de notre étude ,puisque nous travaillons en symétrie cylindrique la réduction en

carré de la forme quadratique associé à la forme bilinéaire symétrique gx aura pour signa-

ture (1; 3) ( car nous sommes en dimension 4 )

2. Dans un repère naturel eδ de V4, g s’écrit en coordonnées locales par g = gδβdx
δdxβ où

gδβ = g(eδ, eβ). g est alors vue comme une matrice carrée symétrique d’ordre 4 dont les

composantes sont les gδβ . On note alors g = (gδβ). La matrice g est inversible et son inverse

est noté (gδβ). On a : gδλgλβ = δδβ (symbole de Kronecker).

Définition 1.2.2. (Repère orthonormé) [7]

Le repère (eα) est dit orthonormé dans (V4, g) si g s’écrit : g = ds2 = (dx0)2 −
3∑
i=1

(dxi)2 en

signature (+,−,−,−) ou ds2 = g = −(dx0)2 +
3∑
i=1

(dxi)2 en signature (−,+,+,+).

Un élément x ∈ V4 est représenté par x = (x0, xi) avec x0 = t appelée coordonnée tempo-

relle et xi coordonnée d’espace. Ainsi, pour tout système de coordonnées locales (xδ) dans V4, x0

représente le temps t et xi l’espace. Cette représentation est dûe à Minkowski dans les années 1908.
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1.2. Notions de Géométrie lorentzienne

Définition 1.2.3. (Espace-temps) [7]

Un espace-temps est la donnée d’un couple (M, g) avec (M, g) variété lorentzienne.

Définition 1.2.4. la forme quadratique associée à gx est le scalaire :ds2 = gδβdx
δdxβ

Remarque 1.2.2. ds2 : V −→ R, X 7→ ds2(X) = gx(X,X) = gδβX
δXβ

Définition 1.2.5. (Connexion linéaire-Symboles de Christoffel)

Une connexion linéaire sur V4 est la donnée d’une application

∇ : TV4 −→ T ∗V4 ⊗ TV4

v 7−→ ∇v

définie sur les champs de tenseurs différentiables sur V4 et qui est telle que

∇(u+ v) = ∇u+∇v,

∇fu = df ⊗ u+ f∇u, (1.1)

pour toute fonction différentiable f .

∇v est appelée différentielle absolue ou covariante de v. Si v = vδeδ dans la base naturelle (eδ) de

TxV4, alors les composantes locales du tenseur mixte∇v notées∇δv
β sont données par

∇δv
β = ∂δv

β + Γβδλv
λ. (1.2)

(1.2) montre que la connaissance des 64 coefficients Γλδβ détermine entièrement ∇ dans une carte

locale de V4.

Les coefficients Γλδβ de la relation (1.2) s’appellent symboles de Christoffel associés à la connexion

∇.

Remarque 1.2.3.

Les composantes covariantes locales du tenseur∇v notées∇δvβ sont données par

∇δvβ = ∂δvβ + Γλδβvλ

Où ∂δ := ∂
∂xδ

avec δ = 0, 1, 2, 3.

Propriété 1.2.1. (Identités de Ricci)[1]

∂µgδβ = gδλΓ
λ
βµ + gλβΓλδµ. (1.3)

la relation (1.3) est appelée identités de Ricci.
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1.2. Notions de Géométrie lorentzienne

Proposition 1.2.1. [1]

Les coefficients de Christoffel en coordonnées locales s’obtiennent du tenseur métrique par :

Γλδβ =
1

2
gλµ(∂δgµβ + ∂βgδµ − ∂µgδβ). (1.4)

Preuve .

D’après les identités de Ricci, on a :

∂δgµβ = gµλΓ
λ
βδ + gλβΓλµδ

∂βgδµ = gδλΓ
λ
βµ + gµλΓ

λ
δβ

∂µgδβ = gδλΓ
λ
βµ + gλβΓλµδ

D’où

gλµ∂δgµβ = Γλβδ + gλµgλβΓλµδ

= Γλδβ + δµβΓλµδ

gλµ∂βgδµ = Γλδβ + gλµgδλΓ
λ
βµ

= Γλδβ + δµδ Γλβµ

gλµ∂µgδβ = gλµgδλΓ
λ
βµ + gλµgλβΓλµδ

= δµδ Γλβµ + δµβΓλµδ

Par suite,

gλµ(∂δgµβ + ∂βgδµ − ∂µgδβ) = Γλδβ + Γλδβ + δµβΓλµδ + δµδ Γλβµ − δ
µ
δ Γλµβ − δ

µ
βΓλδµ

= 2Γλδβ

Ce qui donne alors le résultat (1.4). �

Proposition 1.2.2. [1]

Les symboles de Christoffel sont symétriques par rapport aux variables covariantes c’est-à-

dire :

Γλδβ = Γλβδ.
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1.2. Notions de Géométrie lorentzienne

Preuve . On a :

Γλβδ =
1

2
gλµ(∂βgµδ + ∂δgβµ − ∂µgβδ)

=
1

2
gλµ(∂δgβµ + ∂βgµδ − ∂µgβδ)

=
1

2
gλµ(∂δgµβ + ∂βgδµ − ∂µgδβ) ( car (gµν) est symétrique).

= Γλδβ

�

Généralisons cette notion de dérivée covariante d’un champ de vecteurs pour le cas d’un champ

de tenseurs. Si (eδ) est la base naturelle de T pq V4 et (eδ) sa base duale, alors pour tout tenseur T , on

a :

T = T
δ1...δp
β1...βq

eδ1 ⊗ · · · ⊗ eδp ⊗ eβ1 ⊗ · · · ⊗ eβq .

Exemple 1.2.1.

• Pour un tenseur de type

 1

1

,

∇δT
λ
µ = ∂δT

λ
µ + T λδγT

γ
µ − T

γ
δµT

λ
γ .

• Pour un tenseur de type

 2

2

,

∇νT
δβ
λµ = ∂νT

δβ
λµ + T δνσT

σβ
λµ + T βνσT

δσ
λµ − T σνλT δβσµ − T σνµT

δβ
λσ .

Définition 1.2.6. (Tenseur de courbure)[1]

Le tenseur de courbure ou tenseur de Riemann Rλ
µδβ associé à la connexion linéaire ∇ est un

tenseur mixte de type

 1

3

 sur V4 défini par :

Rλ
µδβ = ∂δΓ

λ
µβ − ∂βΓλµδ + ΓλµνΓ

ν
µβ − ΓλβνΓ

ν
δµ. (1.5)

Proposition 1.2.3.

Le tenseur de courbure Rλ
µδβ est antisymétrique par rapport aux indices δ et β, c’est-à-dire

Rλ
µδβ = −Rλ

µβδ.

Preuve .

D’après (1.5), on a :

Rλ
µδβ = ∂δΓ

λ
µβ − ∂βΓλµδ + ΓλµνΓ

ν
µβ − ΓλβνΓ

ν
δµ,
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1.2. Notions de Géométrie lorentzienne

et

Rλ
µβδ = ∂βΓλµδ − ∂δΓλµβ + ΓλµνΓ

ν
µδ − ΓλδνΓ

ν
βµ.

En utilisant la proposition (1.2.2), on a :

Rλ
µβδ = −(∂δΓ

λ
µβ − ∂βΓλµδ + ΓλµνΓ

ν
µβ − ΓλβνΓ

ν
δµ)

= −Rλ
µδβ.

�

Définition 1.2.7. (Torsion de courbure)[1]

On appelle torsion de la courbure linéaire∇, le tenseur T d’ordre (2, 1) de composantes

locales :

T λδβ = ∂δΓ
λ
µβ − ∂βΓλµδ.

théorème et définition 1.2.1. (Connexion de Levi-Civita)[1]

Il existe sur V4 une connexion linéaire et une seule∇ telle que :

1. ∇ est sans torsion, c’est-à-dire T = 0,

2. ∇g = 0.

Une telle connexion est appelée connexion de Levi-Civita.

Définition 1.2.8. (Tenseur de Ricci)[1]

Le tenseur de Ricci est le tenseur de composantes Rδβ = Rµ
δµβ obtenu par contraction de

l’indice supérieur et du deuxième indice inférieur du tenseur de courbure.

Son expression en fonction des coefficients de Christoffel est :

Rδβ = ∂µΓµβδ − ∂βΓµµδ + ΓrβδΓ
µ
µr − ΓrµδΓ

µ
βr.

Proposition 1.2.4. Le tenseur de Ricci est un tenseur symétrique :

Rδβ = Rβδ.

Preuve . Voir [2]. �

Définition 1.2.9. (courbure riemannienne)[1]

La courbure riemannienne R de (V4, g) est le scalaire obtenu par contraction des deux indices

du tenseur de Ricci :

R = gδβRδβ.
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? ? CHAPITRE DEUX ? ?

CALCUL TENSORIEL EN SYMETRIE

CYLINDRIQUE

Dans ce chapitre nous retrouverons d’abord de façons explicite les coefficients de la métrique

puis les symboles de Christoffel, le tenseur de Ricci et en fin la courbure scalaire.

Nous le faisons en coordonnes cylindrique pour lesquelles la métrique prend la forme :

ds2 = −αe2(η−γ)dt2 + e2(η−γ)dr2 + e2γ(dz+Adθ)2 + r2e−2γdθ2 où α, η, γ, et A sont des fonctions

qui dépendent de t et r .

2.1 La métrique cylindrique

2.1.1 Identification des coefficients de la métrique

Étant donné que ds2= gδβdx
δdxβ ,la forme quadratique associer au tenseur métrique g où les

gδβ sont symétriques Comme en symétrie cylindrique, l’espace temps est (t; r, z, θ),nous aurons :

ds2 = g00dt
2 + g11dr

2 + g22dz
2 + g33dθ

2 + g01dtdr + g02dtdz + g03dtdθ + g12drdz + g13drdθ +

g23dzdθ + g10drdt+ g20dzdt+ g30dθdt+ g21dzdr + g31dθdr + g32dθdz .

Ainsi par identification,on a :

g00 = −αe2(η−γ), g11 = e2(η−γ), g22 = e2γ, g33 = r2e−2γ +A2e2γ, g23 = g32 = Ae2γ, g01 = g02 =

g03 = g12 = g13 = 0

Et sa forme matricielle est :

g =


−αe2(η−γ) 0 0 0

0 e2(η−γ) 0 0

0 0 e2γ Ae2γ

0 0 Ae2γ r2e−2γ + A2e2γ


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2.1. La métrique cylindrique

c’est-à-dire les composantes non nulles sont :

g00 = gtt = −αe2(η−γ),

g11 = grr = e2(η−γ),

g22 = gzz = e2γ, (2.1)

g23 = gzθ = Ae2γ,

g33 = gθθ = r2e−2γ + A2e2γ.

Toutes les autres composantes sont nulles.

Son déterminant est detg = −αr2e4(η−γ) 6= 0, donc la matrice g est inversible ; son inverse

g−1 = (gij)0≤i,j≤3 est alors donnée par :

g−1 =


− e−2(η−γ)

α
0 0 0

0 e−2(η−γ) 0 0

0 0 e−2γ + A2e2γ

r2
−Ae2γ

r2

0 0 −Ae2γ

r2
e2γ

r2


Il s’ensuit que : les composantes non nulles de g−1 sont :

g00 = gtt = −e
−2(η−γ)

α
,

g11 = grr = e−2(η−γ),

g22 = gzz = e−2γ +
A2e2γ

r2
, (2.2)

g23 = gzθ = −Ae
2γ

r2
,

g33 = gθθ =
e2γ

r2
.

Et g01 = g02 = g03 = g12 = g13 = 0.

2.1.2 Les symbôles de Christoffel

Les symbôles de Christoffel représentent l’évolution des vecteurs de base d’un point à l’autre

de l’espace temps, due à la courbure de ce dernier. Ses coefficients dépendent de la métrique de la

variété sur laquelle on s’y trouve. La forme générale en système de coordonnées locales est donnée

par :

Γλδβ =
1

2
gλν(∂δgνβ + ∂βgδν − ∂νgδβ).

On dénombre 64 coefficients et pour des raisons de symétrie, plusieurs coefficients de Christof-

fel sont nuls. On a :
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2.1. La métrique cylindrique

Proposition 2.1.1. (Coefficients nuls de Christoffel)

Γ0
02 = Γ0

03 = Γ0
12 = Γ0

13 = 0,

Γ1
02 = Γ1

03 = Γ1
12 = Γ1

13 = 0,

Γ2
00 = Γ2

01 = Γ2
11 = Γ2

22 = Γ2
23 = Γ2

33 = 0,

Γ3
00 = Γ3

01 = Γ3
11 = Γ3

22 = Γ3
23 = Γ3

33 = 0.

Preuve .

Dans cette preuve, on utilisera les résultats de (2.1) et (2.2).

On a :

Γ0
12 =

1

2
g0ν(∂rgν2 + ∂zg1ν − ∂νg12)

=
1

2
g00(∂rg02 + ∂zg10 − ∂tg12)

= 0 = Γ0
21.

Γ0
02 =

1

2
g0ν(∂tgν2 + ∂zg0ν − ∂νg02)

=
1

2
g00(∂tg02 + ∂zg00 − ∂tg02)

=
1

2
g00∂zg00

=
1

2

(
−e
−2(η−γ)

α

)
∂z
(
−αe2(η−γ)

)
= 0 = Γ0

20.

Γ0
03 =

1

2
g0ν(∂tgν3 + ∂θg0ν − ∂νg03)

=
1

2
g00(∂tg03 + ∂θg00 − ∂tg03)

=
1

2
g00∂θg00

=
1

2

(
−e
−2(η−γ)

α

)
∂θ
(
−αe2(η−γ)

)
= 0 = Γ0

30.

Γ0
13 =

1

2
g0ν(∂θgν3 + ∂θg1ν − ∂νg13)

=
1

2
g00(∂θg03 + ∂θg10 − ∂tg13)

= 0 = Γ0
31.
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2.1. La métrique cylindrique

Γ1
02 =

1

2
g1ν(∂tgν2 + ∂zg0ν − ∂νg02)

=
1

2
g11(∂tg12 + ∂zg01 − ∂θg02)

= 0 = Γ1
20.

Γ1
03 =

1

2
g1ν(∂tgν3 + ∂θg0ν − ∂νg03)

=
1

2
g11(∂tg13 + ∂θg01 − ∂rg03)

= 0 = Γ1
30.

Γ1
12 =

1

2
g1ν(∂rgν2 + ∂zg1ν − ∂νg12)

=
1

2
g11(∂rg12 + ∂zg11 − ∂rg12)

=
1

2
g11∂zg11

=
1

2
e2(η−γ)∂z(e

2(η−γ))

= 0 = Γ1
21.

Γ1
13 =

1

2
g1ν(∂rgν3 + ∂θg1ν − ∂νg13)

=
1

2
g11(∂rg13 + ∂θg11 − ∂θg13)

=
1

2
g11∂θg11

=
1

2
e2(η−γ)∂r(e

2(η−γ))

= 0 = Γ1
31.

Γ2
00 =

1

2
g2ν(∂tgν0 + ∂tg0ν − ∂νg00)

=
1

2
g22(∂tg20 + ∂tg02 − ∂zg00) +

1

2
g23(∂tg30 + ∂tg03 − ∂θg00)

= 0.

Γ2
01 =

1

2
g2ν(∂tgν1 + ∂rg0ν − ∂νg01)

=
1

2
g22(∂tg21 + ∂rg02 − ∂zg01) +

1

2
g23(∂tg31 + ∂rg03 − ∂θg01)

= 0 = Γ2
10.

Γ2
11 =

1

2
g2ν(∂rgν1 + ∂rg1ν − ∂νg11)

=
1

2
g22(∂rg21 + ∂rg12 − ∂zg11) +

1

2
g23(∂rg31 + ∂rg13 − ∂θg11)

= 0.
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2.1. La métrique cylindrique

Γ2
22 =

1

2
g2ν(∂zgν2 + ∂zg2ν − ∂νg22)

=
1

2
g22(∂zg22 + ∂zg22 − ∂zg22) +

1

2
g23(∂zg32 + ∂zg23 − ∂3g22)

= 0.

Γ2
23 =

1

2
g2ν(∂zgν3 + ∂θg2ν − ∂νg23)

=
1

2
g22(∂zg23 + ∂θg22 − ∂zg23) +

1

2
g23(∂zg33 + ∂θg23 − ∂θg23)

= 0 = Γ2
32.

Γ2
33 =

1

2
g2ν(∂θgν3 + ∂θg3ν − ∂νg33)

=
1

2
g22(∂θg23 + ∂θg32 − ∂zg33) +

1

2
g23(∂zg33 + ∂θg33 − ∂θg33)

= 0.

Γ3
00 =

1

2
g3ν(∂tgν0 + ∂tg0ν − ∂νg00)

=
1

2
g23(∂tg30 + ∂tg03 − ∂θg00) +

1

2
g32(∂tg20 + ∂tg02 − ∂zg00)

= 0.

Γ3
10 =

1

2
g3ν(∂rgν0 + ∂tg1ν − ∂νg10)

=
1

2
g33(∂rg30 + ∂tg13 − ∂θg10) +

1

2
g32(∂rg20 + ∂tg12 − ∂zg10)

= 0 = Γ3
01.

Γ3
11 =

1

2
g3ν(∂rgν1 + ∂rg1ν − ∂νg11)

=
1

2
g33(∂rg31 + ∂rg13 − ∂θg11) +

1

2
g32(∂rg21 + ∂rg12 − ∂zg11)

= 0.

Γ3
22 =

1

2
g3ν(∂zgν2 + ∂zg2ν − ∂νg22)

=
1

2
g33(∂zg32 + ∂zg23 − ∂θg22) +

1

2
g32(∂zg22 + ∂zg22 − ∂zg22)

= 0.

Γ3
23 =

1

2
g3ν(∂zgν3 + ∂θg2ν − ∂νg23)

=
1

2
g33(∂zg33 + ∂θg23 − ∂θg23) +

1

2
g32(∂zg23 + ∂θg22 − ∂zg23)

= 0 = Γ3
32.
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2.1. La métrique cylindrique

Γ3
33 =

1

2
g3ν(∂θgν3 + ∂θg3ν − ∂νg33)

=
1

2
g33(∂θg33 + ∂θg33 − ∂θg33) +

1

2
g32(∂θg32 + ∂θg32 − ∂zg33)

= 0.

�

Proposition 2.1.2. (Coefficients non nuls de Christoffel)

Γ0
00 =

1

2α
∂tα + ∂tη − ∂tγ,

Γ0
01 =

1

2α
∂rα + ∂rη − ∂rγ = Γ0

10,

Γ0
11 =

1

α
(∂tη − ∂tγ),

Γ0
22 =

1

α
e4γ−2η∂tγ,

Γ0
33 =

e4γ−2η(A∂tA+ A2∂tγ)− r2∂tγe−2η

α
,

Γ0
23 =

1

2α
e4γ−2η∂tA+

1

α
Ae4γ−2η∂tγ = Γ0

32,

Γ1
00 =

1

2
∂rα + α∂rη − α∂rγ,

Γ1
01 = ∂tη − ∂tγ = Γ1

10,

Γ1
11 = ∂rη − ∂rγ,

Γ1
22 = −e4γ−2η∂rγ,

Γ1
23 = −1

2
e4γ−2η∂rA− Ae4γ−2µ∂rγ = Γ1

32,

Γ1
33 = (−r + r2∂rγ)e−2η − e4γ−2µ(A∂rA+ A2∂rγ),

Γ2
02 = ∂tγ −

Ae4γ

2r2
∂tA = Γ2

20,

Γ2
03 =

∂tA

2
+ 2A∂tγ −

A2e4γ

2t2
∂tA = Γ2

30,

Γ2
12 = ∂rγ −

Ae4γ

2r2
∂rA = Γ2

21,

Γ2
13 =

1

2
∂rA−

A

r
+ 2A∂rγ −

A2e4γ

2r2
∂rA = Γ2

31,

Γ3
02 =

e4γ

2t2
∂tA = Γ3

20,

Γ3
03 =

1

t
+
Ae4γ

2r2
∂tA− ∂tγ = Γ3

30,

Γ3
12 =

e4γ

2t2
∂rA = Γ3

21,

Γ3
13 =

Ae4γ

2r2
∂rA− ∂rγ +

1

r
= Γ3

31.
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Preuve .

Dans toute la preuve, on utilisera les résultats de (2.1) et (2.2). On a donc :

Γ0
00 =

1

2
g0ν(∂tgν0 + ∂tg0ν − ∂νg00)

=
1

2
g00∂tg00

=
1

2

(
−e
−2(η−γ)

α

)
∂t(−αe2(η−γ)

=
1

2α
∂tα + ∂tη − ∂tγ.

Γ0
01 =

1

2
g0ν(∂tgν1 + ∂rg0ν − ∂νg01)

=
1

2
g00∂rg00

=
1

2

(
−e
−2(η−γ))

α

)
∂r(−αe2(η−γ))

=
1

2α
∂rα + ∂rη − ∂rγ.

Γ0
11 =

1

2
g0ν(∂rgν1 + ∂rg1ν − ∂νg11)

= −1

2
g00∂tg11

= −1

2

(
−e
−2(η−γ))

α

)
∂t(e

2(η−γ))

=
1

α
(∂tη − ∂tγ).

Γ0
22 =

1

2
g0ν(∂zgν2 + ∂zg2ν − ∂νg22)

= −1

2
g00∂tg22

= −1

2

(
−e
−2(η−γ))

α

)
∂te

2γ

=
1

α
e4γ−2η∂tγ.

Γ0
33 =

1

2
g0ν(∂θgν3 + ∂θg3ν − ∂νg33)

= −1

2
g00∂tg33

= −1

2

(
−e
−2(η−γ))

α

)
∂t(r

2e−2γ + A2e2γ)

=
e4γ−2η(A∂tA+ A2∂tγ)− r2∂tγe−2µ

α
.
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Γ0
23 =

1

2
g0ν(∂zgν3 + ∂θg2ν − ∂νg23)

= −1

2
g00∂tg23

= −1

2

(
−e
−2(η−γ))

α

)
∂t(Ae

2γ)

=
1

2α
e4γ−2η∂tA+

1

α
Ae4γ−2η∂tγ.

Γ1
00 =

1

2
g1ν(∂tgν0 + ∂tg0ν − ∂νg00)

= −1

2
g11∂rg00

= −1

2

(
e−2(η−γ))

)
∂r(−αe2(η−γ))

=
1

2
∂rα + α∂rη − α∂rγ.

Γ1
01 =

1

2
g1ν(∂tgν1 + ∂rg0ν − ∂νg01)

=
1

2
g11∂tg11

=
1

2

(
e−2(η−γ))

)
∂t(e

2(η−γ))

= ∂tη − ∂tγ.

Γ1
11 =

1

2
g1ν(∂rgν1 + ∂rg1ν − ∂νg11)

=
1

2
g11∂rg11

=
1

2

(
e−2(η−γ))

)
∂r(e

2(η−γ))

= ∂rη − ∂rγ.

Γ1
22 =

1

2
g1ν(∂zgν2 + ∂zg2ν − ∂νg22)

= −1

2
g11∂rg22

= −1

2

(
e−2(η−γ))

)
∂re

2γ

= −e4U−2µ∂rγ.

Γ1
23 =

1

2
g1ν(∂zgν3 + ∂θg2ν − ∂νg23)

= −1

2
g11∂rg23

= −1

2

(
e−2(η−γ))

)
∂r(Ae

2γ)

= −1

2
e4γ−2η∂rA− Ae4γ−2η∂rγ.
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Γ1
33 =

1

2
g1ν(∂θgν3 + ∂θg3ν − ∂νg33)

= −1

2
g11∂rg33

= −1

2

(
e−2(η−γ))

)
∂r(t

2e−2γ + A2e2γ)

= r2e−2η∂rγ − re−2η − e4γ−2η(A∂rA+ A2∂rγ).

Γ2
02 =

1

2
g2ν(∂tgν2 + ∂zg0ν − ∂νg02)

=
1

2
g22∂tg22 +

1

2
g23∂tg23

=
1

2

(
e−2γ +

A2e2γ

r2

)
∂te

2γ +
1

2

(
−Ae

2γ

r2

)
∂t(Ae

2γ)

= ∂tγ −
Ae4γ

2r2
∂tA.

Γ2
03 =

1

2
g2ν(∂tgν3 + ∂θg0ν − ∂νg03)

=
1

2
g22∂tg23 +

1

2
g23∂tg33

=
1

2

(
e−2γ +

A2e2γ

r2

)
∂t(Ae

2γ) +
1

2

(
−Ae

2γ

r2

)
∂t(r

2e−2γ + A2e2γ)

=
∂tA

2
+ 2A∂tγ −

A2e4γ

2t2
∂tA.

Γ2
12 =

1

2
g2ν(∂rgν2 + ∂zg1ν − ∂νg12)

=
1

2
g22∂rg22 +

1

2
g23∂rg23

=
1

2

(
e−2γ +

A2e2γ

r2

)
∂re

2U +
1

2

(
−Ae

2γ

r2

)
∂r(Ae

2U)

= ∂rγ −
Ae4γ

2r2
∂rA.

Γ2
13 =

1

2
g2ν(∂rgν3 + ∂θg1ν − ∂νg13)

=
1

2
g22∂rg23 +

1

2
g23∂rg33

=
1

2

(
e−2γ +

A2e2γ

r2

)
∂r(Ae

2γ) +
1

2

(
−Ae

2γ

r2

)
∂r(r

2e−2γ + A2e2γ)

=
1

2
∂rA−

A

r
+ 2A∂rγ −

A2e4γ

2r2
∂rA.

Γ3
02 =

1

2
g3ν(∂tgν2 + ∂zg0ν − ∂νg02)

=
1

2
g33∂tg23 +

1

2
g32∂tg22

=
1

2

(
e2γ

r2

)
∂t(Ae

2γ) +
1

2

(
−Ae

2γ

r2

)
∂te

2γ

=
e4γ

2r2
∂tA.
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Γ3
03 =

1

2
g3ν(∂tgν3 + ∂θg0ν − ∂νg03)

=
1

2
g33∂tg33 +

1

2
g23∂tg23

=
1

2

(
e2γ

r2

)
∂t(r

2e−2γ + A2e2γ) +
1

2

(
−Ae

2γ

r2

)
∂t(Ae

2γ)

=
Ae4γ

2r2
∂tA− ∂tγ.

Γ3
12 =

1

2
g3ν(∂rgν2 + ∂zg1ν − ∂νg12)

=
1

2
g33∂rg23 +

1

2
g23∂rg22

=
1

2

(
e2γ

r2

)
∂r(Ae

2γ) +
1

2

(
−Ae

2γ

r2

)
∂re

2γ

=
e4γ

2r2
∂rA.

Γ3
13 =

1

2
g3ν(∂rgν3 + ∂θg1ν − ∂νg13)

=
1

2
g33∂rg33 +

1

2
g23∂rg23

=
1

2

(
e2γ

r2

)
∂r(t

2e−2γ + A2e2γ) +
1

2

(
−Ae

2γ

r2

)
∂r(Ae

2γ)

=
Ae4γ

2r2
∂rA− ∂rγ +

1

r
.

�

2.1.3 Le tenseur de Ricci

Dans le cadre de la théorie de la relativité, le champ gravitationnel est interprété comme une

déformation de l’espace-temps : Cette déformation est exprimée par le tenseur de Ricci. Le tenseur

de Ricci est un tenseur d’ordre 2 obtenu par contraction du tenseur de courbure complet défini en

coordonnées locales par [1] :

Rλ
δνβ = (∂νΓ

λ
βδ − ∂βΓλνδ) + (ΓλνγΓ

ν
βδ − ΓλβγΓ

γ
νδ). (2.3)

Par suite, le tenseur de Ricci est donné par :

Rδβ = Rλ
δλβ = (∂λΓ

λ
βδ − ∂βΓλλδ) + (ΓλνλΓ

ν
βδ − ΓλβνΓ

ν
λδ). (2.4)

Proposition 2.1.3. Les coefficients nuls du tenseur de Ricci sont :

R02 = R03 = R20 = R30 = 0,

R12 = R13 = R21 = R31 = 0. (2.5)
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Proposition 2.1.4. Les coefficients non nuls du tenseur de Ricci sont :

R00 =
∂rrα

2
+ α(∂rrη − ∂rrγ)− (∂ttη − ∂ttγ) +

∂tα

2α
(∂tη − ∂tγ) +

∂rα

2
(∂rη − ∂rγ)

−(∂tA)2

2r2
e4γ − 2(∂tγ)2 − (∂rα)2

4α
+
α

r
(∂rη − ∂rγ) +

∂rα

2r
, (2.6)

R01 =
∂tη

r
− 2∂tγ∂rγ +

∂tA∂rA

2r2
e4γ, (2.7)

R11 =
∂ttη − ∂ttγ

α
− (∂rrη − ∂rrγ)− ∂tα

2α2
(∂tη − ∂tγ) +

1

r
(∂rη − ∂rγ) (2.8)

−(∂rA)2

2r2
e4γ − 2(∂rγ)2 − ∂rα

2α
(∂rη − ∂rγ) +

(∂rα)2

4α2
− ∂rrα

2α
+

2∂rγ

r
.

R22 =
∂ttγ − α∂rrγ

α
e−2η+4γ − ∂tγ∂tα

2α2
e−2η+4γ − ∂rγ

r
e−2η+4γ − ∂rγ∂rα

2α
e−2η+4γ

−(∂tA)2

2αr2
e−2η+8γ +

(∂rA)2

2r2
e−2η+8γ, (2.9)

R23 =
∂ttA− α∂rrA

2α
e−2η+4γ − ∂tα∂tA

4α2
e−2η+4γ +

2∂tA∂tγ

α
e−2η+4γ +

A(∂ttγ − α∂rrγ)

α
e−2η+4γ

−A∂tγ∂tα
2α2

e−2η+4γ − 2∂rA∂rγe
−2η+4γ − ∂rA∂rα

4α
e−2η+4γ − A∂rγ∂rα

2α
e−2η+4γ

−A(∂tA)2

2αr2
e−2η+8γ +

∂rA

2r
e−2η+4γ +

A(∂rA)2

2r2
e−2η+8γ − A∂rγ

r
e−2η+4γ, (2.10)

R33 =
(∂tA)2

2α
e−2η+4γ − A2(∂tA)2

2αr2
e−2η+8γ +

A(∂ttA− α∂rrA)

α
e−2η+4γ − A∂tA∂tα

2α2
e−2η+4γ

+
4A∂tA∂tγ

α
e−2η+4γ +

A2(∂ttγ − α∂rrγ)

α
e−2η+4γ +

r2(α∂rrγ − ∂ttγ)

α
e−2η − A2∂tγ∂tα

2α2
e−2η+4γ

+
r2∂tγ∂tα

2α2
e−2η − r∂rα

2α
e−2η +

A∂rA

r
e−2η+4γ − A2∂rγ

r
e−2η+4γ − (∂rA)2

2
e−2η+4γ

+
A2(∂rA)2

2r2
e−2η+8γ − 4A∂rA∂rγe

−2η+4γ +
r2∂rγ∂rα

2α
e−2η − A2∂rγ∂rα

2α
e−2η+4γ

−A∂rA∂rα
2α

e−2η+4γ + r∂rγe
−2η. (2.11)

Preuve . Dans cette preuve, on utilisera les coefficients de Christoffel donnés par les proposition

(2.2.1) et (2.2.2) et aussi le fait que ∂2Γλνµ = ∂3Γ
λ
νµ = 0, ∀ν, µ, λ = 0, 1, 2, 3.

On a :

R00 = (∂λΓ
λ
00 − ∂0Γλλ0) + (ΓλλνΓ

ν
00 − Γλ0νΓ

ν
λ0).
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Mais,

∂λΓ
λ
00 − ∂0Γλλ0 = ∂0Γ

0
00 + ∂1Γ

1
00 − ∂0(Γ0

00 + Γ1
10 + Γ2

20 + Γ3
30)

= ∂1Γ
1
00 − ∂0(Γ1

10 + Γ2
20 + Γ3

30).

ΓλλνΓ
ν
00 − Γλ0νΓ

ν
λ0 = Γ0

00Γ
0
00 − Γ0

00Γ
0
00 + Γ1

01Γ
0
00 − Γ1

00Γ
0
01 + Γ2

02Γ
0
00 − Γ2

00Γ
0
20 + Γ3

03Γ
0
00 − Γ3

00Γ
0
30

+Γ0
10Γ

1
00 − Γ0

01Γ
1
00 + Γ1

11Γ
1
00 − Γ1

01Γ
1
10 + Γ2

12Γ
1
00 − Γ2

01Γ
1
20 + Γ3

13Γ
1
00 − Γ3

01Γ
1
30

+Γ0
20Γ

2
00 − Γ0

02Γ
2
00 + Γ1

21Γ
2
00 − Γ1

02Γ
2
10 + Γ2

22Γ
2
00 − Γ2

02Γ
2
20 + Γ3

23Γ
2
00 − Γ3

02Γ
2
30

+Γ0
30Γ

3
00 − Γ0

03Γ
3
00 + Γ1

31Γ
3
00 − Γ1

03Γ
3
10 + Γ2

32Γ
3
00 − Γ2

03Γ
3
20 + Γ3

33Γ
3
00 − Γ3

03Γ
3
30

= Γ0
00(Γ

1
01 + Γ2

02 + Γ3
03) + Γ1

00(Γ
1
11 + Γ2

12 + Γ3
13 − Γ0

10)− 2Γ2
03Γ

3
20 − (Γ1

01)
2 − (Γ2

02)
2

−(Γ3
03)

2.

Donc

R00 = ∂1Γ
1
00 − ∂0(Γ1

10 + Γ2
20 + Γ3

30) + Γ0
00(Γ

1
01 + Γ2

02 + Γ3
03)

+Γ1
00(Γ

1
11 + Γ2

12 + Γ3
13 − Γ0

10)− 2Γ2
03Γ

3
20 − (Γ1

01)
2 − (Γ2

02)
2 − (Γ3

03)
2.

On obtient finalement après calculs :

R00 =
∂rrα

2
+ α(∂rrη − ∂rrγ)− (∂ttη − ∂ttγ) +

∂tα

2α
(∂tη − ∂tγ) +

∂rα

2
(∂rη − ∂rγ)

−(∂tA)2

2r2
e4γ − 2(∂tγ)2 − (∂rα)2

4α
+
α

r
(∂rη − ∂rγ) +

∂rα

2r
.

R01 = (∂λΓ
λ
01 − ∂1Γλλ0) + (ΓλλνΓ

ν
01 − Γλ1νΓ

ν
λ0)

Mais,

∂λΓ
λ
01 − ∂1Γλλ0 = ∂0Γ

0
01 − ∂1Γ0

00 + ∂1Γ
1
10 − ∂1Γ1

10

= ∂0Γ
0
01 − ∂1Γ0

00

ΓλλνΓ
ν
01 − Γλ1νΓ

ν
λ0 = Γ0

10Γ
0
00 − Γ0

00Γ
0
10 + Γ0

10Γ
1
10 − Γ0

10Γ
1
10 + Γ0

10Γ
2
20 − Γ0

20Γ
2
10 + Γ0

10Γ
3
30 − Γ0

30Γ
3
10

+Γ1
10Γ

0
01 − Γ1

00Γ
0
11 + Γ1

10Γ
1
11 − Γ1

10Γ
1
11 + Γ1

10Γ
2
21 − Γ1

20Γ
2
11 + Γ1

10Γ
3
31 − Γ1

30Γ
3
11

+Γ2
10Γ

0
02 − Γ2

00Γ
0
12 + Γ2

10Γ
1
12 − Γ2

10Γ
1
12 + Γ2

10Γ
2
22 − Γ2

20Γ
2
12 + Γ2

10Γ
3
32 − Γ2

30Γ
3
12

+Γ2
10Γ

0
03 − Γ3

00Γ
0
13 + Γ3

10Γ
1
13 − Γ3

10Γ
1
13 + Γ3

10Γ
2
23 − Γ3

20Γ
2
13 + Γ3

10Γ
3
33 − Γ3

30Γ
3
13

= Γ0
10(Γ

1
01 + Γ2

02 + Γ3
03) + Γ1

10(Γ
1
21 + Γ3

31)− Γ1
00Γ

0
11 − Γ2

20Γ
2
12 − Γ2

30Γ
3
12 − Γ3

20Γ
2
13

−Γ3
30Γ

3
13
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Donc

R01 = ∂0Γ
0
01 − ∂1Γ0

00 + Γ0
10(Γ

1
01 + Γ2

02 + Γ3
03) + Γ1

10(Γ
1
21 + Γ3

31)− Γ1
00Γ

0
11

−Γ2
20Γ

2
12 − Γ2

30Γ
3
12 − Γ3

20Γ
2
13 − Γ3

30Γ
3
13.

D’où après calculs, on a

R01 =
∂tη

r
− 2∂tγ∂rγ +

∂tA∂rA

2r2
e4γ.

R11 = (∂λΓ
λ
11 − ∂1Γλλ1) + (ΓλλνΓ

ν
11 − Γλ1νΓ

ν
λ1).

Or,

∂λΓ
λ
11 − ∂1Γλλ1 = ∂0Γ

0
11 − ∂1Γ0

01 + ∂1Γ
1
11 − ∂1Γ1

11 + ∂2Γ
2
11 − ∂1Γ2

21 + ∂3Γ
3
11 − ∂1Γ3

31

= ∂0Γ
0
11 − ∂1(Γ0

01 + Γ2
21 + Γ3

31)

ΓλλνΓ
ν
11 − Γλ1νΓ

ν
λ1 = Γ0

00Γ
0
11 − Γ0

10Γ
0
01 + Γ2

02Γ
0
11 − Γ2

10Γ
0
21 + Γ3

03Γ
0
11 − Γ3

10Γ
0
31 + Γ0

10Γ
1
11 − Γ0

11Γ
1
01

+Γ2
12Γ

1
11 − Γ2

11Γ
1
21 + Γ3

13Γ
1
11 − Γ3

11Γ
1
31 + Γ0

20Γ
2
11 − Γ0

12Γ
2
01 + Γ2

22Γ
2
11 − Γ2

12Γ
2
21

+Γ3
23Γ

2
11 − Γ3

12Γ
2
31 + Γ0

30Γ
3
11 − Γ0

13Γ
3
01 + Γ2

32Γ
3
11 − Γ2

13Γ
3
21 + Γ3

33Γ
3
11 − Γ3

13Γ
3
31

= Γ0
11(Γ

0
00 + Γ2

02 + Γ3
03 − Γ1

01) + Γ1
11(Γ

2
12 + Γ3

13 + Γ0
10)− (Γ0

10)
2 − (Γ2

12)
2 − (Γ3

13)
2

−2Γ3
12Γ

2
31.

Donc

R11 = ∂0Γ
0
11 − ∂1(Γ0

01 + Γ2
21 + Γ3

31) + Γ0
11(Γ

0
00 + Γ2

02 + Γ3
03 − Γ1

01)

+Γ1
11(Γ

2
12 + Γ3

13 + Γ0
10)− (Γ0

10)
2 − (Γ2

12)
2 − (Γ3

13)
2 − 2Γ3

12Γ
2
31.

D’où après calcul, on obtient

R11 =
∂ttη − ∂ttγ

α
− (∂rrη − ∂rrγ)− ∂tα

2α2
(∂tη − ∂tγ) +

1

r
(∂rη − ∂rγ)

−(∂rA)2

2r2
e4γ − 2(∂rγ)2 − ∂rα

2α
(∂rη − ∂rγ) +

(∂rα)2

4α2
− ∂rrα

2α
+

2∂rγ

r
.

R22 = (∂λΓ
λ
22 − ∂2Γλλ2) + (ΓλλνΓ

ν
22 − Γλ2νΓ

ν
λ2).
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Mais,

∂λΓ
λ
22 − ∂2Γλλ2 = ∂λΓ

λ
22 = ∂0Γ

0
22 + ∂1Γ

1
22 + ∂2Γ

2
22 + ∂3Γ

3
22

= ∂0Γ
0
22 + ∂1Γ

1
22

ΓλλνΓ
ν
22 − Γλ2νΓ

ν
λ2 = Γ0

00Γ
0
22 − Γ0

20Γ
0
02 + Γ1

01Γ
0
22 − Γ1

20Γ
0
12 + Γ3

03Γ
0
22 − Γ3

20Γ
0
32 + Γ0

10Γ
1
22 − Γ0

21Γ
1
02

+Γ1
11Γ

1
22 − Γ1

21Γ
1
12 + Γ3

13Γ
1
22 − Γ3

21Γ
1
32 + Γ0

20Γ
2
22 − Γ0

22Γ
2
02 + Γ1

21Γ
2
22 − Γ1

22Γ
2
12

+Γ3
23Γ

2
22 − Γ3

22Γ
2
32 + Γ0

30Γ
3
22 − Γ0

23Γ
3
02 + Γ1

31Γ
3
22 − Γ1

23Γ
3
12 + Γ3

33Γ
3
22 − Γ3

23Γ
3
32

= Γ0
22(Γ

0
00 + Γ1

01 + Γ3
03 − Γ2

02) + Γ1
22(Γ

0
10 + Γ1

11 + Γ3
13 − Γ2

12)− 2Γ3
20Γ

0
32 − 2Γ3

21Γ
1
32.

Donc

R22 = ∂0Γ
0
22 + ∂1Γ

1
22 + Γ0

22(Γ
0
00 + Γ1

01 + Γ3
03 − Γ2

02) + Γ1
22(Γ

0
10 + Γ1

11 + Γ3
13 − Γ2

12)

−2Γ3
20Γ

0
32 − 2Γ3

21Γ
1
32.

D’où après calcul, on obtient

R22 =
∂ttγ − α∂rrγ

α
e−2η+4γ − ∂tγ∂tα

2α2
e−2η+4γ − ∂rγ

r
e−2η+4γ − ∂rγ∂rα

2α
e−2η+4γ

−(∂tA)2

2αr2
e−2η+8γ +

(∂rA)2

2r2
e−2η+8γ.

R23 = (∂λΓ
λ
32 − ∂3Γλλ2) + (ΓλλνΓ

ν
32 − Γλ3νΓ

ν
λ2).

Mais,

∂λΓ
λ
32 − ∂3Γλλ2 = ∂λΓ

λ
32 = ∂0Γ

0
32 + ∂1Γ

1
32 + ∂2Γ

2
32 + ∂3Γ

3
32

= ∂0Γ
0
32 + ∂1Γ

1
32

ΓλλνΓ
ν
32 − Γλ3νΓ

ν
λ2 = Γ0

00Γ
0
32 − Γ0

30Γ
0
02 + Γ1

01Γ
0
32 − Γ1

30Γ
0
12 + Γ2

02Γ
0
32 − Γ2

30Γ
0
22 + Γ0

10Γ
1
32 − Γ0

31Γ
1
02

+Γ1
11Γ

1
32 − Γ1

31Γ
1
12 + Γ2

12Γ
1
32 − Γ2

31Γ
1
22 + Γ0

20Γ
2
32 − Γ0

32Γ
2
02 + Γ1

21Γ
2
32 − Γ1

32Γ
2
12

+Γ2
22Γ

2
32 − Γ2

32Γ
2
22 + Γ0

30Γ
3
32 − Γ0

33Γ
3
02 + Γ1

31Γ
3
32 − Γ1

33Γ
3
12 + Γ2

32Γ
3
32 − Γ2

33Γ
3
22

= Γ0
32(Γ

0
00 + Γ1

01) + Γ1
32(Γ

0
10 + Γ1

11)− Γ2
31Γ

1
22 − Γ0

33Γ
3
02 − Γ1

33Γ
3
12 − Γ2

30Γ
0
22.

Donc,

R23 = ∂0Γ
0
32 + ∂1Γ

1
32 + Γ0

32(Γ
0
00 + Γ1

01) + Γ1
32(Γ

0
10 + Γ1

11)− Γ2
31Γ

1
22 − Γ0

33Γ
3
02 − Γ1

33Γ
3
12 − Γ2

30Γ
0
22.

DIPES II, 2018-2019 28



2.1. La métrique cylindrique

D’où après calcul, on obtient

R23 =
∂ttA− α∂rrA

2α
e−2η+4γ − ∂tα∂tA

4α2
e−2η+4γ +

2∂tA∂tγ

α
e−2η+4γ +

A(∂ttγ − α∂rrγ)

α
e−2η+4γ

−A∂tγ∂tα
2α2

e−2η+4γ − 2∂rA∂rγe
−2η+4γ − ∂rA∂rα

4α
e−2η+4γ − A∂rγ∂rα

2α
e−2η+4γ

−A(∂tA)2

2αr2
e−2η+8γ +

∂rA

2r
e−2η+4γ +

A(∂rA)2

2r2
e−2η+8γ − A∂rγ

r
e−2η+4γ,

R33 = (∂λΓ
λ
33 − ∂3Γλλ3) + (ΓλλνΓ

ν
33 − Γλ3νΓ

ν
λ3).

Mais,

∂λΓ
λ
33 − ∂3Γλλ3 = ∂λΓ

λ
33 = ∂0Γ

0
33 + ∂1Γ

1
33 + ∂2Γ

2
33 + ∂3Γ

3
33

= ∂0Γ
0
33 + ∂1Γ

1
33,

ΓλλνΓ
ν
33 − Γλ3νΓ

ν
λ3 = Γ0

00Γ
0
33 − Γ0

30Γ
0
03 + Γ1

01Γ
0
33 − Γ1

30Γ
0
13 + Γ2

02Γ
0
33 − Γ2

30Γ
0
23 + Γ0

10Γ
1
33 − Γ0

31Γ
1
03

+Γ1
11Γ

1
33 − Γ1

31Γ
1
13 + Γ2

12Γ
1
33 − Γ2

31Γ
1
23 + Γ0

20Γ
2
33 − Γ0

32Γ
2
03 + Γ1

21Γ
2
33 − Γ1

32Γ
2
13

+Γ2
22Γ

2
33 − Γ2

32Γ
2
23 + Γ0

30Γ
3
33 − Γ0

33Γ
3
03 + Γ1

31Γ
3
33 − Γ1

33Γ
3
13 + Γ2

32Γ
3
33 − Γ2

33Γ
3
23

= Γ0
33(Γ

0
00 + Γ1

01 + Γ2
02 − Γ3

03) + Γ1
33(Γ

0
10 + Γ1

11 + Γ2
12 − Γ3

13)− 2Γ0
32Γ

2
03 − 2Γ2

31Γ
1
23.

Donc,

R33 = ∂0Γ
0
33+∂1Γ

1
33+Γ0

33(Γ
0
00+Γ1

01+Γ2
02−Γ3

03)+Γ1
33(Γ

0
10+Γ1

11+Γ2
12−Γ3

13)−2Γ0
32Γ

2
03−2Γ2

31Γ
1
23.

D’où après calcul, on obtient

R33 =
(∂tA)2

2α
e−2η+4γ − A2(∂tA)2

2αr2
e−2η+8γ +

A(∂ttA− α∂rrA)

α
e−2η+4γ − A∂tA∂tα

2α2
e−2η+4γ

+
4A∂tA∂tγ

α
e−2η+4γ +

A2(∂ttγ − α∂rrγ)

α
e−2η+4γ +

r2(α∂rrγ − ∂ttγ)

α
e−2η − A2∂tγ∂tα

2α2
e−2η+4γ

+
r2∂tγ∂tα

2α2
e−2η − r∂rα

2α
e−2η +

A∂rA

r
e−2η+4γ − A2∂rγ

r
e−2η+4γ − (∂rA)2

2
e−2η+4γ

+
A2(∂rA)2

2r2
e−2η+8γ − 4A∂rA∂rγe

−2η+4γ +
r2∂rγ∂rα

2α
e−2η − A2∂rγ∂rα

2α
e−2η+4γ

−A∂rA∂rα
2α

e−2η+4γ + r∂rγe
−2η.

�

2.1.4 La courbure Riemannienne

DIPES II, 2018-2019 29



2.1. La métrique cylindrique

Encore appelé constante de Ricci, la courbure Riemannienne notée R est obtenue par contrac-

tion du tenseur de Ricci. Son expression est

R = gδβRδβ .

Proposition 2.1.5. La courbure Riemannienne en Symétrique cylindrique est donnée par :

R = −∂rrα
α

e−2η+2γ − ∂rα(∂rη − ∂rγ)

α
e−2η+2γ − 2(∂rrη − ∂rrγ)e−2η+2γ +

2(∂ttη − ∂ttγ)

α
e−2η+2γ

−∂tα(∂tη − ∂tγ)

α2
e−2η+2γ +

(∂rα)2

2α2
e−2η+2γ − ∂rα

αr
e−2η+2γ +

2(∂tγ)2

α
e−2η+2γ − 2(∂rγ)2e−2η+2γ

+
2∂rγ

r
e−2η+2γ +

(∂tA)2

2αr2
e−2η+6γ − (∂rA)2

2r2
e−2η+6γ. (2.12)

Preuve . On a :

R = g00R00 + g01R01 + g02R02 + g03R03 + g10R10 + g11R11 + g12R12 + g13R13 + +g20R20

+g21R21 + g22R22 + g23R23 + g30R30 + g31R31 + g32R32 + g33R33

= g00R00 + g11R11 + g22R22 + 2g23R23 + g33R33 Car g01 = g02 = g03 = g12 = g13 = 0.

Mais,en utilisant les propositions (2.1.3) et( 2.1.4) et aussi le résultat de (2.2), on a :

g00R00 = −∂rrα
2α

e−2η+2γ − ∂rα(∂rη − ∂rγ)

2α
e−2η+2γ − (∂rrη − ∂rrγ)e−2η+2γ +

∂ttη − ∂ttγ
α

e−2η+2γ

−∂tα(∂tη − ∂tγ)

2α2
e−2η+2γ +

(∂rα)2

4α2
e−2η+2γ − ∂rα

2αr
e−2η+2γ − ∂rη − ∂rγ

r
e−2η+2γ

+
2(∂tγ)2

α
e−2η+2γ +

(∂tA)2

2αr2
e−2η+6γ,

g11R11 =
∂ttη − ∂ttγ

α
e−2η+2γ − ∂tα(∂tη − ∂tγ)

2α2
e−2η+2γ − ∂rα(∂rη − ∂rγ)

2α
e−2η+2γ +

∂rη − ∂rγ
r

e−2η+2γ

−∂rrα
2α

e−2η+2γ +
(∂rα)2

4α2
e−2η+2γ − 2(∂rγ)2e−2η+2γ +

2∂rγ

r
e−2η+2γ − (∂rrη − ∂rrγ)e−2η+2γ

−(∂rA)2

2r2
e−2η+6γ,

g22R22 =
∂ttγ − α∂rrγ

α
e−2η+2γ − ∂tα∂tγ

2α2
e−2η+2γ − ∂rα∂rγ

2α
e−2η+2γ − ∂rγ

r
e−2η+2γ − (∂tA)2

2αr2
e−2η+6γ

+
(∂rA)2

2r2
e−2η+6γ +

A2(∂ttγ − α∂rrγ)

αr2
e−2η+6γ − A2∂tα∂tγ

2α2r2
e−2η+6γ − A2∂rα∂rγ

2αr2
e−2η+6γ

−A
2∂rγ

r3
e−2η+6γ − (A2(∂tA)2

2αr4
e−2η+10γ +

(A2(∂rA)2

2r4
e−2η+10γ,

2g23R23 = −A(∂ttA− α∂rrA)

αr2
e−2η+6γ − 2A2(∂ttγ − α∂rrγ)

αr2
e−2η+6γ − 4A∂tA∂tγ

αr2
e−2η+6γ

+
A∂tA∂tα

2α2r2
e−2η+6γ +

A2∂tα∂tγ

α2r2
e−2η+6γ +

4A∂rA∂rγ

r2
e−2η+6γ +

A∂rA∂rα

2αr2
e−2η+6γ

+
A2∂rα∂rγ

αr2
e−2η+6γ +

2A2∂rγ

r3
e−2η+6γ − A∂rA

r3
e−2η+6γ +

A2(∂tA)2

αr4
e−2η+10γ

−A
2(∂rA)2

r4
e−2η+10γ,
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g33R33 =
α∂rrγ − ∂ttγ

α
e−2η+2γ +

∂tγ∂tα

2α2
e−2η+2γ +

∂rγ∂rα

2α
e−2η+2γ +

∂rγ

r
e−2η+2γ − ∂rα

2αr
e−2η+2γ

+
A(∂ttA− α∂rrA)

αr2
e−2η+6γ +

A2(∂ttA− α∂rrA)

αr2
e−2η+6γ − A∂tA∂tα

2α2r2
e−2η+6γ

−A
2∂tγ∂tα

2α2r2
e−2η+6γ +

4A∂tA∂tγ

αr2
e−2η+6γ − 4A∂rA∂rγ

r2
e−2η+6γ − A∂rA∂rα

2αr2
e−2η+6γ

−A
2∂rγ∂rα

2αr2
e−2η+6γ +

A∂rA

r3
e−2η+6γ − A2∂rγ

r3
e−2η+6γ +

(∂tA)2

2αr2
e−2η+6γ − (∂rA)2

2r2
e−2η+6γ

−A
2(∂tA)2

2αr4
e−2η+10γ +

A2(∂rA)2

2r4
e−2η+10γ.

Donc

R = −∂rrα
α

e−2η+2γ − ∂rα(∂rη − ∂rγ)

α
e−2η+2γ − 2(∂rrη − ∂rrγ)e−2η+2γ +

2(∂ttη − ∂ttγ)

α
e−2η+2γ

−∂tα(∂tη − ∂tγ)

α2
e−2η+2γ +

(∂rα)2

2α2
e−2η+2γ − ∂rα

αr
e−2η+2γ +

2(∂tγ)2

α
e−2η+2γ − 2(∂rγ)2e−2η+2γ

+
2∂rγ

r
e−2η+2γ +

(∂tA)2

2αr2
e−2η+6γ − (∂rA)2

2r2
e−2η+6γ.
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? ? CHAPITRE TROIS ? ?

ÉQUATIONS

D’EINSTEIN-MAXWELL-FLUIDE PARFAIT

EN SYMETRIE CYLINDRIQUE

Dans ce chapitre, nous allons établir les équations d’Einstein- Maxwell-fluide parfait qui est

système de douze équations aux dérivées partielles non linéaires. Pour cela nous commencerons

par établir les équations de Maxwell qui est un système de quatre équations, ensuite les équations

d’Einstein qui est un système de six équations pour les composantes du tenseur métrique (gδβ)

contenant le tenseur impulsion énergie Tδβ au second membre donné par :

Rδβ −
1

2
Rgδβ = KTδβ.

Avec K = 8πG
C4 , Tδβ = T fδβ + TMδβ et δ, β = 0, 1, 2, 3 .

Où T fδβ est le tenseur impulsion énergie lié au fluide parfait et TMδβ le tenseur de maxwell . Et en fin

les équations d’Euler liés au fluide parfait qui est un système de deux équations.

3.1 Les équations de Maxwell

Pour établir les équations de Maxwell, nous considérons des particules chargées de masse iden-

tique (= 1) et de charge q évoluant à très grande vitesse et sans collisions. Nous supposons la

fonction de distribution f des particules nulles. Par contre, ces particules chargées créent entre

elles un champ électromagnétique F qui est un tenseur covariant d’ordre 2, solution des équations

de Maxwell [6]

∇aF
ab = J b (3.1)

∇aFbc +∇bFac +∇cFab = 0 (3.2)

DIPES II, 2018-2019 32



3.1. Les équations de Maxwell

Avec a, b, c = 0, 1, 2, 3 ; où J b est le vecteur courant donné par :

J b =

∫
R3

pb

p0
f
√
p g pdp̄. avec p̄ = (p1, p2, p3).

Puisque f = 0, J b = 0.

D’où l’équation (3.1) devient : ∇aF
ab = 0. Afin de rendre le système résoluble, Cf [6] on définit

le champ électromagnétique F en fonction du potentiel scalaire (Λa) par

Fab = ∂aΛb − ∂bΛa. (3.3)

Comme nous recherchons les solutions du système en jauge temporelle Cf [6], on a la condition

Λ0 = 0. Les équations de Maxwell que nous voulons trouver sont au nombre de quatre et nous

avons besoin du calcul de Fab pour y arriver.

Calcul de Fab

Fab = ∂aΛb − ∂bΛa

On compte 16 coefficients de Fab ; Ces coefficients étant antisymétriques (Fab = −Fba), nous ne

calculons que 10 et on déduit les autres. On a donc :

F01 = ∂0Λ1 − ∂1Λ0 = ∂tΛ1 − ∂rΛ0 = ∂tΛ1

F02 = ∂0Λ2 − ∂2Λ0 = ∂tΛ2 − ∂zΛ0 = ∂tΛ2

F03 = ∂0Λ3 − ∂3Λ0 = ∂tΛ3 − ∂θΛ0 = ∂tΛ3

F12 = ∂1Λ2 − ∂2Λ1 = ∂rΛ2 − ∂zΛ1 = ∂rΛ2

F13 = ∂1Λ3 − ∂3Λ1 = ∂rΛ3 − ∂θΛ1 = ∂rΛ3

F23 = ∂2Λ3 − ∂3Λ2 = ∂zΛ3 − ∂θΛ2 = 0

Faa = 0 avec a = 0, 1, 2, 3.

Les équations de Maxwell s’obtiennent finalement en utilisant la relation définie par :

∇aF
ab = 0.

Avec, ∇aF
ab = ∂aF

ab + ΓaaλF
λb + ΓbλaF

aλ.
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On a donc :

∇aF
a0 = 0 ⇐⇒ ∇0F

00 +∇1F
10 +∇2F

20 +∇3F
30 = 0

⇐⇒ ∂1F
10 + Γ1

d1F
d0 + Γ0

d0F
1d + ∂2F

20 + Γ2
2dF

d0 + Γ0
2dF

2d + ∂3F
30

+Γ3
3dF

d0 + Γ0
3dF

3d = 0

⇐⇒ ∂1F
10 + (Γ0

01 + Γ1
11 + Γ2

12 + Γ3
13)F

10 = 0.

⇐⇒ ∂r(
e−4(η−γ)

α
∂tΛ1) + (

1

2α
∂rα + 2(∂rη − ∂rγ) +

1

r
)(
e−4(η−γ)

α
∂tΛ1) = 0. (3.4)

∇aF
a1 = 0 ⇐⇒ ∇0F

01 +∇1F
11 +∇2F

21 +∇3F
31 = 0

⇐⇒ ∂0F
01 + Γ0

d0F
d1 + Γ1

d0F
0d + ∂2F

21 + Γ2
d2F

d1 + Γ2
d2F

0d + ∂3F
31

+Γ3
d3F

d1 + Γ1
d3F

0d = 0

⇐⇒ ∂0F
01 + (Γ0

00 + Γ1
01 + Γ2

02 + Γ3
03)F

01 = 0.

⇐⇒ ∂t(
e−4(η−γ)

α
∂tΛ1) + (

1

2α
∂tα + 2(∂tη − ∂tγ))(−e

−4(η−γ)

α
∂tΛ1) = 0. (3.5)

DIPES II, 2018-2019 34



3.1. Les équations de Maxwell

∇aF
a2 = 0 ⇐⇒ ∇0F

02 +∇1F
12 +∇2F

22 +∇3F
32 = 0

⇐⇒ ∇0F
02 +∇1F

12 = 0 (carF 22 = F 32 = 0)

⇐⇒ ∂0F
02 + ∂1F

12 + Γ0
d0F

d2 + Γ2
d0F

0d + Γ1
d1F

d2 = 0.

⇐⇒ ∂1F
10 + ∂1F

12 + Γ0
00F

02 + Γ0
10F

12 + Γ2
20F

02 + Γ2
30F

03

+Γ1
01F

02 + Γ1
11F

12 + Γ2
21F

12 + Γ2
31F

11 = 0

⇐⇒ ∂0F
02 + ∂1F

12 + (Γ0
00 + Γ2

02 + Γ1
01)F

02 + (Γ0
10 + Γ1

11 + Γ2
21)F

12

+Γ2
30F

30 + Γ2
31F

13 = 0.

⇐⇒ (
e−2η

α
+ A2 e

−(η−2γ)

αr2
)∂ttΛ2 + A

e−2(η−2γ)

αr2
∂ttΛ3 + (e−2η + A2 e

−2(η−2γ)

r2
)∂rrΛ2

+(2∂tη
e−2η

α
+ 2A∂tA

e−2(η−2γ)

αr2
+ 2A2∂t(η − 2γ)

e−2(η−2γ)

αr2
+ A2∂tα

e−2(η−2γ)

2α2r2
)∂tΛ2

−Ae
−2(η−2γ)

r2
∂rrΛ3 + (∂tA

e−2(η−2γ)

2αr2
− 2A∂t(η − 2γ)

e−2(η−2γ)

αr2
− A∂tα

e−2(η−2γ)

2α2r2
)∂tΛ3

+(−2ηre
−2η +

2AAre
−2(η−2γ)

r2
− 2A2e−2(η−2γ)

r3
− 2A2(ηr − 2γr)e

−2(η−2γ)

r2
)∂rΛ2

+(−Are
−2(η−2γ)

r2
+ 2A(ηr − 2γr)

e−2(η−2γ)

r2
+

2Ae−2(η−2γ)

r3
)∂rΛ3

+(
αt
2α

+ 2(ηt − γt) + γt −
AAte

4γ

2r2
)(−(

e−2η

α
+
A2e−2(η−2γ)

αr2
)∂tΛ2 +

Ae−2(η−2γ)

αr2
)∂tΛ3)

+(
αr
2α

+ 2(ηr − γr) + γr −
AAre

4γ

2r2
)((e−2η +

A2e−2(η−2γ)

αr2
)∂rΛ2 +

Ae−2(η−2γ)

αr2
∂rΛ3)

+(
At
2

+ 2aγt −
A2Ate

4γ

2r2
)(
Ae−2(η−2γ)

αr2
∂tΛ2 −

e−2(η−2γ)

αr2
∂tΛ3)

+(
Ar
2
− A

r
+ 2Aγr −

AAre
−2(η−2γ)

2r2
)(
e−2(η−2γ)

r2
∂rΛ3 −

Ae−2(η−2γ)

r2
∂rΛ2 = 0

. ⇐⇒ (
αte
−2η

α2
− AAte

−2(η−2γ)

2αr2
+
A2αte

−2(η−2γ)

2α2r2
+
γt
α
− A2γte

−2(η−2γ)

αr2
)∂tΛ2

+(
Ate

−2(η−2γ)

2αr2
− Aαte

−2(η−2γ)

2α2r2
+
Aγte

−2(η−2γ)

αr2
)∂tΛ3

+(−A
2e−2(η−2γ)

r3
+
A2αre

−2(η−2γ)

2α
+
A2γre

−2(η−2γ)

r2
+
αre

−2η

2α
− γre−2η)∂rΛ2

+(−Are
−2(η−2γ)

2r2
+
Ae−2(η−2γ)

r3
− Aγre

−2(η−2γ)

r2
)∂rΛ3

−(
e−2η

α
+
A2e−2(η−2γ)

αr2
)(∂ttΛ2 − α∂rrΛ2) +

Ae−2(η−2γ)

r2
(∂ttΛ3 − α∂rrΛ3) = 0. (3.6)
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∇aF
a3 = 0 ⇐⇒ ∇0F

03 +∇1F
13 +∇2F

23 +∇3F
33 = 0

⇐⇒ ∇0F
03 +∇1F

13 = 0 (carF 23 = F 33 = 0)

⇐⇒ ∂0F
03 + ∂1F

13 + (Γ0
00 + Γ3

30 + Γ1
01)F

03 + (Γ0
01 + Γ1

11 + Γ3
31)F

13

+Γ3
20F

02 + Γ3
21F

12 = 0.

⇐⇒ (
At

2αr2
− A

2α2r2
αt +

A

αr2
γt)e

−2(η−2γ)∂tΛ2 + (∂ttΛ2 − α∂rrΛ2)
Ae−2(η−2γ)

αr2

(
αt

2α2r2
− γt
αr2

)e−2(η−2γ)∂tΛ3 − (∂ttΛ2 − α∂rrΛ2)
e−2(η−2γ)

αr2
(3.7)

+(−Ar
2r2
− A

r2
γr −

A

2αr2
αr +

A

r3
)e−2(η−2γ)∂rΛ2 + (

γr
r2

+
αr

2αr2
− 1

r3
)e−2(η−2γ)∂rΛ3 = 0

Remarque 3.1.1. Les équations (3.4) , (3.5), (3.6) et (3.7) forme le système d’équations de

Maxwell.

3.1.1 Tenseur de Maxwell

Le tenseur impulsion énergie de Maxwell est un champ tensoriel symétrique du type

 0

2


qui décrit la distribution de la matière et de l’énergie dans l’univers. L’expression des coefficients

du tenseur Maxwell est donné par :

TMab = −gab
4
FcdF

cd + FbcF
c
a (tenseur de Maxwell). (3.8)

Compte tenu de sa longueur et de sa complexité, nous allons procéder en 4 étapes.

Etape 1 Calcul de FbcF
c
a

Nous désignons par F c
a l’expression mixte du tenseur Fac défini par :

F c
a = gckFak. (3.9)

Seul les coefficients non nuls feront l’objet d’un calcul.

Ainsi,

F0cF
c

0 = F00F
0
0 + F01F

1
0 + F02F

2
0 + F03F

3
0

= F01g
1kF0k + F02g

2kF0k + F03g
3kF0k

= (∂tΛ1)
2(e2(η−γ)) + (∂tΛ2)

2(e−2γ +
A2e2γ

r2
) + (∂tΛ3)

2(
e2γ

r2
)− 2Ae2γ

r2
∂tΛ2∂tΛ3.
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F1cF
c

0 = F10F
0
0 + F11F

1
0 + F12F

2
0 + F13F

3
0

= F10g
k1F0k + F12g

k2F0k + F13g
k3F0k

= F12g
22F02 + F12g

32F03 + F13g
32F03 + F13g

33F03

= (e−2γ +
A2e2γ

r2
)∂rΛ2∂tΛ2 −

Ae2γ

r2
∂rΛ2∂tΛ3 −

Ae2γ

r2
∂rΛ3∂tΛ3 +

e2γ

r2
∂rΛ3∂tΛ3.

F1cF
c

1 = F10F
0
1 + F11F

1
1 + F12F

2
1 + F13F

3
1

= F10g
0kF1k + F11g

1kF1k + F12g
2kF1k + F13g

3kF1k

= F10g
00F10 + F11g

11F11 + F12g
22F12 + F12g

23F13 + F13g
32F12 + F13g

33F13

= −e
2(η−γ)

α
(∂tΛ1)

2 + (e−2γ +
A2e2γ

r2
)(∂rΛ2)

2 − 2Ae2γ

r2
∂rΛ2∂rΛ3 +

e2γ

r2
(∂rΛ3)

2.

F2cF
c

0 = F20F
0
2 + F21F

1
0 + F22F

0
2 + F23F

3
0

= F20g
0kF0k + F21g

1kF0k

= F20g
00F00 + F21g

11F01

= −e
−2(η−γ)

α
(∂tΛ2)

2 + e−2(η−γ)(∂rΛ2)
2.

F2cF
c

2 = F20F
0
2 + F21F

1
2 + F22F

2
2 + F23F

3
2

= F20g
0kF2k + F21g

1kF2k

= F20g
00F20 + F21g

11F21

= −e
−2(η−γ)

α
(∂tΛ2)

2 + e−2(η−γ)(∂rΛ2)
2.

F3cF
c
2 = F30F

0
2 + F31F

1
2 + F32F

2
2 + F33F

3
2

= F30g
0kF2k + F31g

1kF2k

= F30g
00F20 + F31g

11F21

= −e
−2(η−γ)

α
(∂tΛ3)(∂tΛ2) + e−2(η−γ)(∂rΛ2)(∂rΛ3).
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F3cF
c
3 = F30F

0
3 + F31F

1
3 + F32F

2
3 + F33F

3
3

= F30g
0kF3k + F31g

1kF3k

= F30g
00F30 + F31g

11F31

= −e
−2(η−γ)

α
(∂tΛ3)

2 + e−2(η−γ)(∂rΛ3)
2.

Etape 2 Calcul de FcdF
cd

Nous désignons par F cd l’expression contravariante du tenseur Fcd définit par :

F cd = gkcgldFkl k, l = 0, 1, 2, 3. (3.10)

Ainsi, on a :

F00F
00 = 0.

F01F
01 = gk0gl1F01Fkl

= g00gl1F01F0l + g01gl1F01F1l + g02gl1F01F2l + g03gl1F01F3l

= g00gl1F01F0l

= g00g01F01F00 + g00g11F01F01 + g00g21F01F02 + g00g31F01F03

= g00g11F01F01

= −e
−4(η−γ)

α
(∂tΛ1)

2.

F02F
02 = gk0gl2F02Fkl

= g00gl2F02F0l + g10gl2F02F1l + g20gl2F02F2l + g30gl2F02F3l

= g00gl2F02F0l

= g00g02F02F00 + g00g12F02F01 + g00g22F02F02 + g00g32F02F03

= g00g22F02F02 + g00g32F02F03

= −e
2(η−γ)

α
(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂tΛ2)

2 +
Ae−2(η−2γ)

αr2
(∂tΛ2)(∂tΛ3).

F03F
03 = g0kgl3F03Fkl

= g00gl3F03F0l + g10gl3F03F1l + g20gl3F03F2l + g30gl3F03F3l

= g00g03F03F00 + g00g13F03F01 + g00g23F03F02 + g00g33F03F03

= g00g23F03F02 + g00g33F03F03

=
Ae−2(η−2γ)

αr2
(∂tΛ3)(∂tΛ2)−

e−2(η−2γ)

αr2
(∂tΛ3)

2.
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F12F
12 = gk1gl2F12Fkl

= g01gl2F01F0l + g11gl2F12F1l + g21gl2F12F2l + g31gl2F12F3l

= g11gl2F12F1l

= g11g02F12F10 + g11g12F12F12 + g11g22F12F12 + g11g32F12F13

= g11g22F12F12 + g11g32F12F13

= e−2(η−γ)(e−2γ +
A2e2γ

r2
)(∂rΛ2)

2 − Ae−2(η−2γ)

r2
(∂rΛ2)(∂rΛ3).

F13F
13 = gk1gl3F13Fkl

= g01gl3F13F0l + g11gl3F13F1l + g21gl3F13F2l + g31gl3F13F3l

= g11g03F13F10 + g11g13F13F11 + g11g23F13F12 + g11g33F13F13

= g11g23F13F12 + g11g33F13F13

= −Ae
−2(η−2γ)

r2
(∂rΛ3)(∂rΛ2) +

e−2(η−2γ)

r2
(∂rΛ3)

2.

Ainsi, on a :

FcdF
cd = F00F

00 + F01F
01 + F02F

02 + F03F
03 + F10F

10 + F11F
11 + F12F

12 + F13F
13

+F20F
20 + F21F

21 + F22F
22 + F23F

23 + F30F
30 + F31F

31 + F32F
32 + F33F

33

= 2F01F
01 + 2F02F

02 + 2F03F
03 + 2F12F

12 + 2F13F
13

= −2e−2(η−γ)

α
e−2(η−γ)(∂tΛ1)

2 − 2e−2(η−γ)

α
(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂tΛ2)

2

+
2Ae−2(η−2γ)

αr2
(∂tΛ2)(∂tΛ3) +

2Ae−2(η−2γ)

αr2
(∂tΛ3)(∂tΛ2)−

2e−2(η−2γ)

αr2
(∂tΛ3)

2

+2e−2(η−γ)(e−2γ +
A2e2γ

r2
)(∂rΛ2)

2 − 2Ae−2(η−2γ)

r2
(∂rΛ2)(∂rΛ3)

−2Ae−2(η−2γ)

r2
(∂rΛ3)(∂rΛ2) +

2e−2(η−2)

r2
(∂rΛ3)

2

= −2e−2(η−γ)

α
e−2(η−γ)(∂tΛ1)

2 − 2e−2(η−γ)

α
(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂tΛ2)

2

+
4Ae−2(η−2γ)

αr2
(∂tΛ2)(∂tΛ3)−

2e−2(η−2γ)

αr2
(∂tΛ3)

2

+2e−2(η−γ)(e−2γ +
A2e2γ

r2
)(∂rΛ2)

2 − 4Ae−2(η−2γ)

r2
(∂rΛ2)(∂rΛ3)

+
2e−2(η−2γ)

r2
(∂rΛ3)

2
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Etape 3 calcul de −1
4
gabFcdF

cd

−1

4
g00FcdF

cd =
1

4
αe2(η−γ)FcdF

cd

= −1

2
e−2(η−γ)(∂tΛ1)

2 − 1

2
(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂tΛ2)

2 +
Ae2γ

r2
(∂tΛ2)(∂tΛ3)

− 1

2r2
e2γ(∂tΛ3)

2 +
α

2
(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂rΛ2)

2 − αAe2γ

r2
(∂rΛ2)(∂rΛ3) +

αe2γ

2r2
(∂rΛ3)

2.

−1

4
g11FcdF

cd = −1

4
e2(η−γ)FcdF

cd

=
1

2α
e−2(η−γ)(∂tΛ1)

2 +
1

2α
(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂tΛ2)

2 +
1

αr2
e2γ(∂tΛ3)

2

− A

αr2
e2γ(∂tΛ2)(∂tΛ3)−

1

2
(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂rΛ2)

2 +
A

r2
e2γ(∂rΛ2)(∂rΛ3)

− 1

2r2
e2γ(∂rΛ3)

2.

−1

4
g22FcdF

cd = −1

4
e2γFcdF

cd

=
1

2α
e−2(η−2γ)(∂tΛ1)

2 +
1

2α
e−2(η−2γ)(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂tΛ2)

2 +
1

2αt2
e−2(η−2γ)(∂tΛ3)

2

− A

αr2
e−2(η−2γ)(∂tΛ2)(∂tΛ3)−

1

2
e−2(η−2γ)(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂rΛ)2

+
A

r2
e−2(η−2γ)(∂rΛ2)(∂rΛ3)−

1

2r2
e−2(η−2γ)(∂rΛ3)

2.

−1

4
g23FcdF

cd = −1

4
Ae2γFcdF

cd

=
A

2α
e−2(η−2γ)(∂tΛ1)

2 +
A

2α
e−2(η−2γ)(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂tΛ2)

2 − A2

αr2
e−2(η−2γ)(∂tΛ2)(∂tΛ3)

+
A

2αr2
e−2(η−γ)(∂tΛ3)

2 − A

2
e−2(η−2γ)(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂rΛ2)

2 − A

2r2
e−2(η−2γ)(∂rΛ3)

2

+
A2

r2
e−2(η−2γ)(∂rΛ2)(∂rΛ3).

−1

4
g33FcdF

cd = −1

4
(r2e−2γ + A2e2γ)FcdF

cd

=
1

α
(r2e−2γ + A2e2γ)e−2(η−2γ)(∂tΛ1)

2 +
1

2α
(r2e−4γ + 2A2 +

A4

r2
e4γ)e−2(η−2γ)(∂tΛ2)

2

− A

αr2
(r2e−2γ + A2e2γ)e−2(η−2γ)∂tΛ2∂tΛ3 +

1

2αr2
(r2e−2γ + A2e2γ)e−2(η−2γ)(∂tΛ3)

2

−1

2
(r2e−4γ + 2A2 +

A4

r2
e4γ)e−2(η−γ)(∂rΛ2)

2 +
A

r2
(r2e−2γ + A2e2γ)e−2(η−2γ)∂rΛ2∂rΛ3

− 1

2r2
(r2e−2γ + A2e2γ)e−2(η−2γ)(∂rΛ3)

2.

Etape 4 Calcul des coefficients TMab du Tenseur de Maxwell.
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On a :

TM00 = −g00
4
FcdF

cd + F0cF
c
0

= −1

2
e−2(η−γ)(∂tΛ1)

2 − 1

2
(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂tΛ2)

2 +
Ae2γ

r2
(∂tΛ2)(∂tΛ3)

− 1

2r2
e2γ(∂tΛ3)

2 +
α

2
(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂rΛ2)

2 − αAe2γ

r2
(∂rΛ2) + (∂rΛ3) +

αe2γ

2r2
(∂rΛ3)

2

(∂tΛ1)
2(e−2(η−γ)) + (∂tΛ2)

2(e−2γ +
A2e2γ

r2
) + (∂tΛ3)

2(
e2γ

r2
)− 2Ae2γ

r2
∂tΛ2∂tΛ3.

D’où,

TM00 =
1

2
e−2(η−γ)(∂tΛ1)

2 +
1

2
(e−2γ +

A2

r2
e2γ)(∂tΛ2)

2 +
1

2r2
e2γ(∂tΛ3)

2 − A

r2
e2γ∂tΛ2∂tΛ3

+
αe2γ

2r2
(∂rΛ3)

2 +
α

2
(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂rΛ2)

2 − αAe2γ

r2
∂rΛ2∂rΛ3.

TM01 = −g01
4
FcdF

cd + F1cF
c
0

= 0 + (e−2γ +
A2e2γ

r2
)∂rΛ2∂tΛ2 −

Ae2γ

r2
∂rΛ2∂tΛ3 −

Ae2γ

r2
∂rΛ3∂tΛ3 +

e2γ

r2
∂rΛ3∂tΛ3.

D’où,

TM01 = (e−2γ +
A2e2γ

r2
)∂rΛ2∂tΛ2 −

Ae2γ

r2
∂rΛ2∂tΛ3 −

Ae2γ

r2
∂rΛ3∂tΛ3 +

e2γ

r2
∂rΛ3∂tΛ3.

TM11 = −g11
4
FcdF

cd + F1cF
c
1

=
1

2α
e−2(η−γ)(∂tΛ1)

2 +
1

2α
(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂tΛ2)

2 +
1

αr2
e2γ(∂tΛ3)

2

− A

αr2
e2γ(∂tΛ2)(∂tΛ3)−

1

2
(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂rΛ2)

2 +
A

t2
e2γ(∂rΛ2)(∂rΛ3)

− 1

2r2
e2γ(∂rΛ3)

2 +−e
−2(η−γ)

α
(∂tΛ1)

2 + (e−2γ +
A2e2γ

r2
)(∂rΛ2)

2 − 2Ae2γ

r2
∂rΛ2∂rΛ3 +

e2γ

r2
(∂rΛ3)

2.

D’où

TM11 = − 1

2α
e−2(η−γ)(∂tΛ1)

2 +
1

2α
(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂tΛ2)

2 − A

αr2
e2γ∂tΛ2∂tΛ3 +

e2γ

2αr2
(∂tΛ3)

2

+
1

2
(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂rΛ2)

2 +
1

2r2
e2γ(∂rΛ3)

2 − A

r2
e2γ∂rΛ2∂rΛ3.

TM22 = −g22
4
FcdF

cd + F2cF
c
2

=
1

2α
e6γ−4η(∂tΛ1)

2 +
1

2α
e−2(η−2γ)(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂tΛ2)

2 +
1

2αr2
e6γ−2η(∂tΛ3)

2

− A

αr2
e6γ−2η(∂tΛ2)(∂tΛ3)−

1

2
e−2(η−2γ)(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂rΛ)2 +

A

r2
e6γ−2η(∂rΛ2)(∂rΛ3)

− 1

2r2
e6γ−2η(∂rΛ3)

2 − e−2(η−γ)

α
(∂tΛ2)

2 + e−2(η−γ)(∂rΛ2)
2.
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D’où

TM22 = e2γe−2(η−γ)[
1

2α
(∂tΛ1)

2 + (
A2e2γ

r2
− e−2γ

α
)(∂tΛ2)

2 − A

αr2
e2γ∂tΛ2∂tΛ3

+
e2γ

2αr2
(∂tΛ3)

2 + (
1

2
e−2γ − A2e2γ

r2
)(∂rΛ2)

2 +
A

r2
e2γ∂rΛ2∂rΛ3 −

1

2r2
e2γ(∂rΛ3)

2].

TM23 = −g23
4
FcdF

cd + F3cF
c
2

=
A

2α
e−2(η−2γ)(∂tΛ1)

2 +
A

2α
e−2(η−2γ)(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂tΛ2)

2 − A2

αr2
e−2(η−2γ)(∂tΛ2)(∂tΛ3)

+
A

2αr2
e−2(η−2γ)(∂tΛ3)

2 − A

2
e−2(η−2γ)(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂rΛ2)

2 − A

2r2
e−2(η−2γ)(∂rΛ3)

2

+
A2

r2
e−2(η−2γ)(∂rΛ2)(∂θΛ3) +−e

−2(η−γ)

α
(∂tΛ3)(∂tΛ2) + e−2(η−γ)(∂rΛ2)(∂rΛ3).

D’où

TM23 = e2γe−2(η−γ)[
A

2α
(∂tΛ1)

2 +
A

2α
(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂tΛ2)

2 − A2

αr2
e2γ∂tΛ2∂tΛ3 +

A

2αr2
e2γ(∂tΛ3)

2

−Ae
2γ

2r2
(∂rΛ3)

2 − A

2
(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂rΛ2)

2 +
A2e2γ

t
∂rΛ2∂rΛ3 −

e−2γ

α
∂tΛ3∂tΛ2 + e−2γ∂rΛ2∂rΛ3].

TM33 = −g33
4
FcdF

cd + F3cF
c
3

=
1

α
(r2e−2γ + A2e2γ)e−2(η−2γ)(∂tΛ1)

2 +
1

2α
(r2e−4γ + 2A2 +

A4

r2
e4γ)e−2(η−γ)(∂tΛ2)

2

− A

αr2
(r2e−2γ + A2e2γ)e−2(η−2γ)∂tΛ2∂tΛ3 +

1

2αr2
(r2e−2γ + A2e2γ)e−2(η−2γ)(∂tΛ3)

2

−1

2
(r2e−4γ + 2A2 +

A4

r2
e4γ)e−2(η−γ)(∂rΛ2)

2 +
A

r2
(r2e−2γ + A2e2γ)e−2(η−2γ)∂rΛ2∂rΛ3

− 1

2r2
(r2e−2γ + A2e2γ)e−2(η−2γ)(∂rΛ3)

2 − e−2(η−2γ)

α
(∂tΛ3)

2 + e−2(η−γ)(∂rΛ3)
2.

D’où

TM33 = e−2η[
r2

2α
(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂tΛ1)

2 +
r2

2α
(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂tΛ2)

2 − Ae2γ

α
∂tΛ2∂tΛ3

+
e2γ

α
(∂tΛ3)

2 − r2

2
(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂rΛ2)

2 + Ae2γ∂rΛ2∂rΛ3 +
1

2
e2γ(∂rΛ3)

2]

+e2γe−2(η−γ)[
A2

2α
(∂tΛ1)

2 +
A2

2α
(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂tΛ2)

2 − A3

αr2
∂tΛ2∂tΛ3

−A
2

2
(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂rΛ2)

2 +
A3

t
∂rΛ2∂rΛ3 + (e−2γ − A2e2γ

r2
)(∂rΛ3)

2 + (
A2e2γ

2αr2
− e−2γ

α
)(∂tΛ3)

2].

�
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3.1.2 Tenseur impulsion-énergie lié au fluide parfait

Le tenseur impulsion-énergie décrit la distribution de la matière et de l’énergie dans l’univers.

L’expression de ses coefficients dans ce cas est de la forme :

T fδβ = (p+ ρ)uδuβ + pgδβ, (3.11)

Ici, ρ est l’énergie du fluide, u = (u0, u1, u2, u3) est le vecteur vitesse unitaire temporel du fluide et

orienté vers le futur c’est-à-dire u0 > 0. p = k2ρ est la pression du fluide et k est la vitesse du son

dans le fluide et tel que 0 ≤ k < 1.

Proposition 3.1.1.

T f00 = ρ
[
(1 + k2)u20 − k2αe2(η−γ)

]
.

T f01 = ρ(1 + k2)u0u1.

T f11 = ρ
[
(1 + k2)u21 + k2e2(η−γ)

]
.

T f22 = ρ
[
(1 + k2)u22 + k2e2γ

]
.

T f23 = ρ
[
(1 + k2)u2u3 + k2Ae2γ

]
.

T f33 = ρ
[
(1 + k2)u23 + k2(r2e−2γ + A2e2γ)

]
.

Preuve .

On a :

T f00 = (ρ+ p)u20 + pg00

= (ρ+ p)u20 − αpe2(η−γ)

= ρ
[
(1 + k2)u20 − k2αe2(η−γ)

]
.

D’où, T f00 = ρ
[
(1 + k2)u20 − k2αe2(η−γ)

]
.

T f01 = (ρ+ p)u0u1 + pg01

= (ρ+ p)u0u1

= ρ(1 + k2)u0u1.

D’où, T f01 = ρ(1 + k2)u0u1.
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T f11 = (ρ+ p)u21 + pg11

= (ρ+ p)u21 + pe2(η−γ)

= ρ
[
(1 + k2)u21 + k2e2(η−γ)

]
.

D’où, T f11 = ρ
[
(1 + k2)u21 + k2e2(η−γ)

]
.

T f22 = (ρ+ p)u22 + pg22

= (ρ+ p)u22 + pe2γ

= ρ
[
(1 + k2)u22 + k2e2γ

]
.

D’où, T f22 = ρ [(1 + k2)u22 + k2e2γ].

T f23 = (ρ+ p)u2u3 + pg23

= (ρ+ p)u2u3 + Ape2γ

= ρ
[
(1 + k2)u2u3 + k2Ae2γ

]
.

D’où, T f23 = ρ [(1 + k2)u22 + k2e2γ].

T f33 = (ρ+ p)u23 + pg33

= (ρ+ p)u23 + p(t2e−2γ + A2e2γ)

= ρ
[
(1 + k2)u23 + k2(t2e−2γ + A2e2γ)

]
.

D’où, T f33 = ρ [(1 + k2)u23 + k2(t2e−2γ + A2e2γ)].

�

3.1.3 Tenseur d’impulsion énergie (Tδβ = T fδβ + TMδβ )

Le tenseur impulsion énergie du système est la somme du tenseur de Maxwell et du tenseur lié

aux fluide parfait On a :

Tδβ = TMδβ + T fδβ

Et nous obtenons les résultats suivant :

T00 =
1

2
e−2(η−γ)(∂tΛ1)

2 +
1

2
(e−2γ +

A2

r2
e2γ)(∂tΛ2)

2 +
1

2r2
e2γ(∂tΛ3)

2 − A

r2
e2γ∂tΛ2∂tΛ3

+
αe2γ

2r2
(∂rΛ3)

2 +
α

2
(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂rΛ2)

2 − αAe2γ

r2
∂rΛ2∂rΛ3 + ρ

[
(1 + k2)u20 − k2αe2(η−γ)

]
.
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T01 = (e−2γ +
A2e2γ

r2
)∂rΛ2∂tΛ2 −

Ae2γ

r2
∂rΛ2∂tΛ3 −

Ae2γ

r2
∂rΛ3∂tΛ3 +

e2γ

r2
∂rΛ3∂tΛ3 + ρ(1 + k2)u0u1.

T11 = − 1

2α
e−2(η−γ)(∂tΛ1)

2 +
1

2α
(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂tΛ2)

2 − A

αr2
e2γ∂tΛ2∂tΛ3 +

e2γ

2αr2
(∂tΛ3)

2

+
1

2
(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂rΛ2)

2 +
1

2r2
e2γ(∂rΛ3)

2 − A

r2
e2γ∂rΛ2∂rΛ3 + ρ

[
(1 + k2)u21 + k2e2(η−γ)

]
.

T22 = e2γe−2(η−γ)[
1

2α
(∂tΛ1)

2 + (
A2e2γ

r2
− e−2γ

α
)(∂tΛ2)

2 − A

αr2
e2γ∂tΛ2∂tΛ3

+
e2γ

2αr2
(∂tΛ3)

2 + (
1

2
e−2γ − A2e2γ

r2
)(∂rΛ2)

2 +
A

r2
e2γ∂rΛ2∂rΛ3 −

1

2r2
e2γ(∂rΛ3)

2]

+ρ
[
(1 + k2)u22 + k2e2γ

]
.

T23 = e2γe−2(η−γ)[
A

2α
(∂tΛ1)

2 +
A

2α
(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂tΛ2)

2 − A2

αr2
e2γ∂tΛ2∂tΛ3 +

A

2αr2
e2γ(∂tΛ3)

2

−Ae
2γ

2r2
(∂rΛ3)

2 − A

2
(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂rΛ2)

2 +
A2e2γ

t
∂rΛ2∂rΛ3 −

e−2γ

α
∂tΛ3∂tΛ2 + e−2γ∂rΛ2∂rΛ3]

+ρ
[
(1 + k2)u2u3 + k2Ae2γ

]

T33 = e−2η[
r2

2α
(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂tΛ1)

2 +
r2

2α
(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂tΛ2)

2 − Ae2γ

α
∂tΛ2∂tΛ3

+
e2γ

α
(∂tΛ3)

2 − r2

2
(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂rΛ2)

2 + Ae2γ∂rΛ2∂rΛ3 +
1

2
e2γ(∂rΛ3)

2]

+e2γe−2(η−γ)[
A2

2α
(∂tΛ1)

2 +
A2

2α
(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂tΛ2)

2 − A3

αr2
∂tΛ2∂tΛ3

−A
2

2
(e−2γ +

A2e2γ

r2
)(∂rΛ2)

2 +
A3

t
∂rΛ2∂rΛ3 + (e−2γ − A2e2γ

r2
)(∂rΛ3)

2 + (
A2e2γ

2αr2
− e−2γ

α
)(∂tΛ3)

2]

+ρ
[
(1 + k2)u23 + k2(r2e−2γ + A2e2γ)

]
.

Ce tenseur d’impulsion énergie ; nous permet avec les résultats du chapitre 2 d’écrire les équa-

tions dont nous avons besoin.

3.2 Les équations d’Einstein -Maxwell

Les équations d’Einstein sont sous la forme suivante :

Rδβ −
1

2
Rgδβ =

8πG

c4
Tδβ. (3.12)
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Dans la suite, nous prendronsK = 8πG
c4

. Suivant les composantes, ces équations non nulles donnent

le système suivant :

R00 −
1

2
Rg00 = KT00 (3.13)

R01 −
1

2
Rg01 = KT01 (3.14)

R11 −
1

2
Rg11 = KT11 (3.15)

R22 −
1

2
Rg22 = KT22 (3.16)

R23 −
1

2
Rg23 = KT23 (3.17)

R33 −
1

2
Rg33 = KT33 (3.18)

En reportant les équations (2.6), (2.7), (2.8), (2.9), (2.10) et (2.11) respectivement dans (3.13),

(3.14), (3.15), (3.16), (3.16), (3.17) et (3.18) ; puis en se servant des expressions (2.1), et (2.12)

on obtient le système suivant constitué d’équations d’Einstein :

α∂rη

r
− (∂tγ)2 − α(∂rγ)2 − (∂tA)2

4r2
e4γ − α(∂rA)2

4r2
e4γ = KT00 (3.19)

∂tη

r
− 2∂tγ∂rγ −

∂tA∂rA

2r2
e4γ = KT01 (3.20)

∂rη

r
+
∂rα

2αr
− (∂rγ)2 − (∂tγ)2

α
− (∂tA)2

4αr2
e4γ − (∂rA)2

4r2
e4γ = KT11 (3.21)

e−2η+4γ[−(∂rα)2

4α2
+

2(∂ttγ − α∂rrγ)

α
− ∂ttη − α∂rrη

α
+
∂rrα

2α
− 2∂rγ

r

+
∂rα(∂rη − 2∂rγ)

2α
+
∂tα(∂tη − 2∂tγ)

2α2
+
∂rα

2αr
− (∂tγ)2

α
+ (∂rγ)2]

+e−2η+8γ[−3(∂tA)2

4αr2
+

3(∂rA)2

4r2
] = KT22 (3.22)

e−2η+4γ[
A∂rrα

2α
− A(∂ttη − α∂rrη)

α
+

2A(∂ttγ − α∂rrγ)

α
+
∂ttA− α∂rrA

2α

+
A∂rα(∂rη − 2∂rγ)

2α
+
A∂tα(∂tη − 2∂tγ)

2α2
− A(∂rα)2

4α2
+
A∂rα

2αr
− A(∂tγ)2

α

−2A∂rγ

r
+
∂rA

2r
− ∂tA∂tα

4α2
− ∂rA∂rα

4α
+

2∂tA∂tγ

α
− 2∂rA∂rγ + A(∂rγ)2]

+e−2η+8γ[
3A(∂rA)2

4r2
− 3A(∂tA)2

4αr2
] = KT23 (3.23)
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e−2η[
r2∂rrα

2α
− r2(∂ttη − α∂rrη)

α
+
r2∂rα∂rη

2α
+
r2∂tα∂tη

2α2
− r2(∂rα)2

4α2
− r2(∂tγ)2

α

+r2(∂rγ)2] + e−2η+4γ[
A∂rA

r
+
A2∂rrα

2α
− A2(∂ttη − α∂rrη)

α
+
A(∂ttA− α∂rrA)

α

+
2A2(∂ttγ − α∂rrγ)

α
+
A2∂rα(∂rη − 2∂rγ)

2α
+
A2∂tα(∂tη − 2∂tγ)

2α2
+
A2∂rα

2αr

−A
2(∂tγ)2

α
+

(∂tA)2

4α
− (∂rA)2

4
− 2A2∂rγ

r
− 4A∂rA∂rγ +

4A∂tA∂tγ

α

−A∂rA∂rα
2α

− A∂tA∂tα

2α2
− A2(∂rα)2

4α2
+ A2(∂rγ)2]

+e−2η+8γ[
3A2(∂rA)2

4r2
− 3A2(∂tA)2

4αr2
] = KT33 (3.24)

Remarque 3.2.1. Ce système d’équations d’Einstein est constitué d’équations aux dérivées par-

tielles (e.d.p) non linéaires du 1er et du 2nd ordre.

Proposition 3.2.1. En posant :

U = −g00KT00 , V = −g11KT01√
α

, P1 = g11KT11, Les équations (3.19) ,(3.20) et (3.21) Qui

sont d’équations aux dérivées aux partielles (e.d.p) du 1er ordre, et deviennent respectivement :

∂rη

r
= (∂rγ)2 +

(∂tγ)2

α
+

(∂tA)2

4αr2
e4γ +

(∂rA)2

4r2
e4γ + Ue2(η−γ) (3.25)

∂tη

r
= +2∂tγ∂rγ +

∂tA∂rA

2r2
e4γ −

√
αe2(η−γ)V (3.26)

∂rα

2αr
= e2(η−γ)(P1 − U) (3.27)

⇐⇒


(3.25)

(3.26)

(3.27)

Qui sont les équations de contraintes

Preuve . En multipliant (3.19) par −g00 = e−2(η−γ)

α
, on obtient (3.25).

De même en multipliant (3.20) par − g11√
α

= e−2(η−γ)
√
α

on obtient (3.26)

D’autre part de (3.21) on a :

∂rα

2αr
= −∂rη

r
+ (∂rγ)2 +

(∂tγ)2

α
+

(∂tA)2

4αr2
e4γ +

(∂rA)2

4r2
e4γ +KT11

= − 1

α
[α
∂rη

r
− α(∂rγ)2 − α(∂tγ)2

α
− (∂tA)2

4r2
e4γ − α(∂rA)2

4r2
e4γ] +KT11

= −KT00
α

+KT11

= −Ue2(η−γ) + e2(η−γ)P1 (Car KT00 = −g00U et KT11 = g11U)

= e2(η−γ)(P1 − U).
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Proposition 3.2.2. En posant :

S23 =
K(T23 − AT22)

r
, P2 = KT22e

−2γ et P3 =
Ke2γ

r2
(T33 − A2T22 −

2ArS23

K
),

les équations (3.22) , (3.23) et (3.24) qui sont des équations aux dérivées partielles(e.d.p) du 2nd

ordre, deviennent respectivement :

∂ttη − α∂rrη =
∂rrα

2
− (∂rα)2

4α
+
∂rα∂rη

2
+
∂tα∂tη

2α
+

(∂tA)2

4r2
e4γ − α(∂rA)2

4r2
e4γ − (∂tγ)2 + α(∂rγ)2

−αP3e
2η−2γ, (3.28)

∂ttγ − α∂rrγ =
α∂rγ

r
+
∂rα∂rγ

2
+
∂tα∂tγ

2α
+

(∂tA)2 − α(∂rA)2

2r2
e4γ

+
α(Φ− P1 + P2 − P3)

2
e2η−2γ, (3.29)

∂ttA− α∂rrA = −α∂rA
r

+
∂rα∂rA

2
+
∂tα∂tA

2α
− 4∂tA∂tγ + 4α∂rA∂rγ + 2αrS23e

2η−4γ. (3.30)

⇐⇒


(3.28)

(3.29)

(3.30)

Qui sont les équations d’évolution

Preuve . De l’équation (3.22), on a

∂ttη − α∂rrη = −KαT22e2η−4γ −
(∂rα)2

4α
+ 2(∂ttγ − α∂rrγ) +

∂rrα

2
− 2α∂rγ

r
+
∂rα

2r

+
∂rα(∂rη − 2∂rγ)

2
+
∂tα(∂tη − 2∂tγ)

2α
+ α(∂rγ)2 − 3(∂tA)2

4r2
e4γ +

3α(∂rA)2

4r2
e4γ.

En reportant cette valeur dans (3.23), on obtient :

KT23e
2η−4γ =

A∂rrα

2α
+KT22e

2η−4γ +
A(∂rα)2

4α2
− 2A(∂ttγ − α∂rrγ)

α
− A(∂rrα)

2α
+

2A∂rγ

r

−A∂rα(∂rη − 2∂rγ)

2α
− A∂tα(∂tη − 2∂tγ)

2α2
− A∂rα

2αr
+
A(∂tγ)2

α
− A(∂rγ)2 +

3A(∂tA)2

4αr2
e4γ

−3A(∂rA)2

4r2
e4γ +

2A(∂ttγ − α∂rrγ)

α
+
∂ttA− α∂rrA

2α
+
A∂rα(∂rη − 2∂rγ)

2α

+
A∂tα(∂tη − 2∂tγ)

2α2
− A(∂rα)2

4α2
+
A∂rα

2αr
− A(∂tγ)2

α
− 2A∂rγ

r
+
∂rA

2r
− ∂tA∂tα

4α2

−∂rA∂rα
4α

+
2∂tA∂tγ

α
− 2∂rA∂rγ + A(∂rγ)2 +

3A(∂rA)2

4r2
e4γ − 3A(∂tA)2

4αr2
e4γ.

Ceci entraîne

∂ttA− α∂rrA
2α

= K(T23 − AT22)e2η−4γ −
∂rA

2r
+
∂tA∂tα

4α2
+
∂rA∂rα

4α
− 2∂tA∂tγ

α
+ 2∂rA∂rγ

DIPES II, 2018-2019 48



3.2. Les équations d’Einstein -Maxwell

En remplaçant K(T23 − AT22) par rS23 on obtient (3.30).

Et en reportant cette dernière égalité et aussi celle (3.23) dans (3.24), on obtient :

2r2(∂ttγ − α∂rrγ)

α
e−4γ = −KT33e2η−4γ +Kr2T22e

2η−8γ + 2r∂rγe
−4γ + [

r2∂rα∂rγ

α
+
r2∂tα∂tγ

α2
]e−4γ

−r∂rα
2α

e−4γ +
(∂tA)2

α
− (∂rA)2 +KA2T22e

2η−4γ + 2ArS23e
2η−4γ

ou encore

∂ttγ − α∂rrγ = −KαT33
2r2

e2η +
KαT22

2
e2η−4γ +

α∂rγ

r
+
∂rα∂rγ

2
+
∂tα∂tγ

2α
− ∂rα

4r
+

(∂tA)2

2r2
e4γ

−α(∂rA)2

2r2
e4γ +

KA2αT22
2r2

e2η +
AαS23

r
e2η.

Or d’après (3.27), ∂rα
r

= 2α(P1 − Φ)e2(η−γ).

Donc

∂ttγ − α∂rrγ =
α∂rγ

r
+
∂rα∂rγ

2
+
∂tα∂tγ

2α
− ∂rα

4r
+

(∂tA)2

2r2
e4γ − α(∂rA)2

2r2
e4γ − KαT33

2r2
e2η

+
KαT22

2
e2η−4γ − α(P1 − Φ)

2
e2η−2γ +

KA2αT22
2r2

e2η +
AαS23

r
e2η.

Mais d’après proposition (3.3.3), P3 = Ke2γ

r2
(T33 − A2T22 − 2ArS23

K
)

D’où

∂ttγ − α∂rrγ =
α∂rγ

r
+
∂rα∂rγ

2
+
∂tα∂tγ

2α
+

(∂tA)2 − α(∂rA)2

2r2
e4γ

+
α(Φ− P1 + P2 − P3)

2
e2η−2γ.

En reportant cette dernière égalité dans (3.22), on a :

∂ttη − α∂rrη = −KαT22e2η−4γ −
(∂rα)2

4α
+

2α∂rγ

r
+ ∂rα∂rγ +

∂tα∂tγ

α
+

(∂tA)2 − α(∂rA)2

r2
e4γ

+α(Φ− P1 + P2 − P3)e
2η−2γ +

∂rrα

2
− 2α∂rγ

r
+
∂rα∂rη

2
− ∂rα∂rγ +

∂tα∂tη

2α

−∂tα∂tγ
α

+
∂rα

2r
− (∂tγ)2 + α(∂rγ)2 − 3((∂tA)2 − α(∂rA)2)

4r2
e4γ.

Or ∂rα
r

= 2α(P1 − Φ)e2(η−γ).

Donc

∂ttη − α∂rrη =
∂rrα

2
− (∂rα)2

4α
+
∂rα∂rη

2
+
∂tα∂tη

2α
+

(∂tA)2

4r2
e4γ − α(∂rA)2

4r2
e4γ − (∂tγ)2 + α(∂rγ)2

−αP3e
2η−2γ.

�
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3.2. Les équations d’Einstein -Maxwell

Proposition 3.2.3. Les équations de Maxwell (3.4), (3.5), (3.6) et (3.7) nous donnent le système

d’équations suivantes :

∂ttΛ2 − α∂rrΛ2 = −∂tΛ2(−
∂te

2γ

2α
+
A∂tAe

4γ

2r2
− ∂tγ) +

∂tAe
4γ

2r2
∂tΛ3

∂rΛ2(
α

r
+
∂rα

2
+
αA∂re

4γ

2r2
− α∂rγ)− α∂rAe

4γ

2r2
∂rΛ3 (3.31)

∂ttΛ3 − α∂rrΛ3 = (−2(∂tγ)A− A∂tA

2
+
A2∂tA

2r2
)∂tλ2 + (−∂tγ −

∂tα

2α
− A∂tA

2r2
)∂tΛ3

+(−αA
2∂rAe

4γ

2r2
+ 2αA∂rγ −

α∂rA

2
+
αA

r
)∂rΛ2

+(
αA∂rAe

4γ

2r2
− ∂rα

2
+
α

r
− α∂rγ)∂rΛ3 (3.32)

∂t(
e−2(η−γ)

α
∂tΛ1) = 0 (3.33)

∂r(
re−2(η−γ)

α
∂tΛ1) = 0 (3.34)

⇐⇒



(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

Preuve . En remarquant que (3.6)− A(3.7) = 0 on obtient

−e
−2η

α
(∂ttΛ2 − α∂rrΛ2) + (

∂tαe
−2η

2α2
− A∂tAe

−2(η−2γ)

2αr
+
∂tγ

α
)∂tΛ2

+(
∂rαe

−2η

2
+
A∂rAe

−2(η−2γ)

2r2
− ∂rγ)∂rΛ2

(∂rA)e−2(η−2γ)

2r2
∂rΛ3 +

(∂tA)e−2(η−2γ)

2αr2
∂tΛ3 = 0

D’où

∂ttΛ2 − α∂rrΛ2 = (
∂tα

2α
− A(∂tA)e4γ

2r2
+ ∂tγ)∂tΛ2 +

(∂tA)e4γ

2r2
∂tΛ3

(
∂rα

2
− (αA∂rA)

2r2
− α∂rγ)∂rΛ2 −

(α∂rA)e4γ

2r2
∂rΛ3

En remplaçant (3.35) dans (3.7) On obtient ainsi :

∂ttΛ3 − α∂rrΛ3 = (−2(∂tγ)A− A∂tA

2
+
A2∂tA

2r2
)∂tλ2 + (−∂tγ −

∂tα

2α
− A∂tA

2r2
)∂tΛ3

+(−αA
2∂rAe

4γ

2r2
+ 2αA∂rγ −

α∂zlrA

2
+
αA

r
)∂rΛ2

+(
αA∂rAe

4γ

2r2
− ∂rα

2
+
α

r
− α∂rγ)∂rΛ3
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3.3. Les Équations d’Euler

L’équation (3.4) nous donne :

∂r(
e−4(η−γ)

α
∂tΛ1) + (

1

2α
∂rα + 2(∂rη − ∂rγ) +

1

r
)(
e−4(η−γ)

α
∂tΛ1) = 0.

⇐⇒ (− 1

2α2
∂rα−

2(∂rη − ∂rγ)

α
+

1

αr
)e−4(η−γ)∂tΛ1 +

e−4(η−γ)∂trΛ1

α
= 0

⇐⇒ (− r

2α2
∂rα−

2r(∂rη − ∂rγ)

α
+

1

α
)e−2(η−γ)∂tΛ1 +

re−2(η−γ)∂trΛ1

α
= 0

⇐⇒ ∂r(
re−2(η−γ)

α
∂tΛ1) = 0.

L’équation (3.5) nous donne :

∂t(
e−4(η−γ)

α
∂tΛ1) + (

1

2α
∂tα + 2(∂tη − ∂tγ))(−e

−4(η−γ)

α
∂tΛ1) = 0

⇐⇒ (
1

2α2
∂tα +

2(∂tη − ∂tγ)

α
)e−2(η−γ)∂tΛ1 +

1

α
e−2(η−γ)∂ttΛ1 = 0

⇐⇒ ∂t(
e−2(η−γ)

α
∂tΛ1) = 0.

Remarque 3.2.2. Les équations de (3.13) à (3.18) et de (3.31) à (3.34) constituent le système

d’équation d’Einstein-Maxwell.

3.3 Les Équations d’Euler

Ce sont des équations aux dérivées partielles non linéaires qui décrivent l’écoulement des

fluides (liquide ou gaz ). Dans toute la suite nous supposerons que le tenseur de Maxwell se

conserve ; Et nous nous intéresserons uniquement sur la conservation du tenseur impulsion énergie

lié au fluide parfait pour nous faciliter le travail.

Lemme 3.3.1. u = (uλ) est le vecteur unitaire temporel du fluide implique

(
√
αu0)2 − (u1)2 = e−2(η−γ) (3.35)

Preuve . Puisque le vecteur u étant unitaire cela implique : uβuβ = gλβu
λuβ = −1 avec λ; β =

0, 1, 2, 3.

gλβu
λuβ = −1 =⇒ g00u

0u0 + 2g01u
0u1 + 2g02u

0u2 + 2g03u
0u3 + g11u

1u1

+ 2g12u
1u2 + 2g13u

1u3 + 2g23u
2u3 + g22u

2u2 + g33u
3u3 = −1

Or g01 = g02 = g03 = g12 = g13 = 0

DIPES II, 2018-2019 51



3.3. Les Équations d’Euler

Ceci implique g00(u
0)2 + g11(u

1)2 + g22(u
2)2 + 2g23u

2u3 + g33(u
3)2 = −1

On choisit u2 = u3 = 0 qui va entrainer alors u2 = u3 = 0 .

On obtient : g00(u
0)2 + g11(u

1)2 = −1

D’où, (
√
αu0)2 − (u1)2 = e−2(η−γ)

Remarque 3.3.1. Les équations d’Einstein étant sous la forme Gδβ = KTδβ nous donne :

Pour δ = 0 et β = 2, G02 = KT02 et Pour δ = 0 et β = 3 , G03 = KT03

sont les équations nulles d’Einstein car G02 = G03 = 0 .

Ainsi on obtient :

T02 = ρ(1 + k2)u0u2 = 0 et T03 = ρ(1 + k2)u0u3 = 0 ( comme K 6= 0 )

Ceci implique u2 = u3 = 0 car ρ(1 + k2) 6= 0 et u est orienté vers le futur ( u0 > 0 )

Remarque 3.3.2. On a :

u2 = u3 = 0 =⇒ u2 = u3 = 0

Preuve . On a :

u2 = g2βuβ = g20u0 + g21u1 + g22u2 + g23u3 = 0 or g02 = g21 = 0 et comme u2 = u3 = 0

D’où u2 = 0 .

De même ,

u3 = g3βuβ = g30u0 + g31u1 + g32u2 + g33u3 = 0 or g03 = g31 = 0 et comme u2 = u3 = 0 .

D’où u3 = 0

Théorème 3.3.1. (Conservation de l’énergie et du moment)

Une importance conséquence de l’équation d’Einstein est la conservation local de l’énergie et du

moment. Ce résultat apparaît en utilisant l’identité de différentielle de Bianchi pou obtenir :

∇δG
δβ = 0 pour δ, β = 0, 1, 2, 3, avec Gδβ = KT δβ. (3.36)

Preuve . Cf[3]

Remarque 3.3.3. L’équation (3.36) est équivalente à :

∇δT
δβ = ∇δT

δβ(f) +∇δT
δβ(M) = 0 (car l’opérateur∇δ est linéaire). .

Or Tenseur de Maxwell se conserve d’où ∇δT
δβ(M) = 0 .

L’équation (3.36) dévient :

∇δT
δβ(f) = 0 (3.37)

On parlera de la conservation du tenseur impulsion énergie lié au fluide parfait .
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3.3. Les Équations d’Euler

Lemme 3.3.2. La relation précédente (3.37), nous permet d’obtenir l’équation suivante :

(∇0ρ)u0 + (∇1ρ)u1 + ρ(1 + k2)(∇0u
0 +∇1u

1) = 0 (3.38)

Preuve . D’après (3.37) , on a :

∇δT
δβ(f) = 0, ∀δ, β = 0, 1, 2, 3.

L’expression T δβ(f) = (p+ ρ)uδuβ + pgδβ ∀δ, β = 0, 1, 2, 3 avec p = k2ρ .

En considérant k constante puisque 0 ≤ k < 1. On a :

T δβ(f) = ρ(1 + k2)uδuβ + k2ρgδβ ∀δ, β = 0, 1, 2, 3

∇δT
δβ(f) ⇔ ∇δ[ρ(1 + k2)uδuβ + k2ρgδβ] = 0

⇔ (1 + k2)(∇δρ)uδuβ + ρ(1 + k2)(∇λu
δ)uβ + ρ(1 + k2)uδ(∇δu

β)

+k2(∇δρ)gδβ + ρk2(∇λg
δβ) = 0.

Puisque∇δg
δβ = 0 d’après le théorème et définition 1.2.1 ; alors on a :

(1 + k2)(∇δρ)uδuβ + ρ(1 + k2)(∇δu
δ)uβ + ρ(1 + k2)uδ(∇δu

β) + k2(∇δρ)gδβ = 0

En multipliant l’équation précédente par uβ , on obtient l’équation suivante

(1 + k2)(∇δρ)uδuβuβ + ρ(1 + k2)(∇δu
δ)uβuβ + ρ(1 + k2)uδ(∇δu

β)uβ + k2(∇δρ)gδβuβ = 0

Puisque uβuβ = −1 on a :

−(∇δρ)uδ − ρ(1 + k2)(∇δu
δ) + 2ρuδ(∇δu

β)uβ = 0.

Comme (∇δu
β)uβ = 0 et en multipliant par -1, il en résulte que

(∇δρ)uδ + ρ(1 + k2)(∇δu
δ) = 0 .

En se rappelant que u2 = u3 = 0 , On a finalement le résultat suivant :

(∇0ρ)u0 + (∇1ρ)u1 + ρ(1 + k2)(∇0u
0 +∇1u

1) = 0.

Remarque 3.3.4. Les équations (3.35) et (3.38) qui nous donne le système suivant (
√
αu0)2 − (u1)2 = e−2(η−γ)

(∇0ρ)u0 + (∇1ρ)u1 + ρ(1 + k2)(∇0u
0 +∇1u

1) = 0
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3.3. Les Équations d’Euler

sont appelées les équations d’Euler

Remarque 3.3.5. le système d’équation d’Einstein-Maxwell ajouté ; aux équations (3.35) et

(3.38)) forme le système d’équation d’Einstein-Maxwell fluide parfait, de douze équations aux

dérivées partielles non linéaires du 1er et 2nd ordre dont dix inconnues ( dans le système de coor-

données cylindriques) sont :

les fonctions α , γ ,η , A ,Λ1 , Λ2 , Λ3 , ρ , u0 et u1 ; à deux variables t, r

La résolution de ces équations nécessite des données initiales (Conditions de Cauchy ) en

t = t0 > 0 . Ces données sont imposées par le choix de la symétrie cylindrique .

Remarque 3.3.6. Compte tenu du fait que le nombre d’équations est supérieur au nombre d’in-

connues, certaines équations peuvent être considérées comme des équations de contraintes et

d’autres comme des équations d’évolution.

Remarque 3.3.7. L’existence des solutions du système d’Einstein -Maxwell-Euler requiert la

présence de données initiales, en tenant compte de la singularité à t = 0, ces données initiales

sont prescrites à t = t0 > 0 par :

η(t0, r) = η0(r), ∂tη(t0, r) = η1(r), α(t0, r) = α0(r), γ(t0, r) = γ0(r), ∂tγ(t0, r) = γ1(r),

A(t0, r) = A0(r), ∂tA(t0, r) = A1(r), ρ(t0, r) = ρ0(r), U(t0, r) = U0(r). Λ1(t0, θ) = Λ0
1(θ),

Λ2(t0, θ) = Λ0
2(θ), Λ3(t0, θ) = Λ0

3(θ), ∂tΛ1(t0, θ) = Λ1
1(θ), ∂tΛ2(t0, θ) = Λ1

2(θ),

∂tΛ3(t0, θ) = Λ1
3(θ) .

Il est question d’étudier l’existence locale et globale dans le temps du problème de Cauchy pour le

système d’Einstein-Maxwell-Euler, qui est un problème qui prolonge se travail.
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♣ Portée Pédagogique ♣

Dans le cadre de la rédaction du mémoire de D.I.P.E.S II, il nous à été demandé de donner

l’intérêt pédagogique de notre travail : Rappelons que le thème soumis à notre étude s’intitule

Équations d’Einstein-Maxwell fluide parfait en symétrie cylindrique. Ainsi :

3.4 Pour l’enseignant

F Il permet de se rendre compte qu’il y a une théorie plus générale qui prolonge celle de

Newton ; et mieux comprendre notre univers.

F Il permet de mieux comprendre la loi de l’attraction gravitationnelle que très peu perçoivent

clairement.

F Il permet de maitriser la résolution des équations différentielles ordinaires à coefficients

constants.

F Il permet aussi de se familiariser avec le logiciel de programmation Latex qui fait une très

bonne mise en page et s’avère donc très utile pour la rédaction des épreuves d’évaluation.
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♣ Conclusion ♣

Parvenu au terme de notre travail dans lequel il était question pour nous d’établir les Équations

d’Einstein-Maxwell-fluide parfait dans le système de coordonnées locale (symétrie cylindrique) .

Pour y arriver, nous avons donné dans le chapitre un, des notions requises afin de mieux comprendre

le problème. Dans le chapitre deux, nous avons effectué des calculs qui aboutirons dans le chapitre

trois à l’établissement de ces équations. Dans l’expression du tenseur d’impulsion-énergie dans le

référentiel de repos du fluide parfait, se trouvent deux inconnues u (vitesse unitaire temporelle)

et ρ (densité énergie) qui font apparaître les équations d’Euler. Nous remarquons que les équa-

tions d’Einstein-Maxwell couplées à celles d’Euler conduisent à un système de douze équations

aux dérivées partielles non linéaires du premier et du second ordre à dix inconnues dépendantes de

deux variables t et r, dont six d’Einstein, quatre de Maxwell et deux d’Euler. Notons qu’à l’aide

de ces équations, on parvient à expliquer plusieurs phénomènes physiques tels que la gravitation,

la formation des trous noirs, et plus généralement la cosmologie. Ces équations sont très souvent

difficiles à résoudre (c’est-à-dire sans faire des approximations). Une autre perspective serait d’étu-

dier l’existence et l’unicité (locale et globale) des solutions du problème de Cauchy posé par ces

équations en symétrie cylindrique.
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