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& Résumé &

Les équations d’Einstein sont les équations aux dérivées partielles principales de la relati-
vité générale. Ce sont des équations dynamiques qui décrivent comment la matiere et 1’énergie
modifient la géométrie de I’espace-temps. Dans le présent mémoire, nous écrivons les équations
d’Einstein-Maxwell fluide parfait en symétrie cylindrique. Nous obtenons ainsi un systeme de
douze équations a dix inconnues que nous distinguons en équations de contraintes et équations

d’évolution. Et nous donnons les conditions initiales.

Mots clés : Relativité générale, équations d’Einstein, équations de Maxwell, équations d’Euler,

symétrie cylindrique, espace-temps.
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& Abstract &

Einstein equations are the main partial differential equations of general relativity. They are
dynamic equations that describe how matter and energy change the geometry of space-time. In this
long essay, we write the equations of Einstein-Maxwell in cylindric symmetry. Thus, we obtain a
system of twelve equations to ten unknown and we distinguish the equation of contraints from the

equations of evolution. And we give the initial conditions.

Keys words : General Relativity, Einstein equations, Maxwell equations, Euler equations ,

space-times, cylindric symmetry.
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& INTRODUCTION &

La théorie de la relativité, considérée comme la plus importante création intellectuelle jamais
réalisée, a été concue par Albert Einstein entre 1907 et 1915. C’est une théorie physique qui lie
la gravité, I’espace et le temps et qui se modélise fondamentalement par les équations d’Einstein.
Cette théorie révolutionne celle de Newton pour qui, le mouvement d’un corps est déterminer par
des forces. Le phénomene familier de la gravitation possede en relativité générale I’interprétation
extraordinaire d’€tre la manifestation de la courbure de I’espace et du temps produite par la présence

des massifs. Les travaux d’Einstein aboutissent aux équations de la forme : [2]

&G

ct

Gsp = Tss avec 0,5 € {0,1,2,3}.

Ou G55 la composante du tenseur d’Einstein donné par G5 = Rsg — %Rg(;g, (Rsp) pour le tenseur
de Ricci, R la courbure riemannienne, (gss) le coefficient du tenseur métrique ¢ , G la constante
gravitationnelle, C' la célérité de la lumiere et (153) le coefficient du tenseur impulsion énergie 7'
dont I’expression dépend du choix de la matiere. Nous supposons que la matiere est constituée d’un
systeme auto-entretenu dont les particules considérées évoluent sous I’action du champ électroma-
gnétique qu’elles créent. Ce champ électromagnétique vérifie les équations de Maxwell. Ainsi, les

équations d’FEinstein sont couplées aux équations de Maxwell qui prennent la forme
WV FY=0 et Vb +ViFo+V.Eyp=0 a,bc=0,1,2,3.

ot V, est la connexion de levi-civita et (F%°) est le champ électromagnétique. Le tenseur im-
pulsion énergie peut étre vu comme somme de plusieurs tenseurs élémentaires dont les équations
dépendent. Lorsque la matiere considérée est un fluide parfaitE], le tenseur énergie-impulsion prend

une forme particuliere caractéristique d’un tel milieu, les équations d’Einstein-Maxwell sont alors

1. physicien américain d’origine allemande né le 14 mars 1879 a Ulm dans le wurtemberg et mort le 18 avril 1955

a New Jersey
2. En mécanique des fluides, un fluide est dit parfait lorsqu’il est possible de décrire son mouvement sans prendre

en compte les effets de viscosité et de conductivité thermique.
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couplées aux équations d’Euler et le systeme Einstein-Maxwell-Euler est ainsi obtenu. Dans le pré-
sent mémoire, il est question pour nous d’établir les équations d’Einstein-maxwell fluide parfait
en symétrie cylindrique. Nous définissons dans le premier chapitre les notions requises pour bien
manipuler ces équations, ensuite dans le second chapitre, nous déterminons le tenseur d’Einstein
et enfin dans le troisieme chapitre, nous écrivons les équations-maxwell fluide parfait en symétrie

cylindrique.
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e CHAPITREUN BEESE

PRELIMINAIRES
e

1.1 Quelques notions de géométrie différentielle

L’objet de ce chapitre est de ressortir les notions fondamentales de géométrie différentielles a

base des rappels topologiques et du calcul différentiel que nous utiliserons par la suite.

1.1.1 Préliminaires de topologie et de calcul différentiel

Nous allons commencer par présenter 1’essentiel de la topologie générale et de calcul différen-
tiel nécessaire a la compréhension des notions de géométrie différentielles. Notamment la notion

de variété différentielle important pour la réalisation de ce projet.

Définition 1.1.1. (Espace topologique)
Soit E/ un ensemble non vide, O une famille de parties de E vérifiant :
(i) 0,E €O,
(ii) VA, Be O, ANBeQO,
(iii) ¥ (O)ier C O, | JO; € O.
iel
On dit que O est une topologie sur E et que le couple (E, Q) appelé espace topologique o O

est appelé ensemble des ouverts de E.

Notation 1.1.1. Dans la suite, lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, on notera tout simplement

E=(E,0)

Définition 1.1.2. (Espace topologique séparé)
Un espace topologique (E, O) est dit séparé au sens de Hausdorff ou tout simplement séparé si

Va,y € E tels que x # vy, il existe U € O contenant x et V € O contenant y tels que U NV = () .

DIPES II, 2018-2019 3



1.1. Quelques notions de géométrie différentielle

Définition 1.1.3. (Continuité)

Soient E et F' deux espaces topologiques. Une application f : E — F est continue en un
point x de E lorsque I'image réciproque par f de tout voisinage de f(x) dans F' est un voisinage
de x dans E. f est continue sur E lorsque ’image réciproque par f de tout ouvert de F' est un

ouvert de E.On dira que f est de classe C°.

Définition 1.1.4. (Homéomorphisme)
Soient E et F' deux espaces topologiques. Une application f : E — F' est un homéomor-

phisme lorsqu’elle est continue sur E, bijective et lorsque son inverse [~ est continu sur F.

Définition 1.1.5. (Application de classe C*°) Soient n € N* et U un ouvert non vide de R".

Soient v = (x1,...,x,) E R" et p = (p1, ..., pn) € N" un multi-indice. On pose :

olrl
= n et DP = .
Pl=pi+...+pue oxr0xb? ... Ozl

Soit f : U — C une application. On dit que f est de classe C* (k € N*) si pour tout p € N*

tel que |p| < k, DPf existe et est continue. f est de classe C* si f est de classe C*,pour tout k € N.

Une application f : U — R"™(m € N) est différentiable en x s’il existe une application

linéaire continue appelée différentielle de f en x
df (zg) : U — R™
h+— df(xo)(h)
telle que f(xo+ h) — f(xo) = df (xo)(h) + ||h||e(h) et lime(h) =0 quand h — 0.

On dit que cette application f : U — R™ est de classe C* dans U si elle est k fois différentiable

dans U et si son application différentielle d’ ordre k est continue dans U.

Définition 1.1.6. (C*-difféomorphisme,k € N) On dit qu’une application f : U — V entre deux
ouverts de R™ est un C*-difféomorphisme si f est bijective de U sur V, f est de classe C* dans U et

f~Yest de classe C* dans V.

1.1.2 Variétés différentielles
CARTES, ATLAS ET VARIETE

Définition 1.1.7. (Cartes locales et C*-compatibilité k € N* )
Soit E un espace topologique. On appelle carte locale de dimension n sur E, la donnée d’un

couple (U, p) tel que :

DIPES II, 2018-2019 4



1.1. Quelques notions de géométrie différentielle

(i) U estun ouvert de E,

(ii) L’application ¢ : U — o(U) C R" est un homéomorphisme.

Deux cartes (U, ¢) et (V,1)) sur un espace topologique E telles que U NV # () sont dites
C*—compatibles lorsque 1’application de transition ¢ o ! : (U NV) — (U N V) est un
C*—difféomorphisme.

Définition 1.1.8. (Atlas et atlas C* — compatibles)

Soit M un espace topologique séparé. Un atlas de dimension n (n € N*), de classe C* (k € N)
sur M est la donnée d’une famille (U;, ¢);cy telle que : pour tout i € I, (U;, ;) sont des cartes
C*—compatibles recouvrant M.

Deux atlas A, et Ay de classe CF sur M sont dits C*-compatibles si A, U Ay est encore un atlas

de classe C*.On peut ainsi définir une relation d’équivalence "atlas C* — compatibles”.

Définition 1.1.9. (Variété topologique)
Une variété topologique V,, de dimension n € N* est un espace topologique séparé dont chaque

point possede un voisinage ouvert homéomorphe a R™.

ESPACE TANGENT

A chaque point d’une variété différentiable V,,, nous allons associer un espace vectoriel de

dimension n € N : 1’espace vectoriel tangent a V,, en ce point.

Définition 1.1.10. (Courbe différentielle en un point)[3]

Soit V,, une variété différentiable, I une partie non vide de R contenant 0, x un point de V,,. Une
courbe différentielle de V,, en x est une application différentielle c : I — V,,, t — c(t) telle que
c(0) = x. T' = ¢(I) C V, est appelé arc paramétré de V,, et le couple (I, c) est la paramétrisation

de la courbe c.

Définition 1.1.11. (Courbes tangentes en un point)
Deux courbes c; et co passant par x sont dites tangentes si pour toute carte locale (U, ¢) d’une

variété différentielle V,,, on a :
c1(0) = 2(0) = =,
d(poc1) (0) = d(poca) (0).

dt dt

Par la suite, on définit la relation R, sur I’ensemble des arcs paramétrés de V,, par ¢; R, ¢, si

et seulement si c; et co sont tangents en .

DIPES TI, 2018-2019 5



1.1. Quelques notions de géométrie différentielle

R ainsi définie est une relation d’équivalence et une classe d’équivalence suivant la relation R,
est définie par :

€]z : C*(M,) — R

d

g — [C]x(9)=ag(ﬂf)-

Définition 1.1.12. (Vecteur tangent-Espace tangent)

Soit V,, une variété différentielle et x € V,,. Un vecteur tangent a V,, en x est une classe d’équi-
valence pour la relation 'R, définie ci-dessus.
L’espace tangent a V,, en x est [’ensemble des vecteurs tangents a V,, en x. Noté TV, c’est un

espace vectoriel de dimension égale a celle de V,

Définition 1.1.13. (Fibré tangent)
Soit V,, une variété différentielle.

TV, = U {z} x T,V,, est une variété différentielle de dimension égale a deux fois la dimension

.’EeVn
de V,, appelée fibré tangent a V,,

On adopte souvent cette notation T'V,, = U T. V.
ﬁeVn

Définition 1.1.14. (Champ de vecteurs)

Soit V,, une variété différentielle. Un champ de vecteurs sur V., est une application

XV, — TV,

r — X(z)=(x;X,)

(avec X, € T,,)V,,)

Un champ de vecteur est dit différentiable si I’application qui le définit est une application C*.
Notation 1.1.2. X (V},) est ’ensemble des champs de vecteurs définis sur V,,.

Définition 1.1.15. (Dérivation)
Soit V,, une variété différentielle.

Un champ de vecteurs X de V,, définit une dérivation sur C*>(V,,) par :
X:C®(V,) — C=(V,)
g — Xy,
da’

mﬁ;

i) Ya, be R, Vg, h € C*(V,), X(ag+bh) =aXg+ bXh,

oﬂXg:%

vérifiant :

DIPES TI, 2018-2019 6



1.1. Quelques notions de géométrie différentielle

ii) Yg, h € C*(V,,), X(gh) =gXh+ hXg.

Définition 1.1.16. (La composé de deux champs de vecteurs)

La composé de deux champs de vecteurs X etY sur 'V, est définie par :
(XoY)(g) = X(Yyg), Vgel=(Vp).
Proposition 1.1.1. La composé de deux champs de vecteurs ne définit pas une dérivation.

Preuve .

Soient X et Y deux champs de vecteurs. Pour tout g, h € C*(V,,), ona :
(X oY)(gh) = X(Y(gh))

= X(gYh+hYyg)

= gX(Yh)+ XgYh+hX(Yg)+ XhYy.

Mais,
g(X oY)h+h(X oY)g = gX(Yh)+hX(Yg).
Il vient que, X oY (gh) # g(X o Y)h + h(X o Y)g. |

Définition 1.1.17. (Crochet)
Soit V,, une variété différentiable.
On appelle crochet de Lie de deux champs de vecteurs X et Y, le champ de vecteur noté |.,.] et

défini par :

[,.]: X(V,) x X(V,) — X(V,)
(X,Y) — [X,Y]=XoY -YoX.

L’opérateur crochet définit une dérivation sur C*°(M). En coordonnées locales, on a :
[X,Y] = (X70;Y" — Y79,X")0,.

Définition 1.1.18. (Dérivée de Lie)

La dérivée de Lie d’un champ de vecteurs X par rapport a un autre champ de vecteurs Y est le
champ de vecteurs Lx(Y') défini par : Lx(Y) = [X,Y].
ESPACE CO-TANGENT

Soit V,, une variété différentiable, x un point de V/,.

DIPES II, 2018-2019 7



1.1. Quelques notions de géométrie différentielle

Définition 1.1.19. (Covecteur ou 1-forme) Un covecteur ou 1-forme encore appelé forme diffé-

rentielle de degré 1 au point x de V,, est une forme linéaire sur T, V,,.

Définition 1.1.20. (Espace vectoriel co-tangent) L’espace co-tangent en x a V,, est le dual de

Iespace tangent T, V,,.On le note T}V, = L(T,V,; K).

Définition 1.1.21. (Fibré co-tangent)

Soit V,, une variété différentielle.
TV, = U TV, est une variété différentielle de dimension égale a deux fois la dimension de V,,

eV
appelée fibré co-tangent a V,,.

1.1.3 Algebre multilinéaire et calcul tensoriel

Définition 1.1.22. (Applications n—linéaires )[3]

Soient n un entier naturel supérieur ou égale a 1, F., ..., E, et I' des K—espaces vectoriels.

Une application f : E; X --- X E, — F est dite n—linéaire si elle est linéaire par rapport a

chacune de ses variables . Lorsque F' = KK, on dit que f est une forme linéaire sur E1 X --- X E,, ;

et sur E'lorsque Fh = Fy=---=FE,=F

Définition 1.1.23. (Tenseur élémentaire)/[3]
Soient E et F' deux K—espaces vectoriels (K =R ou C), v € E ety € F. On appelle tenseur

élémentaire, ’application
rRy: E*xF* — K

(p,0) — (2@Y)(p, ) =< (), ¥(y) >

ou £ et I'* désignent les duales algébriques des espaces E et F' respectifs; p et 1) sont des formes
linéaires.

Définition 1.1.24. (Produit tensoriel)[3)]
Soient E et F' deux K—espaces vectoriels, x € F ety € F. On appelle produit tensoriel de Ef

par F', 'ensemble E ® F' défini par :

E@QF={r®y, v€E, ye F}.

Définition 1.1.25. (Tenseur covariant)[3|]
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1.2. Notions de Géométrie lorentzienne

Un tenseur de type ou p—fois covariant au point x € M, est une forme p—linéaire
p
définie sur (T, V,,)P.

P
On désigne par ® TV, = Tg?an I’espace des formes p—linéaires sur T, V,,.
Définition 1.1.26.

Un tenseur 2—fois covariant ou de type au point x est une forme bilinéaire symétrique
définie sur T.,,V,, X T, V,,.
Définition 1.1.27. (Tenseur contravariant)[3]

Un tenseur de type ou q—fois contravariant au point x est une forme q—linéaire définie
sur (TXV,)4.
On désigne par @ T,.V,, = T.! \V,, 'espace de toutes les formes q—linéaires sur TV,
Définition 1.1.28. (Tenseur mixte)[3)]

. q . . . . .
Un tenseur mixte de type ou tenseur p—fois covariant et q—fois contravariant au point
D

x € V,, est une forme (p + q)—linéaire définie sur (T,,V,,)P x (T¥V,,)".

q
On désigne par T}V, 'ensemble des tenseurs de type au point x € V,,.
p

Définition 1.1.29. (Fibré tensoriel)
On appelle fibré tensoriel, la variété différentielle TV, définie par : TV, = U ({z} xT}1,).

IEVn

Définition 1.1.30. (Champ de tenseurs)

Un champ de tenseur de type 1 sur 'V, est une application

p
T:V, — TI? V.,
v o T(r) = (2,ts), ts €T, Va

1.2 Notions de Géométrie lorentzienne

Soit £ un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K = (R ou C) et B = {ey, eq, ..., €,}

n
une base de F. Soit x € FE, alors x = inei; z; € K.
i=1

DIPES II, 2018-2019 9



1.2. Notions de Géométrie lorentzienne

Un indice tel que ¢ sur lequel on effectue la somme est appelé indice muet. La convention d’Ein-
stein consiste a supprimer le signe » _ et d’indiquer I’indice muet en haut et en bas. Ainsi
r=2a'e, 1=1,2, .., n

Dans toute la suite, V; désigne une variété différentiable de dimension 4, le corps de base est R.

On adopte la convention de sommation d’Einstein ou les indices grecs 6, /3, 7, ... vontde 0 a 3 .

Définition 1.2.1. (Variété lorentzienne) [7)]
Une variété lorentzienne ou hyperbolique est la donnée du couple (Vy, g) ou Vy est une variété
différentielle de dimension 4 et g, un champ de tenseur 2—fois covariant de classe C*~* sur V,
p > 1 vérifiant les conditions suivantes :
i) g estsymétrique;
ii) Vx € Vy, g induit sur ’espace tangent T, en x a V; une forme bilinéaire non dégénérée
g T, Vy xT,V, — R;
iii) g est de signature (+,—, —, —) ou (—,+,+,+),; On dit que g est de signature hyperbo-
ligue.

g est appelé tenseur métrique.

Remarque 1.2.1.

1. Au cours de notre étude ,puisque nous travaillons en symétrie cylindrique la réduction en
carré de la forme quadratique associé a la forme bilinéaire symétrique g, aura pour signa-

ture (1;3) ( car nous sommes en dimension 4 )

2. Dans un repére naturel e de Vy, g s’écrit en coordonnées locales par g = gspdx’dz® oil
953 = gl(es, ep). g est alors vue comme une matrice carrée symétrique d’ordre 4 dont les
composantes sont les gsz. On note alors g = (gsp). La matrice g est inversible et son inverse
estnoté (¢°°). Ona : g grs = (52 (symbole de Kronecker).

Définition 1.2.2. (Repere orthonormé) [7)]
3

Le repere (e,) est dit orthonormé dans (Vy, g) si g s écrit : g = ds* = (dz°)* — z:(dmi)2 en

=1
3

signature (+, —, —, —) ou ds* = g = —(dx®)* + Z(dﬂ&i)2 en signature (—, +, +, +).

i=1
Un élément z € V} est représenté par z = (2°, x%) avec 2° = t appelée coordonnée tempo-
relle et 2 coordonnée d’espace. Ainsi, pour tout syst¢tme de coordonnées locales (z°) dans Vj, z°

représente le temps ¢ et 2¢ I’espace. Cette représentation est diie 2 Minkowski dans les années 1908.
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1.2. Notions de Géométrie lorentzienne

Définition 1.2.3. (Espace-temps) [[7]

Un espace-temps est la donnée d’un couple (M, g) avec (M, g) variété lorentzienne.
Définition 1.2.4. la forme quadratique associée a g, est le scalaire :ds* = gsgda’dz?
Remarque 1.2.2. ds?>:V — R, X — ds*(X) = ¢.(X, X) = gssX°X?

Définition 1.2.5. (Connexion linéaire-Symboles de Christoffel)

Une connexion linéaire sur Vy est la donnée d’une application

V:TVy, — TV, TV,

v — Vv

définie sur les champs de tenseurs différentiables sur V et qui est telle que

Viu+v) = Vu+ Vo,
Viu = df ® u+ fVu, (1.1)

pour toute fonction différentiable f.
Vo est appelée différentielle absolue ou covariante de v. Si v = v’¢; dans la base naturelle (e5) de

T, V,, alors les composantes locales du tenseur mixte Vv notées Vsv° sont données par
Vs0® = 0507 + T 0™, (1.2)

(1.2) montre que la connaissance des 64 coefficients FQB détermine entierement V dans une carte
locale de V.
Les coefficients F§6 de la relation 1} s’appellent symboles de Christoffel associés a la connexion

V.

Remarque 1.2.3.

Les composantes covariantes locales du tenseur Vv notées V svg sont données par
Vsvg = Osvp + Fg\ﬂv,\
O 05 := 5% avec §=0,1,2,3.
Propriété 1.2.1. (Identités de Ricci)[l|]
0958 = 9513, + 9asls,. (1.3)

la relation est appelée identités de Ricci.
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1.2. Notions de Géométrie lorentzienne

Proposition 1.2.1. [/)]

Les coefficients de Christoffel en coordonnées locales s’obtiennent du tenseur métrique par :

1
3s = 59”(859#5 + D395y — 0u9ss)- (1.4)

Preuve .

D’apres les identités de Ricci, on a :

Bsgus = G35 + 9ral s
IsGsu = g(sAFngg,MF?ﬂ

Ougssg = gMFg#—i—gmrﬁg

D’ou

gA“aﬁgpﬂ = Fg’é + g)\ug)\ﬂr‘ia

9095 = Tis+ g™ 9sxI3,

= Ty +05T3,
90955 = 99AI%, + 9 9rsl s
Par suite,
g“‘(&;gﬂg + 0895, — 3#955) = Fg‘ﬁ + Fg‘ﬁ + (%LF?“; + (5§Fg# — (5§F25 — (%Pg\u

Ce qui donne alors le résultat (1.4)). |

Proposition 1.2.2. [/]
Les symboles de Christoffel sont symétriques par rapport aux variables covariantes c’est-a-
dire :

A A
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1.2. Notions de Géométrie lorentzienne

Preuve . Ona :

1
T35 = 59"(989us + D595 — Ougss)
1
= EQA“ (0598 + 039us — 0u98s)
1 Ve .
= §9A”(359u5 + 0s9su — Ougsp) (car (g,.) est symétrique).
= rgﬁ

Généralisons cette notion de dérivée covariante d’un champ de vecteurs pour le cas d’un champ
de tenseurs. Si (e) est la base naturelle de TV} et (e”) sa base duale, alors pour tout tenseur 7’ on
a:

T = Tg;:::gzeél Q- Qes, ® et R ® ePa.
Exemple 1.2.1.

e Pour un tenseur de type ,

VT = 05T, + T T, — Ty, T2

2
e Pour un tenseur de type ,

2
v,,Tj{f — ayijj +71° T;’f +T0 T — TOT — T;’#Tff .

(o

Définition 1.2.6. (Tenseur de courbure)[ll]

Le tenseur de courbure ou tenseur de Riemann Rﬁéﬁ associé a la connexion linéaire V est un

tenseur mixte de type sur Vy défini par :

A A A A TV A TV
Rﬂéﬁ f— 85FH,8 - aﬁru(; + F#U ,Uﬂ - Fﬁl/ 5;},' (15)

Proposition 1.2.3.

Le tenseur de courbure Rﬁé 5 est antisymétrique par rapport aux indices 0 et (3, ¢’est-a-dire
A A
Riuss = —Russ-
Preuve .
D’apres (1.5)), ona :

A A A A TV A TV
me - adr#ﬂ - aﬁr;w + F,uu uB FBV S
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1.2. Notions de Géométrie lorentzienne

et
A . A A A v A TV
Rﬂﬁ(; — 85FH5 - 05FH6 + FNV ) - P(SZ/F,BM'

En utilisant la proposition ,onda:

v

A A A A TV A
R = _(a5ru5 - aﬁrw + T —Ts, 5u)

_ A
= s

Définition 1.2.7. (Torsion de courbure)|l]

On appelle torsion de la courbure linéaire V, le tenseur T' d’ordre (2, 1) de composantes

locales :

théoreme et définition 1.2.1. (Connexion de Levi-Civita)[ll]
1l existe sur Vy une connexion linéaire et une seule V telle que :
1. V est sans torsion, c’est-a-dire T' = 0,
2. Vg=0.

Une telle connexion est appelée connexion de Levi-Civita.

Définition 1.2.8. (Tenseur de Ricci)[ll]

Le tenseur de Ricci est le tenseur de composantes Rss = Rj,, obtenu par contraction de
Uindice supérieur et du deuxieme indice inférieur du tenseur de courbure.

Son expression en fonction des coefficients de Christoffel est :
Rsg = (%Fga — 8@FZ5 + sl — FL(;F“T.
Proposition 1.2.4. Le tenseur de Ricci est un tenseur symétrique :
Rss = Rgs.
Preuve . Voir [2)].

Définition 1.2.9. (courbure riemannienne)[1|]

La courbure riemannienne R de (Vy, g) est le scalaire obtenu par contraction des deux indices

du tenseur de Ricci :
R = ¢°’ Rsp.

DIPES II, 2018-2019 14



* x * x
CALCUL TENSORIEL EN SYMETRIE

CYLINDRIQUE
L

Dans ce chapitre nous retrouverons d’abord de facons explicite les coefficients de la métrique
puis les symboles de Christoffel, le tenseur de Ricci et en fin la courbure scalaire.
Nous le faisons en coordonnes cylindrique pour lesquelles la métrique prend la forme :
ds? = —ae®Ndt? + 2N dr? + eV (dz 4 AdB)? 4 r?e~27dH? on v, 7, 7, et A sont des fonctions

qui dépendentde t et .

2.1 La métrique cylindrique

2.1.1 Identification des coefficients de la métrique

Etant donné que ds’= gspdr®dz® Jla forme quadratique associer au tenseur métrique g ot les
gsp sont symétriques Comme en symétrie cylindrique, 1’espace temps est (¢; 7, z, 6),nous aurons :
ds? = goodt?® + giidr? + geadz? + g33d0? + gordtdr + goadtdz + gosdtdd + giadrdz + gi3drdd +
Gozdzdf + grodrdt + goodzdt + g30dfdt + gordzdr + g31dOdr + g3dfdz .

Ainsi par identification,on a :
goo = —ae® ™) gy = 217 goy = €7, ggg = rle P + A%e? goy = g3z = Ae¥,  go1 = goo =
go3 =912 =g13 =10

Et sa forme matricielle est :

—ae2=) 0 0 0
0 e2(n—) 0 0
g _—
0 0 e Ae*Y
0 0 Ae?r r2e727 4 A2
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2.1. La métrique cylindrique

c’est-a-dire les composantes non nulles sont

goo = Gt
911 = Grr
922 = G2z
923 = 920
933 = Yoo

Toutes les autres composantes sont nulles.
Son déterminant est detg = —ar2e*(=7)

g~ = (¢")o<i j<3 est alors donnée par :

e2(n=)

Y

e (2.1

9
2y
Ae”,

rle”? 4 A%e?.

# 0, donc la matrice g est inversible ; son inverse

—e2TD 0 0
o 0 e—2(n=7) 0 0
! 0 0 e A _Aen
2 2
N
11 s’ensuit que : les composantes non nulles de g~ sont :
e—2(n—7)
g0 =gt = _ 7
(6]
gll _ grr _ e—2(n—'y)’
A2€2'y
g% =97 = T, 2.2)
B Ae*
=9 = ——,
r
2y
e
B =g = -
,
Et g0 = g0 = g% = ¢12 = ¢13 — (),

2.1.2 Les symboles de Christoffel

Les symboles de Christoffel représentent 1’évolution des vecteurs de base d’un point a 1’autre

de I’espace temps, due a la courbure de ce dernier. Ses coefficients dépendent de la métrique de la

variété sur laquelle on s’y trouve. La forme générale en systeme de coordonnées locales est donnée

par:

1 v
I3y = §9A (959vp + 095, — O gsp)-

On dénombre 64 coefficients et pour des raisons de symétrie, plusieurs coefficients de Christof-

fel sont nuls. On a :

DIPES 11, 2018-2019
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2.1. La métrique cylindrique

Proposition 2.1.1. (Coefficients nuls de Christoffel)
F82 = P83 = F(l)Q = I‘(1)3 =0,

F(ln = F(l)a - Fb = F%s =0,

Fgo :F(2)1 :F% :F%Q :ng’, :ngz, =0,

Fgo :Fgl :Fil))l :F§2 :Fg?) :ng% = 0.

Preuve .

Dans cette preuve, on utilisera les résultats de (2.1)) et (2.2)).

Ona:

1
I—‘(1)2 = §goy<8rgu2 + azglu - al/gl2>

1
= §goo(ar902 + 0,910 — 01912)

= 0=T9,.

1
F82 = 5901/(8169112 + 0.900 — OvYo2)

1
= OO(@Qoz + 02900 — 01902)

0-900

29
1 0
29
1
2
0

( _27”) . (—ac)

1
F83 = §goy(atgu3+8690u_ ,903)

1
= §goo(atgo3 + 9p900 — O1o3)

1

I 008
29 6900

1 672(777’7) _
= 3 <_ - >a€ (—ae2(" 7))

= 0=TY,

1
F?3 = 5901/(80%34-30911/— L, 913)

1
= 5900(39903 + 0pg10 — O1g13)

= 0=TY,.
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2.1. La métrique cylindrique

1
F(1)2 = —91V(8t9u2 + 0.900 —

2

1
= §gll(at912 + 0,901 — OnGo2)

ay902)

= 0=Ty,.
1 1 1v
Lo = 59 (0rgus + Ongor — Ougo3)

1
= 5911(@913 + 0pgo1 — Orgo3)

= 0=T},

1
F%Z = 5911/(8 Gv2 + 0.1, —

augl2>

1
= _911(67"912 + azgll - ar.Ql?)

2
14
= g9,
29 g11
= %62(777)32(62(717))
= 0="Ty.
ML= Lo gs + Bogie — Bugis)
13 9 rYv3 0d1v vJ13
1
= 5911(@913 + Ogg11 — Opg13)
I 4
= —qg 0
29 0911

2

= 0=T3},.

1
592y(0t9u0 + 0t9ov — OuvYoo)

= 162(77—7)@ (e2=)

1 1
5922(@920 + Orgo2 — 05900) + —923(3t930 + 01903 — O9Go0)

1
§g2V<atgul + arQOu

2

0=T%.

]‘ 2v

59" (0rg01 + Or g1y
1

2

0.

- ayQOl)

1
_922(816921 + Orgo2 — 02901)

- &/gu)

2

L 93
+2g

2

(0rg31 + Orgo3 — Oagor)

1
922(87‘921 + 0,012 — 02011) + —923(8r931 + 0,013 — Opg11)

DIPES 11, 2018-2019
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2.1. La métrique cylindrique

921/(8291/2 + azg21/ - a12922)

1
922(3z922 + 0,922 — 3z922) + 5923(@932 + 0,923 — 33922)

1
ng = 592V(3 Gvs + 0992, — 0,Ga3)

1 1
= 5922(32923 + Opgaz — 05G93) + 5923(32933 + 0pg23 — Opgas)

= 0=12,
2 1 22U
I3 = 59 (Oogvs + 0993, — 0ugs3)

1 1
= 5922(39923 + 89932 - 82933) + 5923(32933 + a0933 - 39933)

1
11(3)0 = 593V(8t9u0+6t90u— ,900)

1 1
= 5923(@930 + 0903 — Opgoo) + 5932(@920 + 0tgo2 — 0-900)

I = %ggy(a 9o + 091, — 9ug10)
= %ggg(arg?)o + 0ig13 — O g10) + %932(3r920 + 0ig12 — 0-910)
= 0=T%},.

e, = %gi’w(a 91 + 091 — 0911)

1 1
= 5933<8r931 + 0,013 — Opg11) + 5932(@921 + 0rg12 — 02011)

1
ng = 593'/(3 Gv2 + 0292, — 0,922)

1 .. 1
= 5933(@932 + 0,923 — Opga2) + 5932(@922 + 0,922 — 0,G922)

1
ng = §g3,,(a Gus + 0992, — 0,Ga3)

1 1
= 5933(@933 + Opgas — Opgas) + 5932(@923 + Opgaz — 0,G93)

= 0=TI3%,
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2.1. La métrique cylindrique

1931/

1
—933(39933 + Opgss — Opgss) + —932(39932 + Opgs2 —

(O gus + Opgs, — Ougs3)

2

Proposition 2.1.2. (Coefficients non nuls de Christoffel)

az933)

Iy, = iata+am—aw,
Iy, = —8a+6m Oy =TY,,
N, = 5(3#7—@7),
r, = ée‘”_%@t%
I‘gg _ e47_2n(14(9t14+14;8t’y)—T‘Q&fye_g”,
F(2)3 _ —aem_Q"@tAJréAeh_Q”aw:FgQ,
Iy = %ara—i-oz@m—a&ry,
F(ln = &m—aﬁ:l“}o,
F%l = Om— 0,
[y = —e"7219,7,
Py = ; DTG, A — AeTTH O,y = Ty,
T3 = (—r+r20y)e ™ — eV (A9,A + A%D,),
13, = ar- A ga=T3,
Igs = %HA@W A 478,514 I3,
r2, = aw—AehaA Fgl,
2, — larA—énLQA@w A 47814 r2,
4
I, = 2t28tA 3,
Loy = % /;6?3“4 Oiy = T3,
rs, = 2;8,4 I3,
R
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2.1. La métrique cylindrique

Preuve .

Dans toute la preuve, on utilisera les résultats de (2.1)) et (2.2). On a donc :

1
Fgo = §goy(8tgu0+at90u_ ,900)
L oo
= —g0
29 td00
1 6_2(77_'7 B
= (- acaet)

1
= —0ia+ Om — Oyy.
2a

1
Fgl = 5901/(@91/1 + 0r90v — Ougo1)
L 0o
— —g%9,
29 goo
1 —2(n—)
= 5(_—‘9 ~ ))ar<_a€2(n—w))

1
= —Oo.a+0.m— 0.
2

1
F?l = 590’/(87“91/1 + arglu - aVgll)
1 00
= 24"
29 tg11
1 6_2(77_7) _
= -5 (_—a )) 3,5(62(’7 ")

1
a(am - aﬂ)-

1
F(2)2 - 590u(@zgy2 + 82921/ - anQQ)
1

- _ = 008
29 t922

1< 6_2(77—7)))8627
= —5\7mV——— )0

2 Q

= le‘””"@w.
«

1
ng = igoy(aegu3+3093u— ,G33)
1

= —5900@933
]_ 672(777'7)
= 3 (_—a )> Du(r’e " + A%e™)
eI ADA + A%0y) — 1r20,ye 2

(0%
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2.1. La métrique cylindrique

1
FgS = §g0u(azgy3 + Opgay — O ga3)

_ L

= 29 01923
1 6—2(77—7))

Y Ae2Y
2( Q >at( ¢ )

1 1
= —eMH A+ —Ae47_2’78t7.
2¢ o

1
F(1)0 = 591'/(@91/04—31&901/— ,,900)
1

11
= ——g'1o,
29 goo

= _% (672(7777))) ar(—&ez(""”)

1
= 5&@ + a0,n — ad,ry.

1
F(1)1 = §gly(atgul+ar901/_81/901)

L 4

= =g 0
29 tg11
L on- _

= 3 (e 2(n v))) at(62(n 7))

= 9m— 0Oy

1
Fil = 5911/(8 g1 + arglu - 81/911)

1

11
= —¢"o,
29 g11

= % (6*2(7177))) @(62(%7))

= 0m— 0.

1
F%2 = 5911/(82:91/2 + 0,99, — 0y g22)

1

11
= —=—¢''9,
29 g22

= _% (e—Q(n—w))) 0,e

= —e4U’2“8r’y.

1
]‘—é?) = 59111(829”3 + a@gQV - u923)

1

11
= ——g'1p,
29 923

= _% (6—2(77—7))) 9, (Ae?)

= —%e‘”%&«A — AP0, .
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2.1. La métrique cylindrique

1
Fér& = 591’/(8991/34‘899311— ,933)

1

11
= ——g'1o,
29 g33

L o _
= =3 (e 2(n v))) O, (e 4 A%e™)

= r’e Y10,y —re ¥ — MTH(AD, A + A%0,7).

1
FgQ = 5921/(&&91/2 + 02900 — OvYo2)
1

1
= 59223::922 + 5923@923

1 AZe? 1/ Ae»
= = (e—” + ; ) 0™ + 5 (— :2 ) O (Ae™)

2
Aet
212

= 8{}/ - 8tA

1
F(2)3 = §gzy(8t9u3+aegoy— ,903)

1 1
= ~g%0ig23 + =g 0933

2 2
1 A%e® 1 Ae*Y B
ol (627 + = > O, (Ae*) + 3 (— = ) Op(r*e 7 + A%e™)
@tA A2647
= — +2A — ——0,A.
5 -+ 8t7 2t2 Gt
1 14
F%Q - 592 (argu2+azgly - z/gl2)
1 1
= 5922@922 + 5923@923
1/ _ A2e?v 1 Ae?7
= 3 (e 2 4 2 ) 0,e*V + 3 (— = ) Or(Ae?)
Aet
= &’y — 2—r28ﬂ4
1
Fi& = 592’/(&«91/34—80911/ — 0y13)
1 1
= 5922@923 + 5923@933
L[, Al 2 1 Ae® 2 -2 2 2
= §(e T+ 2 3T(A67)+§ — Op(re™7 4+ A%e”)
1 A 2647
= -0,A— —+2A0,v — ——0,A.
28 T + i 212
3 1 3v
FOQ = E.g (athQ + 8290V - al/g()Q)
L g L 4
= 59 0923 + 59 01922
1 [e¥ 1 Ae*Y
- 5 (F) 815(146%) + 5 <— 7’2 ) 8t€2’y
et
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2.1. La métrique cylindrique

] 1.
ng = §gsu(atgu3+8990u— ,903)

1

1
= 5933315933 + 5923@923

1 [e> 1 [ Ae*
== 5 (%) at<7"2€_27 + A2€27) + 5 <— ;32 ) 815(14627)
Aet

= 6tA - 6{7

272

1
F?Q = 5931/(8 gv2 + azgll/ - aygm)

1

1
- 338 - 236
29 - g23 + 29 rg22

1 [e* 9 1 Ae® 9
= 5 () a5 (-5 o
e

= Oy A.

202

1
F??, = §gsy(argu3+aeg1u— L, J13)
1 1
= 593387"933 + 592387”923
1 [e® 1 Ae?

= 3 (F) O, (e~ + A%e?) + 3 (— > ) 0, (Ae*)

Aet 1

2.1.3 Le tenseur de Ricci

Dans le cadre de la théorie de la relativité, le champ gravitationnel est interprété comme une
déformation de I’espace-temps : Cette déformation est exprimée par le tenseur de Ricci. Le tenseur
de Ricci est un tenseur d’ordre 2 obtenu par contraction du tenseur de courbure complet défini en

coordonnées locales par [1] :
Rg\uﬁ = (&/Féa — 9s0)5) + (F%F[yﬁs - Fg’yl—‘Z(S)' (2.3)
Par suite, le tenseur de Ricci est donné par :
Rsg = R3y5 = (0235 — 951%5) + (DoaLs — D3, 1%5)- (2.4)
Proposition 2.1.3. Les coefficients nuls du tenseur de Ricci sont :

Rop = Rog = Rog = R30 =0,
RIZ = R13 = R21 = R31 = 0. (25)
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2.1. La métrique cylindrique

Proposition 2.1.4. Les coefficients non nuls du tenseur de Ricci sont :

Oprx oo oy«
Roy = 5 + (0rrn) = Orry) — (Oun — Ouy) + Zt—a(ﬁm —0) + 7(67"77 —9)
(0, A)? , (0)?  « Orax
g ¢ —200) = (0 = Oy) (2.6)
0 0, A0, A
Ry = 21— 2000,y + 255", 27)
Oy — O, Oycx 1
Rll = % - (arrn - arr’)/) - %“2(81‘/77 - aﬂ/) + ;(@7) - arf}/) (28)
0,A)? Oy 0,a)® O 20,7
_( 27,2> 647_2<8T’7)2_ 20& (87”77_87‘7)—’_ (4a2> - 2a _'_ r :
Ry = 27790 amiay 000 opisy OV aiay OO iy
Q 202 r 2c
(atA)z —2n+8y (aTA)z —2n+8y
g T e, 2.9)

8ttA — 0687«7«14672n+47 . 8,504@/46727#47 i 23tA8t*y 672n+4,y i A(att'}/ — 0587‘7"7) 67277+4,Y

R23 = 2% 42 o «
_—Aaﬁataeﬂnﬂv — 20, A, ye™ 21T — —aTA&"ae*%* 4 —Aaﬂ@roze*z?7+47
202 e 4o 2a
A(D,A)? 9, A A0, A)? A0y
B o208y + _672n+4’y + e 2nt8y _ _67277+4’Y’ (2.10)
2ar? 2r 2r? r
Re (&tA)ZeonJr47 B AQ(atA)Qeams;y n A(OuA — OéarrA)eﬂn%v _ Me%nﬂv
33 Ton 20072 a 202
+4 A, Agﬂe”" iy A?(Oyy — a0ypyy) e~y T *(a0ry — ) o2 _ %g%ﬁv
o a o 202
120,70, cx o2 _ 7‘37’0467277 + AarAe,anV _ @672%47 _ M(WIHV
202 2a r r 2
A2(0,A)? *0,70, 42030,
O-A) anvss 440, Ag et 4 0000 om0
2r 20 2a
B A&;laroz e,2n+4fy + 7‘8,@67277- (2 1 1)
!

Preuve . Dans cette preuve, on utilisera les coefficients de Christoffel donnés par les proposition
(2.2.1) et (2.2.2) et aussi le fait que 0,1, = 05T, = 0, Vv, u, A = 0,1,2,3.
Ona:

Roo = (a\réo - 80F§0) + (F/A\urgo - FSI/FKO)'
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2.1. La métrique cylindrique

Mais,

8/\F30 - aOFS\\O = 80F80 + 81P(1]0 - aO(FSO + Fio + Pgo + Fgo)

A TV A TV
F/\1/1—‘00 - FOI/F/\O

Donc

ROO =

= 6’IF(I)O - 80(11%0 + Fgo + Fgo)-

= T0ol00 — TooT00 + ToaT00 — Toolor + To2T00 — Tl + TosTo0 — Tool0
+1% g0 — [0 l00 + T1il00 — To1l10 + T3al00 — ToiTa0 + TisTo0 — Loy s
+T9T50 — ToaTa0 + T T0 — T2lTo + T5al50 — Toal'30 + Tsla0 — Loal'%

+150T 00 — To3T'00 + T 160 — Lagl'lo + T55T'60 — [T 20 + I51G0 — To3T50

= T[Qo(Ty + TGy + Tis) + Loo(Ty + Ty + T3 — [Yy) — 2005505, — (Tgy)* — (Igy)?

—(T5s)".

01T 50 — Oo(T'ig + Iy + i) + oo (Doy + oy + o)

+L00(Ihy + Ty + Ty — ) — 206,150 — (Ig1)* — (I',)* — (IG3)”.

On obtient finalement apres calculs :

Oprx O or
Ry = 5 + a(0pn — Opy) — (Oun — Ouy) + ;—a(aﬂ? —0y) + T(aﬂ? - 0yv)
(A2 ., o (0,0  «a B Orax
Ry = <8AF(/}1 - alrﬁo) + (F:\\urgl - Fi\yFKO)
Mais,

A TV A TV
F)\VF01 - Flur)\o

aAFél - 81F§0 = aﬁrgl - alrgg + alrio - 81]_—‘%0
= aorgl - 6’1F80

= Il — ToeI% + Il1 — MTe + T35 — T9ITy + TipI5e — T,

+I30101 = Tool'hy + Ty — Tipl'y + Tiol5y = Tool'hy + Tipl'sy — Tyl
5010 = TooTla + oLty — Tipl', + Tl = T3, + Tpl's, — Il

+I50105 = Tool 't + ol — Tiol'ts + Tiol'5s — TooT g + Tpl'ss — Tl

= F?O(Fél + F(2)2 + Fgfﬂ) + FiO(Fél + Fgl) - F(1)()F(1)1 - F%OF%Q - F%OF?Q - F%OF%Z’)

3 13
_F30F13
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2.1. La métrique cylindrique

Donc
Ry = 0L — oLy + DYo(Loy + Toy + Tog) + Di(Ty; +15,) — Dol
—I5%, — T35y — [y — T3,

D’ou apres calculs, on a

@77 8tA8TA€4’Y,

2r2

Ry = (a/\ri\l - alrﬁl) + (Fﬁz/Fllll - Fi\uFK1)'

O\ — oy = 9, — g, + Ty — ATy, + LG, — 0T, + 317, — il

= 80F?1 - al(rgl + F%l + Fgl)

LN =T 0% = ToolYy — Digloy + T5,0) — Tielg, + Igely — T5Ts, + Dl — T, Ty
AT — T Ty + T30y — T Tay + Togly — DTGy + T5,0; — Tl
05Ty — Tholsy + Tgoly — ThsTy + Tl — DT + DTy — Tl

= I9(Too + I + Tog — Do) + iy (T, + T3 + T) — (I)* = (I1)* — (I'F)”

—203,13,.
Donc

Ry = 80F?1 - al(Fgl + Fgl + Fgl) + I‘(1)1<F80 + F(2)2 + F?):s - F(ln)

+Fi1(1—‘%2 + F??} + F(l)O) - (F(l)O)2 - (F%Q)Z - (F?S)Q - 21—‘?21—%1

D’ou apres calcul, on obtient

N Oun — Ouy O 1
Ry = a - (arrn - arrfY) - 202 (8t77 - aﬂ/) + r (81"77 - arf}/)
(0,A)2 iy 5  Op (0.)? O 20,7
g ¢ 7 2007)" = 20 (O = 0ry) + 12 20 T o

Ragy = ((9,\1%2 - a2r§2) + (Fﬁngz - ngrgz).
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Mais,

8/\1%2 - 82F§2 = a/\ré\Q = 8011(2]2 + 81F§2 + 821132 + 83F§2

= 0o + 015,

PiVFIZ/Q - F%VFKZ = F80]'1(2)2 - F80F82 + F(1]1F(2)2 - F%OF(I)2 + F33Fg2 - P%OFgQ + F(I)OF%2 - F(Q)lr(l]Q
01 T3y = 5Ty 4 Tglh, — T51 g, + Tyl — TG0 + Ty '3, — Tl

15315, — T5,15, 4 [o05, — 9310, + T35y — [y, + T35, — oI5,

=I5, + Ty + T3 — IGy) + Toa(Tg + Ty + Ty — Ty) — 21055 — 205,15,

Donc

Ryy = 8011(2)2 + (91F§2 + FgQ(Fgo + Fcln + Fg?) - ng) + F%2(F(1]0 + Fh + Fi’:a - F%z)

— 25Ty — 215, Tgp.

D’ou apres calcul, on obtient

Ry = VOO apiay %+ _ O oy _ %ﬂ+
(6 (6 T [0
- (atA)Q —2n+8y <8TA)2 —2n+8y
— + ——¢€ .
202 2r2

Ras = (0\I'3y — 05%,) + (3, %, — T3,T%,).
Mais,

M3y — 0503y = I3y = 0oLy + 01T}, + 0u1'5, + 0515,

= aOFg2 + 81F§2

D5 = T35 = Toolsy — I8gT0, + Ty T5y — Tl + ToaT5y — T30T5, + T3, — 5,15,
T 3y — Ty Ty + Tl 55 — T3y Top + Tl — TGy + Ty I35 — Tyl
15,15, — 153,15, + T35, — g3y + T T3 — Ty + T5,T5, — T5,T5,

= T35(Tgy + Toy) + Ta(Thg +Thy) =I5, Ty — T53T05 — T30, — T3,

Donc,

Ry3 = 80F§2 + 81F§2 + ng(rgo + F(ln) + F:%,2(11(1)0 + F%l) - F§1P§2 - Fg:srgz - Féz’)r% - F§0F22.
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D’ou apres calcul, on obtient

8ttA — OéaTTA€72W+4,Y . 8,5048“46727#47 i 2815148{)/672774#17 i A(att'}/ — 0587'7"7) 67277+4,y

R T
23 200 4oe? o «Q
_Aﬁt’yataeanJr&y —920.. A0 7672n+4'y - aTAaTaef2n+4'y . Aarvar@€,2n+47
2002 e 4o 200
_A<atA)2ef2n+8'y + %672n+4v + A(aTA>267217+8'y . A8T7672n+4'y
202 2r 212 r ’
Rz = (8,\1%3 - 53F§3) + (F§VP§3 - F:)S\Z/FK3>'
Mais,

8/\F§3 - 83F§3 = 8/\F§3 = 80Fg3 + 61F§3 + 62F§3 + 83{%3

T — T3, = TS5 — DT0s + Doy TSs — Ty + Tl s — T3e005 + T'olss — ', Tgs
+T1, T35 — D3y 15 4+ D3T3 — T3 Tg + T9005s — T9o055 + T3, 35 — [3pl'5s
155155 — T3l + T35 — TagTog + Ty Ty — Taalis 4 T3pla3 — T35,
= T35(T00 + Loy + T3y — os) + Tga(T9y + I'yy 4 I3y — Tfg) — 29,155 — 205, Ty
Donc,

Rss = 0oI'53+01 D33+ 153 (T0 + 101+ 18— 155) +135(Tg+ 1+, —T95) — 205,155 — 215, T35

D’ou apres calcul, on obtient

R3z = (atA>2@—277+47 _ —AQ(&A)QB_%%W + AlOuA = adr,A) e 2ty A0 4% e 2ty
200 2072 ¢! 202
Jr4A<3?t143t’y6_277+47 I A*(Oury — aarr7>€—2n+47 4 r? (a0 — 8tt7)6—2n _ AQ—aﬁatae—?’?Jr‘W
a a o) 202
20,70, v —on r@roze_2n n A@TAG_QUJFM B @6_277%7 _ Me—%ﬁm
202 2 r r 2
2 2 2 2
A0, A =M _ 4 A9, AD,ye 21+ 4 LT 8r78rae_2’7 _ A0 07«70,,046_2%47
92 2 2

2.1.4 La courbure Riemannienne
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2.1. La métrique cylindrique

Encore appelé constante de Ricci, la courbure Riemannienne notée R est obtenue par contrac-

tion du tenseur de Ricci. Son expression est
R = ¢’ Rsp

Proposition 2.1.5. La courbure Riemannienne en Symétrique cylindrique est donnée par :

R o= O oy 0000m=0) ansnr gy g ey 20— OuY) o
a a a
2 2
_@a(@mz— dry) o2ty 4 (827"042) o227 _ 8rae—2n+2w + 2(9y) o212y _ 2(&7)26—27;4-27
a a ar a
2 2
+—28We_2’7+27 + A7 e~ 26T _ @ A7 e~ 2oy, (2.12)

r 202 212

Preuve . Ona :

R = ¢"Roo+ ¢" Ro1 + ¢"Roz + ¢" Roz + g"°Rio + g"' Ri1 + g2 Ria + ¢ Riz + +9*° Rao
+9* Ry + g% Roa + ¢ Raz + ¢°° Rao + g*' Ra1 + g% Rsa + ¢°* Ras

= ¢"Roo + ¢" Ri1 + ¢ Ras + 29 Ry + ¢¥Ryy Car "' = g% =¢" =g =g" =0.

Mais,en utilisant les propositions (2.1.3)) et([2.1.4) et aussi le résultat de (2.2), on a :

gOOROO = _a;_Ta€—2n+2v _ aroé(ar; - ar’)’) 6—2n+27 _ (87’7"77 _ arw)e‘%ﬁv + att77 - att’}/e_gn_i_g,y
(6] % o
_8toz(3t77 - at7> 6_2774_27 i (ara>26_2n+27 B &_a6—2n+2'y - arn _ ar7€_2n+27
202 4o 20r r
+M6—2n+27 + (@A)Q —2n+6v
o’ 202 ’
gllRll = —atm — atw@_%—i_% o ata(atzn 2_ 9) e 22y _ 87,04(&277 —0) e T2y Opm — ar7€—2n+2’y
[0 o a r
2
—%—Tae_zm_w + _(irO;) e 2 2(0,y)2e 2R 4 23{76—277-%27 — (B — Dypry) e 2T
« o r
__(aTA)Z —2n+6v
2r2 ’
9PRyy = Me’””” — %GQHM _ ar(;ﬂe%wv _ @6727#27 _ (2751422 o= 2n+67
@ o @ r ar
1 (8TA)267277+67 X A*(Duy — adypr) o2y _ A2c9tozawe,2n+67 B 1‘12&048,,7672%6V
2r2 ar? 20272 Sor?
_@6727]4’67 _ Me*%ﬂrl()'y 4 (AQ(aTA>2€72n+10,Y
73 2t Ar4 ’
20 Ron — A(OwA — a0 A) _opie, 2 A*(Ouy — @0p) o6y AAQADY g6
g fiez = o2 e 3 e g e
A@tA&:oz —2n+67 A28taat’7 —2n+67 4A6TA8W —2n+67 A&,A&a — 246y
2a2r2 + a2 ¢ + 2 € + “oar? ¢
+—A28Taa7"76_2”+67 + —2A28r76—277+6'y — _Aa”Ae—2n+6v + AZ(atA)Ze—myHov
ar? r3 3 arl
— A (aTA>2 —2n+10y
r4 '
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g33R33 — Me—%?—FQV + Me—2n+2’¥ + Me—Zn—F?y + 67“_76—277—&-%/ o 67“_056—277""2’7
o 202 200 r 2ar
_'_A(@ttA — a0 A) S A%(0y A — a0, A) e AatAatae_Qnm
ar? ar? 20272
_A28t/78t046_217+67 N 4A@tAé9t'y6_2%67 B élfl(‘?,fl(‘?w6_2%67 B A(‘?TA&ae_szrﬁ,y
2002712 ar? r2 202
_A28r73r04€,2n+67 + AarAefmlJrﬁry . A28T76*277+6’Y + (atA>26727]+67 . (87"’2)26727]+67
20vr? 73 73 2ar? 2r
A%(9;A)* A%(9,A)?
_ A om0y —2672%107_
20t 2r
Donc
« « «
2 2
_ata(atTIQ_ at’Y) 6—2774-27 + (82Ta2) 6—277—0-27 o 87"_&6—2174-27 + 2(815’7) 6—277+2~y o 2(ar,y)26—217+2'y
«Q «Q ar o
+287’/y€—2n+2'y + (atA)2e—2n+6'y . (87“A)26—27]+6*y
r 2ar? 212 '
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PO CHAPITRE TROISEESE SN |

EQUATIONS

D’EINSTEIN-MAXWELL-FLUIDE PARFAIT

EN SYMETRIE CYLINDRIQUE
-

Dans ce chapitre, nous allons établir les équations d’Einstein- Maxwell-fluide parfait qui est
systeme de douze équations aux dérivées partielles non linéaires. Pour cela nous commencerons
par établir les équations de Maxwell qui est un systeme de quatre équations, ensuite les équations
d’Einstein qui est un systeéme de six équations pour les composantes du tenseur métrique (gss)

contenant le tenseur impulsion énergie 753 au second membre donné par :

1
R(;g - §Rg(;5 = KTgB.

Avec Kzgg—f, T5@:Tf5+T5j‘g et 9,6=0,1,2,3.

Oou Téfﬁ est le tenseur impulsion énergie lié au fluide parfait et T(;]g le tenseur de maxwell . Et en fin

les équations d’Euler liés au fluide parfait qui est un systeme de deux équations.

3.1 Les équations de Maxwell

Pour établir les équations de Maxwell, nous considérons des particules chargées de masse iden-
tique (= 1) et de charge ¢ évoluant a trés grande vitesse et sans collisions. Nous supposons la
fonction de distribution f des particules nulles. Par contre, ces particules chargées créent entre
elles un champ électromagnétique F' qui est un tenseur covariant d’ordre 2, solution des équations

de Maxwell [6]

V, F® = (3.1)

vanC + vaac + chab =0 (32)
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3.1. Les équations de Maxwell

Avec a,b,c = 0,1,2,3; ol J® est le vecteur courant donné par :

b
p _ _
Jb:/3 Ef‘/|g|dp. avec p:(pl, D2, p3).
R

Puisque f =0, J*=0.
D’ou I’équation (3.1) devient : V,F = (. Afin de rendre le systeme résoluble, C f[6] on définit

le champ électromagnétique I en fonction du potentiel scalaire (A, ) par

Fop = 0.Mp — O\, (3.3)

Comme nous recherchons les solutions du systeme en jauge temporelle C' f[6], on a la condition
Ap = 0. Les équations de Maxwell que nous voulons trouver sont au nombre de quatre et nous
avons besoin du calcul de F; pour y arriver.

Calcul de F,

Fop = 0.y — ObA\,,

On compte 16 coefficients de F;; Ces coefficients étant antisymétriques (£, = —Fy,), nous ne

calculons que 10 et on déduit les autres. On a donc :

Fop = Og\y — Ao = 0N — 0, Ao = O \q

Foo = 0oy — Ao = 0Ny — 0, Ao = O\

Fos = 00As — 03\g = O A3 — OpAg = O3

Fig = 01Ny — O \y = 0, Ay — 0, A1 = 0, A\

Fi3 =013 — O3\ = 0,A3 — Op\1 = 0, A3

Fys = 0o\3 — 03Ny = 0,A3 — Ao = 0
F,. =0 avec a=0,1,2,3.

Les équations de Maxwell s’obtiennent finalement en utilisant la relation définie par :

V., F?® = 0.

Avec, V F®* = 0,F" + 1% " +T% F*.
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3.1. Les équations de Maxwell

On a donc :

V,JFP =0 «—

V,F' =0 «—

VoFY + Vi FY + Vo + Vs F = 0
OF'" + Ty F® + T3 F' + 0,F* 4 I3, F® + T9,F* + 03 F%
+T8,FO 4TS, F3 =0

alFlo + (Fgl + F%l + F%z + Fil))g)FlO =0.

e—4(n=7) 1, e 4=

1
O ( ) + (5=0ra + 2(0,m = 0,7) + )

VoF + Vi F1 4 Vo F? 4 V33 =0
O F + To F™ + Ty F% + 0, F?' 4 Ty F + T3, F* 4 03 %!
T3, P 4+ T, F™ =0

Qo F* + (Tgy + Loy + Ty + ) F' = 0.

e—4mn—) e—4(n-7)

1
oi( oi\1) + (%@a +2(0m — 9y))(—

(3.5)
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3.1. Les équations de Maxwell

vaFaZ

I
o

1111

!

!

V0F02 + V1F12 + V2F22 + V3F32 -0
Vol + V. F2 =0 (carF* = F** =0)

WF? + 0 F2 +T9 F? + T2 F™ + T'h P = 0.

NEY + O F? + T F? + I F? 4+ T30 F* + I3, F%

+TL FO2 4 TL P2 4 T2 P2 4 T2 F =0

80F02 +OF? 4 (Fgo + F(2)2 + 1ﬂ(ln)FOQ + (F?o + Fil + FgﬂFlQ

T3 P + T3, F% = 0.

e—2n e—(M=27) e—2(n—27) —2(n=2)

(47 )0y + A—aﬁtz\3 (e 4 AQGT)aMA2
6_277 e=2(n1=27) e—2(1-27) e—2(n—27)
+(20im + 2A8tA— + 2A28t(17 —2y)—+ A28toz—)6tA2
ar? ar? 200212
Ae—2n— 27)8 A 5 e e—2(n—27) A8 e—2(n—=27) 48 e—2(n—=27) aA
0 o = 2400 — 29)——— — Ada—
2 3+ (0 e (7 — 27) o2 O )0 A3
2AA,e7201=21) 2 A2e720=27) 9 AZ(p — 2+, )e21—27)
+(_277r€_2n + € 2 - ¢ 3 - (77 z )e )a'/‘A2
r T T
A,e 2(=27) e2=27v) 9 Ae—2(n—27)
+(_T +2A(n — 27,) 2 3 )0 As
+(% +2(m = ve) + 7 — 52 )(—( o + s )0 Ay + 2 )0 A3)
« AA Y A2e—2(1—27) Ae—21—27)
— 4+ 2(n, — 7, . — . My )),A ——0,A
H(Gg 20 =)+ = 5 5 (e + =)0 N + —— 3)
A, A2 A e Ae—2(n=27) e—2(n—2v)
+( 9 + 2a’yt 27“2 Oﬂ“2 atAQ — a—atA?))
A A AA. e 2=27)  o—2(n—27) Ae—2(n—27)
L 424N, — 4 &A——@A—O
+ 2 r 24y 2r2 r2 s r2 2
at€72n AAt€*2(77*2’Y) A2at672(7]727) /yt A27t672(n727)
(- L ),
o? 2ar? 20272 e or?
At€_2(n_27) Aate_Q(n_2'Y) Aﬁ)/te_2(77_27)
- )0: A3
2ar? 20272 ar?
A2e721-27)  A2q e 2(0—27) A27 e 2—27) o e~ )
_ r r T — e “M0o,. A
+ r3 + 200 r2 * 200 e )0
A.e20=27)  Ape—201—2v) Aﬁy 2(n—2)
_ T ’I" arA
+( T R — )0
e~ 2 A2e—2(n—2) Ae—2(—2)
—( + B )(&tAg — a@wAQ) —(&t/\g Oéam«Ag,) =0. (36)
o ar r2
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3.1. Les équations de Maxwell

VaFa3:O <~ V0F03+V1F13+V2F23+V3F33IO

VoF® +V F? =0 (carF® = F* =0)

11

OFP + O F" + (I + T3y + Ty ) FP + (T, + T}y + T3 F™

+T5,F%% + T35, F'? = 0.

— —At _A A —2(n—27) Ae—2(—27)
(Qar2 T2t T e 0Ny + (Ouhy — adp ) ar?
—2(n—27)
_YM L 229 A — (A — 2D Ao) S .
(2a2r2 O”g)e Az — (0o — a0y y) —3 3.7)
A A A Ao Y « 1

—55 T G Y) —)e (77_2’7)8 A T ro_ - —2(77—27)8 Ax =0

+ 22 2 T et r3)e rfz (7"2 T S rg)e A

Remarque 3.1.1. Les équations (3.4) , (3.5), (3.6) et (3.7) forme le systéeme d’équations de
Maxwell.

3.1.1 Tenseur de Maxwell

Le tenseur impulsion énergie de Maxwell est un champ tensoriel symétrique du type

qui décrit la distribution de la matiere et de I’énergie dans I'univers. L’expression des coefficients

du tenseur Maxwell est donné par :

T = —% L Fy FL° o (tenseur de Mazwell). (3.8)

Compte tenu de sa longueur et de sa complexité, nous allons procéder en 4 étapes.
Etape 1 Calcul de F},.F,°

Nous désignons par F,“ I’expression mixte du tenseur Fy,. défini par :

ESf = g% F,. (3.9)

Seul les coefficients non nuls feront I’objet d’un calcul.

Ainsi,

Fo.Fy = FooF) + Fo F) + FooFe + FosFy
= F0191kF0k: + F0292kF0k + F0393kF01c

A2e2Y 2y 2 Ae?Y
= @A) + @A+ o) + (@) () - 2o

72

(9tA2 3tA3 .

r2
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3.1. Les équations de Maxwell

FlcFlc —

FioF0 + Fy F} + FioF2 + FigF3
FlogleOk + FlZQkQFOk + F139k3F0k:
F199% Fog + Frag® Foz + Fi39% Foz + Fi39% Fos

A2 2y A A 2
(€72 + 2 )0, A0, Ag — fzﬁAﬁﬂg ¢ S 0AsOAs + S50, A0,

FyoFY + FiyF] + FioF] + Fi3F}
F1090kF1k + FllglkFlk + F12g2kF1k + F1393kF1k

F10900F10 + F11911F11 + F12922F12 + F12923F13 + F13932F12 + F13933F13
62(77_'7) A2 2’y 2A€ 2,7

(BA)? + (€7 + Z)(0,09)% — 0rMad, s + 5 (9 s)’.

FooFy® = FoF)+ FnFy + FpFY + FysF}
= Fog" Fop + Forg™ Fy,
= g™ Fy + Foig" Fy

6_2(77_’7)

= (O + (O,

FQCFQC = F20F20+F21F21+F22F22+F23F23
= FQOQOkFQk + FZlglkF%
= Fyg"Fy + Fng' Fy

6_2(77_7)

= - (0 A5)? + 720779, A5)2.

B3 Fy = FyFy + F Fy + FyoFy + Fy3Fy
= FsoQOkFQk + F3191kF2k
= F309"Fy + F1g" Fyy

e—2(n=7)

= - o (8tA3)(atA2) -+ 6_2(77_7) (@Ag)(&/\g)
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3.1. Les équations de Maxwell

Fy F¢ = FyF) + FyFy + FyoF? + FyF3
= F309"% Fy + F19" Fy
= F30900F30 + F319HF31

e—2n—7)

= () + (0,

Etape 2 Calcul de F,;F*?

Nous désignons par ! I’expression contravariante du tenseur F; définit par :

Ainsi,on a :

F01F01

F02 F02

F03 F03

Fl = ghegldp, k. 1=0,1,2,3. (3.10)

FyoF® = 0.

gkogllFkaz

9%°g" ForFor + g™ g" Fou Fu + g% g For o + g% g Fou Fy,
900911F01F01

9% 9" For Foo + g% g™ For For + % g* Fo1 Fog + 6% ¢ Foy Fos
900911F01F01

674(7]77)

(OuA1)2.

(07

9k0912F02Fk1

9% 9 FoaFoy + " 9" FooFu + 9°°9" Foo o + g™ 9" Foo Fa
QOOQZQFOQFOZ

9% 9% FoaFoo + g% g Foa For + g% g% Foa Fog + g% g% Foo Fos
9% g% Foa Foo + g% g% Foo Fos

e2(n=) A2e2v Ae—2(n=27)

(e7 + )(0:M2)? +

5 ——(0:4)(0uhs).

9" g™ Fos Py
900913F03F01 + 910913F03F1l + 920913F03F21 + 930913F03F31
9" g% FosFoo + 9% g™ Fos For + g% 9% Fos Foa + ¢°° 9% Foa Fos

g00923F03F02 + 900933F03F03
Ae—2(—27) —2(n—2v)

e
0”12 (8tA3)(atA2) — 7(&5/\3)2.
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3.1. Les équations de Maxwell

Fle12 = gklgnpmpkz

= " g"FuFu+ g" g"FoFu + ¢°' g% FiaFy + g* g* F1a Fy,

= g"g"FuFy

= ¢"¢"FiuFio+ g g FiaFis + 9" g FiaFis + gt 9P FiaFug
= g"gPFaFn + g gP FiaFis

262’7 A6_2(n_27)

)(0:A2)* —

= e 2 (e 4 A

> S (0,A2)(9:As).

FisF® = gMgPFsFy,

Ainsi,on a :

chFCd -

= ¢ gBFFy + g 9B FisFy + g* P FisFy + g* gP FisFy
= g"g¥Fi3Fi0+ g gP P3P + g 9P FisFin + ¢t g FisFis
= g"g®Fi3Fp+ g ¢¥ FisFis

Ae—2(n=27) e—2(n—27)

= T (0A)(0A) + (B M)

r2 r2

FOOFOO + F01F01 + F02F02 4 F03F03 4 F10F10 + FllFll 4 F12F12 4 F13F13
—|—F20F20 4 F21F21 4 F22F22 4 F23F23 + F30F30 4 F31F31 4 F32F32 + F33F33

2Fy FO' 4 2F o FY% + 2F 3 F® + 2F ), F12 + 2F 3 F'3

2¢—2(n=7) 2¢—2(n=7) A2e2Y

= O — (7 + ) (Oih)’
+$(@Az)(0ﬂs) + %(@/\3)(@/\2) - #(@ASV
+2e7 2= (727 4 iiQ’y)(arA2>2 — QAG;(”M (0rA2)(0-A3)
_—2146_:2(”_%) (8,A5) (8, A5) + #(;_2)(&/\3)2

B 2¢—2(n=7) () ) 2¢—2(n=7) oy A2e2Y )

= gy - 2 e A 0y)

M o @i0) — 2 0y
+2e7 27 (72 4 jj%)(amz)? — 4A6:2(n27) (0:A2) (0, A3)
L2 om0
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3.1. Les équations de Maxwell

Etape 3 calcul de — 7 gq, FroqF'™

1
—ZgoochFCd = i&eQ(W_V)chFCd
1 o 1 22 Ae?
= =3¢ 2n V)(GtA1)2—§(e 2+ > )(0:A5)* + 7 (0142) (01s)
1 a, 22y aAe® ae?
—2—742627(5t/\3)2+§(6 24 2 )(0,A2)* — 2 (37”/\2)(@/\3)?‘2—?2(@/\3)2-
_l cd _1 2(n—) cd
4911chF = —¢ F.4F
1 1 AZe? 1
= %e 2(n 7)((%/\1)24—%(6 2v 4 5 )(575/\2)2—!-@627(&:/\3)2
A 1 AZe? A
—Wezw(at/b)(at/\z)—5(6_27+ 2 )(5rA2)2+ﬁezv(ar/\z)(ar/\:a)
1
—ﬁezw(&/\g)%
1 1
_1922chFCd - _Ze?chdFCd
1 1 A2e? 1
— ﬁe%(n*%)(@ml)?_i_%672(n727)(6727+ ri )(8tA2)2+Mefz("f%’)(@t/\gf
A 1 A2e?
_m(;?(nﬂv)(aﬂb)(aﬂ\s)_5672(77*27)(6*2“{4_ ; )(&A)Q
A 1
5072 (0,49)(0:M5) — 5 e (0:A)",
1 cd 1 27 cd
—1923chF = _ZAG FeaF
A A _ A2e? A2
= 56 2(n 27)(815/\1)2"“%6 2(n 27)(6 27 - )(@Ag)Q— We 2(n 27)(8,5/\2)(8,5/\3)
A o s A ooy, 2 A%e* 2 A o2 2
+2ar26 =) (9,A3) - 5e (n=27) (¢=27 4 - )(0,As) — 53¢ (=29 (9, \5)
A2
+T—26—2<"—27>(0TA2)(@A3).
1 cd L oo 2 2 d
—1933chF = _Z< e T4 A%e® ) FyF°

1 1 Al
= 5(7"26_27 + A2eM)e 2= (9,A)? + %(T26_47 +2A4% + ﬁeh)e_%”_%)(@t/\g)Q

A
_E(ygeaw + A2627)e*2("’27)8tA28tA3 + e (7“26’27 + A262"/)672(1772'y) (8tA3)2
1 Al A
_5(7“26*47 +24% 4+ —e*)e27)(9,A,5)? + _2(7,26727 + AQeZV)e”(”’QV)&AQ&Ag
r

r2

1
—ﬁ(ﬂe_% + A262”’)6_2(”_27)(8TA3)2.
”

Etape 4 Calcul des coefficients 77/ du Tenseur de Maxwell.
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On a
T = —TEFaF 4 FoF
1 1 A2e? Ae*Y
= —56—2@—7)(@/\1)2 - 5le e + ——)(0M2)? + —5—(0:M2) (91 As)
1 a AZe® aAe ae?”
—2—702627(@/\3)2 5 (e e+ ——)(0:A9)" - (0rA2) + (OrAs) + 5 5 (0 As)?
AZe® ey 2A62“/
(0A1)*(e727) + (0 M2)* (e + )+ (atAs)Q(ﬁ) O N20 A3,
D’ou,
1 1 A2 1 A
Toj\g = 56_2(77_7) (8,5[\1)2 + 5(6_27 + 5627)(81&/&2)2 + 2—7?2627(675/\3)2 - r—e%@Ag@t/\g
ae a, AZe® aAe
2 (a Ag) 9 (6 2y + 2 )(&«AQ)Q — 0 Aga A3
™ — —%Fchd + Py Fe
L 2 Q'y A62'y A 2y 627
= 0+ (e + )8 A0 Ay — = —— 0, NgO; A5 — ——0,A30; A3 —I— 3 . A30;As.
D’ou,
AQ 27y A 2y A 2
T = (e + Z)0, A0, A5 — ; 0, Aoy Ay — Ouha + 50, Aydi .
M _9u cd ¢
T, = 1 a7+ F1 Fy
1 1 A%e?v 1
= £6_2(77_7)(8t/\1)2 2% ( 2 + )(8tA2)2 + WGQ’Y(atAg)Q
A 1 A2 2y A
—ﬁBQW(atAQ)(atAg) — 5(6_27 )(8 Ag) 2 627(67«/\2)(&»/\3)
1 —2(n—) A2e27 2A e2v
—5 57 (009" + _— @A) + (e + 00,0002 — 2270, 000,04 +—
D’ou
Y = — L2900 + (e + A 0A0)2 = 9 M00A + S (D10)?
1 2 20y ar? 2ar2
1, A2e 1 A
+5(e P ——)(0: M) + ﬁe%(amgf - r—2€278TA23,«A3.
Y = ng Fel 4 Py F
L 6ya o b ooy, o A27 6v—2 2
= %e Y n(atAl) + %e (n 7)( g )(&Ag) me 7y ”(&Ag)
A 1 A%e?v A
—ﬁeﬁv_%(@Ag)(&Ag) — 56_2(77_27)( _Z’Y + )(&A)z + ﬁeﬁﬁy_zn(arAz)(arAg)

672(7777)
__66%277(374/\3)2 —

272

((9tA2)2 + 672(7777) (5’TA2)2.
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D’ou
A% e A
T2]2W == 62’y —2(1- ’Y)[ (atAl) ( 7“2 — T)(atAg)Q — @627@/\2@/\3
e® 9 1 oy A%e A 2y 1
2047’2 (8tA3) + (56 7” )((9 Ag) T—@ 8 A2(9 A3 27’ ((9 Ag) ]
T = —ZLFaF 4 PF
A A 2 27 A2
= 56*2("*2”(&A1)2+56*2("*”( e 4 )(&Ag) _ w(ﬁ(nﬂw@th)@t/\g)
A A 5 _ A2 2y A
+m€ 2027 (9, A5)? — 5 2n=2) (g2 4 )(@«1\2)2 ~ 53 20-29) (9. A3)?
A2 2 9 672(77 7) )
+7“_26_ (n1=27) (&Ag)(&)/\g) + — (815/\3)(815/\2) +e (=) (&Ag)(@TAg)
D’ou
M 27 —2(n—v) 2 A —2y AZe™ A? %
T23 = e [2 (815/\1) % ( + )((9tA2) — —6 8tA28tA3+ 2% 7’ ((9tA3)
A 2 A A2 2 AQ 2y —2v
. ;2 (0rh)? = S(e7 + )(0,As) 0, A58, Ay — ea 0iA30,As + €20, M0, A3).
Ty = TRt B F
L o5 2 27\, —2(n—2v) 2 L5 4 2 A44 —2(n—) 2
= a(r e 4 A%e?)e (9, Ay) —l—%(r e 424 +T—26 Ne 27 (0,Ag)
A 1
_W(T%_% + A%e?)e = (r?e " + A2627)e_2(”_27)(8t/\3)2
4
—%(7’26_47 +2A% + A—2e47)e_2(”_“’)(8,~/\2)2 + %(7’26_27 + A2627)e_2("_27)3,«A23TA3
r r
1 6_2(77_27)
_2_72(T26—27 +A2627)6—2(W—2V)(8TA3)2 _ - (8,5/\3)2 +€_2(77_7)(8TA3)2.
D’ou
r? AZe?r r? A%e? Ae?
Ty = e 25 (e7 + —57)(0)* + o= (7 + —57)(9ha)” — ——0iMa0iMy
e r? AZe® 1
+?(8tA3)2 — 5(6_27 + 7“2 )(0 AQ) + Ae%@ Aga A3 + 26 (8,,/\3)2]
A2 A2 AQ 2y A3
e 2 (00)° + S (7 + C ) (0As)? — 50N
AQ Ly A2 2 AB Ly A2 2y A2€27 6727 )
— (€ )0 Ae) S0 A0 A+ (€7 = ) (0,As) + (G = ——)(@is)?)
|
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3.1. Les équations de Maxwell

3.1.2 Tenseur impulsion-énergie lié au fluide parfait
Le tenseur impulsion-énergie décrit la distribution de la matiere et de I’énergie dans 1’univers.

L’expression de ses coefficients dans ce cas est de la forme :

T, = (p+ p)usus + pgss, (3.11)

Ici, p est I’énergie du fluide, u = (uq, ug, us, uz) est le vecteur vitesse unitaire temporel du fluide et
orienté vers le futur ¢’est-a-dire 1y > 0. p = k%p est la pression du fluide et % est la vitesse du son

dans le fluide et tel que 0 < k < 1.

Proposition 3.1.1.
T[{O =p [(1 + E*)ud — /{220462(7777)} :

T = p(1 + k) uguy.
T = p [(1+ K2)ud + k220 ] |
Ty = p [(1 4 K)u3 + K] .
) =p [(1+ k) uguz + k*Ae™] .
Th = p [(1+ F)uj + K> (rPe ™ 4+ A%e™)] .
Preuve .

Ona:

Tgo = (p+p)ug + pgoo
= (p+p)ug — ape®"™)

= p[(1+E)uf — Kae*™ ],

Doi, Tyy = p [(1+ k*)ud — k2ae*=)].

TS = (p+p)uour + pgm
= (p+p)uous

= /)(1 + k2)U0U1.

D’on, T, = p(1 + k) ugus.
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3.1. Les équations de Maxwell

T = (p+p)ui+pon
= (p+p)ui +pet
= p[(1+ k)] + k2e*0)].

D’oun, Tlf1 =p [(1 + k%) u? + k2€2(n—w)}.

Tzfz = (p+ p)u% + Pg22
= (p+p)uj+pe”
= p[(Q1+E)uj+ K],

Do, T, = p[(1 + k2)u2 + k2e?].

T2f3 = (p+p)ugus + pgas
= (p+p)ugus + Ape”

= p (14 k)usus + k*Ae] .

Do, Ty, = p[(1 + k*)ud + k2e¥).

Ty = (p+p)us + pgss
= (p+pus +p(tPe™ + A%
= p (L4 E)u; + (e + A%™)] .

Do, T, = p[(1 4 k2)u2 + k(122 + A%e?)).

3.1.3 Tenseur d’impulsion énergie (7s; = T(Sfﬂ + Tg‘g )

Le tenseur impulsion énergie du systeme est la somme du tenseur de Maxwell et du tenseur lié

aux fluide parfait Ona:
Tss = Tos + T

Et nous obtenons les résultats suivant :

1 1 A2 1 A
Tooy = 56_2(77—’7) (atA1)2 + 5(6_27 + FB%)(&&AQV + ﬁew(aﬂ\g)Z _ ﬁ6278t/\28t/\3
2y 22y o
+O;i’2 (0ra)” + %(6727 + Ari )(0,A2)* — %&«Azaﬂ\s +p [(1+E)uf — kzaeQ(TI*“/)] :
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3.2. Les équations d’Einstein -Maxwell

AZ 2y A€2'y A 2

Ton = (€7 + —5—)0 MOy — A 5 Asd A + 5 0 MaDhs + p(1+ k) uous .

2,2~ 2y

A e
20 )(@Ag) — W€2’YatA28tA3 +

2002
1 e~ Aze 2 1 2y 2 A 2y 2y, 2 2_2(n—v)
+2( + )(37,/\2) + ﬁe (0,A3)” — 7“_26 0-A20, A5 + p [(1 + k%)uy + ke } .

1 1 A
Ty = —=—e 2(A)? + 2a( e + (9:A3)?

A2e?r e A
2% (3,:A ) ( T2 - T)(@AQ)Q - me%&g/\g&/\g

e 1 AZey
ON3)? + (=72 —
+20¢r2( WAa)” + (26

p [(1+k*)uj + k?e™].

Tyy = eV e—2n— v)[

A 1
)(3 Ag)? + T—e%a N20, A5 — 2r e?(0,A3)?]

A A A2e? A?
T23 = 6276_2(”_7)[%(@/&1)2 + £<€_2’y + ¢ )(@Ag)2 — Wegw(?t/\g@

A 2 A A2 2y A2 2 —2v
QiQ (0,A3)* — 5( e + )(arA2)2 O0rN20r A3 — ea D N30,As + €770, A0, \3]

+p [(1+ k) ugus + kQAeZV]

27(8#\3)2

r? AZe? r? AZe? Ae?

Ty = 6_277[5(6_27 + 2 )(OA1)? + —Oé(e_%Y + )(OiM2)? — 5 OiN20 A3
e* 2 r’ 2 A?e® 2 1, 2
+F(3tA3) - 3(6 v + )(8 Ag) + Ae 78,,/\28 A3 + 56 7(8TA3) ]

Az AQ A2 2y As
—1—6276_2(77_7)[—(8151\1)2 2a( e )(8,5/\2)2 - —at/\2at/\3

22 A2 2y A3 A2 2y A2y —2v
e+ D0 + S0 M0 + (7 = TN @0 + (5~ Sy (@A)

2 t r2 202
+p[(1+ /’{:2)u3 + E(rPe? + A%™)].

Ce tenseur d’impulsion énergie ; nous permet avec les résultats du chapitre 2 d’écrire les équa-

tions dont nous avons besoin.

3.2 Les équations d’Einstein -Maxwell

Les équations d’Einstein sont sous la forme suivante :

8tG
R(sg — —Rg(sﬁ = —T(m. (312)
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Dans la suite, nous prendrons K = Sg—f. Suivant les composantes, ces équations non nulles donnent

le systéme suivant :

Roo — %Rgoo = KTy
Ro1 — %Rgm = KTy
Ry — %Rgu = KTn
R~ yRom = KT
Rz — %RQ% = K1y
Rys — 5 Ross = KTig

(3.13)
(3.14)
(3.15)
(3.16)
(3.17)

(3.18)

En reportant les équations (2.6), (2.7), (2.8), (2.9), (2.10) et (2.11) respectivement dans (3.13),
(3.14), (3.15), (3.16), (3.16), (3.17) et (3.18) ; puis en se servant des expressions (2.1), et (2.12)

on obtient le systeme suivant constitué d’équations d’Einstein :

ad,n (0,A)? a(0,A)?
P (@7)2 - a(ar7)2 T2 e — 172 e’ = KTy
@ 290 — 0, A0, A

r 2r2

aﬂl a?"a 2 (at’y)z (atA)Q 4y (a’/‘A)2 4y
r +2ar (9:) a dar? © a2 © = KT

647 = KT01

(ara)2 2(att’7 - O-/arrr)/) attT/ - aarrn arra 26’/‘7
+ - =
42 o o 2av r
-2 -2 2
+(‘9roz(8r77 ) N O (Oym — 20y7) N O,a B (Ory) (O]
2cv 2002 2ar o

6—217+47 [_

(atA>2 4 3(07"14)2

_ 3
e = 4ovr? 472

] = KT22

6_2n+47[A0W04 _ A(Oun — adym) N 2A(0uy — a0pry) N OnA — a0, A

2c o o 2¢
Ad,a(0ym — 20,7y)  Adia(Om —20yy)  A(0.a)?  Ad.a A(Oy)?
+ + - + -
20y 202 4a? 2ar o
24 A A A 20, A
_ 87/7 1 (9r _ 8,5 8tO[ _ (9r @04 i 8,5 8,5'7 _ 287,1487/)/ 4 A(aT’Y)Q]
r 2r 42 4o o
B 3A(0,A)*  3A(0,A)*
e 271+87[ 42 T dar? ) = KT

(3.19)
(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)
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3.2. Les équations d’Einstein -Maxwell

720, B r2(Oyn — ) n r20,a0,m N r20,a0m B r?(0,a)*  1r*(0yy)?
2c

+12(0,7)%] 4 e 21|

6_2"[

200 20¢2 402 «Q

(0%
AQA | A%0a A0y —adn) | A(DuA — ady,A)

T 2a « e}
+2A2(8tt7 — adpy) N A%0,a(0,m — 20,7) N A20,0(0m — 204) N A%0,«
« 200 2002 2ar
2 2 2 2 2
_A (0ry) N (0,A) B (0.A) B 2A%0,7y A8, A + 4 A0, Adyy
«Q 4o 4 r Q
AD,Ad e AD;ADjoe A?%(0,)? 9 9
- - - A
200 202 42 +A%(0:7)]
2 2 2 2
+e*2"+87[3’4 (0.4 _ 34°(04) ] = KTjs (3.24)
42 4or?

Remarque 3.2.1. Ce systeme d’équations d’Einstein est constitué d’équations aux dérivées par-

tielles (e.d.p) non linéaires du 1" et du 2™ ordre.

Proposition 3.2.1. En posant :

U=—g"KTy, V=-2200" P =glKTy,, Leséquations (3.19),(3.20) et (3.21) Qui

sont d’équations aux dérivées aux partielles (e.d.p) du 1°" ordre, et deviennent respectivement :

B, 0)?  (0.A)? 0, A)?
n_ (aw)Q + (9ry) i (4;7«2 e 4 ( 4r2) e 4+ U2 (3.25)
A0, A
@ — 120,70, + %647 — a1y (3.26)
O _ a0 (p, — 1) (3.27)
2ar
(3.25)
< ¢ (3.26)
(3.27)

Qui sont les équations de contraintes

Preuve . En multipliant (3.19) par —g® = <222 on obtient (3.25).

«

e—2(n—7)

De méme en multipliant (3.20) par —% = &5 onobtient (3.26)

D’autre part de (3.21) ona :

Orax 0r1 (at7)2 (8tA)2 4y (aTA>2

= — 0,7)? LM KT,
207 r + (@) a + 4dar? o 4r? ot H
1.9 2 (0)*  (9,A)? 4y (0,A)* 4y
1 _ _ _ _ KT
a[a . a(0.7)" — « . 2 ¢ a— e |+ KTy
KT,
= - aoo + KT

= _U62(77—’Y) + 62(77_V)P1 (CCLT‘ KT()O = —g()oU et KTM = 911U)

= 62(7777)(P1 — U)

DIPES II, 2018-2019 47



3.2. Les équations d’Einstein -Maxwell

Proposition 3.2.2. En posant :

K(Tys — AT:
523 = ( 2 22) s P2 = KTQQG_?Y et P3 =

r 72

Ke* 2ArS.
(Tz3 — ATy — % 23)7

les équations (3.22) , (3.23) et (3.24) qui sont des équations aux dérivées partielles(e.d.p) du 2™

ordre, deviennent respectivement :

O (0,0)®  O.adm OO (0,A)? a(0,A)?
Oun — ady = == = ( 4a) ot ( iﬂ) e e Lt~ (0)? + a(07)?
—aPye® ™, (3.28)
2 2
Oy — alpy = adry + 9rad:y + 2y + (9A)" — (0 4) et
r 2 20 2r2
A®— B ; Po = B) sy, (3.29)
A a0, A A N
A — ad, A = —O‘ar 49 0‘28 + at‘;‘it — 40,A0y + 40D, AD, + 207 Spze? Y. (3.30)
(3.28)
= { (3.29)
(3.30)

Qui sont les équations d’évolution

Preuve . De [’équation (3.22), on a

2
8@577 — a@rrn = —KO&T226277747 — —(aTa) + 2(6&57 — 048”7) + arra — 20{87/}/ + arOC
4o 2 r 2r
O.a(0m — 20,7)  Oya(Opm — 20) o 3(0A)? ., | 3a(0:A)? 4,
+ 5 + 500 a(0y)” — e © —pz ¢

En reportant cette valeur dans (3.23), on obtient :

KTyye?1 A0, v b KTy A(0,)? B 2A(0yy — adpry) B A(0x) N 2A0,7y
2a 4oe? o 2a r
_A%a(0n —20,y)  Ada(Om —20py)  Adra N A(0y)? _A@) + 3A(0.A)?
20y 202 2ar 4or?
B 314(87;4)2647 N 2A(0uy — a0pry) N OuA — a0,, A N Ad,a(0ym — 20,7)
4r a 2x 2¢
+A(9toz((9t77 — 20yy) B A(0,)? N A« B A(0py)? B 2A0,7y N 0, A B 0, A0y«
2002 42 2ar « r 2r 4oe?
2 2
_&A&a N 20, A0y 90, Ady + A7) + 3A(0.A) o 3A(0,A) o
4o o 42 4ar?

Ceci entraine

@tA — oz@rrA

2 0,A | 9o | 9D 20,407
(8]

= K(Tys — ATyy)e? ™47 —
(Tos n)e 2r 42 4o o

+ 20, A0,y
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3.2. Les équations d’Einstein -Maxwell

En remplacant K (T3 — ATy) par 1S3 on obtient (3.30).

Et en reportant cette derniére égalité et aussi celle (3.23) dans (3.24), on obtient :

2r?(Oyy — OéarW)e_M 720,000,y N r20,a0yy

- _KT336277_47 + KT2T22€217_87 —|— 27‘87/)/6_47 + [ > ]6—4'}/
«Q «Q «Q
Oy 0, A)?
_26747 + ( ! ) - (arA>2 —+ I(1427F22€27]747 + 2147"523627774’y
2a «
ou encore
KaTss o,  KaTy o 4  adwy 0,00y  Ody O (0A)?
8 — arr = — n n—ay o v
) — QOpY 2r26+26 +r+2+2a 4r+2r26
_a(aTA)264'y n KA2(IT22 6277 1 ACYSQg 6277,
2r2 272 r
Or d’apres (3.27), &T‘l = 2a(P;, — @)@2(77*7).
Donc
2 2
Oy — by — a0y | Oady | 0ady  Oa QA 4y 0A) 4, KaTy o,

2 2a dr 22 © 212 212
2
+K04T22 21—t a(P; — <I>)€277_27 n K ATy o2 AauSs3 o2
2 2 2r2 r

Mais d’apreés proposition (3.3.3), P3 = f? (T3 — A*Tyy — 2’4”%)

D’ou
Oy | 0ady | 900y | (9A) — a(9,A)
Oy — a0y = @ "Y_i_ « ’Y_i_ 1 t'V_,_( 1 A) af ) A
2 200 92
+oz(<1> — P+ P— Pg)eznfhl
2
En reportant cette derniére égalité dans (3.22), on a :
0,a)? 200, 9,0 8,A)2 — (0, A)?
Oun — by = —KaTye™ ™" — (0ra) + Ao + 0,0,y + Lo + (0,A)” — a(0,A) oh
da r o r2
arr 2 ar & ar 0,0
Y — P+ Py — Py)er2y y Jr® 29O GGy 9,y D9
2 r 2 2
hady | O 3((9,A)? — (9, A)?
_ (184 t’Y + « . (at’y)2+06<ar'y)2— (( t ) O[( ) )647‘
o} 2r Ar2

Or %2 =2a(P, — @)=,

Donc
o Oprx (37«04)2 ora0ym - a0 (atA)Q 4y a(ar/DQ 4y 2 2
Oun — adpn = 5 " aa T 5 T o, T4 € T gz © — (Oy)" + a(0,y)
—aPye?127,
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3.2. Les équations d’Einstein -Maxwell

Proposition 3.2.3. Les équations de Maxwell (3.4), (3.5), (3.6) et (3.7) nous donnent le systéeme

d’équations suivantes :

0e®  Ad;Ae 0, Ae*
Oy — alp Ny = —0iAa(— t20z ;TQ —0y) + t2r2 O3
a O aAd.eY ad, Ae?
As(— — A 31
0, g(r—l— 5 + 52 ady) — 52 0,A\3 (3.31)
A9 A  A%HA O ADA
Ouls — ad, s = (—2(8y)A — 2t 215 )0 da + (—0yy — ;—a — 2—;2)@/\3
A20, Aet A A
+(_$ 2040,y 204 @ “S)orh,
aAdo, A Do«
Hg— — 5 + - — 00N (3.32)
6_2(77_7)
2(n=)
(== A) = 0 (3.34)
(3.31)
(3.32)
<~
(3.33)
(3.34)
Preuve . En remarquant que (3.6) — A(3.7) = 0 on obtient
e~ Qe A9 Ae 2= 9,y
_T(attA2 — a0 A2) + ( 5r S + ?)@Ag
O,ae~2  AD, Ae2(=2) (0,A)e~2=27) (0, A)e=2(=27)
+( 5 + 52 — 0,7)0rAg 92 Op A3 + TatA3 =
D’ou
A(0;A)et A
ouo a0,y = (90 AN 5 yone+ P g,
2 2r2
O (aA0.A) (a@,,A)
( 5 T o a0,7)0p Ny — T@,Ag
En remplagant (3.35) dans (3.7) On obtient ainsi :
A A A2HA Oyv A A
Ouls — b Ay = (—2(07)A — ; QT; )Oida + (—0py — Qt—a - —)0As
2 4y
e aA 28TA6 20 A8, — aa,;l,,A aA)@rAg
aAd,Aet  Oa  «
+( 57 T 5 + o ad,7)0, A3
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3.3. Les Equations d’Euler

L’équation (3.4) nous donne :

e—4mn—) 1 1 e4m—7)
I ( A1) + (%&«a +2(0,m — 0py) + ;)( 8iAy) = 0.
1 2(0,m — 0, 1 ~An=79, A

— (——&a — M + —)6_4(77_7)@,/\1 4 R e § -0

20[2 o ar o
2r(0rn — O, 1 2079, A

— (—Lﬁra — M + _)6—2(17—7)5tA1 + re O A1 _ 0
2042 o o o
7’6*2(77*'7)

= () =0.

L’équation (3.5) nous donne :

e—4m—) e—4n—7)

1
Oh( A1) + (gﬁtfx +2(9m — 0i))(— M) =0

1
< (r.ézatoz +

o (0

< O

9iA;) = 0.

«

Remarque 3.2.2. Les équations de (3.13) a (3.18) et de (3.31) a (3.34) constituent le systéeme

d’équation d’Einstein-Maxwell.

3.3 Les Equations d’Euler

Ce sont des équations aux dérivées partielles non linéaires qui décrivent I’écoulement des
fluides (liquide ou gaz ). Dans toute la suite nous supposerons que le tenseur de Maxwell se
conserve ; Et nous nous intéresserons uniquement sur la conservation du tenseur impulsion énergie

lié au fluide parfait pour nous faciliter le travail.

Lemme 3.3.1. u = (u,) est le vecteur unitaire temporel du fluide implique

(vVau®)? — (uh)? = e 2177 (3.35)
Preuve . Puisque le vecteur u étant unitaire cela implique : ugu® = gygu*u® = —1 avec \; 8 =
0,1,2,3.
g,\gu’\uﬁ =-1 = goououo + 2901u0u1 + 2902u0u2 + 2gogu0u3 + guulul
+ 2gutu? + 2gisutud + 2g0guu’ 4+ gosutu® 4+ gaguiu® = —1

Or go1 = Go2 = go3 = gi2 = g13 =0
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3.3. Les Equations d’Euler

Ceci implique — goo(u®)? + g11(u')? + goa(u?)? + 2gozuu® + gsz(u?®)? = —1
On choisit uy = us = 0 qui va entrainer alors u> = u® = 0.
On obtient :  goo(u°)? + g11(u')* = —1
D’on, (Vau®)? — (u')? = 72177
Remarque 3.3.1. Les équations d’Einstein étant sous la forme Gsz = KTs3 nous donne :
Pourd =0et 3 =2, Goa= KTy etPourd =0et =3, Goz3=KTp3
sont les équations nulles d’Einstein car Gpo = Gp3 = 0.
Ainsi on obtient :

Too = p(1 4+ k?)ugus =0 et Toz = p(1 + kHuguzs =0 ( comme K # 0 )

Ceci implique uy = uz = 0 car p(1 + k?) # 0 et u est orienté vers le futur (uy > 0 )

Remarque 3.3.2. Ona:

Uy =uz3 =0=u?=u®=0

Preuve . Ona:

u? = g%Pug = g%ug + g*'us + g% us + gBus =0 or g™ = g?' =0 et comme uy = uz =0
Donu®=0.

De méme ,

u? = ¢3Pug = g ug + ¢*us + ¢F*us + gBus =0 or g™ = g3 =0 et comme uy =uz =0.
D’oiu? =0

Théoreme 3.3.1. (Conservation de I’énergie et du moment)

Une importance conséquence de 1’équation d’Einstein est la conservation local de I’énergie et du

moment. Ce résultat apparait en utilisant l’identité de différentielle de Bianchi pou obtenir :
VG = 0 pourd,=0,1,2,3, avec G = KT%. (3.36)
Preuve . Cf[3]

Remarque 3.3.3. L’équation (3.36) est équivalente a :
VT8 = VT80 4,790 — (car 'opérateur Vs est linéaire).
Or Tenseur de Maxwell se conserve d’on  VsTPM) = .

L’équation (3.36) dévient :
VTP = 0 (3.37)

On parlera de la conservation du tenseur impulsion énergie lié au fluide parfait .
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3.3. Les Equations d’Euler

Lemme 3.3.2. La relation précédente (3.37), nous permet d’obtenir I’équation suivante :

(Vop)u® + (Vip)u' + p(1 + k*)(Vou® + Viu') = 0 (3.38)

Preuve . D’aprés (3.37),ona:

VTP =0, V8 8=0,1,2,3.

L’expression T%Y) = (p + p)ulu® + pg®® V8,5 =10,1,2,3 avecp = k*p.

En considérant k constante puisque 0 < k < 1. Ona :

VTP = Vilp(1 + E)u’u’ + E2pg®®] = 0
& (1+E)(Vsp)udu’ + p(1 4+ E2)(Vaud)u® + p(1 + k)’ (Vsu?)

+k*(Vsp)g®® + pk*(Vag”’) = 0.

Puisque V5q°° = 0 d’apres le théoreme et définition 1.2.1 ; alors on a :

(1 + k) (Vsp)ulu® + p(1 + k) (Vsud)u? + p(1 + k2wl (VsuP) + k*(Vsp)g®® = 0

En multipliant I’équation précédente par ug, on obtient I’équation suivante

(1+ k) (Vsp)u'uus + p(1 + k) (Vsu')uug + p(1 + k)u’ (Vsu')ug + k*(V5p)g* ug = 0
Puisque uPug = —lona:
—(Vsp)u® — p(1 + k?)(Vsu®) + 2pul (VsuP)ug = 0.
Comme (VsuP)ug = 0 et en multipliant par -1, il en résulte que
(Vsp)u® + p(1 +k?)(Vsu’) = 0

En se rappelant que u*> = vu® = 0, On a finalement le résultat suivant :

(Vop)u® + (Vip)u! + p(1 + &)(Vou’ + Viut) = 0.

Remarque 3.3.4. Les équations (3.35) et (3.38) qui nous donne le systéme suivant

(VLY = (ul)? = ¢~

(Vop)ul + (Vip)u' + p(1 + k) (Vou® + Viut) = 0
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3.3. Les Equations d’Euler

sont appelées les équations d’Euler

Remarque 3.3.5. le systeme d’équation d’Einstein-Maxwell ajouté; aux équations (3.35) et
(3.38)) forme le systéme d’équation d’Einstein-Maxwell fluide parfait, de douze équations aux

2" ordre dont dix inconnues ( dans le systeme de coor-

dérivées partielles non linéaires du 1°" et
données cylindriques) sont :

les fonctions o, v,n, A, Ay, Ay, A3, p, u® et u' ; a deux variables t,r

La résolution de ces équations nécessite des données initiales  (Conditions de Cauchy ) en

t =ty > 0. Ces données sont imposées par le choix de la symétrie cylindrique .

Remarque 3.3.6. Compte tenu du fait que le nombre d’équations est supérieur au nombre d’in-
connues, certaines équations peuvent étre considérées comme des équations de contraintes et

d’autres comme des équations d’évolution.

Remarque 3.3.7. L’existence des solutions du systeme d’Einstein -Maxwell-Euler requiert la
présence de données initiales, en tenant compte de la singularité a t = 0, ces données initiales
sont prescrites at =ty > 0 par :
n(to,r) = no(r), Om(to,r) = m(r), alte,r) = ao(r), v(te,7) = Y0(r), Oy(te.7) = 7(r),
Altg, 1) = Ao(r), O:A(tg,r) = AL(r), p(te,7) = po(r), Ulte,r) = Us(r). Ai(to,0) = A2(0),
Aa(to, 0) = AS(0), As(to,0) = A3(0), OiAi(to,0) = A1(0), Orha(to,0) = A3(0),

Oihs(to, 0) = Az(6) .

1l est question d’étudier [’existence locale et globale dans le temps du probleme de Cauchy pour le

systeme d’Einstein-Maxwell-Euler, qui est un probleme qui prolonge se travail.
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& Portée Pédagogique &

Dans le cadre de la rédaction du mémoire de D.I.P.E.S 1I, il nous a été demandé de donner
I’intérét pédagogique de notre travail : Rappelons que le theme soumis a notre étude s’intitule

Equations d’Einstein-Maxwell fluide parfait en symétrie cylindrique. Ainsi :

3.4 Pour P’enseignant

% Il permet de se rendre compte qu’il y a une théorie plus générale qui prolonge celle de
Newton ; et mieux comprendre notre univers.

% Il permet de mieux comprendre la loi de I’attraction gravitationnelle que trés peu percoivent
clairement.

% Il permet de maitriser la résolution des équations différentielles ordinaires a coefficients
constants.

% Il permet aussi de se familiariser avec le logiciel de programmation Latex qui fait une tres

bonne mise en page et s’avere donc tres utile pour la rédaction des épreuves d’évaluation.
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& Conclusion &

Parvenu au terme de notre travail dans lequel il était question pour nous d’établir les Equations
d’Einstein-Maxwell-fluide parfait dans le systtme de coordonnées locale (symétrie cylindrique) .
Pour y arriver, nous avons donné dans le chapitre un, des notions requises afin de mieux comprendre
le probleme. Dans le chapitre deux, nous avons effectué des calculs qui aboutirons dans le chapitre
trois a 1’établissement de ces équations. Dans 1’expression du tenseur d’impulsion-énergie dans le
référentiel de repos du fluide parfait, se trouvent deux inconnues wu (vitesse unitaire temporelle)
et p (densité énergie) qui font apparaitre les équations d’Euler. Nous remarquons que les équa-
tions d’Einstein-Maxwell couplées a celles d’Euler conduisent a un systeme de douze équations
aux dérivées partielles non linéaires du premier et du second ordre a dix inconnues dépendantes de
deux variables t et r, dont six d’Einstein, quatre de Maxwell et deux d’Euler. Notons qu’a I’aide
de ces équations, on parvient a expliquer plusieurs phénomenes physiques tels que la gravitation,
la formation des trous noirs, et plus généralement la cosmologie. Ces équations sont treés souvent
difficiles a résoudre (c’est-a-dire sans faire des approximations). Une autre perspective serait d’étu-
dier I’existence et 1’unicité (locale et globale) des solutions du probleme de Cauchy posé par ces

équations en symétrie cylindrique.
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