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RESUME

Dans ce mémoire, nous étudions les codes de Reed-Muller qui constituent une des
familles de codes les plus étudiés. Ils ont une trés bonne représentation dans les algébres
de groupes. Notre travail consiste a étudier la structure des codes de Reed-Muller dans
les algébres de groupes et de montrer qu’ils sont puissance du radical de ces algébres de

groupes
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ABSTRACT

In this dissertation, we are studying Reed-Muller code which constitutes one of the
most used codes family. they a good representation on group algebra. Our work consists

on studying of Reed-Muller codes on group algebra
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INTRODUCTION

La théorie de code correcteur d’erreurs, dont I'origine remonte a la fin des années 40
permet de transmettre de facon fiable I'information, codée au moyen de mots binaires
d’une longueur donnée, sur des lignes plus ou moins bruitées. La transmission de 'infor-
mation présente un risque d’erreurs selon les cas.

Les codes correcteur d’erreurs sont présents aujourd’hui dans les domaines de télécommu-
nication. Comme exemple, le code de Reed-Muller R(1,5) a été utilisé par la NASA pour
la transmission d’image de la planéte Mars via le satellite Mariner 9.

Les codes de Reed-Muller sont tres utilisés et trés connus. Une étude détaillée des codes de
Reed-Muller binaires se trouve dans 'ouvrage de F.J. MacWilliams et N.J.A.Sloane([5],
chap. 13 a 15). Ils sont aussi des sous-ensembles d’une algébre de groupe additif fini.

Ce travail s’étend sur trois chapitres constitués comme suit :

e Le premier chapitre s’intéresse aux généralités sur les structures (groupe, anneaux,

corps, codes linaires)

e Dans le deuxiéme chapitre, nous donnerons la construction des algebres de groupes
sur un corps fini. Nous donnerons ensuite la définition de la puissance du radical de
I’algébre ainsi que ses propriétés

ee Dans le troisieme et le dernier chapitre, nous définirons les codes de Reed-Muller
dans 'algébre de groupe et on étudiera les codes de Reed-Muller vu comme puissance

du radical
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CHAPITRE UN

PRELIMINAIRES

1.1 Structures algébriques

1.1.1 Groupes

Définition 1.1.1 On dit qu’un ensemble non vide G muni d’une loi de composition in-
terne * est un groupe si :
e x est associative
Vao,y,z€ G, (z+y) *z=2 % (y * 2)
o G admet un élément neutre pour *
deeG tel que VreGyexx=x*e=x
e Tout élément de G admet un symétrique pour *
VreG,JyeG tel que x+y=e

Si de plus * est commutative,on dit que G est un groupe abélien

Définition 1.1.2 Soit (G, *) un groupe, H une partie non vide de G.On dit que H est un
sous groupe de G si et seulement si :

o H est stable pour %

o H est un groupe pour la loi induite par la lov * de G

Proposition 1.1.1 Une partie non vide H d’un groupe G est un sous groupe de G si :
e ceH
o V(z,y)e H , xxy e H

(0w e est le neutre de G)

Proposition 1.1.2 Soit (G, *) un groupe, (H;)i s une famille de sous-groupes de G.

Alors (\H; est un sous groupe de G
iel
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1.1. Structures algébriques

Définition 1.1.3 Soit (G, *) un groupe , A une partie non vide de G. L’intersection de
tous les sous groupes de G contenant A est un sous groupe de G,appelé sous groupe

engendré par A, et noté < A >

Proposition 1.1.3 Soit (G,*) un groupe, A une partie non vide de G, < A > est (au

sens de l'inclusion) le plus petit sous groupe de G contenant A

Définition 1.1.4 1 Un groupe G est dit monogéne 3a € G tel que G =<a >
2 Si G est un groupe monogéne,on appelle générateur de G tout élément a de G tel
que G =<a >

3 Un groupe G est dit cyclique si et seulement s’il est monogéne et fini

Définition 1.1.5 Soient (G1,*) et (Ga,.) des groupes et f une application de Gy dans
Gs.
f est un morphisme de (Gq,*) dans (Gs,.) quand ¥(z,y) € G2, f(x *y) = f(x).f(y)

1.1.2 Anneaux

Définition 1.1.6 Un anneau (A, +,x) est la donnée d’un ensemble A muni de deux lois
internes + et x et vérifiant :
o (A +) est un groupe abélien
o La multiplication x est associative c¢’est-a-dire Vx,y,z € A,
ona, tx(yxz)=(rxy)xz
e La multiplication x est distributive sur ['addition + c’est o dire que Vx,y,z € A,

ona, xx(y+z)=rxy+xxzet(y+z)xr=yxr+zxzc

Si la multiplication est commutative, on dit que I'anneau A est commutatif. S’il existe un
élément 1 € A tel que Vae A,1xa=ax1=a (élément neutre pour la multiplication noté

14), alors 'anneau A est commutatif ou unitaire

Définition 1.1.7 Soit A un anneau. On appelle idéal de A toute partie I de A telle que :
o [+
o Vyx,yel,x—yel
e Vaec A Vrel arel

Définition 1.1.8 Soit A un anneau commutatif , a€ A et b A
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1.1. Structures algébriques

i) L’élément a est un diviseur de zéro si a + 04 et s’il existe x + 04 tel que ax =04

ii) A est intégre s’il n’admet pas de diviseur de zéro

iii) L’élément b divise a si a € bA

iv) Sily existe , un élément a est dit inversible de A si 14 € aA , dans ce cas on note
A* = u(A) l’ensemble des unités de A

v) L’élément a € A est dit nilpotent s’il existe n € N* tel que a™ =04

vi) L’élément a € A est dit régulier si a # 04 et pour tout x,y € A, ax = ay implique
rT=Y

vii) Lentier n = min{k € N*|a* =04} est l'indice de nilpotence de a.
On note n(A) l'ensemble des éléments nilpotents de A.

vitgi) Un idéal I de A est premier si Ya,be I tel que ab=0, alors a=0 ou b=0

Proposition 1.1.4 Soit A un anneau commutatif unitaire et intégre. Alors :

i) Tout élément nilpotent de A est un diviseur de zéro

ii) Si A est fini, alors tout élément a de A est inversible si et seulement s’il est régulier

iii) n(A) est un idéal de A

iv) n(A) est lintersection de tous les idéaux premiers de A

Preuve:

i) Soit @ € A un élément nilpotent, alors a # 04 et il existe n € N* tel que a™ = 04,
on a aa™ ! = 04. Si a»! = 04 alors, cela contredirait la minimalité de l'indice de
nilpotence de a. Ainsi, a® ! # 04, a # 04 et aa™! = 04. Donc a est un diviseur de
ZEro

ii) Supposons que A est fini.
=) Soit a € A un élément inversible de A. On a a # 04 car 04 n’est pas inversible.

Pour tout z,y € A tel que ax =ay, on a :
r=(a"a)z=a"(az) =a(ay) = (ara)y =y.

D’ou a est régulier.

<=) Soit a € A un élément régulier. Montrons que a est inversible.

Considérons l'application g, : A — A telle que g,(x) = ax. g, dispose de deux
identités a savoir g,(x +y) = gu(x) + gu(v) et bga(x) = go(xb) pour tous z,y,b € A.

Ces deux identités font de g,(A) un idéal de A. En outre, g, est une application

ENS DE YAOUNDE 4 DI.P.E.S II. 2016



1.1. Structures algébriques

injective. En effet, soit x,y € A tel que g,(z) = go(y). On a ax = ay se qui implique
x =y car a est un élément régulier de A. De ce fait, g,(A) est un idéal de A isomorphe
a A, se qui donne g,(A) = A. Or ¢g,(A) = aA, par suite, aA = A. Comme 14 € A =aA
alors 14 = ax,r € A se qui fait que a est un élément inversible

iii) n(A) # @ car 04 e n(A).
Soit xz,y € n(A). Alors, il existe n,m € N* tels que 2" =04 et y™ =04. On a :

(.CE _ y)n+m+1 —
n+m+1 n+m+1
k. .k n+m+1 k _ k. .k n+m+1 k k, n+tm+1-k
Z +m+1( 1) Z +m+1( 1) + Z +m+1 $ Yy
k=0 k=n+1
.Or:
— 1-k _ k. .k n+m+1 k
Vk=0,...,n,n+m+1-k>m donc y™m+1-F = (. Douz Ko (FD)Fx
k=0
n+1
Par ailleurs, Vk = n+1,...,n+m+lonak > ndonca* =0.D’ou Y CF . (~1)Fzry m+1-F =
k=0
0.

On en déduit que (x —y)™*™*+! =0, c’est-a-dire z —y € n(A).
Soient a € n(A). Alors il existe n € N* tel a™ = 04. Ainsi, Vx € A, (za)" = 2"a™ = 04
car A commutatif. D’ou Vz € A, za e n(A).
iv) Désignons par P l'ensemble des idéaux premiers et montrons n(A4) = () I.

Soit a € n(A). Alors il existe n € N* tel que a® = 04. Soit I un idéal prléfnier de A.
Montrons que a € I.
Supposons que a ¢ 1. On a a®ta =04 € I ¢’est-a-dire a®'a € I. Comme I est premier
eta¢l,onaa el
a"2a=a""1el. Dot a2 € car I premier et a ¢ I. Ainsi de suite on trouve a € I
se qui est absurde. D’ot a € I, on obtient donc a € () I. D'ou n(A) c () 1.
Montrons que ﬂ Icn(A). < <

n(A) est un 1deal de A. Soit z,y € A tel que xy € n(A). Alors il existe m € N* tel que
(zy)™ = 04, c’est-a-dire z™y™ = 04 car A est commutatif d’ott 2™ =04 ou y™ =04

car A intégre c’est-a-dire x € n(A) ou y € n(A) donc n(A) e P. D’ou (I <cn(A). m
IeP

Définition 1.1.9 Soit A un anneau commutatif et unitaire. On appelle caractéristique

de A notée caract(A), Uordre additif du neutre multiplicatif 14
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1.1. Structures algébriques

Exemple 1.1.1

Pour tout entier naturel n, caract(Zy =n

Définition 1.1.10 Soit A un anneau commutatif et unitaire et I un idéal de A. Alors
l’tdéal I est maximal parmsi les idéaux de A si I # A et pour tout idéal K tel que I € K c A,
onal=K ouK=A

Corollaire 1.1.1 Soit A un anneau commutatif unitaire. Pour qu’un élément de A soit

wwersible, il faut et il suffit qu’il n’appartient & aucun idéal maximal

Preuve:

==) Soit a € A un élément inversible. Il existe b € A tel que ab = 14. Si M est un idéal
maximal de A contenant a on aurait 14 = ab € M car M est un idéal d’ou M = A se qui
contredit le fait que M soit un idéal maximale de A. Donc a n’appartient a aucun idéal
maximal de A.

<) Soit a un élément de A qui n’appartient & aucun idéal maximal de A. Si on suppose
que a n’est pas inversible, alors aA # A (sinon avec aA = A, comme 14 € A = aA alors
14 =ax,x € A se qui ferait de a un élément inversible). Or avec aA # A il vient que aA est
un idéal de A distinct de A d’ou aA € M ot M est un idéal maximal de A (car d’aprés
Krull, si est A est un anneau commutatif unitaire alors, tout idéal de A distinct de A
est contenu dans un idéal maximal de A). Par conséquent a € M puisqu’en particulier
1lg€e A,a=aly e M se qui contredit le fait que a ¢ T pour tout T idéal maximal de A.

D’ou a est inversible ]

Définition 1.1.11 Un anneau commutatif unitaire est dit local s’il posséde un unique

idéal maximal

Notation 1.1.1. Si A est un anneau local on désigne par my4 son idéal maximal

Proposition 1.1.5 Si A est un anneau local fini, alors ma =n(A)

Preuve:

Soit P un idéal premier de A (P existe car tout idéal maximal est premier). Alors A/P est
intégre et fini d’ott A/P est un corps. Ainsi, P = m4 car m4 est 'unique idéal maximal.
Puisque n(A) est 'intersection de tous les idéaux premiers de A, on a :

n(A)=manman..Nnmy=my [

ENS DE YAOUNDE 6 DI.P.E.S II. 2016



1.1. Structures algébriques

1.1.3 Corps

Définition 1.1.12 Un corps est un anneau unitaire dans lequel tout élément non nul est
1nversible
Remarque 1.1.1

Lorsque la cardinalité d’un corps est fini, on parle de corps de Galois ou de corps fini

Notation 1.1.2 : Le corps fini de cardinal q est noté F, ou GF(q) (Galois field)

Théoréme 1.1.1 Soit K un corps fini commutatif d’élément unité 1. Il existe un entier
positif p premier tel que :
i) K contient un sous corps I1,, isomorphe a K

ii) 11, est l’ensemble des éléments de K de la forme £(n.1) avec n e N et

n fois
nl=1+1+...+1

iii) p est le plus petit des entiers strictement positifs n tel que n.1 =0
Preuve:

On définit une application 7 de Z dans K de la maniére suivante :

O0sia=0
afois
——t
m(a) = I+..+1sia>0
afois
-(1+...+41) sia<0

Pour rappeler la définition, on désignera provisoirement 7(a) par a.1. On montre faci-

lement que 7 est un morphisme d’anneaux. D’aprés le premier théoréme d’isomorphisme,
I'image 7(Z) est isomorphe a Z/ker(n), avec ker(n) = {a € Z/a.1 = 0}. On sait que ker ()
est un idéal de Z, donc de la forme pZ avec p € N. Puisque K est fini, il en est de méme
pour 7(Z). L’application 7 ne peut étre injective car sinon ’ensemble fini 7w(Z) serait en

bijection avec I’ensemble infini Z. En conséquence ker(m) # 0 et donc :

(1) p=0.
ker(m) ne peut étre égal a Z car (1) =1, et donc :
(2) p=#l.

Puisque ker(m) # 0, alors d’aprés une propriété des idéaux de Z, p est le plus petit élément
strictement positif de ker(7). Cest-a-dire :

(3) p est le plus petit entier n > 0 tels que n.1 = 0.

Soient p; et py deux entiers tels que p = pips. On voit facilement que p.1 = (p1ps).1 =
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1.1. Structures algébriques

(p1.1)(p2.1). Puisque p.1 =0 et K intégre (K est un corps), on en déduit que p;.1 =0 ou
p2.1 = 0. Les deux facteurs p; et p, étants inférieurs a p, la seule possibilité compatible
avec (1) et (3) est que l'un de ces facteurs soit égal & p et 'autre & 1. Autrement dit et
d’aprés (2) :

(4)  p est un nombre premier.

En conséquence, Z/ker(w) = Z[pZ est le corps F,. I'image ,i(Z) étant isomorphe a
Z[ker(m), on obtient :

(5)  7(Z) est un corps isomorphe au corps premier F,

Définition 1.1.13 Le sous corps 11, du théoréme précédent s’appelle le sous corps premier
de K.

Le nombre p de ce méme théoreme s’appelle la caractéristique de K

Proposition 1.1.6 5S¢ p est la caractéristique d’un corps commutatif fint K | alors le

cardinal de K est une puissance de p

Preuve:
K est un espace vectoriel sur F},. Puisse K est fini , cet espace vectoriel est de dimension
finie. Si r est cette dimension , alors K est isomorphe en tant qu’espace vectoriel & (F),)".

Le cardinal de K est donc |(F,)"| = |F,|" = p" m

Proposition 1.1.7 Si K est un corps commutatif fini donc le cardinal est p”, alors :
VeeK, a2 =x
Preuve:

i) Siz =0, alors 27" =z

ii) Si [K|=p", alors le cardinal du groupe multiplicatif de K est [K\{0}| = p~!. Donc

pour z # 0, on obtient 7" ~! = 1 se qui implique 2P = z |

Définition 1.1.14 Un générateur du groupe multiplicatif d’un corps K fini s’appelle une

racine primitive de K ou un élément primatif

Proposition 1.1.8 Soit K un corps commutatif fini de caractéristique p, et soit 3 € K.
L’ensemble Iz des polyndomes a coefficients dans I, ayant [ comme racine dans K est un

idéal de F,[x]
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1.1. Structures algébriques

Définition 1.1.15 Le générateur de l'idéal Iz de Fp[x] s’appelle le polynome minimal
de 8

Théoréme 1.1.2 Soit K un corps fini de caractéristique p. Si o est une racine primitive
de K, alors K= F,(a).

Preuve:

Si « est une racine primitive de K, alors tout élément de K est de la forme u = o avec
0<i<|K|-2 car le cardinal de K* est [K|-1. Si f(x) = 2%, alors u = f(«), se qui montre

que u € Fy(a). Ceci prouve que K = Fj(a) (]

Exemple 2.1.1 (Construction de Fy) Puisque 4 = 22 on a besoin d’un polynéme unitaire
de degré 2, irréductible sur Fy. Soit f(z) = 22 + 2 +2. Puisque f(0) =1et f(1) =1 (calcul
dans F), on voit que f(x) n’a pas de racine dans F, et donc pas de diviseur de degré
1 sur Fy. Il est donc irréductible sur Fy. Si « est une racine primitive dont f(x) est le
polynéme minimal , alors f(«) =0, soit > =a+1=0, donc a? = + 1.

On en déduit que a® =a?+a =1.

Finalement Fy = {0,1,a,0? =1+ a}
Définition 1.1.16 Un automorphisme d’un corps K est un isomorphisme de K dans K

Proposition 1.1.9 Soit K un corps fini de caractéristique p, et soit v un automorphisme
d’un corps K, alors :

VYue F,, ~(u)=u.

On dit qu'un automorphisme fixe chaque élément du sous corps premier.

Preuve:
Si v est un automorphisme de K, alors c¢’est un morphisme pour les groupes additif et

multiplicatif de K. Par conséquent, v(0) = 0,7(1) = 1. De plus, si u € F,\{01}, alors
ufois
u=1l+1+...+1letona:

Y(u) = (1) +9(1) + ...+ (1)
= 1+1+...+1 u

Proposition et définition 1.1.1 Soit K un corps de caractéristique p. L’application ®
de K dans K définie par ®(z) = 2P est un automorphisme de K. Cette application s’appelle

'automorphisme de Frobenius de K (sur F})
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1.2. Codes linéaires

Preuve:

Ona®(z+y)=(r+y)P=zP+y?=d(x) + P(y).

De plus, ®(zy) = (zy)? = zPy? = ®(x)2(y).

Si ®(x) = ®(y), alors 2P = y? ou encore 2P — y? = 0. On en déduit que (z —y)? = 0, et
finalement x = y. L’application ® est donc injective et, puisque K est fini, elle est aussi

bijective. =

Définition 1.1.17 Les automorphismes de Galois de K (sur F,) sont les puissances (au
sens de la composition des applications) de l’automorphisme de Frobenius.
L’ensemble des automorphismes de Galois de K est donc le groupe cyclique engendré par

® dans le groupe des permutations de K. On Uappelle groupe de Galois de K (sur F),)

Théoréme 1.1.3 Si: K est un corps fini de cardinal p™, alors l'ordre du groupe de Galois

de K (sur F,) est n

Preuve:

Soit v une racine primitive de K, et soit ¢ I’automorphisme de Galois sur K. Nous savons
que Vz e K, ®"(x) = 2P" = z, et donc P = [dk.

Soit un entier tel que 1< s<n et &% = Idy, alors Vx e K, ®%(x) = . En particulier , si «
est une racine primitive de K : ®3(«) = o, c’est-a- dire a?’~1 = 1.

L’ordre de o dans le groupe multiplicatif de K étant p” — 1 on en déduit que p™ — 1 divise
p*—1, et donc n <s. Mais s <n, doun =s.

L’entier n est le plus petit des entiers strictement positif r tel que ®” = Idg. L’ordre de ¢

est donc n ]

Corollaire 1.1.2 S K est un corps fini de cardinal p™ et si ® est ['automorphisme de

Frobenius de K, alors les éléments du groupe de Galois de K sont les ® avec 0<i<n—1

1.2 Codes linéaires

Soit A un ensemble fini et n € N;n > 2

Theoreme et definition 1.2.1 L’application :

dy: A"x A" — N
(r,y) +—  card{ie{l,....,n}|z; v}
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1.2. Codes linéaires

o x = (1,...,Tn), €t y= (Y1, ., Yn)

est une distance appelée distance de Hammimg
Preuve:
La symétrie et la séparation sont immeédiats.
Montrons l'inégalité triangulaire.
Soient = = (x1,...,%n), Y= (Y1, Yn), 2= (21,..., 2,) € A". Montrons que
dy(x,z) <dg(z,y)+dy(y, 2).
Posons A={i=1,...n|lz; #z;}, B={i=1,...,n|lz; #y;} et C={i=1,....nly; #+ z;}.
Montons Ac BuC.
Soit ie Atel quet¢ BuC. On a :
ri+zeti¢B,i¢C
T # 2 et T = Yi, Yi = %
T; + 2 et x; = z;.

Ainsi Ac BuC et ona|Al<|BuC|<|B|+|C]

Définition 1.2.1 On appelle code sur A de longueur n,tout sous ensemble non vide de

A" (muni de la distance de Hamming)

Dans la suite I’alphabet A sera un corps de Galois F, olt ¢ = p™ est une puissance d'un

nombre premier

Définition 1.2.2 L’application
wy : (F,)" — N
(z1,.ccp)  +—  wy(x)=card({ie{l,...,n}tz;#0})
est appelé poids de Hamming de (21, ....,x,)
Remarque 1.2.1
Va,y e (Fo)", du(z,y) = wn(z - y)

Définition 1.2.3 Soient k,n € N avec k < n.
Un code linéaire de longueur n et de dimension k est un sous espace vectoriel de dimension

k de (F,)".

Un tel object sera alors appelé un [n, k] - code ou un [n, k] - code sur F,
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1.2. Codes linéaires

Définition 1.2.4 Soit C un [n,k]- code surF,.

On définit la distance minimale de C par

dnin(C) = min  dp(c,c’) = min wp(c)

Cette distance est habituellement noté d et ainsi, on parlera d'un [n,k,d]-code sur F,
La distance minimale d’'un code est une quantité primordiale puisqu’elle caractérise la

capacité de correction de code

1.2.1 Matrice génératrice et codes équivalents

Soit C un [n, k]- code sur F,. Comme C est un sous espace vectoriel de [F7" de dimension

k,on peut le représenter par une de ses F,-bases (c1,....,cx)

Définition 1.2.5 Soit C un [n,k]-code sur F,.Soit (c1,....,cx) une base de C. Alors la
C1

Co

matrice G =

Ck

est appelée une matrice génératrice de C.

Définition 1.2.6 Soit f : Fy — F7 une application. On dit que f est une transformation

monomiale s’il existe (aq,...,a,) € Fon et il existe 0 € S, tel que :

Vo = (21,...,7,) €FY, f(2) = (012501), -+, AnTo(n))

Définition 1.2.7 Deux codes linéaire C et C” sont dits équivalents s’il existe une trans-

formation monomuale f telle que :

C'=f(C) ou f(C)={f(z),xeC}
Remarque 1.2.2
Un code reste inchangé si on permute les lignes de sa matrice génératrice ou si on remplace
une ligne par une combinaison linéaire de cette ligne avec d’autres lignes de cette matrice.
En effectuant ces opérations sur les colonnes d’une matrice génératrice d’un code, on

obtient un code qui lui est équivalent.
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1.2. Codes linéaires

Définition 1.2.8 Soient C un [n,k]-code et G une matrice génératrice de C. On dit que

G est sous forme systématique si elle est de la forme

G = (Ik;lR) ot R e Mk,n—k(Fq)~

Proposition 1.2.1 Tout code linéaire est équivalent a un code systématique.

Preuve:

Soit C un [n,k,d]-code de matrice génératrice G. Comme G est de rang k, on peut
permuter les colonnes de G de fagon & obtenir une matrice G’ = [P | A] ou P est une
matrice k x k et A une matrice k x n — k. la matrice G’ engendre un code C’ équivalent a
C d’aprés la remarque précédente. On multiplie maintenant la matrice G’ par P~! pour
avoir une matrice G"” = [I, | A']. Le code engendré par la matrice G” est équivalent au
code C car multiplier par P! revient a effectuer des opérations élémentaires sur les lignes
de G’(se qui laisse inchangé le code C’) de fagon a obtenir une matrice k x k et ensuite
multiplier chaque ligne par un scalaire particulier(se qui permet d’avoir un code équivalent
a C’) pour avoir une matrice génératrice ]
Exemple 1.2.1

Soit C le code linéaire binaire ayant pour matrice génératrice

b

—_ =
—_ =
= O
—_ =
=

1 0111
111 1 0010
Sionprend S=10 1 1], alorsG'=SG=10 1 0 0 0] est une forme systématique
110 0 01 01

Proposition 1.2.2 (Borne de Singleton)
Soit C un code de paramétre [n,k,d].Alors :
d<n-k+1

Preuve:
Soit C un [n, k, d]-code dont sa matrice génératrice G est sous forme systématique c’est-a-
dire G = (Ii|R) ou R € My, ,,—1(F,). Soit ¢; le mot de C. Alors wy(c1) <n—(k-1) =n-k+1.

Ord<wy(cy)<n-k+1.Dound<n-k+1 u

Lorsque cette borne est atteinte,c’est a dire quand d = n -k + 1, on parle de code MDS

(Maximum Distance Séparable)
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1.2. Codes linéaires

Exemple 1.2.2
Prenons comme exemple le code binaire de longueur 4.
C' ={0000,0011,0101,0110,1001,1010,1100,1111} 4l a pour dimension 3 et a bien pour

distance minimale 2=4-3+1

1.2.2 Dual d’un code linéaire

Un code étant un sous-espace vectoriel d'un certain (F7), on peut s’intéresser a son

espace dual.

Définition 1.2.9 Soient ¢ = (c1,...,¢,) et d = (dy,...,dy,) des vecteurs de (Fy'). On appelle

produit scalaire entre c et d la quantité

n
<¢c, d>= Z Cidi
i=1

Remarquons que le terme de produit scalaire est en fait un abus de langage (cette appli-

cation bilinéaire n’est pas définie positive).

Définition 1.2.10 Soit C un [n,k]-code sur F,. On définit son code dual noté C* par

Ct={de(Fy) | VceC, <c,d>=0}

Ainsi, C* est un [n,n - k]-code sur F,.
De la méme maniére que pour la matrice génératrice d’un code, on peut définir une matrice

générant le code dual.

Définition 1.2.11 Soit C un [n, k]-code sur F,. On appelle matrice de parité de C toute

matrice génératrice H de son code dual C*.

On a donc :

Vee O, H'c=0
Ainsi, si G est une matrice génératrice de C, on a :

G'H=0

Il est donc facile de construire une matrice de parité d’un code & partir d’'une matrice

génératrice de ce code.
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Proposition 1.2.3 Soient C un [n, k]-code et G une matrice génératrice de C sous forme
systématique G = (Ix|R) ot R € My ,—(F,)
Alors la matrice

H = (-'"R|I,_)

est une matrice de parité de C

Exemple 1.2.3

Prenons pour exemple le code de Hamming de longueur 7. Les codes de Hamming forment
une famille de codes linéaires de longueur 2™ — 1, de dimension 2™ —m —1 et de distance
mainimal 3. Ils permettent ainsi de corriger des erreurs de poids 1. Une matrice de parité
de ces codes est obtenu en listant sur les colonnes tous les vecteurs binaires de longueur
m non nul.

Dans notre exemple il s’agit d’un code de paramétres [7,4,3].

1101100
H=11 011010
0111001

Et ainsi C posséde une matrice génératrice de la forme :

1000110
0100101
G =
0010011
0001111)
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CHAPITRE DEUX

ALGEBRES DE GROUPES

2.1 Algébres de groupes

Soit F' un coprs fini
G un groupe additif fini.
F[G] est 'ensemble des applications de G vers F.

Pour tout g € G X9 est la fonction caractéristique de {g} c’est-a-dire :

X9 G — F
1 st g=h
h +— X9(h)=
0 st g+h

Posons F[G]={) z,X% z,¢F}

geG
Un élément de F[G] est un polyndme et les opérations dans F[G] sont celles usuelles
d’addition et de multiplication de polynomes ;le polynéme nul est I’élément neutre pour

I’addition,et le polynome X° noté aussi 1 est I’élément neutre pour la multiplication

2.1.1 Construction de I’algébres F[G]

On définissons sur F[G] les opérations suivantes :

L’addition :
(+): F[G]xF[G] — F[G]

(z,y) — x+y

OuVvgeG x:ngXg et y:thXh
geG heG
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2.1. Algébres de groupes

(z+y)(9) = 2 (x4 +yg) X?

geG
Le produit
(x): FIG]xF[G] — F[d]
(z,y) — oy
(zxy)(g) = Z Ty X7 Z X" :Z(Z xgyh—th)
geG heG heG geG

Produit par un scalaire

(): FxF[G] — F[G]

(\x) — Az
Ou VgeG;(Az)(g) = D Az, X9 = XY 2, X9 = \z(g)
9¢G 9eG

Muni de ces trois lois, (F[G],+,.,x) est une F-algébre associative et unitaire d’unité
Xe¢ (e étant I’élément neutre de G ) c’est-a-dire :
a) (F[G],+,.) est un espace vectoriel sur F’
b) (F[G],+, x) est un anneau
Ve eF ,Va,beG , x.(axb) = (z.a) xb = ax (x.b)

Remarque 2.1.1

Lorsque G est commutatif , F[G] est une F algébre commutative

Définition 2.1.1 F[G] est appelé algébre du groupe G

Dans toute la suite;Vx,y € G et g € G nous noterons x xy , \.x et x(g) par zy , Az ,et z,

Exemple 2.1.1
Soit me N*, m > 1, Fy[Fom] est la Fy- algébre du groupe Fom

= F[G
Si G est un groupe d'ordre n, G =<z > .z € G alors F[G] = ) o' et F[G] 2 ﬁ
i=0 -
Définition 2.1.2 — Une sous algebre de F[G] est une partie non vide de F[G] stable

par les opérations de F[G]
— Une sous-algébre I de F[G] est un idéal si Vx e LVye F[G] on axyel
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2.1. Algébres de groupes

Définition 2.1.3 Soit he G. Alors :
L’application
on: FIG] — F[G]

Z r, X9 +—> Z 2, XIh
geG geG
est appelé h-translation de F[G]

Proposition 2.1.1 Un sous espace de F[G] est un idéal de F[G] si et seulement s’il est

stable par chaque translation oy, h € G

Preuve:
Soit I un idéal de F[G]. Alors :

Vhe G,Vxel, x= ngXg
geG

on(z) = ) w X9
geG

= XMz XY)
geG

= Xhxel
Donc I est stable par toutes les translations o, h € G.

Réciproquement,supposons que I est un sous espace vectoriel de F[G] stable par chaque

translation.
Soient z = Yz, X9elety=Y uX"e F[G].Ona:
geG heG
vy = Y wp() 1, X0M)
heG geG
— Z l‘hO'h(.Z')
heG

Comme I est un sous espace vectoriel de F'[G] stable par chaque translation,on en déduit

que zy € I et par suite,I est un idéal de F[G]

Proposition 2.1.2 dimpF[G] = |G|
Preuve:

Soit z € F[G] et heG. Alors v = Y 2,X9(h) = Y 2,X9(h) = z(h).
geG geG
Se qui montre que x = Z z,X9. D’ou la famille {X9, g € G} est une famille génératrice de
geG
F[G].

Soit (ag)gec une famille d’éléments de F telle que : ) a,X¢ = 0. Alors Vh € G, on a :
geG

> agX9(h) =ay, = 0. Ainsi, {X9,g € G} est en plus une famille libre de F[G]; c’est donc

geG

une base de F[G].
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2.1. Algébres de groupes

Par conséquent, dimp(F[G]) = card({X9,g€ G}) = | G|

Cas particulier ou F' =F), et G = F,m, p nombre premier

Lemme 2.1 . Soit x € F,[Fym]. Alors x est soit nilpotent soit inversible (ot une unité)

Preuve:
On a:
_ g I N1y -
— Z rg X9 . D'ou :
germ
_ g\p
P = Z ng)
geF,m
SE
gEFpm
_ p
= ) 7
germ
_ p
= ( Z Tg)
geF,m
- Z xgy = 0, alors 27 = 0 donc z est nilpotent
gEFpm
- Z 2g#0
gEFpm

, alors 2P # 0; donc il existe u € Fym tel que 2Pu = 1, cet & dire, z(2P~'u) = 1, et = est une

unité
Lemme 2.2 L’application :

00: Fp[Fpm] e Fp
T = Z g X9 —> Z Tg

gGFpm gEFpm

est un homomorphisme de Fy,-algebres.

Preuve:

Soient z = > x,X9, y= Y y,X9 € F,[Fm].

germ gEFpm

Ona:z+y= Y (zg+y)X%etzy= > (Y zuy,)X"

géFpm gEFpm u+v=g

Ainsi Oy(z +y) = Z T, + Z Yy =6o(z) + 0o (v).

gEFpm gGFpm

Et 90(9(:3/): Z ( Z quyv)Z Z Ty Z yv:‘gﬂ(w)eO(y)

gGFP'm u+v=g uEFpm ’UGFpm
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2.1. Algébres de groupes

Notationl M = Kerb,

Proposition 2.1.3 Soit m € N*. L’algébre F,[F,m] est un anneau local.
Preuve:

Il suffit de montrer que F,[ F,= | posséde un unique idéal maximal.

Soit z = ) x,XY un élément de F,[Fm].
gEFpm
Alors x € M équivaut a Z x4 = 0. D’apres le lemmel, z est nilpotent. Donc M = Kerf,
geFy,m
est un idéal de F,[Fjm ]| , et ¢’est 'unique idéal maximal de F,[ F,m | car x est soit nilpotent

ou inversible. m
Remarque 2.1.2
L’application
/e Fp[Fpm] - F"
€= Z T X9 — (2g)gerpm
geFym
est un isomorphisme d’espaces vectoriels sur F,

car dimp, F[G] = |G| d'ou F[G] = Jaid

Définition 2.1.4 Soientx= ) x, X% ety= > y, X9 deux éléments de F,[Fyn]

gEFpm gEFpm

1 On définit le produit scalaire de © et y noté < x,y > par < x,y >= Z TgYg
gGFpm
2 Le complémentaire orthogonal d’un idéal I noté I' est défini par :

IF={zeF,[Fm]<z,y>=0,Vyel}
3 L’annulateur d’un idéal I noté Ann(I) est défini par :
Ann(I)={x € F,[Fpm]|lzy =0,Vy € I}

4 Six = Z 24X, alors l'opposé de x noté T = Z x_g X7, et si 1 est un idéal de
gEFpm gEFpm

E,[Fym],l’0pposé de I est le sous ensemble de F,[Fym] noté T = {T,x eI}

Lemme 2.3 Soit x= Y x,X9€F)[Fm]. AlorsT= ) x,X7*

germ gEFpm
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2.1. Algébres de groupes

Preuve:
Soit z= ) x,X9e¢F[G].
geFy,m
Alors 7 = Z r_g X9 = Z XM= Z r, X9 [
gEFpm hGFpm gGFpm

Proposition 2.1.4 i) T et Annl sont des idéauz de F,[Fym]
ii)Annl = It = (T)*
Preuve:

)#+@car0= ) 0X°=0etOel

gEFpm
TS FE[Em]
. Solent z = Z r, X9, y= Z 1y X9 € F[Fym] tels que T e A, ye T

gEFpm gGFP'm

T-T= Y 2,X9= Y y o X9= > (243-yg)X9=T-7y¢ Tcar x—y e I,(I est
gEFpm gEFpm gEFpm

un idéal de Fy[Fym])
Y = Z ( Z Igylngl)

lEFpm gGFPm

@: Z ( Z :Bgyl—gX_l) = Z ( Z ‘TgyhX_g_h)

leFym geFpm leFyml=g+h geFpm

= (Y 2, X9( Y yuX")=27 Donc Z.7e [ car xy e l.
gEFpm yEFpm
De méme,on montre que si Te I et y ¢ F,[Fym], alors Ty € T.

En effet, Ty =75 = 5 € I car 2 € I.Donc I est un idéal de F,[Fpm].

Annl # @ car 0=0y Yyel
Annl € F,[Fym]
Soient x,y,z € Annl avec x = Z 2, X9,y = Z Yo X9, 2 = Z 24X Y. Soitzy € 1
gEFpm gEFpm gEFpm
(x —y)xy = zx1 —yxy = 0,(xy)xy = x(yx1) = 0,(x2)x; = (xx1)z = 0. Il en résulte que

Annl est un idéal de F,[Fym].
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ii) Soient © Y w X9 y= Y y,X9eF,[Fm].

gEFp'm gEFpm

xeAnnl < xy=0 Vyel
< Y (> Teyk-g)X =0 Vyel

keF,m geFp,m

< Vyel, VkeFym, Z TgYk-g =0

geF,m

< Vyel VkeFpm, < Z g XY; Z Yp-g X7 >=0
gEFpm gEFpm

< Vyel VkeFpm,<x; XP Yy, X" <>=0

hEFpm
< Vyel VkeFym <z; X"Y>=0
< xe(T)t car Tel quiest unidéal de F,[Fpm]

2.1.2 Radical de l’algébre F[G]

Nous notons P le radical de I’algébre F|G]| (seul idéal maximal de F|G]) qui est aussi
I'ensemble des éléments nilpotents car un élément de F|G] est soit nilpotent soit inversible.
Ainsi :

P={zeF[G] |> z,=0}

geG

2.1.2.1 Puissance du radical

Définition 2.1.5 La puissance j™¢ d’un idéal I est lidéal engendré par la famille

J
{H T, T € ]}
k=1

Par convention,I® = F[G]

Proposition 2.1.5 La suite (P7),sn+ est une suite décroissante

Preuve:

J
Soit j € N*, Vo =[] x4,z €P ,on a:
k=1
j-1
e
k=1

= ZL’jZ
j-1
avec z = [ | @k, € P. Comme P/~! est un idéal , z € PI~! . On en déduit que

k=1 ,
Pi g Pi-1 VjeN* Donc la suite (P7) ey« est strictement décroissante ]
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2.1.2.2 Complémentaire orthogonal de la puissance du radical

Soit z € F[G],x = Z x,X9 | alors d’apreés le lemmel.3,
geG

z€P < TeP et par suite, 7 € PJ <> T e PJ cet a dire que PJ = PJ
Proposition 2.1.6 Posons M =m(p-1) . AlorsV1<j <M, (P7)t=PM-i+l
Preuve:

Comme PJ = P7 et d’aprés la Propositionl.2.5, il suffit de montre que
Ann(P7) = PMI+L

M-j+1 M+1 M-j5+1

Comme (H z).( T] ax) = [] @ =0, alors ( H 7)) € Ann(P?). On en déduit que
k=1 t=1 1=1

PM-jtl c Ann(P7).

Réciproquement,supposons que x ¢ Ann(P7).Si x est inversible,alors x ¢ PM-i*1 Supposons

que x n’est pas inversible.Alors x € P. Soit s le plus grand entier naturel tel que x € Pt.

S
Alors x est combinaison linéaire d’élément de la forme Hmk. Mais Vy € Pi,zy = 0, en

. k=1
j
particulier, x H x; # 0.
=1
' t
Donc pour un certains produit H Ty, on a:
=1
t+j
H xl H q/.z H xk i 0
1=
Onendedu1tquet+]<M+1:t<M j+1. Donc z ¢ PM-i*l -

2.1.3 Structure d’espace vectoriel de F[G]

D’aprés la propositionl.2.2, la famille (X9) g est une base de de F[G] et
dim(F[G]) =|G| =p™
Nous allons maintenant donner une autre base de F[G] qui nous permettra de caractériser
les sous espaces PJ.

Soit e = (ey, ..., &,,) une Fym-base de G. Vg € G, on peut écrire g = Zgiei avec 0 < g; < p™m-1.
i=1
Donc, Yz = )" 2,X? € F[G],

geG
m

Zgiei m
T = Z z,Xi=1 = Z xgH(Xei)gi
geG geG  i=1
On en déduit que la famille des p™ éléments,
B = {H(Xe’)gl (91, -, 9m) €10,p=1|"} engendre F[G]. C’est donc une base de F[G]

car dzm(F[ 1) =p™.

ENS DE YAOUNDE 23 DI.P.E.S II. 2016



2.1. Algébres de groupes

Considérons l'application :

(10 :

F[G] — F[G]
e-Snflcey — Saffeone

Alors ¢ est un automorphisme (car surjective).D’ou 'image de la base B ci-dessus est une
base de F[G]. Posons :
B(e) =o(B) ={[[(X“ -1)%, (g1, ..., gm) € [|0;p = 1| ]}. On a la propriété suivante

i=1

Proposition 2.1.7 1) B(e) est une base de F[G]

2)VjeN [1<j<m(p-1),

Bi(e) ={[ (X% -1)% e B(e) | g;>j} est une base de P
i=1

i=1

Preuve:

1)B(e) est une base de F[G] par construction

2)Procédons par récurrence sur j

e Pour j=1:

m m

Soit @ = [J(X® - 1)% € By(e), alors 1 < )" g;.Donc il existe 4o tel que g;, # 0. On a :
(%% — T)aJp = (X7 — 1)% = (1= 1)% =0,

Donc aP = [][(X¢0 - 1)%0 |P = 0, se qui implique que x € P et par suite B;(e) € P.
Mais card(Bi(e)) = p™ -1 et comme Bj(e) est une famille libre, on en déduit que
dim(P) > pm-1. Or P # F[G] donc dim(P) < p™—1.Ceci montre que dim(P) = pm-1
ainsi Bj(e) est une base de P

Pour 1 <j<m(p-1), supposons que B;(e) est une base de P’.Puisque Bj,1(e) est

une famille libre,il reste & montrer qu’elle engendre P7+! Montrons que les produits

j+1
z = [ ]2k sont combinaisons linéaires d’éléments de Bj,1(e).On a :
k=1
J+l J
v =[Taw = (TTor)zi0 = yoji,
k=1 k=1

] .
avec y = (H xy) € P’ et w1 € P.Par hypothése y et 2,1 sont combinaisons linéaires
k=1

m m
d’élément de B(e) vérifiant Y g > j et Y gr > 1. Donc x est combinaison linéaire
k=1 k=1

d’éléments de B(e) vérifiant Y. g > j + 1. Donc B, (e) est une base de P u
k=1

On a montré que (P7),en. est une suite strictement décroissante et donc stationnaire il

existe un entier non nul jy tel que P =0
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2.1. Algébres de groupes

Proposition 2.1.8 Avec M =m(p-1), on a PM +0 et PM+1 =0

Preuve:

Les Bj(e) forment une suite décroissante en partant de la plus grande B(e) a la plus
petite Byp-1y(e). Donc P™P-1 ne peut contenir aucun idéal propre de F[G] que lui

méme, alors PM + (0 et PM+1 = () n
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CHAPITRE TROIS

CODES DE REED-MULLER

3.1 codes de REED-MULLER classiques

3.1.1 Généralités

: o F
Pour tous w € FJ* ju% est la fonction définie de F,,* vers F} par :

w(z) 1 s2 z=w
v¥(x) =
0 sinon

FQF 2" muni de addition et de la multiplication des applications est une algébre sur Fj

Proposition 3.1.1 L’ensemble {v¥,w € Fi*} est une base de ngn sur F.
Preuve:

Soient f e Fy* et xe Fy* Alors (Y f(a)v™)(x) = f(x).

aeFj"
Dou f= > f(a)v™

m
aeFy

Soit n € N. Soient {w;,i € [|1,n[]} € F3" et A; € Fy,ie[[1,n|]] tels que > Aol =0.
=1

Alors,Vje[|1,n]], (O v¥)(w;) =0, cet a dire ,Vje[|1,n]], A;=0.
i=1
Ainsi {v*, w e Fy"} est un systéme libre et générateur de FQF > ; c’est donc une base de

Fm
F,? sur Fs. [ ]

Corollaire 3.1.1 L’algébre F2an a pour dimension 2™ sur Fj.

Preuve:

D’aprés la proposition précédente, {v*,w e F3"} est une base de FQF2m
Donc dim(Ff;L) = card {v¥,w e FJ"} = 2™,

Vie[|1,n]],z; est la fonction est la fonction définie de Fy™ vers Fy par :

zi(a) =a; Va=(a1,a9,....;0m-1,0n) € F3" [ ]
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3.1. codes de REED-MULLER classiques

[[xr+1+wy) si 1+
Notationl Soit 7 ¢ [|1,m]]. On note : zf =3 k=1

1 stnon
et My ={a!, I c[|l,m|]}
Lemme 3.1 Pour tous we F§", v =[](ze+1+wy)= > a2’
k=1 I,cJ<[|1,m|]
Preuve:
Soit w = (wy, ..., wy,) € FJ".

Va=(aj....,an) € Fi*, on a:

v@(a) =1 Vie[|l,n|],a; = w;

—
— Vie[l,n],a;+w;+1=1

H($k+1+wk) =1
k=1

Ainsi,Va = (a1, ..., am) € F§",v*(a) = [[(z + 1 + wy)(a), cet a dire,
k=1

v = H({Ek +1+wyg)
k=1

m
. En développant le terme v¥ = H(xk + 1+ wyg),on obtient une combinaison linéaire de
k=1
x/,J < [|1,m|] & ceefficients dans F, cet a dire Y 7.
Jell1,ml]

Proposition 3.1.2 M, est une base de F2F2m sur Fy
Preuve:

Soit w € FJ". Alors ,d’apreés le lemme2.1 v¥ = Z z!. Dot M est un systéme généra-
Ic[1,m]

teur de F2F2
Soit I ¢ [1,m].Alors le nombre z! tel que cardl =i est égal a C?,.

Ainsi card(Ms) = Y card({z!, cardl =i}) = Y Ci =2™. Comme card(Ms,) = 2™ et M,
=0 i=0

N P Fim Fm
est un systéme générateur de F,,* alors, My est une base de Fj? |

3.1.2 Définition d’un code de Reed-Muller,exemples et propriétés

3.1.2.1 Définition et exemples

Soit m € N et soit r € [|1,m]]
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3.1. codes de REED-MULLER classiques

Définition 3.1.1 On appelle code de Reed-Muller d’ordre v de longueur 2™ le sous-
espace sectoriel de FZFQW engendré par {x!, I < [1,m] et card(I) < r}.

On utilisera la notation R (r,m) pour désigner un code de Reed-Muller d’ordre r de ngn

Nous généralisons la notion de code de Reed-Muller pour r € Z en posant :

0 sz r<0

B
F,> st r>m

R(r,m) =

Exemple 3.1.1
1. m= 1, M2 = {1,1’1}.
- Sir=0,R(0,1)=<1>={0,1}

- sir= 1,R(1a 1) =< {Lxl} >= {07 171"1’ 1 +l’1}

2. m-= 2, M2 = {1,1’1,1’2,3311‘2}.

- Sir=0,R(0,2) =< {1} >={0,1}
- Sir=1,R(1,2) =< {1,x1,29} >={0,1, 21,29, 1 + &1, 1 + X9, 21 + T2, | + T1 + X2}

Remarque 3.1.1
R(0,m) ={0,1} et R(m,m) =F)* .

3.1.2.2 Quelques propriétés

Proposition 3.1.3 Soit r,s € ([|1,m]])? tel que r < s.Alors R(r,m) € R(s,m).

Preuve:

Comme {z!, I < [|1,m|] et card(I) <r}c{z!, I c[|1,m|] et card(I) < s},et par conséquent
{z!, I c[|]1,m]] et card(I) <r} < R(s,m).Puisque {z!, I € [1,m] et card(I) <r} engendre
le sous espace vectoriel R(r,m) et que R(s,m) est est un sous espace vectoriel de FQF E

alors, R(r,m) € R(s,m). n
Théoréme 3.1.1 Vr e [|1,m|], dimR(r,m) = > C".
=0

Preuve:
Soit 7 € [|1,m|]. D’aprés la définition ci-dessus, R(1,m) est engendré par l'ensemble
{z!, I c[|1,m]] et card(I) <r} qui est un systéme libre de R(r,m) car c’est une partie

non vide de M. Ainsi dimR(r,m) = )| {:1:1, card(l) = 2}| =Y Cm. |
i=0 i=0
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3.1. codes de REED-MULLER classiques

Théoréme 3.1.2 (MACWILLIAM F.J ET SLOANE N.J.A) /5] :

Vr e [|0,m|], la distance minimale de R(r,m) est d= 2m"

Proposition 3.1.4 L’application :
a: R — R

Z awvw U (aw)MEFQm
weF "

est un isomorphisme de Fs-espace vectoriels.

Preuve:
Soient Z ApyV" € FQFQm, Z b, 0" € F2F2m et Ae F,. Alors :
w€F2m weFQm
al Y av+ A Y byv”) = a( Y (aw+ Aby)v™)
weF" weF" weF"

= (aw + )\bw)werm
= (aw)wng"/ + A(bw)weFQm

= a( Y aw”)+xa( Y byv")

weFy™ weFy"
Ainsi « est une application linéaire.
Bijectivité : Z a,v" € Ker(a) équivaut a (a)yery = 0; se qui signifie que Yw € F3*, a,, =
weF"
0; d’ou « est bijective.
Or dimF,? = 2™ = dimF?" ; d’ou « est bijective. En conclusion, a est un isomorphisme

de F5-espaces vectoriel.

Exemple 3.1.2

Ecriture dans F}" pour les cas m =1,2.

a)m=1

Dans ce cas,tout code de Reed-Muller a la longueur 2.{v°,v'} est une base de Fy*.Dans
Fona:

1 =000 +0t =(0,1), et v¥ + 0l =(1,1).

Sir=0,R(0,1)={(0,0),(1,1)} etsir=1,R(1,1)={(0,0),(1,1),(0,1),(1,0)}.

b) m=2.

Dans ce cas tous code de Reed-Muller est de longueur 4.Posons : ey = (0,0),e3 = (0,1),
e3=(1,0),e4=(1,1) . vé ie[1,4] est une base de FQ]‘[?22

Dans F}, on a : 1=(1,1,1,1),2; = (0,0,1,1),22 = (0,1,0,1) et 2125 = (0,0,0,1).
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3.1. codes de REED-MULLER classiques

~r=0,R(0,2) = {(0,0,0,0), (1,1,1,1)}.
- r = 17R(172) = {(17 17 17 1)7 (0707 17 1)7 (17 1707 0)7 (1707 170)7 (07 17 170)7 (1707 07 1)7 (0707 07 O)}'
~r=2R(2,2) = F}

3.1.2.3 Matrice génératrice d’'un code de Reed-Muller

Soit r € [|0, m|].D’aprées la définition ci-dessus,R(r,m) est un code linéaire de longueur

,
2™ et sa dimension est k = Z C}. d’aprés le théorémel.
i=0

Définition 3.1.2 Une matrice génératrice de R(r,m) est toute matrice de type k x 2™

donc les lignes sont constitués des vecteurs x!,1 € [1,m] et card(I) < r écrit dans une
base de F2F 2

Exemple 3.1.3

Ici,les vecteurs x!, I € [1,m] et card(I) <r sont écrits dans la base {v*,w € Fy*}.

-Une matrice génératrice de R(1,1) est |
-Le sous espace vectoriel R(1,2) est engendré par les vecteurs 1 = (1,1,1,1),2; = (0,0,1,1),
11 11
x9 =(0,1,0,1). Une matrice génératrice de R(1,2) est|0 0 1 1]
01 01
-R(1,3) est engendré par :
1=(1,1,1,1,1,1,1,1);21 = (0,0,0,0,1,1,1,1); 2 = (0,0,1,1,0,1,0,1); 25 = (0,1,0,1,0,0,1,1) ;
c(i’ou la matrice génératrice de R(1,3) est :
1 1

111111
000011171
001 101O0T1
010100171

3.1.2.4 Orthogonal d’un code de Reed-Muller

Proposition 3.1.5 L’application :

Em Em
<> By x Fy,?2 — Fy

(f.g) +— . fla)g(a)

m
aeF}
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3.1. codes de REED-MULLER classiques

est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée.

Proposition 3.1.6 R(m—-1,m)={f e F2FQm, > f(a) =0}

acFn
i)reuve:
Posons H = {f € FZFQM, > f(a) =0}.H est un sous-espace vectoriel de FQF'?,car H est le
noyau de 1’application lﬁr?éaire
p: FZFSR — F
foo— ) fla)

m
aek;

Montrons que : R(m—-1,m) c H.
Pour le faire,il suffit de montrer que VI c [|1,m|],card(I) <m-1,zf ¢ H.
Soit I c [1,m],card(I) <m-1.

— f est constante de valeur c,alors Z f(a)=c2"=0;
ackyn

— f n’est pas une constante,soit j € [|1,m|]. Alors :

> fla) = X 2'(a)

m m
acFy ack;

- Y Tl

(a1,...,an)eFyr 1l

= 2 (2 [la)

ajeFy a;#aj iel

- 2(Y e

a;#aj iel

=0 ]

Réciproquement,si J c [|1,m]|],card(J) <m, alors f = z125...7,,.
Z f(a) = Z a1ay...ay, =0+ .

aeF}" (a1,a2,....,am )eF3"

Donc,z! ¢ R(m —1,m) entraine z/ ¢ H. D’ou H ¢ R(m -1, m)

Proposition 3.1.7 Vr € [|0,m|], R(r,m)* = R(m -1 -1,m),0t R(r,m)* désigne [’ortho-

gonal de R(r,m)

Preuve:
Soit 7 € [|0,m|].R(r,m)* est un sous espace vectoriel de FQFQW

Soient f =zl et g =’ tel que cardl <r et cardJ <m-—r—1.
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3.2. Codes de Reed-Muller vu sur une algébre de groupe

card(IuJ) <m -1 implique fg = !/, (carVi € [1,m],2? = ;) et fg € R(m—1,m). et
d’apres la proposition 3.1.6,ona Y  f(a)g(a)=0. Donc R(m-r-1,m) < R(r,m)*.

m
aeF;

De plus :

dim(F, %) = dim(R(r,m))

Il
DO
3

|
\'M
Q

= dim(R(m-r-1,m))

En conclusion, R(r,m)* = R(m-r-1,m)

3.1.2.5 Poids minimum d’un code de Reed-Muller

Dans cette partie,nous nous servions essentiellement de la distance d,définie de la ma-

niére suivante :

d: PUEP)xP(FP) — N
(A, B) —N

Définition 3.1.3 ~ Soit s e P(F3"). Le poids de s est d(s,d) et est noté |s|
— On appelle distance minimal de R(m —r,m) le réel positif
min({d(A,B),A+ B,A,Be R(m-r,m)})
— On appelle poids minimum de R(m —r,m) le réel positif

min({d(A, @), A€ R(m-r,m)})
Remarque 3.1.2

Soit r € [|0,m]|]. Alors le poids minimum de R(m —r,m) est 2"

3.2 Codes de Reed-Muller vu sur une algébre de groupe

Dans cette partie, nous allons montrer que sur les algebres de groupes, les codes de
Reed-Muller sont exactement les puissances du radical. Ce résultat a été montré par

Berman dans [1].
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3.2. Codes de Reed-Muller vu sur une algébre de groupe

Rappel :
On appelle code de Reed-Muller d’ordre r de longueur 2™ le sous-espace-vectoriel de

F;;l engendré par {z!, I < [1,m] et card(I) <r}.
Soit j € N*.Montrons que P7 est engendrée de la méme fagon
Lemme 3.2 Soit S un sous ensemble non vide F;?.Alors

X9 518 est une famille libre

H (Xg — 1) ={ ge<S>

ge<s> 0 sinon

Ou < S > est le sous espace-vectoriel de F2F 2 engendré par S
Preuve:
Soient r e N et S =gy, 9o, ..., g- un sous ensemble de Fom

i) Supposons que S soient un systéme libre.Alors
T

[T (x7-1) = JIx7-1)

ge<S> i=1

2. 91
= Z (=1)"Hrl XieLs

Lrg[|1,r]]

Or pour tout L, ¢ [|1,7|], (-1)"1El =1 dans F} ;donc

gt
H (Xg _ 1) - Z (_1)T—|LT\X¢eLT
ge<S> Lyc[|t,r]
= Z Xh
he<S>

ii) Si S est un systéme lié, soit S’ € S tel que S’ soit un systéme libre. Soit gq € S\ S’
[[ xo-1) = [JI(X7-D)](X*-1)
geS’'ugo geS’
= > X"M(X%*-1)
he<S’>

— Z Xh+g0_ Z Xh

he<S’> he<S’> |
- Y Xhe Y X
he<S’> he<S’>
2 Y X"
he<S’>

=0

Puisque P est linéairement engendré par les produits de la forme
(X9 -1)(X92-1)...(X9% —1) ou les g; sont les éléments de FZFQW.LeS seuls j-sous ensemble

g1, 92, ---, g qui sont linéairement indépendant sont nécessaire pour engendré P
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3.3. Intérét pédagogique

Corollaire 3.2.1 PJ est engendré par les fonctions caractéristiques du Fy-algébre

Théoréme 3.2.1 (P.Charpin) /5] :
Le code de Reed-Muller R(m-j,m) est égal a P?

3.3 Intérét pédagogique

Ce travail nous a permis de :

e pouvoir saisir, rédiger et présenter des documents mathématiques et scientifiques de
qualité avec le logiciel KTEX ;

e maitriser certains logiciels mathématiques ;

e découvrir un champ d’application des mathématiques dont nous présenterons aux

¢éléves afin de les motiver
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CHAPITRE QUATRE

CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Les codes de Reed-Muller ont un lien trés fort avec les algébres de groupes. L’étude
des codes de Reed-Muller sur cette structure nous a permis de déterminer les propriétés
de ces codes.

Nous avons montré que les codes de Reed-Muller ont des propriétés algébriques intéres-
santes en ce sens qu’ils permettent une exploration utilisant les outils mis en place lors
de I’étude des idéaux de F[G]. Ces propriétés algébriques vont nous permettre d’étudier
I’encodage de ces codes et lorsqu’on y ajoute les propriétés combinatoire on peut étudier

I’encodage et le décodage de ces codes.
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