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& Résumé &

Dans ce mémoire, nous présentons quelques indices de pouvoir, puis les théories qualitatives
introduites par Freixas. Nous définissons et caractérisons les différentes classes qui contiennent
la classe des jeux simples complets. Le résultat le plus marquant qu’il faut relever et dont nous
rendons compte est que 1’équivalence ordinale est produite dans une classe suffisamment large
de jeux simples appelée classe des jeux simples semi complets. Ce résultat est une extension
du résultat de Diffo Lambo et Moulen sur I’équivalence ordinale valable dans la classe des jeux

simples m—robustes.

Mots clés : jeu simple, indice de pouvoir, relation de désirabilité, équivalence ordinale.
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& Abstract &

In this work, we present some power indices, and we also present qualitative theories introdu-
ced by Freixas. We define and caracterise different classes including the class of complete simple
games. The most significant result and that we return account is that the ordinal equivalence
is obtained in a larger class of simple games called the class of semi complete simple games.
This result is an extension of the Diffo Lambo and Moulen result on the ordinal equivalence in

the swap-robust simple games.

Key words : simple game, power indices, desirability relation, ordinal equivalence.
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& Introduction &

La théorie des jeux est un ensemble d’outils pour analyser des situations dans lesquelles
I’action optimale d'un agent dépend des anticipations qu’il forme sur la décision d’un autre
agent. Cette théorie classifie les jeux en fonction de leurs approches et résolutions. Les approches
les plus ordinaires sont : les jeux coopératifs et non coopératifs, les jeux simultanés et jeux
séquentiels, les jeux finis, les jeux a somme nulle et jeux & somme non nulle, les jeux repétés,
les jeux d’information, les jeux de mémoire et les jeux déterminés. Les jeux coopératifs qui
constituent notre centre d’intérét sont des jeux qui se caractérisent par la poursuite du méme
objectif par tous les joueurs. Pour rendre compte de maniére numérique du rapport de force qui
existe entre les différents participants d’un processus de vote, on a eu recours aux indices de
pouvoir. Le tout premier indice introduit fut celui de Shapley-Shubik en 1954. Quelques années
plus tard apparait son concurent intime, celui de Banzhaf (1965). Au fil des années, le nombre
des indices s’est considérablement accru. C’est ainsi qu’on distingue l'indice de Shapley-Shubik
(1954), de Dahl (1957), lindice de Banzhaf (1965), 'indice de Johnston (1978), de Deegan-
Packel (1978), d’Andjiga (1996)-Berg (1999), de Holler-Packel (1983), de Curiel (1987), de
Colomer-Martinez (1995), de Chakravarty (2000) et bien d’autres. A cause de la multiplicité
de ces indices, il se pose un probléme de comparaison de certains d’entre-eux.

La question est celle de savoir si, étant donnés deux indices [; et [, deux joueurs j; et
J2, les valeurs attribuées aux joueurs j; et jo par l'indice I; sont rangées dans le méme ordre
que les valeurs données a ces mémes joueurs par 'indice I5. Si tel est le cas, est-il possible de
caractériser les classes de jeux simples dans lesquelles ces rangements sont maintenus ? C’est le
probléme de I’équivalence ordinale. I; et 5 ci-dessus peuvent étre des théories quantitatives ou
des théories qualitatives du pouvoir. Plusieurs chercheurs se sont interessés a ce probléeme.

Allingham (1975) note que pour les jeux pondérés, I'indice de Shapley (1954) et l'indice de

Dahl (1957)(un indice équivalent a I'indice de Banzhaf) sont faiblement équivalents. Il ressort

1
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quelques exemples de jeux simples dans lesquels les préordres induits différent. Diffo Lambo
et Moulen (2002) prouvent 1'équivalence ordinale entre les indices de Shapley-Shubik (1954) et
Banzhaf (1965) dans les jeux simples complets mais ils laissent le probléme de caractérisation
de la classe des jeux simples dans lesquelles ces indices coincident. Carreras et Freixas (2008)
étendent le résultat de Diffo Lambo et Moulen (2002) a tout jeu simple faiblement complet.
Freixas (2010) étend le résultat de Carreras et Freixas (2008) sur les jeux simples semi cohérents
et partant des travaux précédent, il rappelle I'indice de pouvoir de Johnston (1978) et étudie
I’équivalence ordinale de ces trois théories du pouvoir. Cette équivalence ordinale des indices de
Shapley-Shubik (1954), Banzhaf (1965) et Johnston (1978) qui est un travail récent de Josep
Freixas (2012) est principalement 1'objet de notre étude.

Le présent mémoire est un compte rendu détaillé du travail de Josep Freixas (2012). 11 s’agit
de définir et caractériser les différentes classes de jeux et étudier 1’équivalence ordinale des trois
indices suscités dans une classe plus large qu’on appelle classe des jeux semi complets. Cette
classe contient d’autres classes de jeux comme la classe des jeux simples complets, celle des
jeux simples faiblement complets, celle des jeux légérement complets et celle des jeux simples
modérement complets. Nous prouvons que le classement induit par ces trois indices de pouvoir
coincide dans cette classe. Cette derniére est plus large que la classe des jeux simples m—robustes
qu’on appelle encore les jeux linéaires. Dans ce mémoire, nous nous interessons particuliérement
au travail de Freixas (2012) sur I’équivalence ordinale des indices de Shapley (1954), Banzhaf
(1965) et Johnston (1978). La classe des jeux simples dans laquelle les trois indices coincident
est ainsi obtenue. Nous revenons en détail sur ce résultat et nous comparons différentes classes
de jeux simples introduites par Freixas (2012).

Ce mémoire est structuré autour de quatre chapitres. Le premier chapitre consiste a rap-
peler les notions fondamentales sur les jeux simples, définir ces notions et présenter des jeux
simples, des jeux simples particuliers, les relations binaires, les notions de préordres, de sous
préordres. Le deuxiéme chapitre qui comporte deux parties est consacré a la mesure du pou-
voir dans les jeux simples. Ici nous présentons des théories qualitatives comme la relation de
désirabilité, la relation de faible désirabilité, de légére désirabilité, de désirabilité modérée et de
semi désirabilité ; ensuite nous parlons dans la deuxiéme partie les indices du pouvoir particu-
lierement I'indice de Shapley-Shubik (1954), de Banzhaf (1965), de Johnston (1978), d’Andjiga
(1996)-Berg (1999) et de Deegan-Packel (1978). Le troisiéme chapitre quant & lui consiste a

comparer les différentes théories qualitatives et dans la seconde partie 1’équivalence ordinale
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entre les indices de Shapley-Shubik (1954), Banzhaf (1965) et Johnston (1978). Le quatriéme
chapitre consiste a donner 'implication didactique de ce mémoire. Ce travail s’achéve par une

bréve conclusion.

3
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‘el Chapitre 1 ‘ * x

Notion de jeu simple

Dans ce chapitre, nous définissons et présentons certaines notions comme les relations bi-
naires sur les ensembles. Plus précisement, les relations d’équivalence, les relations d’ordre, les
préordres, les sous préordres, les relations similaires, les préordres induits. Nous allons égale-
ment définir les notions comme les jeux simples, ensuite présenter des jeux simples particuliers

et enfin I'extension de véto d’un jeu simple.

1.1 Relations binaires

De facon informelle, une relation binaire sur un ensemble F est une proposition qui lie entre
eux certains éléments de cet ensemble. Plus clairement, une relation binaire R sur un ensemble
E est définie par une partie G de £ x E. Si (i,7) € G, on dit que i est en relation avec j et
on note 1R j . Une relation binaire R sur un ensemble est dite :

— reflexive si : Vi € E, (iRi).

— transitive si : Vi, j,k € E, (iRj) et ( jRk) = (iRk).

— symétrique si : Vi, j € E,(iRj) = (jRi).

— antisymétrique si : Vi, j € E, ((iRj) et ( jRi)) =i = J.

— totale ou compléte si : Vi, j € E, on a soit (iRj), soit (jRi).

Une relation binaire est appelée :

— préordre si elle est reflexive et transitive.

— relation d’équivalence si elle est reflexive, symétrique et transitive.

— préordre strict si elle est asymétrique (1 R j) =>]( jRi ) et transitive.
Il s’en suit qu’un préordre strict est irreflexif (c’est-a-dire] (iR ) pour tout 7).

Relation entre les préordres :

4
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1.1. Relations binaires

Proposition 1.1. (a) Tout préordre > induit une relation d’équivalence ~ et un préordre
strict > définis respectivement de la maniére suivante :

1~ j siet seulement sii > jet j >0

1 > j si et seulement si ¢ > j et tel que :

(D) (imjetj>k)=1i>k.

(2)(i>jetjrk)—=1i>k.

(3) i &= j et i > j sont incompatibles.

(b) Réciproquement, une relation d’équivalence ~ et un préordre strict > satisfaisant(1) et

(2) induisent un préordre > défini par : i > j si et seulement si ¢ &~ j ou i > j.
Deéfinition 1.1. Etant donnés deux préordres >; et >5 sur N, on dit que :
— >7 est un sous préordre de >, si et seulement si :
Vi,j € N,(i>1]=>1i>27) et (i~ j =1 j).
— >7 est un presque sous préordre de >, si et seulement si :
Vi,j € N,i >y j=>12>9].

— Tout sous préordre est un presque sous préordre mais la réciproque n’est pas toujours
vraie car il peut arriver que l'on ait : @ >; j et © =4 J.

— >1n2 est le préordre défini par :
1> )<= i>1]eti>]
LR ] S 1R jetiRg ]

— >1n2 est un sous préordre de chacun des deux préordres > et >, .

— > et >, sont dits similaires si et seulement si :
Vi,j € N,i>1j <122 ]

1) Considérons les préordres >; et >5 et supposons que >; est sous préordre de > .
Si > est totale, il en est de méme pour >, et les 2 préordres coincident.
2) Deux relations similaires peuvent ne pas coincider mais aucune d’entre elles ne modifie
I'ordre établi par ’autre. Ceci signifie qu’on peut avoir deux préordres >; et >, similaires, qui
ne coincident pas; mais deés lors que ces relations sont similaires, pour tous électeurs ¢ et 7, on

n’a jamais ¢ > j et j >5 1.

B
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1.2. Jeux simples

Préordre induit

Etant donnés un jeu simple (N, v) et une fonction ¥ (v) qui & chaque i € N associe ¥;(v),
on définit le préordre >y sur N par : i >y j <= 1;(v) > 1;(v)

Ce préordre est total et est appelé préordre induit par la fonction ¢(v). On notera s’il n’y

a pas d’ambiguité >, au lieu de >y, .

1.2 Jeux simples

Un jeu est une situation conflictuelle entre des individus en interaction; ces individus
peuvent étre des personnes physiques, des entreprises, des pays, des continents...

Dans le cadre de notre travail, nous nous interesserons aux jeux simples qu’on appelle encore
jeu de controle ou votes " pour ou contre".

Généralités

Dans la suite, N désigne un ensemble fini non vide, 2V I’ensemble des parties non vides de

N.
Définition 1.2. Un jeu simple est un couple G = (N, W) ot W C 2V, W # ) et vérifie :

HvSe2N SeW = N\S ¢W.

2)VS, Te2N (SeWetScCT)=TeW.

Interprétation

-Tout élément de N est appelé joueur, électeur, votant ou agent.

Un joueur peut étre un individu, un groupe d’individus, une association, une entreprise, un
parti politique, un pays, un continent...

-Toute partie S non vide de N est appelée coalition.

Un élément de W est appelé coalition majoritaire ou gagnante ou tout simplement majorité.

-La condition (1) est appelée condition de propreté et la condition (2) est appelée condition
de monotonie.

-Un jeu simple est une traduction mathématique des situations de vote "pour ou contre". Ce
sont des situations de vote dans lesquelles on dispose d’une assemblée N et chaque fois qu’une
motion ou un projet est soumis a cette assemblée pour adoption, chaque membre a alors le choix
entre voter "pour" et voter "contre" 'adoption dudit projet. La décision collective dépend de
la configuration de vote obtenue. Si ’ensemble de tous ceux qui ont voté pour I'adoption du

projet est une coalition gagnante (c’est-a-dire S € W), alors la décision collective est 'adoption
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1.2. Jeux simples

du projet. Sinon, (si S € W), la décision collective est le rejet du projet. De ce fait, un jeu

simple est aussi une régle de vote.

Définition 1.3. Une coalition est appelée coalition gagnante minimale si elle ne contient
aucune coalition gagnante comme sous ensemble propre.
Un joueur décisif ou critique dans une coalition est un joueur qui appartient & cette coalition

et dont le retrait de cette coalition rend cette derniére perdante.

Notation 1.2.1. Un jeu simple peut également se noter par une paire ordonnée (N, v) o, N
est un ensemble fini non vide et v une fonction définie de 2V a valeurs dans {0, 1} telle que

v(S) soit égale a 1 si et seulement si S est une coalition gagnante.

Jeux simples particuliers

On suppose que N est un ensemble de cardinal n. On distingue :

L’unanimité

C’est la régle définie par : W = {N}; c’est-a-dire qu'une décision n’est adoptée que si tous
les électeurs votent "pour".

La dictature

Un jeu simple (N, W) est dit dictatorial sil existe i € N tel que :

vSe2N SewWeies.

Ici, il existe un individu tel qu’une décision n’est adoptée que si elle est supportée par ce dernier.
L’oligarchie

Un jeu simple (N, W) est dit oligarchique s’il existe 7' C N tel que :

VS eV SeW e TCS.

C’est-a-dire qu’il existe une groupe d’individus dont ’adoption d’'un projet de loi nécéssite le
soutien.

Vote a la majorité absolue ou majorité simple

Wem = {S e 2V :|S| > n/2}.

De fagon générale, la régle q-majoritaire, ¢ > 1/2 est définie comme suit :
WM =135 e 2V . |S|/n > q}.

L’adoption d’un projet de loi nécessite le soutien d’au moins la moitié de ses membres.

7
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1.2. Jeux simples

Les jeux simples pondérés

Un jeu simple est qualifié de pondéré lorsqu’il existe un quota ¢ et un poids w; positif pour
Lsi Y w >q
i€S _
0si > w; <q
i€S
Le nombre w; est interprété comme étant le poids ou dans certains cas, le nombre d’actions

chaque joueur i tel que : v(S) =

ou de voix que possede le joueur ¢ et le nombre ¢ est le total minimum de voix qu'une coalition
doit avoir pour faire passer une décision.

Les jeux simples pondérés sont encore appelés jeux simples a quota et constituent une classe
particuliere de jeux de vote.

Un jeu simple pondéré sera noté : G = [q;wy , ..., wyp| ou G = ((w;), q).

Si pour tout ¢ € N,w; = w on note : G = (w, q).

Illustration
Votes au conseil d’administration dans diverses structures par des individus (actionnaires)

dans une entreprise, vote par des partis politiques représentés & une assemblée nationale...

Les jeux simples m—robustes ou linéaires

Soit G = (N, v) un jeu simple.

On dit que G est m—robuste si : pour toutes coalitions S et T, tous joueurs i et j tels que
ieSeti €T, jeT et &S,

on a:

(S\{i}) U{s} € Wou (T\{j}) U{i} e W.

Dire qu'un jeu simple est m—robuste revient encore a dire que l'opération de permutation
de deux joueurs i et j entre deux coalitions gagnantes S et T' (i € S\T,j € T\S) conduit a
deux nouvelles coalitions dont 'une au moins est gagnante.

La classe des jeux simples m—robustes est une classe assez large qui contient en particulier

celle des jeux pondérés ainsi que le prouve le résultat suivant.
Proposition 1.2. Tout jeu simple pondéré est m—robuste.
Preuve
Soit v un jeu simple pondéré.

Considérons deux coalitions gagnantes S et T'; deux joueurs ¢z et j telsque: i € S;i € T;j €

T,j¢&5.
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1.2. Jeux simples

Posons : §' = (S\{i}) U {j}, 7" = (I\{j}) U {i}.

On veut montrer que parmi les coalitions S et T”, 'une au moins est gagnante.

v étant un jeu simple pondéré, il existe un nombre strictement positif ¢ et des nombres
positifs wy, ..., w, tels que : v = [g;wy, ..., wy].

Désignons par w; et w; les poids attribués aux joueurs respectifs i et j et supposons que :
Wi = Wj.

Puisque S € W,ona: > wg > q.

kes
De méme, T' € W entraine Y wy > q.
keT
Comme w; > wj, on aura : » wy = (Y, W) —wj +w; > > wy.
kel keT keT
Or > wy > ¢q par hypotheése ; d’oa 77 € W.
keT

Dot le résultat. B

La réciproque de cette proposition est fausse. Taylor et Zwicker(1999) ont prouvé qu'’il
existe des jeux simples m — robustes qui ne sont pas des jeux simples & quota. Par conséquent,
I’ensemble des jeux simples a quota est strictement contenu dans ’ensemble des jeux simples
m—robustes.

Extension de véto d’un jeu simple

Etant donné un jeu simple (N, v), j; un joueur tel que j; ¢ N, on définit ’extension de véto
de (N,v) avec j; comme joueur & véto ou joueur pivot, comme étant le jeu simple noté (N, )
et défini par : N = NU{ji} et VT C N, T est une coalition gagnante de (N, ) si et seulement
sij1 € T et v(T\{j1}) = 1. Ceci revient a dire que : VS C N, (S U{j;}) = v(5) et 8(S) = 0.

Si j, est un joueur qui n’appartient pas & N, on peut définir de la méme maniére la seconde
extension de véto de G avec j; et jo comme joueurs a véto respectifs de sorte que j, soit le

joueur & véto de (N, ).
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IR Chapitre 2 SRS

Mesure du pouvoir dans les jeux simples

Le pouvoir est un concept important dans I’étude des jeux simples. Pour un participant a
un processus de vote, le pouvoir peut se définir comme sa capacité a faire basculer le résultat
du vote ; c’est-a-dire sa capacité a changer une coalition gagnante en coalition perdante et vice
versa. On distingue les théories quantitatives qui permettent de rendre compte, numériquement,
de la réalité des rapports de force dans un processus de décision collective et les théories
qualitatives qui permettent de ranger les participants en fonction de leur influence dans le
jeu. Dans la premiére partie de ce chapitre intitulée approche cardinale, nous étudierons des
théories quantitatives du pouvoir et dans la seconde intitulée approche ordinale nous présentons

des théories qualitatives.

2.1 Approche cardinale

Les indices de pouvoir représentent des mesures quantitatives du pouvoir.

Dans cette section, nous présentons quelques uns de ces indices. Nous nous limitons aux
cinq indices suivants : 'indice de Shapley-Shubik, I'indice de Banzhaf, celui de Johnston, celui
d’Andjiga-Berg et celui de Deegan-Packel.

L’indice de Shapley-Shubik

Formulé par Lioyd Shapley et Martin Shubik en 1954, I'indice de Shapley-Shubik est le tout
premier indice de pouvoir. A l'origine, il s’agissait de la "valeur de Shapley", un concept de
théorie de jeu construit pour étre appliqué aux jeux sous forme de fonctions caractérisant la
classe des jeux simples. Shapley et Shubik I'ont proposé comme une mesure du pouvoir a priori
dans un processus de vote.

L’indice de Shapley-Shubik d’un électeur donne la probabilité pour que celui-ci soit décisif;

c’est-a-dire qu’il ait la capacité de transformer une coalition gagnante en coalition perdante.

10
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2.1. Approche cardinale

Etant données deux coalitions S et T, la probabilité qu’un joueur ¢ appartienne & la coalition
S est égale a la probabilité qu’il appartienne a la coalition 7.

Notons 7y, I'ensemble des permutations des joueurs d’un ensemble N (card(my) = n!).
Pour chaque permutation , la coalition S™ € P(N) est formée de I’ensemble des joueurs de N
positionnés avant le joueur i dans 7 y compris 7, ¢’est-a-dire : S™ = {j € N, 77 '(j) < 77 1(i)}.

Une permutation peut s’interpréter comme un processus de formation séquentielle de la
grande coalition.

Le processus de formation de cette coalition est le suivant :

— le joueur 7(1) en premiére position forme la coalition {7 (1)}

— le joueur 7(2) en deuxiéme position forme la coalition {r (1), 7(2)}.

Le processus se repéte jusqu’a 'étape n ou le joueur m(n) vote en dernier lieu et rejoint
I’ensemble des autres joueurs pour former la grande coalition V.

Pour tout jeu (N, v), la valeur de Shapley de ’électeur i est donnée par la relation :

$Si(v) = 3 EHEEE(S) —o(S\(iD)] (1),
SCNieS

Dans 'expression (1), le nombre :

*(s — 1)! compte le nombre de permutations possibles 7 des (s — 1) joueurs ayant pris part
au vote avant I’électeur 7 ;

x(n — s)! représente le nombre de permutations des (n — s) joueurs prennant part au vote
apres le joueur 1.

x Yy [v(S) —v(S\{i})] nous donne le nombre de coalitions pour lesquelles le joueur i

.

est déscefsif’?es

Cette expression revient a diviser le nombre de permutations pour lesquelles le joueur ¢ est
décisif par le nombre total de permutations possibles. La valeur de Shapley attribue donc a
chaque joueur la moyenne de ses contributions marginales aux coalitions auxquelles il appar-
tient.

Exemple

On suppose que les décisions sont prises par la régle de la majorité dans un organe composé

des joueurs A, B, C et D, qui ont respectivement 3, 2, 1 et 1 voix. Le seuil de vote de majorité

est 4. Il y a 24 ordres possibles pour ces membres de vote :
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ABCD ABDC ACBD ACDB ADBC ADCB
BACD BADC BCAD BCDA BDAC BDCA
CABD CADB CBAD CBDA CDAB CDBA
DABC DACB DBAC DBCA DCAB DCBA

Pour chaque séquence de vote, le joueur pivot (I’électeur qui atteint le premier la somme
cumulée de 4 ou plus) est en gras. Ici, I'électeur A est le joueur a véto dans 12 des 24 séquences).

Par conséquent, I’électeur A a l'indice de puissance 1/2.

Les autres électeurs ont un indice de puissance 1/6.

Curieusement, B n’a pas plus de pouvoir que C et D.

L’indice de Banzhaf

Connu aujourd’hui comme l'indice de pouvoir de Banzhaf, cet indice a initialement été
présenté par Penrose et fut en grande partie oublié par la suite. Il a été réinventé en 1965
par Banzhaf et réinventé une fois de plus par Coleman en 1971 avant d’étre incorporé dans la

littérature traditionnelle.

C’est un indice de pouvoir défini par la probabilité du changement des résultats d’un scrutin
ol les droits de vote ne sont pas nécessairement partagés de facon égale entre les électeurs. Pour
déterminer le pouvoir d’un électeur en utilisant cet indice, on commence par recenser toutes les
coalitions gagnantes puis, on compte tous les électeurs critiques.

Selon Banzhaf (1965), la mesure du pouvoir d’un joueur dépend du nombre de fois ou celui-
ci est décisif. Le pouvoir d'un électeur est défini comme la fraction de tous les votes critiques
qu’il pourrait exprimer.

Contrairement a celui de Shapley (1954), dans le processus de décision de Banzhaf (1965), le
vote n’est pas séquentiel et les coalitions votent en bloc. L’'indice normalisé de Banzhaf (1965)

du joueur ¢ est donné par la relation :

) vec difo) = ST [0(S) — o(S\{D);

Z d: ( ) SCN,icS

L’indice non normalisé de Banzhaf du joueur ¢ est défini par :

2. [(S) —v(S\{i})]

SCNieS

B7’<U) - gn—1
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Dans cette expression, le numérateur représente le nombre de coalitions pour lesquelles le
joueur 7 est décisif, tandis que le dénominateur représente le nombre de coalitions dont ¢ fait
partie. C’est donc le nombre de coalitions dans lesquelles le joueur i est décisif divisé par le
nombre total de coalitions contenant le joueur .

Illustration

Un jeu de vote simple, tiré de "Game theory and strategy" par Phillip D Straffin : [6;4,3,2,1]

Ces chiffres entre parenthéses signifient qu’un projet nécessite 6 voix pour étre adopté, que
I’électeur A dispose de quatre voix, I’électeur B de trois voix, 1’électeur C de deux voix, 1’électeur
D d’une voix. Les groupes gagnants, ol ont été surlignés en gras les électeurs décisifs sont les
suivants : AB, AC, ABC, ABD, ACD, BCD, ABCD.

Il y a au total 12 votes décisifs si bien qu’avec I'indice de Banzhaf, le pouvoir est réparti de

la maniére suivante :

) 3 3 1

AT PE T T T TP T 9
L’indice normalisé de Banzhaf est souvent associé au nom de Coleman et 'indice non nor-

malis¢ trouve son origine dans les travaux de Penrose (1946).

L’indice de Johnston

Johnston propose une modification de la pondération de l'indice de Banzhaf; il considére
que l'indice du pouvoir devrait dépendre du nombre de joueurs décisifs dans une coalition
donnée. Partant du fait que le pouvoir d’un joueur dans une coalition est d’autant plus faible
que le nombre de joueurs décisifs dans cette coalition est élevé, Johnston suggére que le pouvoir
attribuable a une coalition gagnante soit divisé égalitairement entre les différents votants décisifs
de cette coalition.

Dans un jeu simple (N, v), le score de Johnston du joueur i est donné par la relation :

Jiv) = ; | d(ls) [0(S) — v(S\{i})].

Dans cette expression, d(S) représente le nombre de joueurs décisifs dans la coalition S,
D;(S) est I'ensemble des coalitions pour lesquelles le joueur ¢ est décisif.

L’indice de Johnston du joueur ¢ est alors défini par :

g . Jz U)
MO ==y

JEN
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C’est le quotient du score de Johnston du joueur 7 par la somme des scores de tous les autres
joueurs de ’ensemble N. L’indice de Deegan-Packel

Deegan et Packel (1978) ont proposé un indice de pouvoir basé sur le principe de taille de
Ricker (1962). Ce principe revient & considérer que seules les coalitions minimales gagnantes se
forment.

Cet indice est obtenu en supposant que toutes les coalitions minimales gagnantes se forment
de maniére équiprobable et que chaque joueur d’une coalition minimale gagnante recoit un
"montant de pouvoir" inversement proportionnel a la taille de cette coalition.

Pour un jeu simple (N, v), l'indice de Deegan-Packel (1978) du joueur i est donné par la

relation :

DRW) = — 3 [u(8) ~ v(S\{i}]

(U> SeM(v),ieS

1 1
= ) 2

SeM (v)

3

ou, M (v) désigne ’ensemble des coalitions minimales gagnantes et m(v) est le cardinal de M (v).

Illustration

En reprenant ’exemple 2 et & partir du tableau 2, (puisqu’on se sert des coalitions minimales

gagnantes) on a :

1 3 3
DPQ(U) = Z—l*ﬁzg
1 1 1 5!
DH(U) = Z—l*(aﬁ-g)*ﬂ,v% b,C,d

L’indice d’Andjiga-Berg

Deux chercheurs Andjiga (1996) et Berg (1999), ont indépendamment 1'un et I’autre proposé
un indice fondé sur les deux principes suivants :

(p1) Seules les coalitions gagnantes se forment et elles se forment de maniére équiprobable.

(p2) Un joueur i d’une coalition S regoit une fraction de pouvoir inversement proportionnelle
a la taille s de cette coalition tant que le joueur ¢ est décisif dans S.

Pour un jeu simple (IV,v), le score d’Andiga-Berg du joueur i est donné par :

ABi(o) = —— 37 () ~ w(S\{iD](+);

SEGi(’U)
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Dans 'expression (%),

— g(v) désigne le nombre de coalitions gagnantes.

— G,(v) représente le nombre de coalitions gagnantes contenant le joueur i.
1

- > <[w(S) —v(S\{i})] nous donne la somme des proportions de joueurs décisifs dans

SeqG; (U)
chaque coalition.

L’indice d’Andjiga-Berg du joueur 7 est donné par la relation :

é:l AB;(v)

C’est le score d’Andjiga-Berg du joueur i divisé par la somme des scores de tous les autres

AB;(v) =

joueurs de la coalition.
Illustration

En reprenant I'exemple 2 ci-dessus, on obtient :

ABa(v) =

DN~

ABi(v) = =,¥i=b,c,d.

S’il est vrai que les théories quantitatives permettent de mesurer et d’attribuer des "valeur
du pouvoir" & un joueur donné, il existe aussi des théories qualitatives qui permettent de
comparer des individus sur la base de leur pouvoir ou influence dans le jeu. C’est 'objet de la

deuxiéme partie de ce chapitre.

2.2 Approche ordinale

Contrairement aux théories quantitatives qui mesurent le pouvoir d’un électeur par un in-
dice, les théories qualitatives produisent un classement des électeurs en fonction de leur influence
dans le jeu.

Dans cette section, (IV,v) désigne un jeu simple, i et j deux joueurs.

Définissons les ensembles suivants :
Ci={S C N /v(S) —v(S\{i}) =1},

I’ensemble des coalitions gagnantes pour lesquelles le joueur i est décisif.
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Ci(m) ={S € C; / |S| = m}, ensemble des coalitions de cardinal m pour lesquelles le joueur
i est décisif.

De la méme maniére, pour toute coalition gagnante S € W, on rappelle que d(S) est le
nombre de joueurs qui sont décisifs pour S.

Pour chaque élément i € N et chaque h tel que : 1 < h < n, C! est 'ensemble des coalitions

gagnantes ayant exactement h joueurs décisifs, le joueur i et h — 1 autres éléments :
Cl={SeC;:d(S)=h}.

La relation de désirabilité
Encore appelée relation d’influence, cette relation a été introduite par Allingham (1975) et

se définit de la maniére suivante :

Définition 2.1. Soient (N, W) un jeu simple, i et j deux joueurs.
1) i et j sont dits équidésirables (ou bien d’égale influence) noté i ~p j si pour toute

coalition S telle que i ¢ S,j ¢ S, on a :

SU{i} e W« SU{j} el

2) 7 est dit strictement plus désirable (ou strictement plus influent) que j noté i >p j si les
conditions suivantes sont satisfaites :

a) Pour toute coalition S telle que i ¢ S et j & S,

SU{jleW = Su{i} eW.

b) Il existe une coalition T telle que ¢ ¢ T et j ¢ T,

Tuli}eWetTU{j}¢W.
La relation induite de (1) et (2) et définie par :
i>pj<—= (SU{jleW = SU{i} e W)VS C N\{i,j}
est appelée relation de désirabilité et est notée >p .

Proposition 2.1. La relation de désirabilité (>p) est un préordre sur N.
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Preuve :
Soit v un jeu un simple et >p la relation d’influence définie sur N.
Si i, j et k sont des joueurs tels que i >p j et j >p k, montrons que ¢ >p k.

Soit S C N\{i, k} tel que v(S U{k}) = 1. On veut montrer que v(S U {i}) = 1.

S c N\{j, k}
a)Sij ¢S, alorsona: ¢ v(SU{k}) =1 =v(SU{j})=1
J>pk

S c N\{i,j}

Mais § v(SU{j}) =1 ,doncv(SU{i})=1.
i>pJ
b) Supposons que j € S et posons T'= S\{j}. Alors S =T U{j}.
D'ou SU{k} =T U{k}U{j} et donc v(T U{k}U{j}) = 1.
TU{k} c N\{i,j}
Or, § v(TU{k}u{j}) =1 doncv(TU{k}uU{i})=1.
i>pJ

Ou encore v(T'U{i} U{k}) = 1.

TuU{i} Cc N\{j,k}
Mais, ¢ o(TU{i}U{k}) =1 =o(TU{i}U{j}) =1

J>pk
D'ou, v(SU{i}) = 1.

Dans tous les cas, v(S U {i}) = 1.

Il s’en suit que i >p k, de sorte que >p est transitive.

La reflexivité est immédiate.

En effet, pour tout joueur 7, on a toujours S U {i} € W entraine S U {i} € W.
D’ou >p est un préordre sur N. l

Soient (N,v) un jeu simple, i et j deux joueurs.

1) Si ¢ est au moins aussi influent que j, alors pour tout entier m € {1,..,n}, on a :
|Ci(m)| = |C5(m)].

2) Si i est strictement plus influent que 7, alors I'inégalité ci-dessus est stricte pour au moins

une valeur de m c’est-a- dire :

dm € {1,...,n},|Ci(m)| > |C;(m)].
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Preuve
Soient i et j deux joueurs.

Supposons i >p j , soit m € {1,...,n}, montrons que : |C;(m)| > |C;(m)|. (1)

Pour cela, nous allons construire une application injective ¢ : Cj(m) — C;(m).

Soit S € C;(m).

Dans le but d’associer S & une coalition T' € C;(m), nous allons d’abord prouver que :

(a) sii € S alors, S € C;j(m) et

(b) si¢ ¢ S alors [S\{j}] U {i} € Ci(m)

(a) Supposons donc que i € S,

i € S entraine S € C;(m).

En effet, S € C;(m) entraine |S| =m et S € W.

Ceci entraine S € C;(m).

Il reste & montrer que S\{i} ¢ W.

Si S\{i} € W, en posant L = S\{i,j}, on a:

Ln{i,j}=0et LU{j} € W car, LU{j} = S\{i}.

Mais L U {j} € W entraine L U {i} € W, (car par hypothése, i est au moins aussi influent
que j).

De plus, LU {i} € W signifie que : S\{j} € W.

Ce qui contredit le fait que S € Cj(m) et par conséquent, S\{i} ¢ W.

(b) Sii ¢ 5, alors [(S\{;}) U {i}] € Ci(m).

En effet, d’aprés I'hypotheése, on a : |(S\{j}) U {i}| = m.

Il reste a prouver que (S\{j}) U{i} € W.

Pour prouver (1), nous construisons I’application

8 Cy(m) — Ci(m)

S si S e Ci(m)

(S\{3}) U{i} 5i S ¢ Culm)

L’application ¢ est bien définie c’est-a-dire : ¢(S) € C;(m) VS € Cj(m).
(i)Sii e S, S € C;(m).

S —

S| =m
En effet, S € C;(m) =
SeWw
1€S
Donc, si de plus ¢ € S, on aura : S| =m (%)
Sew
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Il reste a prouver la décisivité de ¢ dans la coalition S.
Si de plus S\{i} € W, posons L = S\{4,j} alorsona: LN{i,j} =0 et LU{j} € W (car
LU {j} = S\{i}).
Mais comme i est plus influent que j, on a : LU {i} € W.
Mais L U {i} = S\{j}. Ceci contredit le fait que S € C;(m).
D'oa S\{i} ¢ W.
D’ot, avec (x), on conclut que : S € C;(m).
(i) Sii ¢ S,
Par hypothése, on a : [[S\{j}] U {i}| = m.
Montrons a présent que [(S\{7}) U {i}]\{i} ¢ W et [S\{j}] U {i} € W.
Mais [(S\{7}) U{i}]\{i} = S\{s;5} et S\{i,j} € W;
Car si S\{7,j} € W, on aura, compte tenu de la monotonie, S\{j} € W.
Ce qui contredit le fait que S € C;(m).
Drou [(S\{j}) U {i}]\{i} ¢ W.
Il reste a montrer que [S\{j}| U {i} € W.
St[(S\{7}) U {i}] ¢ W, alors [S\{j}] U{j} ¢ W cari>p j
[S\{j}H U{j} ¢ W signifie que S ¢ W ; ce qui est une contradiction.
Dans tous les cas, on a : ¢(S) € C;(m).
Il en résulte que 'application ¢ est bien définie.
c) D’aprés (i) et (ii), on peut dire que I'application :
¢ : Cj(m) — Ci(m)
Ssiie S
S\{jrufipsii ¢ s
est telle que ¢(S) € C;(m), VS € C;(m).

S —

Ce qui signifie que ¢ est bien définie.

Pour prouver 'injection, nous considérons S,T" € C;(m) tel que l'on ait : ¢(5) = ¢(T).
On ne peut avoir ¢ ¢ S et i € T car si tel est le cas,

¢(S) = ¢(T) entrainerait [S\{j}| U {i} =T

ce qui serait une contradiction car j € 7.

De la méme maniére il est impossible d’avoir ¢ € S et ¢ ¢ T.

En effet, si tel est le cas ¢(S) = ¢(T) entrainerait comme ci-dessus S = [T\{j}] U {i}.
Ce qui est impossible car j € S.

Ainsi, pour prouver que S =T, on a seulement 2 cas & considérer :
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lecasie Setie T, puislecasi ¢ Seti¢T

SiieSetieT,ona:¢(S)=Seto(T)="T.

Do, ¢(S) = ¢(T) entraine S = T.

Siig SetigT, ona:d(S)=[S\{F}U{i} et o(T) = [I\{7}] U {i}.

Ainsi, 6(S) = 6(T) entraine [S\{j}] U {i} = [T\{j}] U {i}.

Ce qui équivaut & S =T.

D’ou 'application ¢ est injective.

2) Supposons que i est strictement plus influent que j

alorsona:i>pjet |(j>pi).

1 >pi) = ISCNtelque SN{i,j}=0;SU{il e W et SU{j} ¢ W.

Prenons s = |S| et montrons d’abord que S U {i} € C;(s + 1).

Par définition de S, on a S U {i} € W.

Nous devons & présent montrer que S ¢ W.

Si S € W, on aura compte tenu de la monotonie S U {j} € W. Mais, par définition de S,
SUu{itew

Donc S ¢ W.

Pour montrer qu’il existe m tel que |C;(m)| > |C;(m)|, nous prenons m = s + 1.

Puisque i >p j, I'application ¢ construite ci-dessus définie de Cj(s + 1) vers C;(s + 1) est
injective.

La preuve de I'inégalité stricte est obtenue en prouvant que ¢ n’est pas surjective.

Nous avons montré ci-dessus que S U {i} € Ci(s + 1).

Si l'application ¢ est surjective, il existe T' € C;(s + 1) tel que ¢(T") = S U {i}.

SiTesttelquei e Tona:¢(T)="T or,p(T)=SU{i}.

Ceci entraine SU {i} = T.

Mais comme par définition de S, on a: j ¢ SU{i} tandis que j € T, on a une contradiction.

Il en résulte que 1" n’existe pas et 'application ¢ n’est pas surjective.

D’ot, pour m = s+ 1, on a : |C;(m)| > |C;(m)|. B

Proposition 2.2. La relation d’influence est totale si et seulement si le jeu simple est m —

robuste.

Preuve :

Soit (N,v) un jeu simple.
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Supposons que v n’est pas m-robuste.
Ceci signifie qu'il existe deux coalitions S, T € W; et il existe i et j deux joueurs tels que
’on ait :
i€8,1¢T,7¢S5 jeT et
S\{iH) u{jr ¢ W
(M uliz ¢w
Or >p est totale sur N.et 7,5 € N; d’ot, on a soit ¢ >p 7, soit j >p i.
Supposons ¢ >p J.
Si on pose L = T\{j}, on obtient :

LU{j} =T eWet LU{i} = (T\{j})U{i} ¢ W.

Ce qui contredit le fait que i >p j.
D’ou la relation d’influence (>p) n’est pas totale sur N.
Ainsi, si la relation d’influence est totale le jeu simple considéré est m—robuste.
Réciproquement, supposons que la relation d’influence ne soit pas totale.
Si >p n’est pas totale, il existe ¢, € N tel que I"on ait : |(i >p j) et |(j >p 9).
Dou, il existe S C N, SN{i,j} =0,SU{i} e Wet SU{j} ¢ W et
il existe T'C N, TN{i,j} =0,TU{j} e WetTU{i} ¢ W.
En posant U = SU{i},V =T U {j},
ona:UeWiclUj¢UetVeWjeVigV.
Mais Ly = (U\{i}) U{j} = SU{j} ¢ W,
L= (\GHU{i} =T Ui} ¢ W,
Ce qui implique que v n’est pas m-robuste.
On vient de montrer que si v est m—robuste, la relation d’influence est totale.
D’ou I'équivalence. B
Nous revisitons dans ce qui suit des résultats dis a Diffo-Moulen (2002) sur la relation

d’influence et I'extension de véto d’un jeu simple.
Proposition 2.3. La relation d’influence est maintenue dans ’extension de véto de tout jeu
simple.

Preuve
Soient G = (N, W) un jeu simple G; = (N, W) son extension de véto avec j; comme joueur

a véto.
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Notons >p la relation d’influence sur G' et >p, la relation d’influence sur Gj.

Pour démonter cette proposition, il suffit de prouver que >p est maintenue sur GG1; c¢’est-a-
dire :

Vi,j € N,i >p j<=1>p, J.

Supposons i >p j et prenons T'C N U {ji} tel que TN {i,j} =0 et TU{j} € W.

TU{j} e W = j, € TU{j}.

Ceci entraine j; € T car 5 € N.

De plus T U {j} € W implique que (T'U {j})\{j1} € W (par définition de W) ; et puisque
i >p 4, (T\{51}) U {i} € W. C’est-a-dire TU {i} € W

D’ou, @ >p, j.

Réciproquement, supposons que i >p, j et considérons T C N tel que TN {i,j} = 0 et
TU{j} eW.

Par définition de W; T U {j} U {ji} € W.

Mais puisque i >p, 7, on déduit que 77U {j;} U {i} € W.

De plus, par définition de W, T U {j;:} U {i} € W entraine T'U {i} € W.

Ce qui conduit a ¢ >p 5. A

Enoncons a présent le résultat suivant sur I'extension de véto d’un jeu simple m—robuste.

Proposition 2.4. Soit G un jeu simple, (G; son extension de véto.

G est m-robuste si et seulement si GG est w-robuste.

Preuve

Supposons que G soit m—robuste.

Le jeu simple G est m—robuste entraine que la relation d’influence est totale sur V.

Mais, puisque la relation d’influence est maintenue sur toute extension de véto de G, il suffit
de prouver que j; >p, ¢ pour conclure que >p est complete sur V.

Le fait que j; >p, ¢ est immédiat puisque, j; est un joueur a véto, il est plus influent que
tous les joueurs de ’ensemble V.

Ainsi la relation (>p,) est totale sur N et G est m—robuste.

Réciproquement, supposons que G est m—robuste.

G est T—robuste équivaut a >p, est totale sur N (d’aprés la proposition 2.2 ).

D’otl, >p est totale sur N (car N C N).
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Mais, puisque la relation (>p,) est maintenue et >p coincide avec >p, sur N, il s’en suit

que la relation de désirabilité >p est totale. Par conséquent G est m—robuste. ll

Définition 2.2. Un jeu simple v sur N est dit complet lorsque >p, la relation de désirabilité
est totale.

On note COM la classe des jeux simples complets sur V.

En plus de la relation de désirabilité, on a la relation de faible désirabilité.
La relation de faible désirabilité
La relation de faible désirabilité ou de faible influence a été considérée par Diffo-Moulen

(2002) et formalisée par Freixas(2012).

Définition 2.3. i et j étant deux éléments de ’ensemble N des électeurs, le joueur i est dit

faiblement plus désirable que j noté ¢ >, j si et seulement si :
|Ci(k)| > |C;(k)| VE € {1, ...,n}
ou Ci(k) ={S € C;:|S| =k}.

Proposition 2.5. La relation de faible désirabilité >, (respectivement de faible désirabilité

stricte >,) est un préordre sur N.

Preuve

Soient i, j et t trois joueurs tels que i >4 7 et 7 >4 t.

Par définition de la faible désirabilité, i >4 j = |Ci(k)| > |C;(k)| Vk € {1,....,n} et j >4
t=|Ci(k)| > |Ci(k)| VE € {1,...,n}.

Soit k € {1,..n} quelconque.

Ona: |Ci(k)| = C;(k)] et 1C;(k)| = |Ch(k)].

D’ou, par transitivité de >, on peut écrire |C;(k)| > |Cy(k)| ;c’est-a-dire i >4 ¢.

Ainsi, >, est transitive.

La reflexivité étant immédiate, nous pouvons conclure que >, est un préordre sur N.

On démontre exactement de la méme maniére que >4 est un préordre sur N.H

Définition 2.4. Un jeu simple v sur N est faiblement complet lorsque >, la relation de faible

désirabilité est totale.
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On note WEAKC la classe des jeux simples faiblement complets sur N.

Rappelons la définition de trois autres théories ordinales de pouvoir introduites par Freixas
(2012) : la relation de légére désirabilité, la relation de désirabilité modérée, la relation de semi

désirabilité.

La relation de légére désirabilité

Nous rappelons que :

Etant donné un jeu simple (N,v), pour tout i € N et tout h € {1,...n}, C! désigne
I’ensemble formé de toutes les coalitions de C; ayant exactement h joueurs décisifs dont le

joueur 7 et exactement h — 1 autres joueurs décisifs.

Définition 2.5. La relation de légére désirabilité notée >4 est définie par :

i >4 j siet seulement si Y5 _, [CF| > S2F_, |Ch|, Yk € {1,...,n}.
Proposition 2.6. La relation de légére désirabilité (>4) est un préordre sur N.

Preuve Soient ¢, ) et ¢ trois électeurs tels que ¢ >4 j et 7 >4 t.

On a : i >4 j signifie que SF_ |CF| > ZZ=1‘C;‘L|» Vk € {1,...,n} et j >4 t signifie
S [CH = S IR, i € {1, ),

On veut prouver que : S r_ |CF > SF_ |C]|, Vk € {1,...,n}.

Pour k € {1,..,n}, ona: 3y [CF >S5 |Ch et S5 [Ch > S5, |CP|. Dot

S |CH > Sk |Ck, Wk € {1,...,n} et >4 est transitive,

La reflexivité est immeédiate.

En effet, pour tout i € N, on a toujours : Y.r_, |CF| > S2F_ |CF|,Vk € {1, ...,n}.

Il en résulte que la relation de légére désirabilité est un préordre sur N. B

Définition 2.6. Un jeu simple v sur N est dit légérement complet lorsque >, la relation de
légere désirabilité est totale sur N.

On note FEEBC la classe des jeux légérement complets.

Il n’y a pas de relation entre >, et >4 en ce sens que ni >4 n’est un sous préordre de >,
ni >4 n’est un sous préordre de >, .

En plus de ce préordre, on a la relation de désirabilité modérée.

La relation de désirabilité modérée

Considérons le jeu simple (N, W), deux joueurs i, j € N.
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Définition 2.7. i >, j siet seulement si i >4 j et |Ci] > |C}].
1 R4« 7 sl et seulement si i =y J.
La relation >g4+, déduite des deux relations ci-dessus est appelée relation de désirabilité

modérée.
Proposition 2.7. La relation de désirabilité modérée est un préordre sur N.

Preuve Soient 7, j et t trois joueurs tels que : i >4 j et j >4« L.

On a:
i>g jet |G| >0l ouirg g

j>atet|C; > |Ciloujmgt
Sii>g g, |Ci| > |Cil et i >a t, |Cj| > |Cy|, ona:i >y t, car >4 est transitive.On a aussi
|C;| > |Cy| car >, définie sur I'ensemble des entiers est transitive.
Tout ceci entraine ¢ >4« t.

Sii>g g, |Ci| > |Cil et j~gt,ona:

k k
JRat=Y_|C1 =" |C.Vk € {1,....n}(x).
h=1 h=1

En appliquant la relation ci-dessus au cas k = n, on obtient : |C;| = |C}|.

D’ou, avec |C;| > |C}], on peut écrire : |C;| > |Cy| (1).

De plus, j =4 t entraine j >4 t. D’ou, avec ¢ > j et compte tenu de la transitivité de >,
on peut écrire : ¢ >, t (2).

Il résulte des relations (1) et (2) que : i >4« t.

Sii~y jetj~gtalorsi~gt. Cequientraine ¢ >4 t.

La relation de désirabilité modérée est transitive.

La reflexivité étant immédiate, il résulte de tout ce qui précede que la relation de désirabilité

modérée est un préordre sur N. l

Définition 2.8. Un jeu simple v sur N est dit modérement complet lorsque la relation de
désirabilité modérée >4 est totale sur V.

On note MODC la classe de jeux simples modérement complets.

n
De la définition 2.7 et considérant le fait que : |C;] = > |C?|, il vient que la relation de
h=1
désirabilité modérée (>4+) est un sous préordre de la relation de légere désirabilité (>4).
La réciproque est fausse. L’exemple ci-dessous nous donne le cas d’un jeu modérement

complet qui n’est pas légérement complet.
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Exemple Définissons le jeu (N, W) de la maniére suivante :

N =1{1,2,3,4,5,6} est 'ensemble des électeurs, W™ = {{1,3,6},{2,5},{4,5},{5,6}} est
I’ensemble des coalitions minimales gagnantes. On a le tableau suivant :
CHLICE] 1G]] 1G]] 1C3] | ICT]
=131 0 0 4 0 0 0
=241 0 4 0 0 0 0
j=b 8 14 0 0 0 0
j=6 0 4 4 0 0 0
A partir de ce tableau, on peut observer que ce jeu n’est pas modérement complet puisqu’on

k k k
a: (1 >4 2) et ](2 >4 1). Par contre, Vk € {1,2,3,4,5,6}, > |C2| > > |CE| > > |Ch| =
h=1 h=1 h=1

k k k
h| _ h| _ h

> G = X2 16T = >0 IG5
Dot,ona:5 >4 6 >y 2~z 4 ~g 1 x4 3; ce qui prouve que ce jeu est légérement complet.
A partir des préordres >4, >4 et >4+, nous construisons dans le paragraphe ci-dessous un

nouveau préordre .

La relation de semi désirabilité
Commencons par énoncer le résultat suivant qui stipule que les préordres >;n4+ et >gna

coincident.

Proposition 2.8. Soient (N,v) un jeu simple, i et j deux joueurs.

On a les équivalences suivantes :
T >and j <= 1 >gna j
LR gnd ] <=1 Rdnd+ J
Preuve

Soit i,5 € N.

Sii>g jalorsi >y j.

D'ow, ¢ >4ngx ] = 1 >ana J-

Réciproquement, si ¢ >gng j alors ¢ >4 j et ¢ >4 j. Mais ¢ >, j entraine ¢ >3 j c’est-a-dire
1Cs] > |C;, Aot i >4 j.

La seconde partie de la démonstration est une conséquence immédiate du fait que

PRy =i~y j. 1

Cette proposition nous permet de définir la relation de semi désirabilité.
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Définition 2.9. Soit v un jeu simple sur N.
Le préordre >4~y coincide avec le préordre >4q4+ et est appelé relation de semi désirabilité.
Il se note .
De cette définition, il vient que la semi désirabilité est un sous préordre de la relation de

faible désirabilité (>4) et de la relation de légere désirabilité (>4 ).

Définition 2.10. Le jeu simple v sur N est dit semi complet lorsque la relation de semi
désirabilité est totale sur N.

On note SEMC' la classe des jeux simples semi complets.

En somme, dans ce chapitre, on a présenté quelques indices du pouvoir et recensé les théories
qualitatives introduites par Freixas. On se pose la question de savoir s’il est possible de faire

une comparaison entre ces différentes théories.
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IR Chapitre 3 SRS

Equivalence ordinale de quelques théories

de pouvoir

Au regard de la multiplicité des indices de pouvoir dans les jeux simples, on peut effectuer
une comparaison entre ces différentes mesures. Les valeurs attribuées a chacun des joueurs par
chaque indice pendant un processus de vote étant extrémement dispersées, pour suggérer un
classement ou une comparaison plus fructueuse, il est nécessaire d’évaluer et de produire un
classement de ces indices de pouvoir. Dans ce chapitre, aprés avoir établi les relations qui existent
entre les théories qualitatives du pouvoir dans la premiére partie, nous présentons dans la
seconde partie les relations qui existent entre théories qualitatives et théories quantitatives d’une
part puis, entre les théories quantitatives d’autre part. Les théories quantitatives auxquelles
nous nous interessons spécialement sont les indices de Shapley-Shubik (1954), de Banzhaf (1965)
et de Johnston (1978).

3.1 Relation entre les théories qualitatives de pouvoir

Les relations de désirabilité, de faible désirabilité, de légére désirabilité, de désirabilité mo-
dérée et de semi désirabilité sont les théories qualitatives du pouvoir que nous avons définies
dans le chapitre précédent. Dans cette partie, il est question de voir et d’établir les relations
qui existent entre ces différentes théories.

Commengons par énoncer le résultat suivant sur les relations de désirabilité et de faible

désirabilité.

Proposition 3.1. La relation de désirabilité (>p) est un sous préordre de la relation de faible

désirabilité (>4).
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Preuve

Soient (N, v) un jeu simple; i,j € N. On pose N = {1,...,n}.
Supposons i >p j. Soit m € {1,...,n}.

D’apres la deuxieéme partie du lemme 2.1, on a : |C;(m)| > |C;(m)].
Mais, |C;(m)| > |Cj(m)| Vm € {1, ...,n} signifie i >, j.
Siimpj,alorsVS C N, SU{i} e W& SU{j} e W.

D’ou, |C;(m)| = |Cj(m)| Vm € {1, ...,n}, Clest-a-dire i =4 j.

D’ou le résultat. B

Enoncons le lemme suivant :

Soient (N, v) un jeu simple, ¢ et j deux joueurs. S C N une coalition telle que |S| = s.

S’il existe h tel que 1 < h < s tel que 'on ait S € C']}-‘, alors il existe < h tel que S € CT
ou (S\{j}) U {i} € C7.

Preuve

Pour prouver ce lemme nous allons supposer que i ¢ S et S € C]’-‘; car sinon on aurait
S € C! et par conséquent r = h.

Supposons dans un premier temps que l'on ait i ¢ S et que [ # i est aussi décisif pour ¢;;(.5)

ou t;;(S) est 'application injective définie par :
Ssiie s
(S\{jHU{i}siigs

Ceci conduit a [ € t;;(S) € CF, pour r > 2.

ti;(S) =

Montrons a présent que h > r.

Pour cela, nous allons montrer que si [ est décisif pour ¢;;(.5), il 'est aussi pour S.

Mais [ décisif pour ¢;;(S) signifie que ¢;;(S) € W tandis que ¢;;(S)\{l} ¢ W.

D’ou S\{l} ¢ W puisque i >p j et comme nous avons supposé¢ que S € CJ’?, S est une

coalition gagnante et par conséquent, [ est décisif dans S et h > r. B

Proposition 3.2. La relation de désirabilité est un sous préordre de la relation de désirabilité

modérée et de la relation de légére désirabilité.

Preuve

Soit 7,7 € N tel que i >p j.

On veut montrer que i >y j et 7 >4 7.
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Nous commencons par montrer que : pour tous ¢, j éléments de N, ¢ >p j entraine i >4 j.
LRy ]

Ceci prouve en particulier que ¢ ~p j entraine
1 R2gx ]

Supposons ¢ >p J.

Ceci signifie que t;;(C;) C C; ot t;; est 'application injective définie par :

Ssite S

tij(S) =
(S\{7pH) u{i}siigs

Pour ¢ € {1,...,n}, posons ¢/ = {S C N,S € C},r < ¢}, 'ensemble des coalitions ayant au
plus ¢ joueurs décisifs parmi lesquels j.
Ona: (!l =Uvl_ CL
q
Cette réunion étant disjointe, on a : [f| = > |C}].
t=1
k k
On sait que pour 7,j € N, i >4 j signifie que : Y7 |C}'| > 37 |C7] Vk € {1,...,n}.
h=1 h=1
Ce qui revient & dire que : Vk € {1,...,n}, on a : [¢f| > |},
fZ](S) =Ssi1i1es
fii(8) = [S\{sHU{i}sii g S

Pour montrer que ¢ >4 j, prenons S € Cj’?, alors il existe h < k, S € C'jh.

Pour k € {1, ...,n} fixé, on définit f;; : CJ’“ — ¢F par :

Mais d’apreés le lemme 3.1, il existe r < h tel que ¢;;(S) = fi;(S) € C7.

Ceci entraine f;;(S) € ¢F.

Dou [¢F| > []]; c’est-a-dire hzk:l |Ch| > hzkjl 1CH.

Dou i >4 j.

(ii) Pour montrer que >p est un sous préordre de >4 et >4, il reste & montrer que : i >p j
entraine ¢ >y 7 et © >4« J.

Mais si ¢ >p j , compte tenu des propositions précédentes, on aura i >z j, c’est-a- dire
G| > [C5l.

Ceci montre que i >4+ j et par conséquent ¢ >4 j (puisque la relation de désirabilité modérée
est un sous préordre de la relation de légere désirabilité). H

Dans la proposition suivante, on compare la relation de semi désirabilité avec les autres

théories qualitatives définies au chapitre deux.

Proposition 3.3. Soit v un jeu simple sur NV, alors :

(i) La relation de désirabilité >p est un sous préordre de la relation de semi désirabilité.
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(ii) La relation de semi désirabilité > est un sous préordre de la faible désirabilité (>4), de

la relation de désirabilité modérée (>4+) et de la légere désirabilité (>4).

Preuve

(i) Soit 7,5 € N tel que : i >p j.

Comme la relation de désirabilité est un sous préordre de la relation de faible désirabilité
et de la relation de désirabilité modérée, on a :

1 >4 et 1 >4 7 donc i >4ngx J cest-a-dire ¢ >~ 7.

(ii) Découle immédiatement de la relation de semi désirabilité.

En effet, si on a deux électeurs 7 et j tels que ¢ = 7, alors comme ¢ > j signifie 1 >4~4 j Ou
encore ¢ >gng+ J, nous avons alors ¢ >4 j, 2 =g J, © =g+ J.

D’ou le résultat. B

3.2 Equivalence ordinale entre quelques théories de pou-
voir

Etant donnés un jeu simple (N, v), deux indices de pouvoir ¢ et ¢’ sont dits ordinalement
équivalents si et seulement si les préordres qu’ils induisent coincident. Ceci revient a dire que

pour tous 7,7 € N, on a les équivalences suivantes :

Vi >y = Y > Y

b=y = Y=

Deux indices de pouvoir ordinalement équivalents rangent les joueurs exactement de la
méme maniére. On dit qu’ils induisent la méme hiérarchie sur N.

Commencons cette partie en énoncant la proposition suivante :

Proposition 3.4. Soit (N, W) un jeu simple m—robuste, i et j deux électeurs.
Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) 7 est au moins aussi influent que 7.

(#7) Pour tout entier m, 1 <m <mn, on a : |C;(m)| > |C;(m)|.
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Preuve

(i)==(ii) a été prouvé au lemme 2.1.

(ii)==(i) Supposons que (i) soit fausse.

Le jeu que nous avons considéré étant m—robuste, on obtient de la proposition 2.1 que la
relation d’influence est totale sur N.

Ainsi (i) fausse conduit a j plus influent que 7.

En appliquant ceci & la deuxiéme partie du lemme 2.1, nous concluons qu’il existe m,

1 <m <mn, tel que |Cj(m)| > |C;(m)| c’est-a-dire que (ii) est fausse.

On vient de démontrer que (ii)==(i).

D’ou I'équivalence est montrée. B

En combinant la proposition 3.4 et le lemme 2.1, on obtient le résultat suivant qui se

démontre de la méme maniére que la proposition 2.2.

Proposition 3.5. Soit v un jeu simple m-robuste, ¢ et 7 deux joueurs.
Les assertations suivantes sont équivalentes :
(i) ¢ est (strictement) plus influent que j.
(ii) Pour tout entier m , tel que 1 <m <n, |C;(m)| > |C;(m)].

Cette derniére inégalité est stricte pour au moins une valeur de m.
Le résultat ci-dessous est dii a Diffo Lambo et Moulen (2002).

Proposition 3.6. Pour tout jeu simple, la relation d’influence est un sous préordre des pré-

ordres induits par les indices de Shaley-Shubik (>,) et de Banzhaf (>3).
Preuve

Cherchons d’abord une expression plus favorable de B;(v) et de SS;(v).
On a:
1 .
SSi(v) = — > (s = Dl(n = s)[o(S) = v(S\{i})].
" SCN

Le terme Y [v(S) — v(S\{i})] représente le nombre de coalitions dans lesquelles le joueur
SCN
i est décisif.

On a donc : SS;(v) = & i (n—m)!l(s —1)!

Bi(v) = i 3 [(S) —v(S\{i})]

SCN
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n

m=1 €Cq(

3 <>|

Sii>p j, on a_toujours |C;(m)| > |C;(m). Par conséquent,

Ce qui prouve que :

SSi(v) > SS;(v).

Si i > j , l'inégalité (%) est encore vraie mais, il existe au moins une valeur de m pour
laquelle, on a : |C;(m)| > |Cj(m)| et par conséquent l'inégalité () devient stricte; c’est-a-dire :
SSi(v) > SS;(v).

De méme, sii >p j on a:

|Ci(m)| = |C5(m))|

et alors,

inDC |>2n12|c B;(v) (%),

Ceci prouve que :

Lorsque ¢ >p j, il existe au moins une valeur de m pour laquelle on a : |C;(m)| > |C;(m)|

et la relation (xx) devient stricte. B

Proposition 3.7. Le préordre induit par 'indice de Shapley (>,) est maintenu dans 'exten-
sion de véto de tout jeu simple c’est-a-dire : Vi,j € N, si i >4 j dans N, alors ¢ >, j dans
N.

Preuve

Puisque la relation de Shapley (>,) est un sous préordre de la reation de désirabilité et que
la relation de désirabilité est maintenue dans I’extension de tout jeu simple, on conclut que la
relation de Shapley y est également maintenue. B

La proposition suivante nous donne la condition nécessaire et suffisante pour que les pré-

ordres >p, >, et >3 coincident.
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Proposition 3.8. Les préordres >p, >4 et >4 coincident dans un jeu simple si et seulement

si ce dernier est m-robuste.

Preuve

Soit (N, v) un jeu simple.

Supposons que les trois préordres >p, >4 et >3 coincident sur N.

Puisque >4 est totale sur NV, >p y est aussi totale.

>p totale signifie (d’aprés la proposition 2.2) que v est m—robuste.

Réciproquement si v est m—robuste, d’aprés la proposition(2.2), >p est totale.

Mais comme > est un sous préordre de >, et >4 (d’apres la proposition 3.6), ces derniers
sont aussi des préordres totaux.

D’ou, >p, >4 et >4 coincident sur N. B

Carreras et Freixas (2008) montrent le résultat ci-dessous qui stipule que la relation de faible

désirabilité est un sous préordre des préordres induits par les indices de Banzhaf et de Shapley.

Proposition 3.9. La relation de faible désirabilité >, est un sous préordre des préordres

induits par les indices de Banzhaf (>3) et de Shapley (>).

Proposition 3.10. La relation de légére désirabilité (>4) est un presque sous préordre du
préordre induit par 'indice de Banzhaf (>4) et un sous préordre du préordre induit par I'indice

de Johnston (>,).

Preuve
Soit 7,7 € N.
Sii >y j alors i |Ch > i |CI Wk, 1 <k <n.
h=1 h=1
En particulier, pour k =n, on a : Zn: |Ch| > zn: |CI; cest-a-dire : |Ci| > |Cy.
D’ou,ona: i >4 j. = =
>4 est donc un sous préordre du préordre induit par 'indice de Banzhaf.

Montrons & présent que >4 est un sous préordre de (>,) préordre induit par I'indice de

Johnston. On a : y;(v) = > |CP|.
h=1

k k
Ainsi, si i >q j, alors Y [CP| > 7 |CF| Vk,1 <k <n.
h=1 h=1
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Nous pouvons alors écrire :

%) =) = (1-1/2) Z!ChI—ZICh (1/2-1/3) ZICh\—Z\Ch

+(1/(n=1) = 1/%)(2 CF] = Z PN +1/n(Y ] 1CH = Y 1CH]) (+)-

Puisque tous les termes de I'expression () sont positifs on a : v;(v) — v;(v) > 0, de sorte

que v;(v) > ;(v).
D'ou i >, j.

Sii >y j alors,
k k
dICH =D |CH VE 1<k <n.
h=1 h=1

Mais pour un certain k, on a :

k k
d.Ict =10
h=1 h=1

Ainsi, au moins un terme de la somme (*) est positif; de sorte que v;(v) > 7;(v), c’est-a-dire
i >y ]

D’ou, >4 est un sous préordre du préordre induit par I'indice de Johnston. l

Dans la proposition ci-dessous, on compare la relation de désirabilité modérée avec les

préordres induits par les indices de Banzhaf et de Johnston.

Proposition 3.11. La relation de désirabilité modérée est un sous préordre des préordres

induits par les indices de Banzhaf (>4) et de Johnston (>.).

Preuve

Puisque la relation de désirabilité modérée est un sous préordre de la légere désirabilité,
et que la légére désirabilité est un sous préordre du préordre induit par l'indice de Johnston
(>,) (voir proposition 3.10), nous concluons que la désirabilité modérée est un sous préordre
du préordre induit par I'indice de Johnston.

Par ailleurs, de la proposition ci-dessus, nous déduisons que la relation de désirabilité mo-
dérée est un presque sous préordre du préordre induit par I'indice de Banzhaf.

D’ot, il nous reste a montrer que : Vi,j € N,i >4 j entraine ¢ >3 j.

Mais ceci est une conséquence immédiate de la définition (car i >4 j = i >4 j et

|Cil > |C5)).
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Proposition 3.12. La relation de semi désirabilité > est un sous préordre des préordres

induits par les indices de Banzhaf (>g), de Shapley (>,) et de Johnston (>,).

Preuve

Pour montrer que la relation de semi désirabilité est un sous préordre des préordres induits
par les indices de Banzhaf, de Shapley et de Johnston, nous considérons le jeu (N,v) et nous
prenons deux joueurs ¢ et 5 de NN tels que : ¢ >g4na 7.

D’aprés la définition de la semi désirabilité, on a :
{ Zd ]72 Zd’ .]771 Zd* ]

Mais d’apres la Proposition 3.11,ona : 1 >4 j =1 >g j et i >, J.

Do,

1 2dnar ] = 12> 7J et 1> 7.
Ceci prouve que la relation de semi désirabilité est un sous préordre de >4 et >,.
En ce qui concerne le préordre induit par I'indice de Shapley, nous prenons i , j € N tels
que & Zgna J;
on sait que :

U dna ] =1 >qg) ettt > ]

Mais d’apres la Proposition 3.9, ¢ >, j entraine ¢ >3 j et ¢ >4 j.
D’ou, on a : i >4 J.

D’ou le résultat. B

Enoncons a présent le résultat principal obtenu de la comparaison de >p, >4 et >5..

Proposition 3.13. Soit v un jeu simple tel que v € FEEBC alors,

v € MODC si et seulement si >3 et >, coincident.

Preuve

Soit v € FEEBC.

Si v € MODC, les préordres induits par les indices de Banzhaf(>g) et de Johnston(>.)
coincident.

En effet, on a démontré que les relations >, et >4 coincident et que >g et >4 sont similaires.
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Ces deux résultats entrainent que >3 et >, coincident.

Réciproquement, on suppose que les préordres >z et >, induits respectivement par les
indices de Banzhaf et de Johnston coincident et on veut montrer que v € MODC.

Si on a deux joueurs i et j satisfaisant ¢ ~4 7, alors i ~g 7j.

Si les deux joueurs ¢ et j vérifient ¢ >4 j, la proposition 3.10 nous permet d’écrire @ >4 j et
P>y ]

Mais, puisque >3 et >, coincident, on a bien ¢ >3 j et ceci implique bien ¢ >4« j.

Do, v e MODC. R

On rappelle que SEMC, W EAKC et MODC désignent respectivement les classes des jeux
simples semi complets, faiblement complets et modérement complets.

(1) SEMC =WEAKCNMODC.

(74) Dans la classe SEMC' des jeux semi complets,

les relations >4, >3, >, >4, >a/, =g+ €t >4nq coincident.

Preuve

(1) D’apres la proposition 3.3 la relation de semi désirabilité est un sous préordre des relations
de faible désirabilité, et de désirabilité modérée. Do,

SEMC Cc WEAKC, SEMC Cc MODC.

Ceci entraine SEMC C WEAKC N MODC.

Réciproquement, soit v € WEAKC N MODC,

ve WEAKC N MODC entraine >4 et >4« sont totales.

Si de plus, v ¢ SEMC, >4nq4+ n’est pas totale et alors, il existe au moins deux joueurs i et
j tels que 'on ait :

soit Z = J_ (1) ou bien Z_Zd* ] (2).

J Zat 7 >q1

Supposons (1).

Puisque la relation de faible désirabilité est un sous préordre du préordre induit par 'indice
de Banzhaf (d’aprés la Proposition 3.9), i >, j entraine i >3 j.

De plus, comme la désirabilité modérée est un sous-préordre du préordre induit par I'indice
de Banzhaf (d’apreés la Proposition 3.11), on a : j >4+ i entraine j >z 1.

D’oi, le systéme (1) nous conduit &7 >3 j et j >4 1.

De la méme maniére, le systéme (2) conduit & i >3 j et j >4 1.

Ainsi, chacun de ces systémes conduit a une contradiction.
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Do, v € SEMC et on a I’égalité.

(77) Nous voulons a présent démontrer que dans SEMC, classe des jeux semi complets, les
relations >4, >3, >, >4, 2@, >4+ €t >4ng coincident.

Soient 7,5 € N.

Commencons par prouver que >gnq €t >4 coincident.

Siv Zdﬁd’ j, alors ¢ Zd j

Montrons la réciproque par contraposée.

Si (i >gna J) alors (j >gna ), car le jeu simple est semi complet.

D’ow, j >4 et par conséquent |(i >4 7).

Ainsi, ¢ >4 j entraine i >gnq J.

On vient de prouver que les relations >4 et >4y coincident.

S’agissant de la coincidence entre >4n4, >4 et >4+, la démonstration se fait exactement de
la méme maniére que pour le cas de >4y et >, . B

Dans la classe :

(i) COM, les relations >4, >3, >,, >p, >4 et >4+ coincident.

(i) WEAKC, les relations >4, >3 et >4 coincident.

(iii) MODC, les reations >3, >, et >4 coincident.

(iv) FEEBC, les relations >, et >4 coincident et les relations >3 et >4 sont similaires.

Soit v un jeu simple tel que : v € FEEBCNWFEAKC.

) o ve MODC et
Si >, et >, coincident, alors,
>4, >p et >, coincident.

Il existe un jeu simple v € FEEBC NWFEAKC tel que : ve MODC.
Proposition 3.14. Soit v un jeu simple tel que v € FEEBC NWEAKC on a :
v € SEMC si et seulement si les préordres >4, >3 et >, induits respectivement par les

indices de Shapley, de Banzhaf et de Johnston coincident.

Preuve

Considérons un jeu simple v tel que v € FEEBC NWFEAKC.

Siv e SEMC alors, d’aprés le théoréme les trois préordres >4, >4 et >, coincident.

Réciproquement si >4, >3 et >, coincident, comme par définition, v € FEEBCNW EAKC
on a:

v € FEEBC et les préordres >3, >, induits par les indices de Banzhaf et de Johnston

coincident.
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Ceci entraine v € MODC.
Dou, v € WEAKCNMODC =SEMC. R

DIPES II 2015-2016



IR Chapitre 4 SRS

Implications didactiques

Toute situation d’enseignement se noue autour d’un projet a réaliser, d’'un but a atteindre.
L’enseignement-apprentissage des mathématiques n’échappe pas a cette régle. Puisque cette
activité est un processus complexe dans lequel chacune des parties en interaction a un gain a la
fin (succés ou échec chez 'apprenant, atteinte ou non des objectifs par I’enseignant, pourcentage
de réussite élevé ou non dans I’établissement ), ce processus peut de ce fait étre regardé comme un
jeu. Raison pour laquelle on peut avoir recours a la théorie des jeux, pour la prise des décisions
dans des situations complexes de classe. Au regard de la diversité des acteurs qui interviennent
dans la communauté éducative, on peut se donner d’évaluer et de faire une comparaison entre les
pouvoirs de chacun des intervenants de la chaine (chef d’établissement- censeurs et surveillants
généraux-personnel enseignant- éléves-parents d’éléves-pairs). Les indices de pouvoir peuvent
nous permettre de produire en tenant compte de I'influence de chaque participant un classement
du pouvoir de ces derniers. Par ailleurs les travaux effectués pendant la rédaction de ce mémoire
nous ont permis de nous familiariser avec I'outil informatique. Nous pourrons désormais utiliser
les TICE pour enseigner les mathématiques : - faire des recherches sur internet pour mieux
structurer nos legons, - produire des sujets d’évaluation de meilleure qualité. En somme, les
actions menées lors de la production cet ouvrage nous auront permis de mieux apprécier le

. . . . e . :
pouvoir de chaque intervenant de la chaine éducative et d’améliorer nos prestations scolaires

tant dans la transmission des savoirs qu’au moment des évaluations.
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En définitive, dans ce mémoire, il a été question de donner un compte rendu du travail de
Josep Freixas (2012) sur 'équivalence ordinale des indices de Shapley-Shubik (1954), Banzhaf
(1965) et Johnston (1978) ; travail dans lequel on a rappelé les théories qualitatives du pouvoir
déja connues comme la relation de désirabilité et présenté de nouvelles théories comme la
relation de faible désirabilité, la légére désirabilité, la relation de désirabilité modérée et la
relation de semi désirabilité. Nous avons également démontré que la relation de désirabilité
modérée est un sous préordre des préordres induits par les indices de Banzhaf (1965) et de
Shapley (1954). Les résultats les plus marquant de ce travail consistaient a prouver que dans la
classe des jeux simples semi complets, les préordres induits par les indices de Shapley-Shubik
(1954), de Banzhaf (1965) et de Johnston (1978), la relation de faible désirabilité, de légeére
désirabilité, de désirabilité modérée, et de semi désirabilité coincident et pour tout jeu simple v
tel que v € FEEBCNW EAKC, pour que v appartienne a la classe des jeux semi complets, il
faut et il suffit que les préordres induits par les indices de Shapley-Shubik (1954), de Banzhaf
(1965) et de Johnston (1978) coincident. La question de savoir si on peut étendre ce résultat a

des jeux ternaires reste un probléme ouvert.
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