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Abstract

This work is a report of the work of F. Carreras and J. Freixas which deals with the
class of complete simple games and centers on their structure. Using an extension of Is-
bell’s desirability relation to coalitions, different from the normally used, F. Carreras and
J. Freixas associate with any complete simple game a lattice of coalition models based
upon the types of indifferent players. F. Carreras and J. Freixas establish the basic proper-
ties of a vector with natural components and a matrix with non negative integer entries,
both closely related to the lattice, which are also shown to be characteristic invariants of

the game, in the sense that they determine it uniquely up to isomorphisms.

Keywords : Simple games; Completeness; Weighted voting; Desirability relation; Lat-

tice
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Introduction générale

Les jeux modélisent les situations d’interactions entre des individus ou agents. La
théorie des jeux est un domaine des mathématiques dans lequel on développe des outils
permettant d’analyser les situations dans lesquelles ’action optimale pour un agent dé-
pend des anticipations qu’il forme sur la décision des autres agents. Dans cette théorie
on retrouve deux types de jeux : Les jeux non coopératifs qui modélisent les situations
d’interactions dans lesquelles les différentes parties d'un accord de coopération ne sont
pas liées par leur engagement ; Les jeux coopératifs qui modélisent les situations d’inter-
actions dans lesquelles des individus s’associent afin d’obtenir le meilleur résultat pour
chaque associé. Ici 'accent est mis sur les accords de coopérations entre les individus, les
conséquences de ces accords et sur la procédure de répartition des richesses, des coiits,
des honneurs ou des pouvoirs entre les différentes parties d’un accord. Dans cette classe
de jeux, on retrouve les jeux simples. Un jeu simple est une formalisation mathématique
de certaines situations de vote appelées les votes pour ou contre (yes-no voting). Un jeu
simple est constitué de deux composantes. Une assemblée constituée d’un nombre fini
de membres appelés joueurs, électeurs, agents ou votants, une régle de prise de décision
collective. Lorsqu’une proposition est présentée, chaque votant dit s’il est pour ’adoption
de la proposition ou s’il est contre I'adoption de la proposition. Une coalition c¢’est tout
groupe non vide de joueurs et une coalition gagnante ou majoritaire c’est toute coalition
telle que dés que tous les membres de ladite coalition sont favorables & la proposition,
alors elle est adoptée. Dans les jeux simples, on retrouve les jeux a quota dont la défini-
tion se résume a la donnée de : I'assemblée ou I’ensemble des votants, le poids de chaque
votant et le seuil qui est le poids minimale d’'une coalition gagnante. Les jeux a quota
sont tres prisés a cause de la simplicité de leurs représentations. Mais tous les jeux simples

n’étant pas toujours a quota, ils ne bénéficient pas de cette représentation. En général, il
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est difficile de définir et de manipuler la définition donnée d’un jeu simple qui n’est pas a
quota lorsque le nombre de joueur est important. A.D Taylor et W. Zwicker (1999) [7] ca-
ractérisent les jeux a quota. Si un jeu n’est pas a quota, le définir revient & donner la liste
des coalitions gagnantes or cette liste peut étre trés longue, ce qui rend la définition tres
lourde. C’est cela qui motive le travail de F. Carreras et J. Freixas (1996) [3| qui apportent
une représentation plus simple qui s’applique sur une classe plus grande de jeux simples :
les jeux simples complets. La représentation que F. Carreras et J. Freixas [3] donnent d’un
jeu simple complet se résume a la donnée d’un vecteur qui donne dans ’ordre décroissant
d’influence dans le jeu, le nombre de joueurs de chaque classe d’influence, et d’une ma-
trice ot chaque ligne représente un modéle de coalition minimal gagnant et rangé de tel
sorte qu'un vecteur est au dessus d’un autre s’il posséde plus de joueurs influents que cet
autre. Pour aboutir & cette représentation, F. Carreras et J. Freixas (1996) démontrent
trois principaux résultats : le premier, qui s’appuie sur l'indifférence coalitionnelle issue
de 'extension de la relation de désirabilité, donne une nouvelle structure au jeu de départ.
Le deuxiéme s’appuie sur le premier pour construire et mettre en isomorphisme, le jeu
de départ doté de la structure que fourni le premier résultat et un treillis ordonné. Le
troisiéme résultat s’appuie sur l'isomorphisme issu du deuxiéme résultat, et donne une
caractérisation des caractéristiques invariants d’un jeu simple complet. Dans ce mémoire,
il est question pour nous de faire un compte rendu clair, détaillé et bien illustré des tra-
vaux de F. Carreras et J. Freixas (1996) qui ont abouti a la représentation présentée plus
haut. Nous donnerons des preuves aux propositions énoncées ici et la par F. Carreras
et J. Freixas (1996) sans preuve parce que évidentes pour le lecteur expérimenté. Nous
donnerons également des illustrations et des exemples. Nous proposons également dans
ce mémoire, une autre preuve du résultat qui montre 'efficacité de la représentation de
F. Carreras et J. Freixas (1996) pour tester si un jeu complet est & quota. Nous donnons
également, des exemples illustrant la méthode pour tester si un jeu est a quota en utili-
sant la représentation de F. Carreras et J. Freixas. Ce travail qui est constitué de quatre
chapitres se déroule ainsi qu’il suit.

Dans le chapitre I nous donnons les définitions, propriétés, remarques et exemples consti-
tuant les préliminaires ou les prérequis pour comprendre les chapitres suivants. Au cha-
pitre II, nous présentons I'extension de la relation de désirabilité, la relation d’indifférence

coalitionnelle, le premier et le second résultat de F. Carreras et J. Freixas (1996) et la
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construction du treillis associé & un jeu simple complet. Dans le chapitre I1I, nous donnons
les caractéristiques invariantes d’un jeu simple complet et nous présentons le troisiéme ré-
sultat de F. Carreras et J. Freixas décrivant les caractéristiques invariantes d’un jeu simple
complet. Dans le dernier chapitre, la question de 'efficacité de la représentation ci-dessus
pour tester si un jeu simple est & quota est abordée et nous illustrons cela par des exemples
qui montrent 'efficacité de leur représentation pour tester si un jeu est a quota. Le travail

s’achéve par une conclusion.
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CHAPITRE [

RELATION DE DESIRABILITE DANS UN

JEU SIMPLE COMPLET

1.1 Jeu simple

Les jeux simples sont une classe de jeux formalisant les situations de vote ou chaque
votant a deux options : Oui (voter pour) ou non (voter contre). Pour définir clairement la
notion de jeu simple, il convient pour nous de définir d’abord la notion de jeu sous forme
coopératif avec compensation et ensuite présenter les jeux simples comme cas particulier.
Définition 1.1.1 :

Un jeu sous forme coopératif avec compensation est un couple (N,v) ou N représente
l’ensemble des joueurs et v est une application de l’ensemble des parties de N dans R
I’ensemble des nombres réels, telle que v(@) = 0.

v est appelé la fonction caractéristique du jeu.

Définition 1.1.2 :

Un jeu simple est un jeu coopératif (N,v) ou la fonction caractéristique v du jeu vérifie
les conditions suivantes :

(1) YSc N,v(S)e{0,1}

(2) SiScT,v(S)<v(T), ou S et T sont deux parties de N

(3) v(N)=1

1.1.1 Définition et propriétés

Soit (/V,v) un jeu simple. Dans la suite, nous utiliserons le vocabulaire suivant :
"Coalition" pour désigner toute partie non vide de V. L’ensemble des coalitions sera noté

C(N).
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1.1. Jeu simple

"Coalition gagnante" pour désigner toute coalition S ¢ N telle que v(S) = 1. On notera
W l’ensemble des coalitions gagnantes d'un jeu simple.
"Coalition perdante" pour désigner toute coalition S ¢ N telle que v(S) = 0. On notera
L 'ensemble des coalitions perdantes d’un jeu simple.
La proposition suivante donne une caractérisation de la structure des ensembles des coa-
litions gagnantes d’un jeu simple.
Proposition 1.1.1 :
Si A est un ensemble non vide qui vérifie les conditions suivantes :

1- AcP(N)

2- o3¢ A.

3-SiSeA TcNetScT alorsT € A.
Alors A est l’ensemble des coalitions gagnantes d’un jeu simple (N,v).
Preuve:
Soit A un ensemble non vide qui vérifie les conditions : 1),2) et 3). Montrons qu’il existe
un jeu simple (N,v) pour lequel A représente 1’ensemble des coalitions gagnantes. Pour
cela, posons :

p: P(N) — R
S — ¢(5)
tels que :
1 siSeA

p(5) =
0 sinon
¢ est une application de P(N) dans R, o(P(N)) = {0,1} et (@) = 0 par définition de
¢ et du fait que @ ¢ A d’apres la propriété (2) de A. De plus ¢ vérifie les conditions de
fonction caractéristique d’un jeu simple.
En effet A étant non vide, il existe S € N tel que @ +# S € A vu que @ ¢ A. Il suit que
N e A d’aprés la propriété (3) de A et de ce fait, (V) = 1.
D’autre part, Soient S et T deux coalitions telles que S € T, on veut montrer que
p(5) < @(T).
- SiTeAalors o(T) =12>max{0,1} > (S) par définition de ¢.
- SiT ¢ Aalors S¢ A, en effet si S € A il suit d’apreés la propriété (3) de A que T' € A
ce qui contredit I'hypothése de départ. Ainsi, S ¢ A et donc p(S) =0 et il suit que

p(5) = ¢(T)
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1.1. Jeu simple

Dans les deux cas on a ¢(5) < o(T).
Il résulte que 'application ¢ ainsi construite est la fonction caractéristique d’un jeu simple.

De plus par définition de ¢, on a :
SeW = ¢(5)=1

~— SeA
Il suit que A = W c’est-a-dire que A est I'ensemble des coalitions gagnantes du jeu

simple (N, ). Dot le résultat (prendre v = ). |

La remarque ci-dessous découle de ce qui précéde.
Remarque 1.1.1 :
Si (N, v) est un jeu simple et W 'ensemble de ses coalitions gagnantes, alors le jeu (N, v)

peut encore étre défini par la donnée du couple (N, W).

Dans la suite, les jeux simples seront donnés sous la forme (N, W) ou N sera toujours
I’ensemble des joueurs et VW I'ensemble des coalitions gagnantes du jeu simple. Aprés cette
proposition, nous ajoutons le vocabulaire suivant :

Une coalition S sera dite gagnante minimale si S e W et VI e C(N), T c S, T+ S, T ¢ W.
C’est-a-dire que S est une coalition gagnante et chaque sous coalition stricte de S est
perdante. L’ensemble des coalitions gagnantes minimales sera noté WWm.
Une coalition S sera dite perdante maximale si S ¢ W et VT € C(N),S c T,S # T,
T € W C’est-a-dire que S est une coalition perdante et chaque sur-coalition stricte de S
est gagnante. L’ensemble des coalitions perdantes maximales sera noté £M.
Remarque 1.1.2 :
1- Un jeu simple peut se définir par la donnée de ’ensemble des joueurs N, et l'en-
semble des coalitions gagnantes minimales W™
En effet, ona W={TeC(N):3IRe W™ et T 2 R}.
2— Un jeu simple peut se définir par la donnée de ’ensemble des joueurs N, et I'en-

semble des coalitions perdantes maximales £M

En effet, ona W={T eC(N):3Re LM, T+ RetT2R}.

La proposition suivante donne une caractérisation de la structure des ensembles des coa-

litions gagnantes minimales d’un jeu simple.

Proposition 1.1.2 :
Si A est un ensemble non vide qui vérifie les conditions suivantes :

1- AcP(N)
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1.1. Jeu simple

2- ¢ A
3- VS, TeAS¢T.
Alors, A est l’ensemble des coalitions gagnantes minimales d’un jeu simple (N,v).
Preuve:
Soit A un ensemble non vide qui vérifie les conditions (1), (2), (3), on va d’abord montrer
que l'ensemble B ={S e€C(N):3R e A et Rc S} vérifie les conditions (1), (2), (3) de la
proposition 1.1.1 et de ce fait il existe un jeu simple (N, v) tel que B soit 'ensemble des
coalitions gagnantes. Par suite on montrera que A est I’ensemble des coalitions gagnantes
minimales de (N, v).
& Par définition de B il suit que B € P(N). Comme @& ¢ A d’apreés la propriété (2) de
A, @ ¢ B. En effet, si on suppose que @ € B alors par définition de B, il existerait
R e W tel que R ¢ @. Or R ¢ & implique que R = @. Il vient que @ = R € A
c’est-a~dire @ € A ce qui serait absurde d’apreés (2). Donc @ ¢ B.
& Soient S et T' deux éléments de C(INV) tels que S € T et S € B. Comme S € B il
existe R e A tel que R< ScT. Ainsi, IR € A tel que Rc T et il suit que T € B.
Il en résulte que, B vérifie les conditions (1), (2), (3) de la proposition 0.1.1 et de ce
fait il existe un jeu simple (IV,v) tel que B soit 'ensemble des coalitions gagnantes.
& Soit S € A, montrons que S € W et que VR ¢ S, R ¢ VW ou W est 'ensemble des
coalitions gagnantes du jeu (N, v).
ScSetSeAdonc S e B par définition de B, d'ou S € B = W. Soit R ¢ S,
supposons que R € W = B alors 3T € A tel que T ¢ R. Ainsiona : TS R & S et
S,T € A qui impliquent que T'¢ S et S,T € A ce qui contredit la propriété (3) de
A dou S ¢ B. Il suit donc que VR ¢ S, R ¢ W = B. Donc A est I'ensemble des
coalitions gagnantes minimales de (N, v).

D’ou le résultat. ]

1.1.2 Quelques jeux simples particuliers

Nous supposons donné un ensemble non vide N de cardinal n > 0.
Définition 1.1.3 :
1) L’unanimité
C’est le jeu simple obtenu en prenant W ={N}.
2) La dictature
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1.1. Jeu simple

Un jeu W est dit dictatorial s’il existe 1 € N tel que :
VSeC(N) ,SeW<«=ie€S.
3) L’oligarchie
Un jeu W est dit oligarchique s’il existe T' S N tel que :
VSeC(N) ,SeW=TcS.
4) La majorité simple ou Vote a la magjorité
C’est le jeu simple obtenu en prenant W ={S eC(N):|S|>%}.
De maniere générale, la régle g-majoritaire, 1> q > % est définie par :
W={SeC(N): 55 g
5) Jeu a quota ou jeu pondéré
Un jeu simple W est dit a quota s’il existe (w;);en € N, q e R* tel que :
VSeC(N), SeW<=>wi>q
Un jeu a quota (N, W) pe;etsencore étre représenté par [q;wi,wsa, ..., wy].
Un jeu a quota G = [q;w1,ws, ...,wy ] est encore appelé un n-jeu a quota.
Si pour tout i€ N, w; =w on note G = (w,q)
Un n-jeu a quota est dit Poids-minimal si @ w, =1, w;—wi1 €{0,1} Vie N.
Exemple 1.1.1 :
Considérons le jeu simple a quota suivant : [46;10, 10, 10,10,8,8,8,1,1,1,1,1]. On peut
constater que cette représentation est bien plus simple que la donnée de W ou de W™.

En effet ici N = {1,2,...,12} et 'ensemble des coalitions minimales est composé de 42

coalitions.

Nous pouvons constater a partir de I'exemple précédent que tout jeu a quota posséde une
représentation simplifiée. Mais il existe des jeux simples qui ne sont pas a quota et qui
par conséquent ne bénéficient pas de cette représentation. I’exemple ci-dessous en est un

cas illustratif.

Exemple 1.1.2 :

Soit le jeu simple (N, W) défini par :

N ={1,2,3,4,5,6} et

wm o = {{1,2,3}{1,2,4}{1,2,5}{1,2,6}
{1,3,4}{1,3,5}{1,3,6){1,4,5}{1,4,6}{1,5,6}

{2,3,4}{2,3,5}{2,3,6}{2,4,5}{2,4,6}{2,5,6}}
Le jeu simple (NN,V) ainsi défini n’est pas un jeu a quota.

ENS DE YAOUNDE 8 MEMOIRE DIPES II



1.1. Jeu simple

En effet, si c’était le cas, il existerait un vecteur w = (wy,ws, ws, ws, ws, wg) avec tous
ses composantes positives et tel que w; soit le poids du joueur 1.

Comme {2,5,6} ¢ W™ c W et que {1,2} ¢ W car a moins de 3 éléments, il vient que
Wo +Ws +we >wy +wy et donc ws +wg >wy (%)

De méme, comme {1,3,4} e W™ c W et que {3,4,5,6} ¢ W car ne contient ni le joueur
1, ni le joueur 2, il vient que wy + w3 + wy > w3 + Wy + ws + we et donc wy > ws + wg (**).

Les relations (*) et (**) nous donnent une contradiction. Donc (NN, W) ne saurait étre

un jeu a quota.

1.1.3 Caractérisation des jeux & quota

Définition 1.1.4 :

Soit G = (N, W) un jeu simple. On dit que G est w-robuste si :

VS, TeW, Vi,je N:(ieS\T etjeT\S)= (S {i})u{j}eW ou(T~{j})u{i}eW
Définition 1.1.5 :

Soit G = (N, W) un jeu simple. Un commerce sur G est une suite [(S1,...,Sk); (11, ..., Tx)]
veérifiant :

VieN, [{p:ieSpif=[p:icTp}

Les coalitions (S;)eq1,..ky sont appelées les coalitions avant-commerce et les (15)eq1,. 1)

apres-commerce.

Définition 1.1.6 :
Soit G = (N, W) un jeu simple. On dit que G est commercialement robuste s’il n’existe
aucun commerce sur G dans lequel toutes les coalitions avant-commerce sont gagnantes

et toutes les coalitions aprés-commerce sont perdantes.

La propriété suivante donne un caractérisation des jeux a quota.
Proposition 1.1.3 :

Tout jeu stmple pondéré est w-robuste.

Preuve:

Soit G = [¢; (Wk)kef1,..,ny ] un jeu pondéré. Soient S,T € W, soient i, j € N tels que i € S\T
et j € T'\S. Comme w;,w; € N alors soit on a w; > w; soit on a w; < w;. Sans nuire a la
généralité, supposons que w; < wj.

Comme S € W, il suit que :
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1.2. Relation de désirabilité

<Y wi= Y wptwi< Y wptwi= Y W

keS keS~\{i} keS~\{i} (keS~{i})u{s}
d'ou 4= > Wk cest-a-dire (S~ {i}) u{j} e W d’ou le résultat. |
(keSn{i})u{s}

Proposition 1.1.4 :

Tout jeu simple pondéré est commercialement robuste.

Preuve:
Supposons le contraire, c’est-a-dire qu’il existe G' = [¢; (Wi )ke(1,....n1 | un jeu simple pondéré
qui n’est pas commercialement robuste.
G n’étant pas commercialement robuste, il existe un commerce [(Sy, ..., Sk); (1, ..., Tx)]
vérifiant :
VieN, [p:ieS,}=|{p:ieT,}|, Vte{l,...k},SieWet Vie{l,..k}, T, ¢ W.
Comme Vie N, |{p:ieS,}| =|{p:ieT,}|, il suit que :

k k

Z(Z w;) = Z(Z w;)

t=1 ieS, t=1 ieT
Or Vte{l,...k},S; e W donc Vi€ {1,....k}, Z W; 24 par conséquent :

. ) iS5

(D wi) 2 a=kg

t=1 €S, t=1

Mais comme V¢ € {1,....k},T; ¢ W, il suit que Vte{l, .., k}, Zwi <q et par consé-

iGTt
k k
quent : > (> w) <Y q=kq
t=1 i€l} t=1
k k k k k k
Ainsi D) (D w) =D (D wi) 2> q=kqg>> (> w;) etona Y (D w)>>.(> w) ce
t=1 €T} t=1 ieSy t=1 t=1 €T} t=1 €T} t=1 €T}
qui est absurde!
Donc tout jeu pondéré est a quota. [

Taylor [8] démontre le théoréme suivant qui achéve la caractérisation des jeux a quota.
Théoréme 1.1.1 :

Soit G = (N, W) un jeu simple.

G est a quota si et seulement si G est commercialement robuste.

1.2 Relation de désirabilité

......

par J. R. Issbell (1956) [5] et reconsidéré par E. Einy (1985) [4] et A.D Taylor, W.
Zwicker(1999) [7], ainsi que quelques propriéteés.

ENS DE YAOUNDE 10 MEMOIRE DIPES II



1.2. Relation de désirabilité

1.2.1 Définitions

Soit F/ un ensemble non vide.
Un préordre R sur E est une relation binaire sur E qui est réflexive et transitive
Un relation binaire R est total sur E si Va,y € F,(x,y) € Rou (y,z) € R
Une relation d’équivalence sur F est une relation binaire sur £ qui est réflexive, symé-
trique et transitive.
Une relation d’ordre large sur E est une relation binaire sur £ qui est réflexive, antisy-
métrique et transitive.
Définition 1.2.1 :
Soit (N, W) un jeu simple.
1. Considérons W; = {S e W/i € S} l’ensemble des coalitions gagnantes contenant i et
7;;: N = N désigne la transposition des joueurs i et j.
On définit la relation de désirabilité noté D par : Vi,je N iDj < 7,;(W;) < W,
2. Vi,je N, 1lj < 1Dj et jDu.
3. Le jeu simple (N, W) est dit complet si pour tout i,j € N on a : iDj ou jDi.

D traduit la désirabilité et dire que 7 est au moins aussi désirable que j signifie qu’en
substituant j par ¢« dans une coalition gagnante, elle reste gagnante.

I traduit 'indifférence entre deux joueurs ou une sorte d’équivalence.

1.2.2 Quelques Propriétés

Proposition 1.2.1 :
Soient i et j deux éléments de N.
1) iDj si et seulement si VS € C(N), tel que i ¢ S et j ¢S, S+7eW implique
S+ieW. ou S+1i désigne Su{i}.
2) D est un préordre sur N.
Preuve:

1) =) Supposons que iDj, soit S € C(N) tel que i ¢ S et j¢S.Si S+jeW alors
S+ e W, Ainsi, 7,;(S + ) € 1i;(W;), or 7,;(W;) € W; car iDj. il en résulte que
7;;(S+j) e Wi. Comme 7;;(S +j) =7;(5) +mi;({j}) =S +icari¢ S, j¢ S et 1
est une bijection. Ainsi S+ie W, c W, dou S+ieW.
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1.2. Relation de désirabilité

<) Réciproquement, supposons que V.S € C(N), telle que
1¢Setj¢S S+jeW=—S+ieW.
Soit S € W;, on a deux cas possibles : soit ¢ € S soit ¢ ¢ S.
¢ SiieS, alors 7;;(S)=Set SeW,c W.Ainsi i € S et S € W, ce qui entraine
que S e W,;.
¢4 Sii¢ S, alorsen posant T'=S~{j},ona:i¢Tetj¢T et T+j=S5eW. Par
conséquent, T'+1i € W d’aprés I’hypothése de départ. Par ailleurs, comme 7 ¢ T’
et j ¢ T,7,;(T) =T et par suite, 7,;(S) = 73;(T+7) = 7;(T)+71;;({5}) =T+i e W.
D’ou 7;;(W;) € W;, c’est-a-dire iDj.
2) Reflexivité .
D est un préordre sur N. En effet, Vie N, 7;; = Idp(y), et il en résulte que
Ti(W;) = W; €W et donc iDi, D’ott D est réflexive.
Transitivité .
Soient 1,7,k € N, tels que iDj et jDEk. On veut montrer que :Dk. Pour cela il
suffira de montrer que VS e C(N),tellequei¢ Set k¢S, S+keW=— S+ieW,
et appliquer la premiére partie de la Proposition 1.2.1 pour conclure.
Soit S e€C(N) telleque i ¢ S, k¢S et S+ke)V. On a deux cas possibles : Soit
jeS, soit j¢S
¢ Sij¢S alors SeC(N)avec j¢S, k¢Set S+keW. S+7eW vu que jDE et
vu la premiére partie de la Proposition 1.2.1. Or par choix de S on a également
jeS,i¢S. Donc SeC(N)aveci¢ S, j¢SetS+7e)WV cequientraine que
S +1€W vu que iDj et vu la premiére partie de la Proposition 1.2.1
¢ SijeS,onpose T=5\{j}
S+keW S\{jt+j+keWw

—

— T+j+keW car S\{j}=T

<= T +k+j€W car laréunion est commutative
A—y

(T +k)+jeW car la réunion est associative
En posant M =T +k, on a :

i¢MetjeMvuquei¢T et j¢T. M+jeW vuque (T'+k)+jeW.

Ainsi, en appliquant la premiére partie du Proposition 1.2.1 vu que ¢Dj, il vient
que M +ieW.

Mais dire que M +i € W. c’est dire que T+ k +1i € W, c’est-a-dire que T + 1+ k =
(T+i)+keW.
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1.2. Relation de désirabilité

En posant L =T+, 0on a :
k¢Letj¢Lvuquek¢Tetj¢T; L+keW vuque (T+1i)+keW. Ainsi,
en appliquant la premiére partie du Proposition 1.2.1 vu que jDk, il vient que
L+jeW.cest-a-dirte T+i+j=S~{j}+i+j=5+ieW.

Ainsi V 4,7,k € N. Tels que iDj et jDk.on a iDk. Donc D est un pré-ordre sur
N. ]

Proposition 1.2.2 :

1- I est une relation d’équivalence sur N.

2- D induit un ordre noté > sur NI, cet ordre n’est pas toujours total.

3- St (N, W) est complet, alors > est un ordre total sur N /I, et on dit que les I-classes
sont linéairement ordonnées.

Preuve:

1- Montrons que I est une relation d’équivalence sur N. Soit i € N, comme D est
réflexif d’aprés la Proposition 1.2.1, iD: et donc Ii d’aprés la définition de I.
D’ou I est réflexif.
Soient 7 et j deux éléments de N tels que iIj, alors par définition de I il suit que
1Dj et jDi c’est-a-dire jD1 et iDj ce qui équivaux a jIi. D’ou I est symétrique.
Soient 7, 7,k € N tels que ilj et jIk alors il suit que :Dj, jDi et jDk, kDj et donc
1Dj et jDk, et kDj et yDi d’ott iDEk et kDi car D est transitif. Par suite i1k donc
I est transitif.
D’ou I est une relation d’équivalence sur N.

2- Montrons que D induit un ordre > sur N/I.

Définissons la relation > par :
VS, Te N/I,S>T <= VieS VjeT,iDj

Montrons que > ainsi défini est un ordre sur N/I.

Comme D est réflexif, il suit que V.S € N/I, Vi € S, iDi d’ou S > S. Donc > est
réflexif.

Soient S, T € N /I tels que S>T et T' > S.

Comme S >T et T > S alors Vie S, VjeT,1Dj et jD1, ce qui entraine que Vi € .S,
VjeT,ilj dou SNT # @ d’ot S =T car N/I est une partition de N. D’ou > est

antisymétrique.
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1.2. Relation de désirabilité

Soient R, T S € N/T tels que S>T et T'> R
Soient i€ S, ke Ret jeT. Comme S >T et T > R il suit que :Dj et jDk d’ott iDk
car D est transitif. Ainsi Vi e S, Vk € R, iDk et donc S > R, d’ou le résultat.
L’ordre > n’est pas toujours total, en considérant par exemple le jeu simple (N, W)
ou N ={1, 2, 3, 4y et Wm ={{1,2},{3,4}} Ona: N/I={{1,2},{3,4}} c’est-a-dire
112, 314 mais 1 et 3 ne sont pas comparables.
En effet, Wy = {{1,2},{1,2,3},{1,2,4},{1,2,3,4}} = 7o(W) d’ou 112
Wi ={{3,4},{1,3,4},{2,3,4},{1,2,3,4}} = 5,(Ws) d’otr 314
et T13({3,4}) ={1,4} ou {3,4} e Wet {1,4} ¢ W d'ou 1 et 3 ne sont pas comparables.
Ainsi N/I={{1,2},{3,4}}, maisonn’ani {1,2} > {3,4}, ni {3,4} > {1,2} car 1 n’est
pas au moins aussi désirable que 3 comme partenaire de coalition et 3 également
n’est pas au moins aussi désirable que 1 comme partenaire de coalition. Ce qui
montre que la relation > n’est pas totale sur N/I = {{1,2},{3,4}}.

3- Montrons que si le jeu simple (N,W) est complet au sens de D, alors > est totale
sur N/I.
Supposons que (N, W) est un jeu simple complet.
Soient S,T € N/I, soit i € S et j € T, comme (N, W) est complet, on a iDj ou jDi.
SiiDyj alors, Vse S et VteT, sliDjIt donc Vse S et VieT, sDt d'ou S >T.
Si jDi alors, Vse S et Vi e T, tIjDils donc Vse S et VieT, tDs d'ouT > S.

Dans tous les cas S et T sont toujours comparables par >. D’ou > est totale. [

Proposition 1.2.3 :

Tout jeu simple a quota est complet. La réciproque n’est pas vraie.

Preuve:
Soit G = [q;w1,ws, ...,w, | un jeu simple a quota.
a) Montrons que si w; > w; alors iDj
Soit S € N tel que Sn{i,j} =@ nous voulons montrer que S+ jeW =— S +1.

Supposons que S+ Alors Z wy > q c’est-a-dire Z wi+w; > q. Comme w; < wj il
keS+j keS
suit que Zwk+wj < Zwk+wi et donc Zwk+wi >q dou S+ieW. Ainsi si w; > w
__keS keS keS
alors 1Dj.

b) Montrons que G est complet
Soient ¢ et j deux joueurs de poids respectifs w; et w;. Soit w; < w; Soit w; > wj.

w; <wj entraine que jDi d’aprés a), w; > w; entraine que iDj d’aprés a). Dans tous
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1.2. Relation de désirabilité

les cas, i et j sont toujours comparables par rapport & D. Donc tout jeu simple a
quota est complet.
c¢) La réciproque de la proposition précédente est fausse.
Considérons le jeu simple de 'exemple 1.1.2 (N,) défini par :
N={1,2,3,4,5,6} et
wm = {{1,2,3}{1,2,4}{1,2,5}{1,2,6}
{1,3,4}{1,3,5}{1,3,6}{1,4,5}{1,4,6}{1,5,6}

{2,3,4}{2,3,5}{2,3,6}{2,4,5}{2,4,6}{2,5,6}}
Le jeu simple (N,)V) ainsi défini n’est pas un jeu & quota comme on le montre a

I'exemple 1.1.2. Reste a montrer que (N,W) est complet.
Voici le graphe de la relation de désirabilité : {(1,2);(1,3);(1,4); (1,5);(1,6);(2,1);(2,3);
(2,4):(2,5);(2,6);(3,4); (3,5); (3,6); (4,3); (4,5); (4,6): (5,3); (5,4); (5,6); (6,3): (6,4); (6,5) }

ce qui nous donne :

e o

signifie que iDj

o

.\."C-‘u

signifie que ay]

D’ou (N, W) est complet. u
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CHAPITRE II

TREILLIS ASSOCIE A UN JEU SIMPLE

COMPLET

Au chapitre 1, nous avons défini la relation de désirabilité qui compare deux joueurs
et, dans la section qui suit, nous voulons I’étendre pour pouvoir comparer deux coalitions.
Mais avant d’y arriver, rappelons la notion de treillis que nous utiliserons dans la suite de

ce chapitre.

2.1 Treillis

Les définitions de treillis algébrique et Treillis ordonné suivantes sont de S.Burris et

H.P. Sankappanavar (1981) [1]

2.1.1 Treillis algébrique

Définition 2.1.1 :
Soit L un ensemble non vide muni des opérations binaires A et V.
(L,v,A) est appelé treillis algébrique si pour tout x,y,z € L, on a :
—TAY=YyAT
- xvy=yVvzr (commutativité)
—xA(ynz)=(xAy)rz
—zv(yvz)=(xVvy)Vvz (associativité)
- TAT=2X
-z vzx=uz (idempotence)
—zAa(zvy)=x

-z Vv (zAy) =x(absorption)
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2.2. Extension de la relation de désirabilité a ’ensemble des coalitions

Un treillis (L, A, V) est dit distributif si les deux conditions suivantes sont vérifiées :
- Va,y,ze Lixn(yvz)=(zary)v(zaz)
- Va,y,ze Lixv(ynz)=(zvy)a(zAz)

On note T = (L,v,A) un treillis.

Exemple 2.1.1 :

Soit L ={0,1},v = disjonction ,A = conjonction . Alors

T = (L,v,A) un treillis algébrique ot 0v0=0,0v1=0=1v0, 1vi=1et 0A0=0,
OAl=1=1A0,1A1=1.

2.1.2  Treillis ordonné

Définition 2.1.2 :

Un ensemble ordonné (E,<) est un treillis ordonné si,Ya,b € A ,sup{a,b} et inf{a,b}
existent dans A.

Exemple 2.1.2 :

Soit £ un ensemble non vide,notons par P(E) I'ensemble des parties de E. Alors (P(E), <)
est un treillis ordonné. Avec sup{A, B} = Au B et inf{A,B} = AnB.

Dans toute la suite, nous dirons treillis pour signifier treillis ordonné.

2.2 Extension de la relation de désirabilité a I’ensemble
des coalitions

La relation d’équivalence I associée a la relation de désirabilité D sur N conduit a la
formation de I’ensemble quotient : N /I = {Ny, No,...,N;} ou (Vi,j e N,, ilj) et (Vie N,
Vj e N, avec q > p, iDj). F. Carreras et J. Freixas (1996) étendent ces deux relations aux

coalitions en utilisant les définitions suivantes.

2.2.1 Définitions et propriétés
Définition 2.2.1 :

Soit (N, W) un jeu simple complet. Soient S et T' deux coalitions.

1. S1T < il existe i,j € N tel que 7;;(S) =T et ilj.

ENS DE YAOUNDE 17 MEMOIRE DIPES II



2.2. Extension de la relation de désirabilité a ’ensemble des coalitions

2. Sil < il existe une suite finie (R1, Ro, ..., Ry) de coalitions telle que :

S1R{LRyl ... 1Ry, =T.
3. TS < S=0& ouil existe i,j € N tel que 7;;(S) €T avec je S et iDj.

4. TdS < il existe une suite finie (R1, R, ..., Ry) de coalitions telle que :

T—+R ARy 4---4R,=0S5.
Proposition 2.2.1 :

1) La relation d définie ci-dessus est un préordre.

2) La relation 1 définie par :
VS, T € C(N), SiT < (SdT et TdS), est une relation d’équivalence. On note
C(N) Uensemble des classes de coalitions sur N : C(N) = C(N)/i.

3) La relation > définie par :
VS, ReC(N), S=R< (VSeS,VReR,SdR). est une relation d’ordre sur C(N)

Preuve:

1) Montrons que d est un préodre sur C(N).
Reéflexivité
Soit S € C(N), SdS car S + @, Ji € N tel que i € S et par suite, S = 7,;(S) et iDi.
Ainsi S 4 .S d’ou SdS.
Transitivité
Soient S, T et @ trois éléments de C(N) tels que SdT et T'dQR. Nous voulons mon-
trer que SdQ, c’est-a-dire qu’il existe une suite finie (S1,Ss,...,5,) de coalitions
telle que :
S48 48 4---48,=0Q.
Comme SdT et T'd() alors il existe deux suites finies (71,5, ..., i) et (Q1,Qa, . .., Qy)
de coalitions telles que :
STy AT5 44T, =T et
THQ1 Q2 4Qq=Q. Ainsi,
SAT ATy A4 AT, =T 4Q; 4 Q2+ -4 Qg = Q c’est-a-dire
STy 4Ty 44T, 4Q1 4 Qa4+ 4 Q4 =Q. Donc il suffit de prendre la suite
finie (13, 75,...,T},Q1,Qs, . .., Q,) pour conclure que Sd@). D’oil d est transitive.
On conclut donc que d est un préordre sur C(N).

2) Montrons que la relation ¢ définie par :

VS, TeC(N), SiT < (SdT et T'dS), est une relation d’équivalence.
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2.2. Extension de la relation de désirabilité a ’ensemble des coalitions

Reéflexivité
1 est réflexif car d est réflexif.
Symétrie
Soient S et T' deux éléments de C(N) tels que S#I". Nous voulons montrer que 7'2S.
ST entraine que SdI" et T'dS, c’est-a-dire T'dS et SdI" c’est-a-dire T'#S. D’ou % est
symétrique.
Transitivité
Soient S, T et R trois éléments de C(IV) tels que Sl et T'4R. Nous voulons montrer
que SiR.
Sl et TR entraine que SdT', T'dS et TdR, RdT
Ce qui entraine alors que SdT',TdR et RdT, T'dS, et par transitivité de d on a SdR
et RdS d’ou StR. 1 est donc transitif.
On conclut que % est une relation d’équivalence sur C(V).
1 est la relation d’équivalence associée au préordre d.
Dans la suite, nous noterons m pour dire C(N)/% : 'ensemble des i-classes de
coalitions.

3) Montrons que > est une relation d’ordre sur m
Réflexivité
Soit S € C(NN),nous voulons montrer que S > S.
VSeS,¥T'eS SdT ce quientraine que VS e S, VT eS SdT dou S=S.
Antisymétrie
Soient S et R deux éléments de m tels que S = R et S # R. Nous voulons montrer
que R # S. Raisonnons par I’absurde en supposant que R > S, alors,
VSeS VReR,SdR et VSeS,YReR,RdS
Ce qui entraine que VS € S, VR € R, SiR) et comme S et R sont des classes d’équi-
valence suivant % alors S = R ce qui contredit le fait que S # R. Donc R # S. d’oi le
résultat.
Transitivité

Elle découle de la transitivité de d. ]
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2.2. Extension de la relation de désirabilité a ’ensemble des coalitions

2.2.2 Caractérisation de l'indifférence coalitionnelle

F. Carreras et J. Freixas (1996) [3] Enoncent le théoréme suivant qui caractérise la
relation d’indifférence coalitionnelle et jette les bases pour la formulation du théoréme qui

suivra celui-ci.

Théoréme 2.2.1 :
Soit (N, W) un jeu simple complet. Soit Ny, No, ..., Ny les I-classes du jeu de cardinalités

ni,No,...,ng. Alors :
1. SZT©|SﬂNk|=|TﬂNk|, Vk)=1,...,t.

2. VS eC(N), sp=|Sn Ny ne dépend pas de la représentation de S et vérifie :
O0<sg<ng, Vk=1,...,t.

3. Réciproquement, tout vecteur s = (s1,S2,...,8¢) tel que 0 < s < ny Yk, définit une
unique i-classe S € m
4. La cardinalité de la i-classe définie précédemment est : ‘g‘ = ﬁ Cok.
k=1
Preuve:
1) .
=) Supposons que S et T" soient indifférents comme coalition c’est-a-dire SiT" et
montrons que Yk € {1,2,3,....t},|S n Ng| = |T n Ng| Par définition de 4,
SiT" <> il existe une suite finie (R, R, ..., Ry,) de coalitions telle que :
S1R11Rs1...1R;, =T. Ainsi par définition de la relation 1,
S1R; < il existe i,j € N tel que 7;;(S) =T et 1Ij
Ce qui implique qu’il existe f; = 7;; une transposition de joueur indifférent tel
que f1(S) = R;. De maniére analogue, on montre qu’il existe f; une transposition
de joueur indifférent tel que f;(R;_1) = R; car R,y 1L R;, Vi € {2,3,....t}. Ainsi
en posant f = fpo fy_10...0 f1, f transpose des joueurs indifférents et f(S) =T.
Comme f transpose des joueurs indifférents, on a : f(Ny) = N, Vk € {1,2,3,...,t}.
F(SNNg)=f(Snf(Ny)=Tn Ng.
Comme f est une bijection |S n Ni| = |f(SnNy)|=|T'nNi| Vke{1,2,3,...,t}.
<) . Réciproquement, supposons que Vk € {1,2,3,....t},|SN Ng| = [T nNy| et
montrons que S et 1" sont indifférents comme coalition.

Comme les Ny forment une partition de N, S = (SnN;)u(SnNy)u...u (SN N,)
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2.2. Extension de la relation de désirabilité a ’ensemble des coalitions

et T=(TnNy)u(TnNy)u..u (T nN). Ainsi en utilisant I'hypothése, on a :

M- I~

1] |50 Ny

|Tﬁ Nk|

I
T
u,

Il
=

D’ou |S|=1T].
(SUuT)N(SnT)| =S| +|T|-2|SnT|=2(|S|-|SnT|) car |S|=|T].
Ainsi [(SUT) ~ (SnT)| est pair. Posons m=1[(SuT)~\ (SnT)|=|S|-]SnT].
- Sim=0alors |S|=[SNT|=T =S et donc SiT car i est réflexif.
- Sim>0alors SN (SnT) 2.
Soit i e SN (SNT)=S~Tc N, alors 3kg € {1,2,3,...,t} tel que i € Ni,. Comme
|S' N Nio| = |T'n Ny, | il vient que [(SNNg,)N(SNT)| = [(TnNy) N (SnT)| et
puisque i € (SNNg )N(SNT), [(S N Ngy) N (SnT)|>0alors |(T'n Ng, ) N (SnT)| >
0. Ainsi 3j € (T'n Ny, ) ~ (SnT). Posons Sy = 7;;(5). Comme ¢, j € Ny, alors iIj
et il suit que S 1L Sy, |S1nT|=[SnT|+1 et |Sy| =S| =|T]. I résulte de ce qui
précede que my = |Sy| = |S1nT|=m-1.
On applique ce méme raisonnement en prenant pour S et m respectivement S, et
m1. Ce qui conduit & la construction de Sy, et my tel que S; L Sy et mg=mq—1=
m— 2. Ainsi, de proche en proche, nous construisons la suite finie (S1,.52,...,5,)
de coalitions telles que :
S151185L...15,=T.
D’ou ST

2) Soit T € S alors Sil' <= |S N Ny| = |T'nNy| Vke{l,..,t} d’aprés 1). On a donc
Sk =|SNNg|=|TnNg|=tx Vke{l,..,t} d’ou s ne dépend pas de la représentation
de S.

De plus [Sn Ng| >0, VEke {1,..,t} et |SnNg| <|Ng| =ng, Vke{l, ..t} dou
0<sp<ng, VYVke{l, ..t}

3) Soit § = (s1,...5) tel que 0 < s, < ng VEk € {1,2,3,...;t}. On peut donc choi-
sir s joueurs dans chaque N} et constituer une coalition S telle que |Sn Ny| =
s, Vke {1,2,3,...,t}, d’aprés b), on définit ainsi une 4-classe S.

4) Avoir un élément de la i-classe S avec |S N Ni| = s, Vk € {1,2,3,...,t} revient &

choisir s, joueurs parmi ny sans ordre donc ‘S | =CplCR2...Ch ]
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L’objectif du paragraphe suivant est de montrer que I’ensemble des classes de coalitions
C(N) muni de la relation > qui est le préordre induit par d est identifiable & un treillis
(A(m);0) o A(m) est I'ensemble des modeéles admissibles du jeu et ¢ la relation d’ordre

permettant de les comparer.

2.3 Construction du treillis

F. Carreras et J. Freixas (1996) construisent une bijection qui préserve et réfléchit
l'ordre entre un jeu complet et un treillis (ordonné) et montrent que lorsque le jeu n’est
pas complet, une identification du jeu non complet & un treillis est impossible. Ainsi, dans

cette section, nous distinguons deux cas :

2.3.1 Cas des jeux simples complets

N désigne I’ensemble des entiers naturels non nul. Si 7 € N? on peut noter :

A(m) = {E e (Nu{0})" tel que > 5} ot > est l'ordre de classement ordinaire sur les
vecteur. Rappelons que :
S2T < sp 21, Vk € {1,2,3,...;t}. Donc A () est 'ensemble des vecteurs s tel que
5= (81,82,...,8:) avec 0 < sp <my Vke{1,2,3,...,t}.

La relation binaire définie ci-dessous a été introduite par Freixas et Carreras (1996)
[3] dans le soucis de comparer les éléments de A(7).
Soit SOT <= s+ Sg+ ...+ S 211 +ro+ ...+, Ve e {1,2,3,...,t}

Nous noterons dans la suite Y. (5) pour dire s; + $3 + ... + Sg.
On a donc 307 <= Y. (5) 2 ¥, (7)), Yk €{1,2,3, ..., t}
Proposition 2.3.1 :

d est un pré-ordre sur A (m) plus faible que >.

Preuve:

Réflexivité

Soit S€ (A(m),d) alors 5> donc 565 d’ou § est réflexif.
Transitivité

Soient 5,7,7 € (A (7),0) tels que S6U et vOT, soit k€ {1,2,...,t} on a :
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=[]
~
Wl
~

Vv

zk:(@) (1) car 30U
Zk:(?) (2) car voT

d’ont Zk: (3) Zk: (7) d’aprés (1) et (2)

Par conséquent, s et il suit que ¢ est transitif. Il résulte de ce qui précéde que ¢ est un

(]
~
<

~
[\

v

pré-ordre sur (A (%) ,0) |

Dans la proposition qui suit, nous montrons que A(7) muni de la relation ¢ forme un
treillis ( ordonné ).
Proposition 2.3.2 :
1- Le couple (A (m),0) est un treillis.
2- (A(n),0) posséde un mazimum et un minimum par rapport @ 9.
Preuve:
1- Le couple (A (7),d) est un treillis. En effet, pour deux éléments quelconques s et
7 de A (m), la borne supérieure et la borne inférieure par rapport a ¢ de la paire
{5, T} existent et sont dans A (7). La borne supérieure par rapport a ¢ de la paire
{5,7} qu’on va noter SVvT et la borne inférieure par rapport a § qu’on va noter SAT,

sont définis comme suit :

svi = ((5vP),,(BVF),,..,(5VT),)
avec (3VT), = max(si,r1)
et (5vr), = max(zk:(g),zkj(m)—max(;l(g),;l(ﬂ)we {2,3,...,t}
SAT = (BAT),,(FAT)ysn GAT),)
avec (3AT), = min(s;,7)
et (5v7), = min(zk:(E),zk:(F))—min(;(E),];l(F))Vke{2,3,...,t}.

Montrons que s Vv 7 ainsi définit est bien la borne supérieure de la paire

{5, 7} par rapport a J.
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s1 <max(s1,71) = (5vT), et de plus Yk € {2,3,...,t}

Zk:(gv?) max(sl,r1)+i(max(2(s) Z 7’)) ( (3) Z(F)))
)

= max(sy,r)+ ;max(z (3), Z (F)) Zma ( (3), Z; (T )
= max(sy,r)+ ;max (Z (3), Z (F)) Z max (Z (3), Z (F))
= max(sl,rl)+max(zk:(§),zk:(F))+ZmaX(Z(s),Z )
—max(zlj (3), ; (F)) - ;max(z (). (7‘"))
— max (s1,m) + max(zk: ().% (7)) " ;max(z (.Y (F))
k-1
—max ($1,71) — ; max (Z (3), Z (F))
= max (Z (3),>. (F)) > > (3)
k k k
D’ou (sv7) 3, de fagon similaire, on montre que (sVv7) 67 donc (SVT) est un
majorant de la paire {3, 7}. Reste & montrer que (5VvT) est le plus petit des majo-
rants de la paire {S, 7} par rapport a d.
Montrons que (5VvT) est le plus petit des majorants de la paire {35, 7} par
rapport a J.

Soit Z € (A (m),0) tel que Z0s et ZoT, alors on a : z; > s1 et z; > ry ce qui entraine

que z; > max{sy,r}. De plus

Vke{2,3,..,t} ona zk:(z) > Zk:(E) et Xk:(E) > Zk:(?)
Donc ;(E) > max{zk:(E), Zk:(?)} = > (5vr)

k
D’ou Z0s v T et il suit que sV T est la borne supérieure de la paire {s, 7}.
Montrons que 5 AT ainsi définit est bien la borne inférieure de la paire

{3, 7} par rapport a ¢.
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51> min (s1,71) = (5 AF), et de plus Yk € {2,3,...1)

$Ean = i)+ 3 (win(£6. SO - (£6.50))
- o)+ Y (£6). 2 0) - Suin( £, 2 0)
- i)+ S (£ 6. £0) - Huin($.£0)
- min(sl,rl)+min(zk:(§),zk:(F))+;;min(zi:(g),zi:(ﬂ)

(T 20) - Zuin (L6 20)

- min(sl,rl)+min(;(§),;(?))+§min(;(§),;(?))

nin(s1.r) - Fymin £.6). 2 0))

win (0. 20) <2

D'ou s § (sAT) , de fagon similaire, on montre que 70 (SAT) donc (SAT) est un

minorant de la paire {3, 7}. Reste & montrer que (5 A7) est le plus grand des mino-
rants de la paire {3, 7} par rapport a d.

Montrons que (sVv7) est le plus grand des minorants de la paire {3, 7}
par rapport a .

Soit Z € (A (1) ,d) tel que Z05 et ZOF, alors on a : z; > 51 et z; > ry ce qui entraine

que z; < min{sy,r}. De plus

Vke{2,3,.,t} ona Y (2)<D.(5) et Y.(z) <D ()
E k k k
Donc Y (Z) <min{} (3),>.(F)} = D.(5AT)
k k k g
D’out Z05 AT et il suit que SAT est la borne inférieure de la paire {5, 7}.

On conclut que le couple (A (7),d) est un treillis.

2- (A (m),d) posséde un maximum 7 = (ny, Ny, ..., n¢) et un minimum 0 = (0,0,...,0).m

Dans le résultat ci-dessous,Freixas et Carreras (1996) [3] montrent que le couple (C(N),>)
s’identifie au treillis (A(7),d).

Lemme 2.1 :

Soit (N, W) un jeu simple complet, Ny > Ny > --- > N, les I-classes linéairement ordonnées

et m=(ny,ng,...,ny) un vecteur défini par leurs cardinalités. Alors Uapplication :
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p: (C(N),2) — (A(M),d)
S —  5=1(81,82,-..,5)

est un isomorphisme.
Preuve:
@ est bien définie et est bijective car a chaque élément S € W correspond un unique
élément 5 € A(m), et & chaque éléments de 5§ € A(T) correspond un unique élément
Se m d’apreés le théoréme 2.3. ]
Lemme 2.2 :
Soit (N, W) un jeu simple complet, Ny > Ny > --- > N, les I-classes linéairement ordonnées

et m=(ny,no,...,ny) un vecteur défini par leurs cardinalités. Alors lapplication :

p: (C(N),2) — (A(M),d)
S — 5=(81,82,...,5)
est un isomorphisme qui préserve l’ordre.
Preuve:
Montrons que ¢ préserve 'ordre, c’est-a-dire que V.S, RC N, S = R = 30T
Montrons d’abord que :
(a) Si Rc S, alors 507
(b) SiT;(R) =S aveciDj alors, SOT.
— Soient S et R des parties de N telle que R c S, alors
sp = |[SN Ny > |RnNy| = Vk € {1,2,....t} dou 5 > T et donc 56F. ce qui prouve
(a).
— Soient S et R des parties de N telle que 7;; (R) = S avec iDj. Comme Dy,
1€ Np,jeN, avec p<q.
¢ Sip =g, alors 7;; transpose deux joueurs identiques (c’est-a-dire iIj) et donc
S et R ont le méme modéle ol sont dans la méme i- classe. Ainsi 5 =T et il
s’en suit que SoT.
¢4 Sip<qgalors Vke {1,2,..,t}~{p,q} re=sp et s,=rp+1,s,=r4—1car S
s’obtient en changeant un joueur de N, en un joueur de N,. Ainsi
Vike{l,2,...,p—1}ona,(3) =%, (T),
Vie{p,p+1,..,q-1}ona ¥, (3)=%,(F)+1 et
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Vk € {q7q+ 17 7t} on a Zk (5) = Zk (77)
Il suit que Yk e {1,2,....t} ¥, (3) > (F)
D’ot 507, ce qui prouve (b).
Soient S et R des parties de N, telles que S = R.
S>R < SdR
< 3JheN et I(Ry),. , SN telque R=Ry 4R ~+... 4R, €S
<~ dhe N, 3 (Rk)k:O,...,h cN, Hfz 1=1,..., h.ou fz (Ri—l) =R; et fz étant Ce
une transposition qui remplace un joueur [ € R;_; en un joueur g € R;

avec gDl et R, € S.
qui implique que 3h € N, 3(Ry),. , €N, 0T Vie {1,2,...,h}

(d’aprés (b), en prenant 7;; = f;) et 567, (d’aprés (a), vu que Rj, € 5)
On a donc 307,07),_10...0T7¢ =T
Par conséquent S07 (car § est transitive comme relation d’ordre)
Il en résulte que VS, RS N, S > R = 30F. ]
Lemme 2.3 :
Soit (N, W) un jeu simple complet, Ny > Ny > ---> Ny les I-classes linéairement ordonnées

et m=(ny,no,...,ny) un vecteur défini par leurs cardinalités. Alors Uapplication :

p: (C(N).z) — (AM).9)
S — S5=(81,82,...,5)
est un isomorphisme qui réfléchi l’ordre.
Preuve:
Montrons que ¢ réfléchi ordre, c’est-a-dire que V.S, R < N, 507 = S > R.
Soient S, R ¢ N, tels que S07. on utilisera un vecteur intermédiaire .

Construction du vecteur u

Etant donné que S6F, on a par définition : Vke{1,2,...,t} > (5)>> (). Donc en
k k
particulier, pour k=t ,ona: ».(5) > Y (F)
t t

Notons A le plus petit indice tel que : », (5) > > () et posons u, = Y (F) - > (3).
h ¢ i h1
Notons @ = (81, 82, .., Sh-1, Up, 0, ..., 0).

Le vecteur u ainsi défini est un élément de A(R) et § > w, car Vk € {1,2,...,h - 1},

ENS DE YAOUNDE 27 MEMOIRE DIPES II



2.3. Construction du treillis

Up =S <, Vee{h+1,h+2,...,t}, up =0< s, <y, et up, < s, <ny. En effet,

;(F)_};(g)_sh
;(F)—;(E)SO

Up — Sh

Car h est le plus petit indice tel que : Z (3) > Z (7)
h t

Ce qui implique que : 2, (3) =Y. (F) 20 et donc: ».(F)-)Y.(5)<0

Il en résulte donc que uhh— sp < Otd’oﬁ up, < Sp <Ny, t '

Il s’en suit que Vk € {1,2,...,t} , ux < sp <y, et donc que we A (), et que 5 > .
Posons U = ¢! (u).
Nous avons également le résultat wor. En effet,Vk e {1,2,...,h — 1} uy = s, donc

zk: (w) = zk: (3) > zk: (7), (Zk: (3) > Zk: (7) car S0F par hypothése)

De plus Vk € {h,...,t},

Ek:(ﬂ)

X (@) =+ 3 (@) car Ve {1t g =0

Zr) Z(s) 2. (@) carun =3(7) = . (5)

; r)—};(s) hzl car Vk€{1,2,...,h—1}uk:5k done 32 ()= 3 (7)
;(F)Zg(ﬂ

Il en résulte que : Vk e {1, 2, ,t} Z (E) > Z (F) , c’est-a-dire que uor.
k k
Posons :

(1) la propriété : 5>,
(2) la propriété uwdr et

(3) la propriété :Z (w) > Z (7) qui découle de la propriété (2).
t t

Démontrons maintenant que S>U > R

Pour démontrer que S > U » R, il suffit de montrer que SAUdR, pour S € S,U € U et
ReR.
(*) montrons que SAU
Comme U € U = ¢! () et 5>, il suit que Yk € {1,...,t}, up < s; et donc |Sn Ny
>|Un Ng| VEe{1,...,t}.
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Posons mg = |U \ S|
— Simg =0, alors U \ S =@ ce qui entraine que U € S et par suite SdU.

— Si mg > 0, on utilise le raisonnement suivant :
mo > 0 entraine que |U N\ S| > 0 et donc U \ S est non vide. Soit donc i € U \ S.
Comme U NS S N et (Ng)g=1,. + forme une partition de N, il existe kg € {1,2,...,t}
tel que i € Ng,. Ainsi i € (U N\ S) n Ny, ce qui entraine que |[(U ~.S) n Ny, | > 0, or
[(UNS)N Ny, | = u, —[UNSNO Ny | € 8y = [UNSN N, | = |[(SNU)N Ny, | vu que ug, < S,
Il suit que [(SNU) N Ny, | > [(U N S) N N, | >0 ce qui entraine que (S\U) NNy, + @
et il suit qu’il existe j € (S~ U) n Ny, avec ilj vu que 4, j € Ny,. Ainsi 7;;(U)iU. On

pose Uy = 73;(U), my = |Uy = S| et on a UyiU, my = mo— 1. En effet m; =mg—1 car :

Ui~ S|

= UL+ {7~ S
UNSu{i}|carieU,j¢Ui¢VetjeV

my

UNS|-1carieUeti¢V

mo—l.

En reprenant ce raisonnement avec m; a la place de mg et U; a la place de U, on construit
Uy et mg avec UpilUy et mg = |Us N S| =my — 1 = mgy — 2. De proche en proche, on reprend
le méme procédé et on construit les suites finies (U, Us, ..., Uy,) et (my, ma, ...,m,,) telles
que U;iU; 1 et my=mg—i Vie{1,2,....m—1} avec m,, = 0.

Ainsi, on a UilU;iUsi...iU,, iU, et Uy, € S car m,,, = 0 c’est-a-dire |U,,\S|=0d’ou U,, € S
et donc SdU,,iU,,-1iU,,_si...iU1iU, ce qui entraine que SdU.

(*#) montrons que UdR

Posons m = Z (ur = 7%) . Il est claire que m > 0 car m est une somme de termes
UR2TE

positifs.

— Si m = 0 alors par définition de m il suit que u, < rp Yk € {1,...,t} notons (a) ce

dernier résultat. D’aprés (2) udr c’est-a-dire que Z () > Z () Vke{l,..t} dou:
k k
Y(@) 2> (T) cest-a-dire que uy > . D’aprés (a) uy < 7 et il vient que u; = rq.
1 1

Z (@) > Z (T) ce qui implique que uy > 75 vu que Z (w) = Z (T) et
2 2 1 1

Z (w) +ug = Z (w) > Z (F)=rg + Z () . Or d’aprés (a) uy <79 en prenant k = 2. Ainsi
T 2 2 T
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il suit que uy = 1. De proche en proche, on montre que ug =, Vk € {1,....t}. et il suit

que : Sim=0, alors w=7 et donc U = R ce implique que UiR d’ou UdR.

— Sim > 0, alors il existe k € {1,...,t} tel que ug > 7y, Soit [ le plus petit indice tel que
w; > 1y, alors Vk € {1,...,1-1} uy < 1, et en raisonnant comme dans le cas m = 0, on trouve
que Vke{l,....0—1} uy = rg.

Si on suppose que Vk € {lo,lo+1,...,t} ug > ry, alors

t t

@)=Y @ +u,+ Y, w> Y F)+rg+ Y, re=y.(T)
t lo—l k=lo+1 lo—l k=lo+1 t
car Y (T)= > (W), w, >ry et Vhe{lo+1,lo+1, ...t} up >y

lo-1 lo—1

D’ou Zt:(ﬂ) > > () ce qui est absurde car Zt:(ﬂ) = Zt:(F)

7
Donc 3k € {ly,...,t} tel que uy < 7. Soit go le plus petit indice tel que ug < ry. On a
évidement h < go vu que Vk e {1,2,....0o = 1} ug =71 et uy, > 1y,.

Comme wy, > 1y, alors (U~ R) n N, | >0. Soit i € (U~ R)n N,

Comme wuy, < 1,4 alors [(R~U)n Nyl >0. Soit j e (RNU)n N,

On prend Ul = 7;; (U), comme [ < g, il suit que iDj et donc UdU*.

Comme U' = U~ {i} + 7 il suit que m! =m - 1.

On reprend le méme raisonnement en prenant U! a la place de U et m! a la place
de m, et on construit U? et m? tels que U'dU? et m? = m' —1 = m — 2. En suivant le
méme procédé on construit les suites finies (U, U2, ..., U™) et (m!,m?,...,m™) telles que
UidU*! et mitt =mi-1Vie {1,2,...,m—1} et m™ = 0. [l suit que UAU'dU?d... dU™1dU™
et U™R car m™ =0 donc UdU'dU?d...dU™'dU™dR d’ou UdR car d est transitif. m
Théoréme 2.3.1 :

Soit (N, W) un jeu simple complet, Ny > Ny > --- > Ny les I-classes linéairement ordonnées

et m=(ny,no,...,ny) un vecteur défini par leurs cardinalités. Alors lapplication :

¢: (C(N),2) — (A(n),0)
S — 5=(81,82,...,5¢)
est un isomorphisme qui préserve et réfléchi ’ordre.

Preuve:

La preuve de ce Théoréme découle des Trois lemme précédents. ]

On appelle (A (7),0) le treillis associé au jeu simple complet (N, W).
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2.3.2 Illustration et jeux simples non complets

A) Illustration :

Nous donnons ci-dessous une représentation du treillis associé a l'exemple 1.1.2
Pour construire le graphe suivant donnant tous les modéles admissibles du jeu et la
comparaison de ceux-ci, nous mettons sur la méme ligne les modeéles admissibles né-
cessitant le méme nombre de joueur et pour passer d’'une ligne a la ligne directement
au dessus on augment le nombre de joueur de 1. Pour aller de gauche a droite sur

une ligne, un joueur faiblement influant est remplacé par un joueur plus influant.
(2,4)

(1,4) [ —=|(2,3)

(0,4) —| (1,3) | ——1(2,2)

EE—
. |
E—

—_
=1
[
—
—_
S
b
—_
b2
[
—

—
—_—

(0,2)

—_
[
[

—_
P
<

—
e

(0,1)—=(1,0)

|
(0, 0)
B) Le cas des jeux simples non complets
Lorsque le jeu simple (N,W) n’est pas complet, il existe des joueurs qui ne sont
comparables & aucun autre joueur par rapport a D. I restant toujours une relation
d’équivalence sur N, N/I est 'ensemble des classes d’équivalences suivant I,I’ordre
de numérotation des I — classes telle que Ny > Ny > ... > N; n’est plus possible, vu
qu’il existe au moins deux classes N; et N; tels que Vi € N; et VI e N; ¢t n’est pas au
moins aussi désirable que [ et [ n’est pas au moins aussi désirable que t. Ainsi, on
peut numéroter les I — classes plus ou moins arbitrairement.
Supposons que les I — classes soient numérotées de tel sorte que : Si p < ¢ alors

N, ¥ N, notons (*) cette propriété. Il existe plusieurs numeérotations vérifiant la
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propriété (*). Plus encore, Dans le théoréme suivant, F. Carreras et J. Freixas (1996)
montrent que le morphisme qui lie un jeu simple a un treillis ordonné réfiéchit I’ordre
du treillis sur le jeu, alors le jeu est complet.

Proposition 2.3.3 :

Si o réfléchi 'ordre alors (N, W) est complet

Preuve:

Soient 4,7 € N tel que i € N, et j € N,. Si p = ¢ alors ¢Ij sinon, supposons que p < g.
En posant S = {i} et R={j}, on a 507 d’oit S = R car ® réflechi I'ordre. 11 suit que
SdR d’ou iDj. Donc (N, W) est complet. m

D’apres la proposition précédente il suit que si le jeu n’est pas complet alors ’ap-
plication ¢ ne réfléchit pas l'ordre et il suit que ¢ n’est plus un isomorphisme
d’ensembles ordonnés.
La conséquence de cette proposition est que tout jeu simple non complet ne peut
s’identifier & un treillis ordonné. Voici une illustration que donnent F. Carreras et
J. Freixas (1996) [3].

(A () ,6

- 0) (2,2)

} {152’3} [") [
/ / [ (0’2) (1,1} . (2’0)
i | ’
/ ] / 1) . (10

(0,0)
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CHAPITRE III

CARACTERISTIQUES INVARIANTES D’UN

JEU SIMPLE COMPLET

Dans ce chapitre, nous présentons le résultat de F. Carreras et J. Freixas (1996) don-
nant les propriétés qu’'une matrice et un vecteur doivent vérifier pour étre les éléments

caractéristiques d’un jeu simplet complet.

3.1 Une représentation simplifiée d’un jeu simple com-

plet

Définition 3.1.1 :
Soit (N, W) un jeu simple complet, soit Ny > Ny > ... > Ny Uordre linéaire des I- classes,
la premiére caractéristique invariante c’est le vecteur n = (ny,na, ...,ng) ot n; = ||

Vie{l,2,..t}.

Dans les sections précédentes, nous avons défini d, une relation d’ordre partielle plus
faible que la relation d’ordre naturelle sur les vecteurs qui compare les modéles des classes
de coalitions. § ainsi construit permet qu’au sein des classes des coalitions gagnantes
minimales, qu’il y’ait des classes de coalitions dont les modéles sont minimaux par rapport
a 0. De telles coalitions sont dites J-minimales et on a les définitions et propriétés qui

suivent.

Définition 3.1.2 :

Soit (N, W) un jeu simple complet.

W={Se m: S e W} est I’ensemble des classes de coalitions gagnantes

Wm = {S e m : S e W} est ’ensemble des classes de coalitions gagnantes

minimales
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On définit également U’ensemble des classes minimales dans W par rapport d = qui

est noté Wm.

Proposition 3.1.1 :

Soit (N, W) un jeu simple complet.

W cWmew.

Preuve:

Soit S e W™ et soit R ¢S.

R & S entraine que S > RetT+5. Il suit que R ¢ W du fait que S soit minimal W. D’ou

R ¢W. Ainsi on a le résultat VR & S, R ¢ W(»*).

Par ailleurs S € W' € W d’ou S € W(*x). (%) et (*#) entrainent que S € W™ et donc

SeWn dou W ¢ Wm. Par définition des ensembles W et W™ on a W™ ¢ W. Do le

résultat. ]

Exemple 3.1.1 :

Reconsidérons le jeu de I'exemple 1.1.2 défini par :

N ={1,2,3,4,5,6} et W = {{1,2,3}{1,2,4}{1,2,5}{1, 2,6}
{1,3,4}{1,3,5}{1,3,61{1,4,5}{1,4,6}{1,5,6}
{2,3,4}{2,3,5}{2,3,6}{2,4,5}{2,4,6}{2,5,6}}

Ona: W) = {(1,2)}, o(W™) = {(1,2),(2, 1)}

et (W) = {(1,2), (2,1, (1,3), (2,2), (1,4), (2,3), (2,4)}

Remarque 3.1.1 :
En supposant toujours que le jeu est complet, on note Wom = {Sc N:S e W' } et on

appelle ses membres les coalitions gagnantes )-minimales

Proposition 3.1.2 :
Soit (N, W) un jeu simplet complet.
SeW < IR e W™ 3iT.
Preuve:
=) Supposons que S € W et cherchons R € W™ tel que 50T.
Soit S e W alors S e W et il existe T e W' tel que S =T car W™ est 'ensemble des
classes de coalitions gagnantes minimales.

> T implique 56t. De plus T € W™ entraine que T € W9 Donc il suffit de prendre
T

S
R

pour conclure.
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<) Réciproquement, supposons que 3R € W™ 30T et montrons qu’une coalition S

de modéle s est gagnante.

567 == S = R car ¢ réfléchi Pordre
— SeWCarReW"
= SeW

D’ou le résultat.

A partir du modéle des coalitions d-minimales gagnantes on obtient la seconde carac-
téristique invariante d’un jeu simple complet défini comme suit.
Définition 3.1.3 :

Soit (N, W) un jeu simple complet, soit Ny > Ny > ... > Ny Uordre linéaire des I- classes,

mi1 My ... Myt
L. . . . Moy Moz ... My

la seconde caractéristique invariante c’est la matrice M =
My Mypz oo Mg

Ou les lignes my, = (Mp1, ..., My ) (P pour pi™e ligne ) sont les modéles des coalitions 0-
. . j] N . ., ,7 » A

minimales gagnantes, c’est-a-dire les vecteurs associés aux éléments de W . Ces vecteurs

sont rangés dans [’ordre lexicographique par sommes partielles c’est-a-dire que st p < q

alors Ik € {1,2,....t} tel que :

Zh:(mp) = Zh:(mq) pour h <k et zk:(mp) > Zk:(mq)

Intuitivement, un vecteur my, est au dessus d’un autre vecteur mq si le vecteur m, contient

plus de joueurs forts que m.

Dans le résultat suivant, Freixas et Carreras (1996) donnent une caractérisation des
deux caractéristiques invariantes d’'un jeu simple complet.
Théoréme 3.1.1 (Freixas et Carreras (1996)) :
Soit (N, W) un jeu simple complet, soit Ny > Ny > ... > Ny Uordre linéaire des I- classes,
soit le vecteur m et la matrice M les caractéristiques invariantes associées a (N, W). Le

vecteur m et la matrice M vérifient les propriétés suivantes :
1. np >0, Vk=1,...,t;

2. Gﬁmpéﬁ,szl,...,r;
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3. my, et my ne sont pas d-comparables si p # q ;

4.

Sit=1 alors my1 >0; si t>1 alors Vk <t il existe p tel que : my, >0 et

Mp(k+1) < Ng+1-

Preuve:

1.

2.

Les I - classes étant non vides, il suit que ny = |[Nix| >0 Vk e {1,2,...,t}.

Vpe{l,2,...,r}, m, est le modéle d'une classe de coalition et de ce fait m, € A(7).
Comme 0 et 7 sont respectivement le minimum et le maximum de A(%) pour la

relation d’ordre 2, il suit que 0 <™, < 7.

Soient p,q € {1,2,...,r} tels que p # ¢ (on prend p < q).

Supposons que m, et m, sont d-comparables.

m, et m, J-comparables entraine que m,0m, ou m,0m,. Mais comme p < q et
que les vecteurs m, sont rangés de maniere lexicographique on ne peut pas avoir
my0m,. Ainsi m, et m, d-comparables entraine que m,0m,. De plus p # ¢ entraine
que m, # m,. Par ailleurs, ¢ étant un isomorphisme d’ensembles ordonnés,ﬂgp et
S, éléments de W™ tels que S, > S, et S, # S, car m,0m, et m, + m,. Ainsi S,
n’est plus minimal d’ou la contradiction. Il en résulte que m, et m, ne sont pas

d-comparables lorsque p # q.

. — Sit=1 alors my; > 0.

En effet, si on suppose le contraire, c’est-a-dire my; = 0 alors 0 est le modéle d'une
classe de coalition gagnante. Or @ fait partie de cette classe vu que |@| = 0. Ainsi
I’ensemble vide est gagnant, d’ou la contradiction.

— Sit>1 montrons que Vk <t 3p e {1,2,...,r} tel que my, >0 et Mmppi1) < N1
On va raisonner par l'absurde en supposant le contraire c’est-a-dire 3k < t, Vp €
{1,2,...,7} my =0 ou Myp(k+1) = Nk+1 aVeC My > 0 ce qui entraine que les vecteurs
ligne M sont sous la forme :

My = (Mp1, Mp2, s Mp (-1, 0, Mip (k1) -, Mype) (premiere forme)

My = (Mp1, Mp2, ooy Mip (k1) Mepke, M1 5 - Mipg ) AVEC My > 0 (deuxiéme forme).

On va montrer que dans ces conditions Vi € Ny et Vj € Npq1 jD7 ce qui est bien
sure une contradiction.

Soit i € Ny, j € Ny et SeW, tel que j ¢S (sijeS alors 7;(S)=5eW,).
Comme S € W; € W alors S € W et il suit quil existe p € {1,2,....,7} tel que

5 = ¢(S)dm,. posons S, la classe de coalition telle que ¢(S,) = m,. On a 59m,
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qui entraine que

Vhe{l,2,..,t} ;(5) > Zhj(mp)

* Si m, est de la premiére forme, du fait que ¢ € Sn Ny on a le résultat (a)

5k>0=mpk.

Comme Y (3) > ) (m,)

k-1 k-

(a) entraine que ;(3) > > (my)

k

—_

Dott Vhe{1,2,....t} h#k, zh:(g) > zh:(mp) et ;(3) > zk:(mp)

** Simy, est de la deuxiéme forme, du fait que j ¢ SN N1, Spe1 < i1 = My (k1)

Or  >.(5)2 > (m,)

k+1 k+1
D’ou ) (s5) > > (m,)
k k
Ainsi Vhe {1,2,...,t} h#k, zh:(g) > zh:(mp) et Ek:(g) > %(mp)
Dans tous les cas,
Vhe{l,2,.,t} h#k Y (5)>>(m,) et Y.(5)>> (m,)
h h k k
Posons R =7;;(S) et 7= ¢(R). on a Vhe {1,2,....k -1}
Zh:(F) ;(5) 2 Eh:(mp)
zk:(?) kz_:l(f) + 7y = ];1(5) +sp—1= zk:(g) -1 Zk:(mp) Car zk:(g) > Zk:(mp)
Vhe{k+1,..,t}ona:

()

h

t
Z(F) + T+ Ty + Z T
k-1 I=k+2
h

];(E) 45, —1+8p +1+ z—;;l
;(E) > g(m)

Il résulte que :

Vhe{l,2,...t} >.(F)>> (m,) d'ott 7om, et donc R > S,
h h

D’ou R € W et comme j € R il suit que R € W, par conséquent 7;;(W) ¢ W;

c’est-a-dire que Vi e Ny et Vj € Ni,1 D1 ce qui est absurde. D’oit le résultat.
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Exemple 3.1.2 :

1) Le jeu de ’exemple 1.1.2 est représenté par : 1 = (2,4) et M = (1 2). Repré-

sentation bien plus simple que la donnée de 16 coalitions gagnantes minimales.

2) Le vote au conseil de sécurité des nations unis peut étre représenté par 7 = (5, 10)

et M=(5 4).

3) Considérons le jeu simple complet décrit comme suit :

*

L’ensemble de joueur N est de cardinal n =9.
N est divisé en trois chambres.

La premiére chambre est formé par 3 joueurs

*% La deuxiéme chambre est formé par 4 joueurs.

* %+ La troisiéme chambre est formé par 2 joueurs.

»

»

»

Les régles de prise de décision sont les suivantes

Une décision est adoptée lorsqu’au moins 'une des conditions suivantes est véri-
fiée :

Au moins 2 membres de la premiére chambre et au moins 2 membres de la
deuxiéme chambre sont favorables a la décision ;

Au moins 1 membres de la premiére chambre, au moins 3 membres de la deuxiéme
chambre et au moins 1 membre de la troisieme chambre sont favorables a la
décision ;

tous les 4 membres de la deuxiéme chambre et tous les 2 membres de la troisiéme

chambre sont favorables a la décision.
2 20

. Ce jeu simple complet s’écrit encore comme suit : = (3,4,2) et M=| 1 3 1

0 4 2

Ecriture beaucoup plus simple que la précédente. De plus, si nous voulons définir

ce méme jeu en donnant N et W™ nous aurions besoin d’environ 50 coalitions

gagnantes minimales, et le traitement serait encore plus fastidieux.

3.2

Unicité de représentation d’un jeu simple complet

Pour parvenir au principal résultat, on a besoin de la définition suivante :

Définition 3.2.1 :

Deuz jeux simples (N, W) et (N', W') sont dits isomorphes si et seulement s’il existe une

ENS DE YAOUNDE 38 MEMOIRE DIPES II



3.2. Unicité de représentation d’un jeu simple complet

application bijective f: N — N’ telle que S € W < f(S) e W'.

Le résultat que nous énongons ci-dessous di a Freixas et Carreras (1996) stipule que deux
jeux simples isomorphes ont les mémes caractéristiques invariantes et que connaissant un
vecteur et une matrice M vérifiant les propriétés du théoréme précédent, on définit a
un isomorphisme prét un jeu simple complet.
Théoréme 3.2.1 (Freixas et Carreras (1996)) :
1. Deux jeuz simples complets (N, W) et (N',W') sont isomorphes si et seulement si
n=n et M=M".
2. Pour un vecteur m et une matrice M vérifiant les conditions du théoréme précédent,
il existe un jeu simple (N, W) a un isomorphisme prét dontm et M sont les éléments
caractéristiques.
Preuve:
1. =) Supposons que les jeux (N, W) et (N, W’) sont isomorphes, alors il existe

f: (N, W) — (N, W) un isomorphisme de jeux simples.

f étant un isomorphisme de jeux simples, f~! I'est aussi.

En effet, f~! est bijective comme la bijection réciproque de f. De plus, comme

S eW < f(S) e W du fait que f soit un isomorphisme de jeux, il suit que

W' = f(W). En composant cette derniére égalité par f~! on obtient W = f~1(W')

c'est-a-dire S" € W' <= f~1(S’) € W donc f~! est un isomorphisme de jeux

simples.

Par ailleurs, V4,5 € N, 75y = fomijo f7h

En effet, 775y et f oo f~! sont toutes deux des applications de P(N’) dans

P(N') et de plus VS" € P(N') on a trois cas possibles :

x f(1), f(5) €S alors T4¢yp(;)(S") = S et i, j € f~1(S") donc 750 f~1(S") = f~1(S")
d’ott foro f71(S") = fo f71(S") =S5" Ainsi 7437y (S") = f o0 f71(S).

s f(1), f(j) ¢ S alors Trauypjy(S') = S" et 4,5 ¢ f1(S") donc 75 0 f1(S") =
J7HST) Aot TGy () (S7) = fomij o fTH(S).

%% f(1) e S et f(j) ¢S ou f(j)eS et f(i) ¢ S'. Supposons que f(i) € S’
et f(j) ¢S alors 75y 7(;)(S") = 8"~ {f(9)} + f(j). Comme f est une bijection
f(i)eS et f(j) ¢S entraine que i e f~1(S") et j ¢ f~1(S") d'otr 7;;(f~1(S")) =
JHE) i+ et fomyo fAH(S) = F(fTH(S) i+ ) =S~ f({i}) + f(4) =
S'NA{f (@)} + f(j) car f est bijective. Donc 7y¢yp(;y(S") = fomjo f1(S")
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Ainsi VS" € P(N'), Trayp)(S") = fomjo f71(S") d’ott Ty pi) = fomjo fL.
De cette derniére égalité, il suit que Vi, j € N, 1Dj si et seulement si f(i)D’f(j).
En effet, soient 7,7 € N

— Supposons que iDj. Soit S’ € WJQ(].), onaS eW et f(j)eS ce qui implique que
F71H(S") e W; et il suit que 7,;(f~1(S")) € W; car iDj. Ainsi for;jo f1(S5") € Wiy
Cest-a-dire 773y (S") € Wiy Il en résulte que Tf(i)f(j)(W}(j)) € Wi, donc
FOD ().

— Réciproquement, supposons que f(i)D’f(j).

Soit SeW et f(i) e f(S) cest-a-dire f(S) € Wiy et il suit que Trey ) (f(S)) €
Wiy car f(i)D’f(j). Ainsi, f1 o 705y © F(S) € Wi or 75 = £ 0 Tpay iy  f
donc 7;;(S) e W; d'out 7;;(W;) € W; c’est-a-dire iDj.

En somme, f préserve et réfléchi la désirabilité et de ce fait, préserve 'indifférence

individuelle et coalitionnelle et la dominance coalitionnelle.

En effet, soient 7,7 € V.

il < iDjet jDi
= [f(@D’f(y) et f(7)D’f(i) car Vi, j e N,iDj < f(:)D’f(j)
— f(OIf()
D’ou f préserve et réfléchi I'indifférence individuelle. Pour montrer que f préserve
également l'indifférence et la dominance coalitionnelle, montrons d’abord que f

préserve et réfléchi les relations 1 et —.

Soient S, R deux coalitions de N”.

SIR <= 3i,jeN tels que 7;(S) = R et iIj

<= 3Ji,j €N tels que f‘1 O Tr(i)f(j) © f(S) =R et ilj car Tij = f‘1 ° Tr(i)f(j) © f

= 3ijeN tels que 75)5) 0 F(S) = F(R) et f(OUF(5) car ilj <= FDf())
> 3,5 e N' tels que 75,0 f(S) = f(R) et 'T’j’
= [(S)Lf(R).

ENS DE YAOUNDE 40 MEMOIRE DIPES II



3.2. Unicité de représentation d’un jeu simple complet

De méme

SR

!

Ji,j € N tels que 7;;(S) € R et iDyj

!

3i,j € N tels que [~ o Tpgiyp) © f(S) € R et iDj car 75 = f~ o Ty piy © f

3,5 € N tels que 75y © f(S) € f(R) et f(1)D’f(j) car iDj <= f(i)D’f(j)
3, 5" € N tels que 1750 f(S) € f(R) et ¢'D’j’

f(S) ~F(R).

!

!

!

Ainsi, il suit que :

SiR 3(S1, S, ..., Sp) suite finie de coalitions et S1571551...15, = R
3(S1, Sy, ..., Sp) suite finie de coalitions et f(S)Lf(S1)L...Lf(Sk) = f(R)
3(51, 55, ...,Sy) suite finie de coalitions et f(S)LS]L...LS; = f(R)

FEOTF(T)

et

SdR <= 3(51,95%,...,5,) suite finie de coalitions et S 457 ... 4 S, € R
<~ 3(51,952,...,5) suite finie de coalitions et f(S) — f(S1) 4 ... 4 f(Sh) € f(R)
> 3(51,955,...,5;) suite finie de coalitions et f(S) -4 S] 4... 4.5, € f(R)

— [(SAf(T)

D’ou f préserve également 'indifférence et la dominance coalitionnelle. De ce fait,
f(Ny) =N/, Vke{1,2,...,t} et il suit que |Ni|=|f(Ng)| = |Ni| dou 7 =n'.
De plus f induit un isomorphisme d’ensemble ordonnés f de (C(N),=) vers

(C(N"),=) tel que f(W) =W’ comme 7 =’ on a le diagramme suivant :

(C(IN), =) 7 ~ (A (7),4)

]' Q (p’

tel que ¢’ o f = @. Ainsi (N, W) et (N’,V') ont le méme ensemble de modéle de
classe de coalitions gagnantes car ¢'(W') = ¢’ (f(W)) = (W) puisque f(W) = W'

et @'of = p. Il en résulte que (N, W) et (N’,V') ont le méme ensemble de modéle
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de classe de coalitions d-minimales gagnantes. Comme ces modéles sont rangés

dans le méme ordre(l’ordre lexicographique défini plus haut), il suit que M = M'.
<) Réciproquement, supposons que 7 = n’ et M = M’ et montrons que (N, W)

et (N’,W') sont isomorphes.

Comme 7 = n/, il suit que Vk € {1,2,...,t}, [Ny| = | V]| et il existe une bijection

entre Nj, et N/. Notons cette bijection fj et définissons f tel que f: N —— N’ et

fin, la restriction de f & Ny Vk e {1,2,....t} soit telle que fin, = fi.

a) f est bien définie car les Nj forment une partition de N. f est bijective.
En effet, 7 = n’ entraine que n.=ny +ny +... +ny = [N|=n +ny+ ... +n} = |N|

c’est-a-dire que |[N| =|N’|, de plus
t t t
N =N =U W) = F(UN) = f(V)
k=1 k=1 k=1

D’ou f(N) = N’ c’est-a-dire que [ est surjective. Or |N| = |[N’| d’ou [ est
bijective.

b) SeW < f(S)eW
En effet, soit S € W. Posons 5 = ¢(S) alors Ip € {1,2,...,7} tel que 50m,, car
S est un modéle gagnant vu que S € W. Posons S’ = f(9) et s = /().
Du fait que M = M’, T, est une ligne de la matrice M’. Or Vk e {1,2,...,t}
S"'n N[ = f(S)n f(Ng) = f(Sn Ny) car f est bijective. Ainsi [S" n N]| =
|f(S N Ng) =|Sn Ny car f est bijective. Il suit donc que 5 = s’ et donc s'6m,
et my, € W™ doit S e W. Donc S € W = f(S) e W' cest-a-dire f(W) € W
(+).
Comme f est bijective f~! est défini et bijective et on a Vk € {1,2,....t}
f7Y(N]) = Nj. on applique le méme argument qu’a f et ona: S e W —
F7U(S) e W Cest-a-dire f(W) 2 W' (++).
(+) et (++) entraine que f(W) =W’ c’est-a-dire S e W <= f(S) e W'

Il en résulte que f est un isomorphisme de jeux simples.

2. Soit m et M vérifiant les conditions du théoréme 3.1.1, montrons qu’il existe un
jeu simple complet (N, W) tel que T et M soient ses caractéristiques invariantes.
Posons n =ny+ng+ ... +ny, N ={1,2,...n}, Ny ={1,2,...n1}, No={n; +1,ny +
2,ong+ngt, o Ne={ny+ng+...+ne g+ L,ng+ng+ ...+ +2,...,n} o [N;| = n;

Vie{l,2,....,t}. D’aprés la propriété (1) du théoréme 3.1.1 on a Vk € {1,2,...,t},
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ng >0 donc Yk e {1,2,...;t}, N, + @.
Soit S € N, on définit 5 = (s1, S2, ..., 5¢) o0l g =[S N Ng| Vk e {1,2,...,t} et on pose
W={ScN:3pe{l,2,...,r},50m,}.
a) Montrons que (N,W) est un jeu simple complet dont les caractéristiques inva-
riantes sont n et M.
W € P(N) par définition de W. De plus @ ¢ W, car si c¢’était le cas, il existerait
pe{1,2,..,r}, tel que 06m,. et vu que m, > 0, il suit que Ip € {1,2,...,r} tel que
m, = 0.
» Sir=1 c’est-a-dire que M est une matrice ligne. On a :

-Si t =1 Alors M =0 ce qui contredit la propriété (4) de M (mq1 > 0)

-Sit>1 Alors M=(0 0 ... 0)cequientraine que Yk <t mq =0
et contredit de ce fait la propriété (4) de M ( VK <t my > 0 et myin) < Ngsr)-

» Sir>1 cest-a-dire que M est une matrice a plusieurs lignes.
Comme m, = (0 0...0), Yq € {1,2,...,7} ~ {p}, m,0m,. Or p # ¢ entraine
que m, # my,. Ainsi Ip,q € {1,2,...,7} tel p # ¢ et m,0m,, ce qui contredit la
propriété (3) de M ( Si p # ¢ m, et m,, ne sont pas d-comparables).
Dans tous les cas, 'hypothése @ € W conduit a une contradiction. Dot @ ¢ W.
Reste & montrer la monotonie de W. Soit SeW et V c N tel que ScV
Comme S e W alors Ip e {1,2,...,r},50m,
Comme S ¢ V alors 5 < ¥ ce qui implique que ©6s et donc vdsém, d’ou dp «
{1,2,...,r},v6m, et par suite V e W.
Nous pouvons donc conclure qu’en utilisant le théoréme 1.1.1 que (N, W) est
un jeu simple.
b) Montrons & présent que les Ny sont les I - classes de (N, W) et que N; > Ny >
>N
» Soit ke {1,2,....t}, soient i, € Ny et soit S € W.
- SijeSalors SeW; dou 7;;(5)=5eW;
- Sij ¢S alors en posant R = S~ {i} +j on a 7;(S) = R et du fait que
1,7 € N il suit que s =7 et donc 7 est un modeéle gagnant vu que s l'est.
Ainsi, Re Wet j € R, dou 7;;(5) = R € W;. Il suit que 7;;(W) € W;. On

montre par symétrie que 7;;(WV) € W;. 1l en résulte que iIj
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» Montrons que pour i € Ny, et j € Niyq on a iDj et non(jDi)
»1) Montrons que iDj
Soit S € Wj.

+ Sii¢ S alors en posant R =7;;(S) on a 7ds
En effet :

> (1) = X6

-1 -1

;(F) = g(ﬁ) +1

() = Y.5)Vh2k+1

h h

On a donc :

Vhe{l,2,..,1}, zh:(F) > zhj(g)

Ainsi 75 et comme S € W alors R e d’ou 7;;(S) = ReW, car i € R.

w+ SigeS alors SeW,; et 7;;(5)=SeW,.

Dans tous les cas, 7,;(W) € W; et donc iDj.
»ii) Montrons que non(jD17)

— Sit =1 alors my; >0 car M vérifie la propriété (4) du théoréme qui caractérise
les caractéristiques invariantes.

— t>1 alors Vk <t il existe p tel que : mp >0 et mppe1) < g1
Soit S une coalition de modéle m, c’est-a-dire 5 = m,,. Comme s, = My, > 0 et
Sk+1 = Mp(k+1) < Ng+1, ON peut supposer que 7 € S et j ¢ .S5.
En effet, Si i ¢ § alors s, = my, > 0 entraine qu’il existe [ € S tel que II7 et en
remplagant [ par j on obtient S’ = 7;;(S) et S'iS et donc s’ =m,. Ainsi, on peut
toujours choisir S tel que s = m, et ¢ € S. De méme, on peut choisir S tel que
J¢S.SijeS alors comme Spq = Myppi1) < Mg il existe [ € Niyq tel que [ ¢S et
tel que Ij et en remplagant j par [ on obtient S’ = 7;;(S) et S'iS et donc 5" = 7,,.
Ainsi on peut toujours choisir S tel que s=m, et j ¢ 5.

Puisque 5 =, alors S € W et puisque ¢ € S alors S € W;. Posons 7,;(S) = R on a
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3.2. Unicité de représentation d’un jeu simple complet

5=m,0r et T # m, =5 En effet,

> (M) =527 =3)-1
k-1 k k

k-1

() = Eh:(g)\m e{k+1,k+2,....t}

n
il suit que Vhe{1,2,...,t} > (5) > Y ()
n n

Ainsi, 507 et 7 # 5. Il suit que m,0T et 7 # m, donc R ¢ W. Ainsi, 7,;(W;) ¢ W;
d’ol j ne domine pas i.
Finalement, les Ny k € {1,2,...,t} sont les I-classes de (N, W) et Ny > Ny >...> N,
d’ou (N, W) est complet et 7 est bien la premiére caractéristique invariante de
(N,W). Par ailleurs, par définition de W, {my,mo,...,m,} = W™ car les m, sont
les seuls modéles J—minimaux des classes de coalitions gagnantes. D’ou M est la

seconde caractéristique invariante de (N, W). ce qui achéve la démonstration.

Exemple 3.2.1 : 2 20
Considérons le jeu simple complet défini par : m=(3,4,2) et M= 1 3 1 | (met M

0 4 2
vérifient les conditions du Théoréme caractérisant les caractéristiques invariantes

d’un jeu simple complet). Décrivons ce jeu :

— L’ensemble de joueur N est de cardinal n = 9.

— N est divisé en trois chambres; dans une chambre donnée, tous les joueurs sont «
équivalents » en terme d’influence.

* La premiére chambre est formée par les joueurs les plus influents et est de cardinal
3

+% La deuxiéme chambre est formée par des joueurs moins influents que ceux de la
premiére chambre, il est de cardinal 4.

* + % La troisieme chambre est formée par les joueurs ayant la plus faible influence,
sont cardinal est 2.

— les régles de prise de décision sont les suivantes

Une décision est adoptée lorsqu’au moins 'une des conditions suivantes est vérifiée :

» Au moins 2 membres de la premiére chambre et au moins 2 membres de la deuxiéme

chambre sont favorables a la décision ;
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3.2.

Unicité de représentation d’un jeu simple complet

»

»

»

»

»

»

Au moins 1 membres de la premiére chambre, au moins 3 membres de la deuxiéme
chambre et au moins 1 membre de la troisiéme chambre sont favorables a la
décision ;

Tous les 4 membres de la deuxiéme chambre et tous les 2 membres de la troisiéme
chambre sont favorables a la décision;

Tous les 3 membres de la premiére chambre et au moins 1 membre de la troisieme
chambre sont favorables a la décision ;

Au moins 1 membre de la premiére chambre et tous les 4 membres de la deuxiéme
chambre sont favorables & la décision

C’est a partir de M qu’on retrouve la constitution en procédant comme suit :
chaque ligne de la matrice M((220),(1 3 1),(0 4 2)) nous donne modéle de coalition
gagnante minimale ;

On compléte s’il y a lieu, par les modéles qui n’y figurent pas (les modéle minimaux
mais non d—minimaux)((3 1 0), (1 4 0)).

L’un des avantages d’utiliser la caractérisation du jeu simple complet est que pour le
jeu précédent par exemple, en donnant N et W™, nous aurions eu besoin d’environ

50 coalitions gagnantes minimales, ce qui serait trés pénible & manipuler.

Le second avantage qu’apporte I'utilisation des caractéristiques invariantes d’un jeu simple

complet pour le représenter fait I'objet du chapitre qui suit.
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CHAPITRE IV

AUTRE CARACTERISATION DES JEUX

SIMPLES A QUOTA

Tester si un jeu simple est & quota est généralement trés fastidieux dés que le nombre
de joueur est grand. Bien que Taylor et W. Zwicker [8] donne une caractérisation des jeux
simples & quota, cette caractérisation reste difficile & tester. Pour contourner le probléme,
Nous utiliserons les résultats de F. Carreras et J. Freixas établis au chapitre ci-dessus

pour indiquer une méthode alternative.

4.1 Le théoréme de caractérisation

Proposition 4.1.1 :
Soit G = (N, W) un jeu simple complet. Soit Ny > Ny > ... > N; lordre linéaire entre les
les I-classes.
1) Tout jeu a quota admet une représentation normalisée ou ilj <= w; = w,
2) Un jeu simple G = (N, W) est un jeu a quota si et seulement si 3w = (w; )eq1,...13 € N
tel que wy > wqe > ... >wy >0 et les inégalités suivantes sont satisfaites :
(Mmp—-ay)w>0V¥p=1,..,rVg=1,...,s. Oumm; est un modéle de coalition 6—minimal

gagnant et o est un modele de coalition d—mazimal perdant.

La méthode naive consiste a se donner un systéme de |[W™| x [LM] inéquation avec n
inconnues : les poids de chaque joueur. Avec la proposition précédente, on réduit le nombre
d’inconnues de n a t.

La théoréme de Carreras et Freixas (1996) qui suit montre qu’avec leur représentation
(m, M) d’un jeu simple complet, il est encore plus facile de tester si un jeu simple complet

est pondéré.
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4.1. Le théoréme de caractérisation

Théoréme 4.1.1 ( Carreras et Freixas (1996)) :

Soit n > 2 et (N,W) un jeu simple complet tel que m = (1,1,...,1) Alors les égalités :
WOm = Wm et LOM = L™ sont incompatibles.

Preuve:

Soit n > 2 et (N,W) un jeu simple complet tel que 7 = (1,1,...,1). Pour montrer que
Wom = Wm et LOM = L™ sont incompatibles nous allons montrer que :

Wom = W — [LOM & [m,

Onam=(1,1,...,1) e N™ avec n > 2. D’aprés le théoréme 3.1.1 donnant les propriétés que
M vérifie, on a la propriété (4) qui stipule que :

VE <n il existe pe {1,2,...,7} tel que mypr >0 et Mpgesr) < M- ()

La propriété (9) impose & M d’avoir au moins deux lignes c’est-a-dire r > 2

En effet, Si M n’a qu’une ligne alors M = (my, ma,...,m,) avec m; € {0, 1}.

Avec (%), pour k=n—-1on am, ;>0 et m, <1 cest-a-dire n,_; =1 et m, =0

Avec (), pour k=n—-2on a m, 5 >0 et m,; <1 c’est-a-dire n,, o =1 et m,_1 =0

ainsi n,_1 = 1 et n,,_1 =0 contradiction! Donc M a plus d’une ligne.

Soient m,. et m,_; les deux derniéres lignes de la matrice M.
Montrons que : 3k € {1,2,....t} tel que m_1), =1 et m,; =0
Comme les vecteurs de M sont rangés dans l'ordre lexicographique, 31 € {1,2,...,t} tel

que : Z (m,_1) = Z (m,) Vh<l et Z (my-1) > Z (m,)
Ce qui ihmplique qug M-y =1 et my = O.Z Il suffit de lprendre k =1 pour conclure.

Ainsi, ensemble B = {k € {1,2,...,t} : m(_1)r = 1 et m,, =0 } est non vide. Posons kg le
plus petit élément de B.

Montrons que : 3k,l € {ko+1,ko+2,....,t} tels que m,, =1 et m, =1

Comme les vecteurs de M ne sont pas d-comparables, 3k’ € {1,2,....t} tel que :

Z (my-1) < Z (m,)(w) . Puis que ko = min(k: k € B) et [ ¢ B il suit que ko < [. Ainsi,
K K’

vu que Zh: (my-1) = Zh: (my) Vh<l et Zl: (my-1) > ; (m,)

Ona: Vh<I, Z (my-1) 2 Z (m,) . 11 suit que k' > 1 > ko donc k' > ky.
h h
Posons k; le plus petit entier vérifiant (w). D’aprés ce qui précéde, ky > ko, de plus on a :
Z (m,_1) < Z (m,) et Z (my_q) = Z (m;) car k1 est le plus petit entier vérifiant
k k k-1 ki1

1 1
(w) et me_1y, mer €{0,1}  VEe{1,2,...,t}. De ce fait, my, =1 et m_1y,, =0.

Plus encore, comme Z (mp_1) > Z (m,) et Z (mp_1) = Z (my) Alors, il existe ko
ko ko ki1-1 ki1-1
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4.1. Le théoréme de caractérisation

tel que ko < ko < ki —1 et myy, = 1. Il suffit de prendre k = k; et [ = ks pour conclure.
Montrons que : m, (1) = 1 €t myy40) = 1

Supposons que My (x,+1) = 0 01 My (442) = 0.

Le cas m,(y+1) = 0 : Supposons que m;.(1,+1) = 0 alors le modeéle m;. défini par : m;(koﬂ) =1,
m/, =0etm/, =m, Yke{l,2,....t} ~{ko+1,ko}, on a m.om,. Donc m/ n’est pas o-
rka rk r r

minimal gagnant.

Montrons que m, est un modéle minimal gagnant

Par construction de m/ on a : Z (m]) = Z (m,) et m!dom,.. Ainsi en enlevant le joueur
ayant la plus faible influence a u;e Coalitioil de modeéle m/, cette coalition perds car si on
note m!’ le modeéle d'une telle coalition, alors Z (m)) < Z (my) et Z (my) > Z (m.)
ce qui montre que m.. et m! ne sont pas o Com;arables. également, nf;’ ne 5-dor]§ine pas

les autres ligne de M car :

Z (m;) < Z (mr-1) et Z (m,_1) < Z (my;) Vie{2,..,r-1} par convention du
r;rolgement g(zes vecteurs de kj\/l et du fs(i)te que m, = ml, = my Yk e {1,2,.. ko}. 1l
suit que m! est un modéle perdent. nous concluons que m, est un modéle minimal ga-
gnant.

En résumé, on a m. € W et m. ¢ W% ce qui contredit '’hypothése W = W?. D’ou
My (ko+1) = 1.
Le cas m,(4y+2) = 0 : En supposant m,.,+2) = 0 on aboutit a une contradiction en raison-

nant comme dans le cas précédent.

Nous aboutissons donc au résultat m, (k1) = 1 et my 12y = 1.

Construction d’un modéle maximale perdant non /-maximale perdant
Considérons le modéle m défini comme suit : myg,1 = 0, my = 1 k € {ko+2,...,t} et
my =me Vke{1,2,....ko}.

Montrons que m est un modéle maximale perdant

En raisonnant comme dans le paragraphe précédent, on montre que m est un modéle
perdant. Si S est une coalition de modele m, le joueur de plus petite influence n’étant pas
dans S est I'unique joueur de la classe Ny, en l'ajoutant & .S on obtient une nouvelle
coalition S’ de modeéle m’ défini par : my =1 k€ {ko+1,...,t} et my = m,, Vk € {1,2,.... ko }.
On a m/dm,., donc m' est un modeéle gagnant et S’ est gagnante. D’ott m est un modéle

maximale perdant.
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4.2. Exemples

Montrons que m est un modéle non J-maximale perdant

Considérons le modele m” défini comme suit : myg,40 = 0, my = 1 k € {ko +3,...,t} et
my =mp Ve {1,2,... ko +1}.

En raisonnant comme dans le paragraphe précédent, on montre que m’” est un modéle
perdant. De plus m”om Donc m n’est pas d-maximale perdant.

Pour achever la preuve il suffit donc de prendre S une coalition de modéle m pour avoir

SelMet S¢ LM, m

4.2 Exemples

Exemple 4.2.1 : 2 20
Considérons le jeu simple complet défini par : @ = (3,4,2) et M =] 1 3 1 [ déja utilisé

0 4 2
plus haut. Nous allons tester s’il est & Quota ou pas.

Déterminons W™ I’ensemble des modéles /-minimaux gagnants

Nous avons déja m; = (2 2 0), my = (1 3 1) et m3z = (0 4 2) les modeéles J-
minimaux gagnants qui sont les lignes de la matrice M.

Déterminons £°M I’ensemble des modéles j-maximaux perdants

— Nous retrouvons d’abord tous les modéles maximaux perdants :

Nous avons ici ceux qui découlent directement des modéles §-minimaux gagnants : o =
(2 1 1),a,=(1 3 0)etag=(0 4 1)

—Ensuite, nous avons celle que nous construisons nous méme, avec les maximum de joueur
de grande influence :

@y =(3 0 2)ici nous mettons le maximum possible de joueur les plus influents, et le
maximum possible d’autres joueurs de telle sorte que ay ne dépasse aucun m; au sens de
J.

Ainsi LM ={ay;=(3 0 2);a,=(1 3 0);a3=(0 4 1)}

Testons si le jeu simple défini plus haut est & quota

Soit w = (wi,ws,ws3) un vecteur poids tel que wy; > wy > w3 > 0 (¢) . En traduisant
les inéquations (7; — @;).w > 0 pour i € {1,2,3} et j € {2,3,4}, on obtient le systéme

d’inéquation suivant :
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(M1 —as).w>0
(m1-as).w>0
(M1 —ay).w>0
(Mg —@2).w>0
(Mmy—-a3)w>0 <
(g —@y).w >0
(M3 —as).w>0

(mg —ag).w >0

(s —ay).w>0

w; —we >0

2wy — 2wy —ws3 >0

—Ww1 + 2wy — 2wz >0
< 4§ —2w; +3ws —ws3 >0
—W1 + Wwg + 2wz >0

w3 >0

—3(,(.)1 + 4CL)2 >0

En supposant que w3 =1, le systéme précédent nous donne :

2w —2we —1>0
—wy + 2w —2>0
—2w1+ 3w —1>0
—w1+wa+2>0

—3wy +4wse >0

wy>wy >1
W1:5
Donc 1, =4
W3=1

(1 -1 0)w>0

2 -2 -1H)w>0 1 -1 0)w>0

(-1 2 -2)w>0 2 -2 -1)w>0
(0 0 1)w>0 (-1 2 -2)w>0
(1 -1 0)w>0 =71(-2 3 -1)w>0

(-2 3 -1w>0
(-1 1 2)w>0
0 0 1)w>0

(-1 1 2)w>0
0 0 1)w>0

(-3 4 0)w>0

(-3 4 0)w>0

2&)1—2(,()2—W3>0
—W1+2CU2—2(,¢)3>0

—2w1 + 3we —ws3 >0

— (avec la relation (¢))

—w1+w2+2w3>0
—3wq +4WQ >0

w1 >we>wsg >0

I
(@

w1

CUQ:4

est une solution au probléme. Ainsi le jeu simple complet défini par :
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2 20
n=(3,4,2) et M=] 1 3 1 |estun jeua quota qui peut encore étre représenté par :

0 4 2
[18;5,5,5,4,4,4,4,1,1]. Le quota ici est le poids d'un coalition ayant pour modéle un

modéle J-minimal gagnante.
Exemple 4.2.2 :
1) Considérons le jeu simple complet définit par : = (2,4) et M = ( 1 2 )
Déterminons W™ I’ensemble des modéles /-minimaux gagnants
Win = (7 = (1 2))
Déterminons £V 1’ensemble des modéles §-maximaux perdants
LM ={a,=(2 0);a,=(1 1);a3=(0 4)}.
Testons si le jeu simple définit plus haut est & quota
Soit w = (wi,ws) un vecteur poids tel que w; > we > 0 (¢) . En traduisant les

inéquations (7 — @;).w > 0 pour j € {1,2,3}, on obtient le systéme d’inéquation

suilvant :
(ml—al).w>0 —w1 + 2wy >0 (1)
(M -T)w>0 = 1w>0 (2) (1) et (3) entrainent que le systéme
(ml—a3).w>0 w1—2w2>0 (3)

d’inéquations n’admet pas de solution. Ainsi on conclut que le jeu simple complet
définit par : 7 =(2,4) et M = ( 1 2 ) n’est pas a quota.
5

2 8
Déterminons W™ I’ensemble des modéles /-minimaux gagnants

wom={my = (3 5); mi=(2 8)}

2) Considérons le jeu simple complet définit par : 7 = (5,10) et M =

Déterminons £°M I’ensemble des modéles j-maximaux perdants

LM ={a,=(5 2);a,=(2 T7)}

Testons si le jeu simple définit plus haut est & quota

Soit w = (w1, ws) un vecteur poids tel que wy > ws > 0 . En traduisant les inéquations

(m; —a;).w >0 pour i, j € {1,2}, on obtient le systéme d’inéquation suivant :
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(m1-a1).w>0 3wy — 2wy >0

3wy > 2wy (1)
(ml—az).w>0 w1—2w2>0
1 = = W1>2WQ (2)
(mg—al).w>0 —3wq + 6wy >0

we >0 (3)
(m2—62).w>0 wy >0

(2) entraine que 2w; > 4wy (*), (*) et (1) donnent 3wy > 2wy > 4wy c’est-a-dire
3wa > dwy(**).

Comme il n’existe pas de réel wy vérifiant (%) et (3), il suit que le systéme d’inéqua-
tion de départ n’admet pas de solution. Nous concluons que le jeu simple complet

de départ n’est pas a quota.
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Conclusion et perspectives

Au terme de ce travail ou il était question pour nous de faire un compte rendu claire
et explicite de la classification des jeux simples complets due a F. Carreras et J. Freixas
(1996), nous dégageons des grandes articulations. La premiére étant l'introduction de la
relation de désirabilité permettant la comparaison de deux joueurs en terme d’influence
dans le jeu. La seconde étant ’extension de cette relation aux coalitions, permettant ainsi
a F. Carreras and J. Freixas d’introduire la notion de modéle de coalition. La troisiéme
étant 1’énoncé du théoréme de F. Carreras and J. Freixas mettant en isomorphisme un
treillis et le jeu. La derniére étant la donnée des invariants d’un jeu simple complet et la
nouvelle caractérisation d’un jeu a quota. Il apparait donc clairement qu’avec la nouvelle
facon proposée par F. Carreras and J. Freixas de donner un jeu simple complet, il est
vraiment plus facile de manipuler le jeu et méme de tester s’il est a quota. En guise de
perspectives, nous pouvons nous demander ce que devient cette représentation lorsque
nous envisageons que l’abstention est possible c’est-a-dire en cas de (3,2)- jeu simple.
Dans cette perspective, des outils nécessaires comme par exemple la relation d’influence

ont été définis dans Tchantcho et Al (2008) [9].
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Implication pédagogique

L’implication pédagogique ou le lien que nous pouvons faire entre ce mémoire et le
métier d’enseignant du secondaire pour lequel nous recevons notre formation réside a six
niveaux principalement :

% Il participe a notre culture dans le domaine des mathématiques et de ce fait nous
donne une vision plus large des mathématiques en générale et donc des mathéma-
tiques que nous enseignerons au lycée en particulier.

% Il aiguise notre habilité a modéliser mathématiquement des situations de la vie
courante et de ce fait notre habileté a créer des situations de la vie courante dont
la résolution poussera l'éléve a utiliser des outils mathématiques précis. Ainsi, il
accrois notre habileté a appliquer ’APC au lycée.

Y Il nous donne une culture sur les applications que 'on peut faire des mathéma-
tiques, et de ce fait, nous aidera a souvent sortir des mathématiques théoriques
qu’on enseigne au lycée pour donné des utilités concrétes que 'on peut faire des
mathématiques.

% Il nous aide également a nous familiariser avec les changements de structures ce qui
est trés courant en mathématiques en générale. Ainsi donc dans les cours de mathé-
matiques que nous donnerons au lycée, nous ne manquerons pas de faire remarquer
tous les changement de structures lors de la résolution de certains probléme.

% Il nous donne de l'expérience dans l'utilisation des logicielles de saisis mathéma-
tiques comme Latex et I'utilisation de 'ordinateur. Ainsi nous pourrons saisir pour
facilement nos épreuves et nos cours aux lycée.

Y Il nous donne de 'expérience dans la préparation de nos cours, car la mémoire

n’est rien d’autre qu’'un cours.
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