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& Résumé &

Soit M une variété différentiable de dimension m > 0. On désigne par T'M le fibré tangent
de M. Le but de ce travail est de montrer que certains champs de tenseurs se construisent
naturellement sur le fibré T'M, puis nous étudions leurs propriétés.

Mots clés : variété différentiable, fibré vectoriel, fibré tangent, champ de tenseur, champ

d’Euler, tenseur de Nijenhuis.
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& Abstract &

Let M be a smooth manifold of dimension m > 0. We denote by T'M the tangent bundle of
M. The aim of this work is to show that, some tensor fields on T'M are defined naturally and
we study their properties.

keywords : smooth manifold, vector bundle, tangent bundle, tensor fields, Euler field,

Nijenhuis tensor.
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& Introduction &

Le but principal de ce projet de mémoire est de faire une étude sur la géométrie du fibré
tangent. C’est un domaine récent de la géométrie différentielle qui est développé depuis plusieurs
décennie et oil les auteurs ont utilisés des approches variées et différentes pour définir certains
objets géométriques du fibré tangent d’une variété différentiable. Dans ce travail nous nous
intéressons particulierement aux champ d’Euler et au tenseur de Nijenhuis, qui jouent un role
fondamental en mécanique Lagrangienne et permettent de donner une formulation globale des
systémes différentielles d’ordre 2 sur une variété différentiable. Le champ d’Euler permet aussi
de généraliser aux champs de tenseurs le théoréeme d’Euler sur les fonctions homogénes.

Dans la littérature, ces deux champs de tenseurs (Champ d’Euler et tenseur de Nijenhuis)
sont définis sans trop de précisions et les propriétés naturelles de ces tenseurs ne sont pas étudiés
en détails. C’est pourquoi, nous proposons une définition simple qui pourrait étre adaptée a
des différentes situations dans la pratique de résolution des problémes de géométrie sur le fibré
tangent et étudions les propriétés de ces tenseurs.

Ainsi, notre travail se divise en trois chapitres.

Au premier chapitre, nous donnons quelques éléments de base et notations pour la bonne
compréhension de notre document. C’est pourquoi, nous rappelons les notions de variétés dif-
férentiables et applications différentiables.

Au chapitre 2, nous parlons de champs de tenseurs sur un fibré vectoriel réel. Nous commen-
¢ons par définir un fibré vectoriel réel, nous étudions les fibrés vectoriels induits et les champs
de tenseurs sur un fibré vectoriel réel. Un accent particulier est mis sur I’étude des champs
de vecteurs sur une variété différentiable. Notons que toutes ces notions sont bien développées
dans [2].

Au dernier chapitre, nous définissons et étudions le champ d’Euler et le tenseur de Nijeh-
nuis. Nous commencons par parler de relévement tangent des champs de vecteurs, de formes
différentielles de degré 1, puis nous donnons les différentes définitions de champs d’Euler et de
tenseurs de Nijenhuis. Notre contribution dans ce travail réside dans les calculs, lorsque nous

établissons les propriétés naturels des champs de tenseurs ainsi définis.
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[ gl Chapitre Un ‘ * K I

RAPPELS
-

1.1 Rappel de topologie

1.1.1 Espaces topologiques.
Définition 1.1.1. On appelle espace topologique un couple (X, @) o X est un ensemble et O
est une famille de parties de X, appelées ouverts, vérifiant :
(i) X et 0; sont des éléments de O;
(ii) si (B;);c; est une famille d’éléments de O, alors
s
iel
est encore un élément de O ;

(iii) pour toute famille (B;),_, , d’éléments de O,

1=

est un élément de O.

Exemple 1.1.1. (i) Tout espace métrique (X,d) est un espace topologique. La topologie ici
étant définie au moyen de la distance distance d. De maniére précise, une partie U C X

est dite ouverte si U =0 ou U # () et pour tout x € U, il existe r > 0 tels que
{ye Xld(z,y) <r}CU

En particulier R™ est un espace topologique lorsqu’on le dote de l'une des distances équi-

valentes suivantes :

di(,y) = |y =l da(w,y) =D (wi—w)?,  ds(z,y) = sup |y; — il
=1 j

1<i<n

pour tout x = (1, ,x,) ety = (Y1, -, Yn)-

(i) Le couple (X, P(X)) est un espace topologique. Une telle topologie sur X est dite discréte.
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1.1. Rappel de topologie

(i) On pose O = {0, X}. Le couple (X, Q) est un espace topologique. On l'appelle topologie

grossiere de X .

Dans la suite I'espace topologique (X, Q) sera noté simplement par X, lorsqu’il y a pas de

risque de confusion sur la topologie de X.
Définition 1.1.2. Une partie F' de X est dite fermée si C§ est un élément de O.
Notation 1.1.1. On note F la famille constituée de toutes les parties fermées de X.

Proposition 1.1.1. La famille F vérifie :
(i) les ensembles ) et X sont des fermés de X ;
(i) toute intersection de fermés de X est un fermé de X ;

(iii) une réunion finie de fermés de X est un fermé de X.

Définition 1.1.3. Soient X un espace topologique et B C X. On appelle voisinage de B dans

X, toute partie de X contenant un ouvert contenant B.

On désigne par V(B) I'ensemble des voisinages de B. Lorsque B = {z}, on note V(B) par

V(x) 'ensemble des voisinages de z.

1.1.2 Séparation et Topologie induite

Définition 1.1.4. On dit que 'espace topologique X est séparé au sens de Haussdorf, si pour
tout z,y € X tels que = # v, il existe U,, U, des ouverts de X contenant respectivement z et
y tels que U, N U, = 0.
Exemple 1.1.2. (i) Les espaces métriques sont des espaces topologiques séparés.
(i) Soit X un ensemble non vide. L’espace topologique discret (X, P(X)) est séparé. Toutefois,
pour O = {0, X}, lespace topologique (X, Q) n’est pas séparé.
Soit (X, O) un espace topologique et A une partie de X. On pose

O,={UNAU € O}

Il est immeédiat que O 4 est une famille de parties de A qui posséde les propriétés (i), (ii) et (iii)
de la définition (1.1.1). Donc O4 définit une topologie sur A appelée topologie induite sur A.
On dit alors que A est un sous-espace topologique de (X, O).
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1.1. Rappel de topologie

1.1.3 Applications continues
Soient (X, ), (X', O) deux espaces topologiques et f : X — X’ une application.

Définition 1.1.5. On dit que f continue sur X si :
vO', (0O'e0) = (f1(0)e0)

Si en plus f est bijective et f~! continue sur X’, on dit que f est un homéomorphisme de X

sur X'
Théoréme 1.1.1. Il y a équivalence entre :
(i) f est continue sur X.
(ii) L’mage réciproque par f de toute partie fermée de X' est une partie fermée de X. En

d’autres termes, VF' € F', f~Y(F') € F.

Preuve. Voir [3] u

Application : topologie sur un espace vectoriel réel de dimension finie

Soit V' un espace vectoriel réel de dimension finie n > 1. Soit B = (vy,--- ,v,) une base de
V', et lapplication linéaire bijective g : V' — R™ dont 'isomorphisme réciproque est définie

par :
n
-1
(2 :Rn%‘/” (xl,---,xn)Hinvi
=1

On peut définir une topologie sur V' a partir des ¢p. Plus précisément, une partie U est un

ouvert de V' si ¢p (U) est un ouvert de R". Soit B’ = (v}, - ,v!,) une autre base de V', a B’ et

rTn
a I'application pp/ : V' — R™ comme précédemment a B, on associe la topologie sur V' obtenue
a partir de B’ est la méme que celle sur V' obtenue & partir de B ; car tous sont homéomorphes

a R™. Plus précisément, 1’application
¢p oy :R" = R"
est un homéomorphisme, de classe C'*° car linéaire. Ce qui montre que la topologie ainsi définie

sur V ne dépend pas de la base choisie.

1.1.4 Espace connexe et connexe par arc

Soit (X, O) un espace topologique. On rappelle que F désigne I’ensemble des parties fermées

de X. En général {0, X} C F N O, d’aprés la proposition (1.1.1) et la définition (1.1.1).
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1.1. Rappel de topologie

Définition 1.1.6. (i) On dit alors que (X, O) est connexe si

FNnO={0,X}

(ii) Une partie A de X est connexe si (A, O4) est connexe.

Proposition 1.1.2. (i) Une partie A de X est conneze si et seulement si l’existence de deux

ouverts disjoints O et Oy de X tels que A C O U Oy entraine A C Op ou A C Oy

(i) Les seules parties connexes de R™ sont des ensembles de la forme

ot K; est un intervalle de R.

(iii) Soit f: X — X' une application continue. L’image d’une partie connexe de X par f est
une partie connexe de X'. En particulier, si X est connexe et f surjective, alors X' est

connexe.

iv) Tout espace vectoriel réel de dimension finie V, qu’on munit de la topologie "d’espace
g

vectoriel réel de dimension finie”, est connexe.
Preuve. Voir [3] u

Définition 1.1.7. (i) On appelle chemin ou arc joignant z € X a y € X toute application
continue de v : [0, 1] — X telle que v(0) = z et y(1) = y.

(ii) Une partie A de X est connexe par arcs si deux points quelconques de A peuvent étre

reliés par un chemin.
Proposition 1.1.3. Tout espace topologique connexe par arcs est conneze.

Définition 1.1.8. (i) Un espace topologique est dit localement connexe s'il est séparé et si
chacun de ses points posséde un voisinage connexe.

(ii) Pour tout point z de X, on appelle composante connexe de z et on note C(z) le plus

grand(au sens de I'inclusion) connexe contenant x :

C(x) = U C

reCCX,Cconnexe
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1.2. Variétés différentiables.

1.1.5 Espaces compacts.

Définition 1.1.9. Soit A une partie d’un espace topologique X. On dit qu'une famille (U;);es

forme un recouvrement ouvert de A si :

i) A=Ju,
iel
(ii) U; ouvert de X pour tout i € I.

Définition 1.1.10. (i) On dit qu’un espace topologique X est compact s’il est séparé et si
de tout recouvrement ouvert on peut extraire un sous-recouvrement fini.

(ii) Une partie A d’un espace topologique séparé X est dite compacte si (A, O4) est compact.
Exemple 1.1.3. Les seules parties compactes de R™ sont les parties fermées bornées de R™.
Remarque 1.1.1. (i) Si K est une partie compacte de X séparé, alors K est un fermé de

X.
(ii) Si X compact et F' est une partie fermée de X, alors F' est compact.

Définition 1.1.11. Un espace topologique est dit localement compact s’il est séparé et si

chacun de ses points posséde un voisinage compact.

1.2 Variétés différentiables.

1.2.1 Notion de carte.

Soit M un espace topologique séparé.

Définition 1.2.1. Une carte de M est un triplet ¢ = (U, 6,n) ou
(i) U est un ouvert de M,

(ii) 0 est un homéomorphisme de U sur un ouvert de R™.

L’ouvert U et I'entier naturel n sont respectivement appelés domaine et dimension de la
carte c¢. Lorsqu’un point z de M appartient a U, on dit que (U, 6) est une carte de M en x. Si
en plus () = 0, on dit que (U, ) est carte de M centrée en z.

Soient (U, 0, n) une carte de M et a € {1,2,3,...,n}(n > 1). Posons I’application
7 : R" — R la a-iéme projection de R” sur R, et x* = 706 : U — R. On obtient ainsi un
systéme (2%)qe(1,2,..ny d’application de U vers R qu’on appelle application coordonnées. Dans

ce cas, le systéme (z,...,2") est appelé systéme de coordonnées locales associées a la carte

(U,0,n).

Exemple 1.2.1. Le couple (R™, Idrn) est une carte de R™ en chacun de ses points.
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1.2. Variétés différentiables.

Définition 1.2.2. On dit que deux cartes (U,0,n) et (V,¢,m) de M sont C*-compatibles si
UNV = ou sil'application fo ¢! : (UNV) — O(UNV) est un diffeomorphisme de classe
C*.

Il en résulte que ¢ o §~' est aussi un difféomorphisme de classe C*.

Remarque 1.2.1. SiUNV # (et si (U,0,n) et (V,$, m) sont C*-compatibles alors les deux

cartes sont de méme dimension (n = m).

1.2.2 Notion d’atlas.

Soit M un espace topologique séparé.

Définition 1.2.3. Un atlas de classe C* de M est une famille (U;, 0;,n;)se; de carte de M telle
que :
i) M=
iel
(ii) Pour tout i,j € I, (U;,0;,n;) et (U;0;,n;) sont C*-compatibles.
Définition 1.2.4. On dit que deux atlas A = {(U;, 0;,n;)ica} et B = {(V;, ¢;, m;);ep} sont C*-
compatibles si pour tout (i,5) € A x B les cartes (U;, 0;,n;) et (V}, ¢;,m;) sont C*-compatibles.

Exemple 1.2.2. (i) Le couple (R™, Idrn) est un atlas a une carte.

(ii) Soient V' un espace vectoriel réel de dimension n muni de la structure d’espace topologique,

B = (e,...,e,) et B'=(€),...,e)) deux bases de V. Soient deuz applications

YB: V — R"
r=> 0" wie; —  (T1, ..., Tn)
et
pp V — R"™
=y xie; — (T1,...,Tp)
les cartes (V,op) et (V, ) de M sont Ck-compatibles pour tout k € N. Donc la famille

(‘/7 SOB)BE{B base de V'} est un atlas de V.

Proposition 1.2.1. Si l’espace M est connexe, toutes les cartes d’un méme atlas sont de méme

dimension.
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1.2. Variétés différentiables.

Preuve. Soient (U;, 6;);cr un atlas de M et ig € I tels que la carte (U, 6;,) soit de dimension
n. Posons J = {i € I | (U;,0;) est de dimension n} et V; = UUi‘ J#Dcarige J. SiJ=1

icJ
c’est terminée; sinon(J # I) ona : M = U U =WUu (U U;)
iel igJ
Soit Vo = U U, Vi et V, sont des ouverts de M et M = V;UV;. Il est claire que VNV, = 0, car
idJ

si VinVy # 0, il existera U; et U, tel que U;NU, # 0 avec U; C V3, U, C Va. Or (U;, 0;)ier est un
atlas, donc (Uj,0;) et (U,,0,) sont C*-compatibles, donc de méme dimension. Ce qui contredit
le fait que U, n’est pas inclu dans V4. Donc Vi NV, = 0. Ainsi M = ViUV et ViNVy =0, ce

qui contredit le fait que M soit un connexe. Donc Vi € I, (U;, 6;) est de dimension n. [ |

Définition 1.2.5. Un atlas de dimension n est un atlas dont toutes ses cartes sont de dimension

n.

1.2.3 Variétés différentiables.

Soit M un espace topologique séparé. On désigne par R (M) Uensemble des atlas de classe

C* sur M. On définit sur Ry (M) la relation suivante :
pour tout A, B € R (M), (AR B) & (A et B sont C* — compatibles).
La relation "R" est une relation d’équivalence sur Ry (M).

Définition 1.2.6. Une structure de variété de classe C* et de dimension n sur M est la donnée

d’une classe d’équivalence de la relation "R" des atlas de M de dimension n.

Notation 1.2.1. La variété différentiable est notée (M, A) ou A est une classe d’équivalence

de la relation "R sur Ry (M).
Remarque 1.2.2. Si k = 0 on dit que M est une variété topologique.

Exemple 1.2.3. (i) M =R". On considére l'atlas (R™, Idrn). Soit 6 une application linéaire
bijective de R™, (R™, Idra) est un atlas de R™ et on sait que § = 0 o (Idrn)~t; 0 étant
de classe C*, car linéaire et bijective. Donc ces deux atlas (R™, Idgn) et (R™,0) sont en
relation("R"), donc définissent la méme structure de variété de classe C*.

(ii) Soit a = (R,Idr) et b = (R,0) avec § : R — R telle que 0(t) = t3.
Il est claire que a et b ne sont pas C*-compatibles car 6 n’est pas de classe C* sur R.

(07 - t — /t nest pas différentiable en t = 0).

Proposition 1.2.2. (i) Toute variété différentiable de classe C* et de dimension n est loca-

lement compacte.
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1.2. Variétés différentiables.

(ii) Toute variété différentiable de classe C* et de dimension n est connexe si et seulement si

elle est connexe par arc.

(iii) Toute variété différentiable de classe C* et de dimension n est localement conneze.
Preuve. Voir [4] n

Un procédé d’usage pour montrer qu’'un ensemble non vide posséde une structure de variété

différentiable est décrit par le théoréme suivant.

Théoréme 1.2.1. Si N un ensemble non vide et (Uy, 0y )aca une famille telle que :

i) N =] V..
acA
(i) pour tout a € A, 0,(U,,) est un ouvert de R™ et 0, est une bijection de U, sur 0,(Uy).

(iii) pour tout o, B € A, tel que Uy, NUg # 0, 0,(Us NUp) et 05(U, N Up) sont des ouverts de
R™ et lapplication 050 0, : 0,(Uy, N Us) — 05(U, N Up) est un difféomorphisme classe
C*.

Alors (U, 0a)aca est un atlas de N qui lui confére une unique structure de variété différentiable.

Preuve. Voir [2] u

1.2.4 Quelques exemples de variétés différentiables.

Exemple 1.2.4. On considére R™™, muni du produit scalaire canonique
<z,y>= > 2" La sphére de dimension n, notée S", est définie par :

S"={re R <z x>=1}.

Exemple 1.2.5. (Les espaces vectoriels) Soit V' un espace vectoriel de dimension n > 1 et

B = {ey, e, ...,e,} une base de V. L’application g : R" — V' définie par Og(xy1,za, ..., x,) =

n

inei est un isomorphisme d’espaces vectoriels. On obtient ainsi une carte (V, 0;1). Si B' =
i=1
{el, €, ...,el} est une autre base de V' et (V,05/) sa carte. (V,05") pefvase de vy sont C°-compatibles

pour tout B € { base de V'}. Donc la structure de variété de V' ne dépend pas de la base choisie.
Pour finir tout espace vectoriel de dimension n(n > 1) est une variété différentiable de classe

C™ et de dimension n.

Exemple 1.2.6. (Variété produit) Soient M et N deuz variétés différentiables de dimension
m et n respectivement. Soit A = {(U;,0;)ica} un atlas de classe C*° de M et B={(V;, ¢;)jen}
un atlas de classe C*° de N. Posons pour tout (i,j) € AxB, W, ; =U; xV; et 0, x¢; - W, ; —
0;(U;) x ¢;(V;) définie par 0; x ¢p;(x,y) = (0:(x), ¢;(y)). Il est claire que (W;;,0; X ¢;)a j)caxn
est un atlas de classe C*° de M x N qui définit la structure de variété de M x N et on parle de

variété produit de M et N et on a dim M X N = m + n= dimM +dimN .
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1.3. Applications différentiables.

Exemple 1.2.7. T" = 8! x 8! x ... x S} (nfois) est une variété différentiable de classe C* de

dimension n. on ['appelle Tore.

Théoréme 1.2.2. (Whitney) Soit (M, A) une variété différentiable de classe C* et de dimension
n > 1. Il existe B un atlas de M de dimension n et de classe C* C*-compatible a tous les

éléments de A.

Preuve. Voir [9) u

Le théoreme de Whitney nous permet de considérer dans la suite que toutes les variétés

différentiables sont de classe C°.

1.3 Applications différentiables.

1.3.1 Définitions et propriétés.

Soient M et N deux variétés différentiables de dimension m et n respectivement.

Définition 1.3.1. (i) Une application f : M — N est différentiable de classe C* au point
x si f est continue en x et s’il existe une carte (U, 6) de M centrée en z, une carte (V, ¢)
de N centrée en y = f(z) telles que f(U) C V et I'application ¢o fof~' : 0(U) — ¢(V)
est différentiable de classe C* en 0(x). ¢ o f o =1 est I'expression locale de f sur U.

(i) On dit qu'une application f : M — N est différentiable de classe C¥ sur M si f est
différentiable de classe C* en tout point de M.

(iii) Si f est différentiable et de classe C* sur M, pour tout k& € N, on dit que f est de classe
C>.

Notation 1.3.1. On note C*°(M, N) l’ensemble des applications différentiables de classe C*

de M wvers N. Dans le cas ou N =R, on note C*(M,R) par C*(M).

Définition 1.3.2. Une application f : M — N est un difféomorphisme de classe C* si f est

bijective et si f et f~! sont différentiables de classe C*.

Proposition 1.3.1. (i) Soient G une variété différentiable, f : M — N et g : N — G
deux applications. Si f et g sont différentiables de classe C*(k € N ou k = 00), alors go f

est une application différentiable de classe CF.
(i) Si f,geC®(M), fg: M — Ret(f+g): M — R, alors f.q,(f + g) € C>°(M).
(iii) St f,g € C®(M), g(x) #0Vx € M et <§) : M — R, alors § € C*(M).
Remarque 1.3.1. De la proposition 1.3.1, on déduit que C*°(M) muni des opérations d’ad-

dition, de multiplication par un scalaire et de produit de deux fonctions, est une algébre. On

I’appelle I'algébre des fonctions de classe C* sur M.
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1.3. Applications différentiables.

1.3.2 Dérivées partielles.

Soient M une variété différentielle de dimension n > 1, f : M — R une application
différentiable de classe C* en x,. Pour une carte (U, ) de M en z,, son expression local fof~*
est de classe C" (r < k) en 6(z,). On note par (z',...,2™) un systéme de coordonnées associées

ala carte (U,0). Sip e U, on a: 0(p) = (z*(p), 2*(p), ..., z"(p)).

Définition 1.3.3. f admet les dérivées partielles d’ordre r en x,, s’il existe une carte (U, 0) de

M en z, telle que son expression locale dans (U, ) admet des dérivées partielles d’ordre r en

0(z,).

Cette définition ne dépend pas de la carte choisie. On note les dérivées partielles quand elles
existent en z, par :
o 0°(f 007

€T ) =
a1 () o ( o a1 a9 o
Oz 02 ...0xy" Oz 0yl ...0xy"

(O(z,)) avecao =y + s + ... +a, <7

Proposition 1.3.2. (i) Si f: M — R différentiable en z,, f est continue en z,.

(i) Si f: M — R est différentiable de classe C" en x,, alors f admet des dérivées partielles

d’ordre r en x,. La réciproque est fausse.

(iii) Les dérivées partielles vérifie les propriétés habituelles, i.e. pour tout f,g € CF(M) et

A€ER,
85()];?) (%) = %(Q (@0)g(@o) + %(53 (o) f(20)
of+g), _ o) d(9) d(\g) 99)

ozt (o) = oxt (o) + Oxt (o) et ozt (o) = oxt (o)

1.3.3 Rang d’une application différentiable(submersion-immersion).

Soient M et N deux variétés différentiables de classe C¥ de dimension m et n respectivement,
f: M — N une application différentiable de classe C*. Pour tout = un point de M. Soient
(U,0) et (V,¢) deux cartes en x et f(z) respectivement(f(U) C V). L’expression locale de f
par rapport a ces deux cartes, en x est F' = ¢o fo 07! : 0(U) — ¢(V) est différentiable au
point 6(x).

Définition 1.3.4. (i) On appelle matrice jacobienne de f en x dans les cartes (U, 0) et (V, ¢),
la matrice jacobienne de son expression locale au point 6(x).

(ii) On appelle rang de f en x, le rang de la matrice jacobienne de F' au point §(z). On note

rang(f)(x).
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1.3. Applications différentiables.

Remarque 1.3.2. (i) Le rang de f en x ne dépend pas des cartes choisies, car les change-
ments de coordonnées locales sont des difféomorphismes. En effet, soit (U;, ;) une autre
carte de M en z et (Vi,¢1) une autre carte de N en f(x) telle que f(U;) C V3. On a
I'expression locale I} = ¢; o fof;". pour les expressions locales ¢po fof~' et ¢y 0 fob; ",

on note par D(¢o fof~1)(0(z)) la matrice jacobienne de ¢o fof~! au point ¢(z). Comme

grofolit=(prop)o(pofobl)o(obt).

On déduit que

D(¢r0 f o7 ")(01(x)) = D(¢r 06~ )(d(f(x))).D(¢o fob")(0(x)).D(O b )(0h(x)).
Comme les matrices D(¢ 00 1) (o(f(2))) et D(0o6; 1) (01 (x)) sont inversibles car ¢, 0¢~!

et 6 o 07" sont des difféomorphismes, il vient que les matrices D(¢; o f o 6;1)(01(x)) et

D(¢o fo0 1)(0(x)) ont le méme rang.

(i) D(¢o fof71)(A(z)) est une matrice a n lignes et m colonnes. Donc
rang(D(¢ o f o 71)(0(x))) < inf{m,n}. Et par conséquent pour tout z € M on a
rang(f)(x) < inf{m,n}.

Définition 1.3.5. (i) On dit que f est une submersion si pour tout z € M, rang(f)(x) =
dimN = n.

(ii) On dit que f est une immersion si pour tout € M, rang(f)(z) = dimM = m.

Remarque 1.3.3. (i) Si f est une submersion alors n < m.

(ii) Si f est une immersion alors m < n.

Définition 1.3.6. Supposons que m < n(rang(f) = m). L’application dm,n : R™ — R"

définie par Om, n(z', 2%, ..., 2™) = (21, 2%,...,2™,0,0,...,0) est une injection canonique.

Définition 1.3.7. Supposons que n < m(rang(f) = n). L’application Prm,n : R™ — R"
définie par Prm,n(z', 2%, ..., 2™) = (2%, 2%, ..., 2") est une projection canonique des n premiers

composantes.

Corollaire 1.3.1. f est une submersion si et seulement si pour tout x € M, (U, @) une carte

1

de M centrée en x, (V,¢) une carte de N centrée en f(x) telle que ¢ o fo=" = 0Om,n |,w)-

Corollaire 1.3.2. f est une immersion si et seulement si pour tout x € M, (U, ) une carte

1

de M centrée en x, (V,¢) une carte de N centrée en f(x) telle que ¢ o fo=" = Prm,n |ow).

Corollaire 1.3.3. Une condition nécessaire et suffisante pour que une application f injective

soit un difféomorphisme est que m = dimM =n = dimN = rang(f)(x) pour tout x € M.
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1.3. Applications différentiables.

Proposition 1.3.3. Soit P une variété différentiable de classe C* et dimension p. Soit g :
N — P une application différentiable de classe C*. Si f et g sont des submersion(resp. im-

mersion) alors g o f est une submersion(resp. immersion).

Proposition 1.3.4. (i) Si f est une submersion, l'image par f de tout ouvert de M est un

ouvert de N.

(i) Soit P une variété différentiable de classe C* et dimension p. supposons que f soit une
immersion injective. Pour qu’une application continue g : P — M soit différentiable de

classe C* il faut et il suffit que fog: P — N soit différentiable de classe C*.

(iii) Soit P une variété différentiable de classe C* et dimension p. supposons que f soit une
submersion surjective. Pour qu’une application continue g : N — P soit différentiable

de classe C* il faut et il suffit que go f : M — P soit différentiable de classe C*.
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'3l Chapitre Deux‘ * *x

Champ de tenseurs sur un fibré vectoriel

réel.
-

Dans la suite, différentiable signifie différentiable et de classe C*.

2.1 Généralités sur les fibrés vectoriels.

2.1.1 Fibration.

Définition 2.1.1. Une variété fibrée est un triplet A = (Y, M, p) tels que
(i) Y et M sont des variétés différentiables;

(ii) p: Y — M une submersion surjective.

Y est appelé l'espace total A\, M sa base. Pour x € M, p~'(x) est appelé fibre au dessus de

x; on le note Y.

Exemple 2.1.1. Soient M et S deux variétés différentiables. On désigne par
pr1 : M xS — M la premiére projection. Le triplet (M x S, M,pry) est une variété fibrée

appelé variété fibrée triviale.

Définition 2.1.2. On appelle fibration une variété fibrée (Y, M, p) qui vérifie la condition sui-
vante : pour tout x € M, il existe U un voisinage ouvert de x dans M, une variété différentiable

S, et un diffécomorphisme ¢ : p~1(U) — U x S, tel que le diagramme suivant commute
p N U) = UxS,

e
p’U Ip
U

Le couple (U, p) est appelé une trivialisation locale tandis que le couple (U, ') une appli-
cation repére. p; est la projection suivant le premier facteur.

Soient A = (Y, M, p) et p = (Z, N, q) deux fibrations.
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2.1. Généralités sur les fibrés vectoriels.

Définition 2.1.3. On appelle morphisme de fibrations de A vers p un couple d’applications

(f, fHlouf:Y — Zet f: M — N différentiables et tel que le diagramme suivant commute

y Lz
pi lq
—

M f N

2.1.2 Définition d’un fibré vectoriel réel.

Soient M et E deux variétés différentiables et m : E — M, une application différentiable
telle que pour tout € M, E, = 77 (z) = {2z € E|r(z) = z} soit un espace vectoriel réel de

dimension finie.

Définition 2.1.4. On dit que le triplet (E, M, m) est un fibré vectoriel réel de fibre type un
espace vectoriel réel de V' de dimension n > 1 si pour tout zy € M, il existe un voisinage ouvert

U de M contenant xq et un diffeomorphisme ¢ : 71 (U) — U x V tel que :
(i) m=pi1og.
(ii) La restriction de py o ¢ & chaque fibre E, = 7~ !(x) est linéaire.

Ot p; et py désignent respectivement les projections suivant le premier et le deuxiéme facteur.

Définition 2.1.5. Une section différentiable du fibré vectoriel (F, M, 7) est une application
différentiable o : M — F telle que :

mToo =1 dM
On note par I'(E) 'ensemble des sections différentiables de E.

Exemple 2.1.2. Soient M une variété différentiable de dimension n > 1 et V un espace
vectoriel réel. Soit Uapplication 7 : M xV — M, (x,v) — x. Le triplet (M x V, M, ) est un
fibré vectoriel réel. Un tel fibré est dit trivial. En particulier, I'(M x V') s’identifie a C*°(M, V).

Définition 2.1.6. (Morphisme de fibrés vectoriels) On appelle morphisme entre deux fibrés
vectoriels (B, M,m) et (E', M’ ,7'), la donnée de deux applications différentiables f : £ — £’

et g: M — M’ telles que le diagramme
f /
EFE — F
T b
—
M g M
commute et que la restriction de f a chaque fibre E, soit une application linéaire de E, vers

I
Eg(u’v)'
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2.1. Généralités sur les fibrés vectoriels.

2.1.3 Exemple de fibré vectoriel : Le fibré tangent d’une variété dif-

férentiable.

Soient M une variété différentiable de dimension n > 1 et « € M. Dans ’ensemble C2°(R, M)
des courbes 7 € C*(R, M) telles que v(0) = z, on définit la relation 2R, suivante : pour tous
7172 € CF(R, M)

d d

(9t 1) = (01000 o= 02000 1)

pour une carte (U,u) de M en x. On vérifie que MR, est une relation d’équivalence sur C3°(R, M)
indépendante de la carte considérée au point x. On désigne par T, M D’ensemble quotient de
C>® (R, M) /R, et un élément de T, M se note [y] ou v € CX(R, M) et est appelé vecteur
tangent a M au point z; on dit alors que T, M = C° (R, M) /R, est 'ensemble des vecteurs

tangents a M en x. Soit ¢ = (U, u) une carte de M en x; on pose

Ocw: T,M — R™

)

bl o)) e

0., est une application bijective. On transporte au moyen de 0., sur 7, M la structure d’espace
vectoriel de R™ on vérifie que la structure transportée ne dépend pas de la carte considérée.
Donc T, M est un espace vectoriel réel. On note TM la réunion (deux a deux disjoints) des

espaces vectoriels T, M lorsque x décrit M. On considére 'application

oy TM — M
v — ~(0)

elle est bien définit et on a :

Proposition 2.1.1. [] existe sur T'M une et une seule structure de variété différentiable telle

que (T M, M, my) soit un fibré vectoriel réel de fibre type R™.

Preuve. Voir [10] u
Soit € M, on désigne par T, M ’ensemble des formes linéaires L de C*(M) telles que
Vf,g € C(M), L(f.9) = L(f).g(x) + f(x).L(g)

T.M est un R-espace vectoriel et pour tous f € C*(M) et [y] € T, M, on pose

() = 57 o)) o
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2.1. Généralités sur les fibrés vectoriels.

Il est clair que si [6] € T, M tel que [0] = [y] on a Oy (f) = 05(f). Donc 0, (f) ne dépend

pas du représentant de la classe choisie. On définit ainsi une application
QM : COO(M ) — R
d
f — %(fO’Y)(t) =0

pour tout f,g € C*(M), 0}, est R-linéaire et on a : pour tous f,g € C*°(M) et « €R

Iilf9) = (L) oW o = (LD o

= %((f(v(t))'g(v(t))) |t=0= (f(v(O)))%(g 0 Y)() li=o +(9(7(0>>)%(f 0 Y)(t) li=o
= f(@)0(9) + 9(2)8p (f)

et

i +09) = (] g) 01)(1) emam £ (f 07 + (g0 ))(H) o

= (0O o (00 o O (1) + 810

Ainsi, on obtient une application

0. T,.M — T.M
] o O

Théoréme 2.1.1. L’application 6 est un isomorphisme d’espaces vectoriels, au moyen duquel

on identifie T,M a T, M.
Preuve. Voir [7] [
d d
Vf € (M), O 1) (f) = 2 (fon)(B) lizo= Z[(fou™) 0 (won)()] li=o

avec y(t) = u™t(te; + u(x)), v(0) =

ce qui donne

Donc

Op=1 (e () = T . Yfecl®(M)
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2.2. Champs de vecteurs.

En posant
o 0 0 B a(f Ou_l)(u(:c))
99;;(61) - (%)x on a (aul )I(f) - ou
0 Y base d M identifie #-1 0 0 o
ec‘g(ei) = (%)x est une base de T,M on identifie ny(ei) et bt (e) = (%)m ot on écrit
I Y
(auz)x ec,x(el)'

Remarque 2.1.1. Un vecteur tangent & M au point z peut étre vu comme un élément de

T.M.

2.2 Champs de vecteurs.

2.2.1 Dérivation.

On rappelle que : une algébre de Lie est la donnée d’'un quadruplet (A, +,.,[.,.]) on
(i) le triplet (A, +,.) est un espace vectoriel réel ;
(ii) l'application [.,.] : A x A — A est bilinéaire, antisymétrique et vérifie I’égalité :
[[x.y]-2] + [[y-2].2] + [[z.2].y] =0  Va,y,z2€ A

cette égalité est appelée identité de Jacobi.

Soit A une algébre de Lie.
Définition 2.2.1. Une dérivation de A est une application linéaire D : A — A telle que :
D(z.y) = D(x).y + x.D(y)
pour tout x,y € A.
Exemple 2.2.1. Soit U un ouvert de R™, pour tout i =1,2,...,n, on pose :
Di(g) = % avec g € C*(U).

On obtient ainsi une application D; : A — A qui est une dérivation sur C=(U).

Remarque 2.2.1. Soit A une algébre quelconque, on désigne par Der(A) 'ensemble des déri-

vations de A. Soient Dy, Dy € Der(A), on a : Dy o Dy est linéaire. D’autre part, pour x,y € A,
= Do Dy(z).y + Do(x).Di(y) + Di().Da(y) + 2.Dy 0 Do(y)
= DjoDy(z).y+x.Dyo0 Dsy(y) + Do(x).Di(y) + Di(x).Ds(y)

On constate que D; o Dy n’est pas une dérivation de A. De méme, en calculant

Dy o Dy(x.y) on obtient :
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2.2. Champs de vecteurs.

Dy o Di(x.y) = Dyo Di(x).y + x.Dy 0 D1(y) + D1(z).Ds(y) + Do(z).D1(y)
Omn a:
D1 o Dy(x.y) — Dy o Dy(x.y) = (Dq 0 Dy(x).y — Dy o Dy(x).y) + (2.D1 0 Do(y) — x.Ds 0 D1(y))
En posant,

[Dl,DQ] = Dl ODQ —D20D1

[Dy, Do) (-y) = [D1, Do) (2).y + x.[D1, Ds)(y)
Ainsi, [Dy, Ds] est une dérivation de A. On a ainsi définit une application

[.,.]: Der(A) x Der(A) — Der(A)
(D1, Dy) —  [D1, Dy

D’otu le théoréme suivant :
Théoréme 2.2.1. Le quadruplet (Der(A),+,.,[.,.]) est une algébre de Lie.

Preuve. Soient Dy, Dy, D3 € Der(A), a,v € Ret z,y, 2z, € A.

On a
[ +y,az] = (z+y)o(az)—(az)o(r+y)
— a(zoz)+alyoz)—a(z0z)—a(z0y)
= a(roz—zoz)+alyoz—zoy)
= alz, 2] + aly, 2] (2.2.1)
et
ez, +yl = (az)o(r+y) = (z+y)o(az)
— —a(@oz)—alyoz) +alz0z)+a(zoy)
= a(zox—zoz)+a(zoy—yoz)
= alz,x] + alz, v (2.2.2)
d’aprés (2.2.1) et (2.2.2) Papplication [.,.] : A x A — A est bilinéaire.

On pose I = aDy +vDq; I € Der(A) et le triplet (Der(A),+,.) est un espace vectoriel réel.

Posons :

J = [[D1, Ds], D3] + [[Da, D3}, D1] + [[D3, D1], Da].
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2.2. Champs de vecteurs.

On a:

HD17D2], D3] = [Dl, DQ] oD3— Dszo [Dl, DQ]
= (DlODQ—DQODl)ODg—D30(D10D2—DQOD1)
== DlOD20D3—D2OD1OD3—D3OD10D2+D3OD20D1 (223)

De méme on a

[[Da, D3], D1] = [Dy, D3] o Dy — Dy o[Ds, Ds]
- (D20D3—D30D2)OD1—D10<D20D3—D30D2)
= D20D30D1—D3OD20D1—D10D20D3+D10D3OD2 (224)

De méme on a

[[D3, D1], Do) = [D3,D1] o Dy — Dy 0 [Dy, D]
= (D30D1—Dlng)ODQ—DQO(DSODl—Dlng)
— DsoDyoDy—DyoDsoDy— DyoDsoDy+ DyoDyoDs (2.2.5)
Ainsi d’apres (2.2.3), (2.2.4) et (2.2.5) on a J = 0. Finalement, le quadruplet (Der(A),+, ., [.,.])

est une algébre de Lie. [ |

2.2.2 Champs de vecteurs.

Soit M une variété différentiable de dimension n > 1. On rappel que (T'M, M, m);) est un
fibré vectoriel réel de fibre type R™.

Définition 2.2.2. (i) Un champ de vecteurs sur M, est une section différentiable du fibré

vectoriel réel (T'M, M, my).

(ii) Soit U un ouvert de M, un champ de vecteurs sur U est une application de classe C* X

de U dans T'M telle que my; 0 X = Idy.
Notation 2.2.1. On note par X(M) l’ensemble des champs de vecteurs de classe C* sur M.

Remarque 2.2.2. Soit (U, z") un systéme de coordonnées de M, pour tout X € X(M), on a :

X o= Zleﬁxi

ot X¢ € C®(U) pour tout i = 1,2, ..., n.

Proposition 2.2.1. L’ensemble X(M) est doté d’une structure canonique de C*=(M )-module.
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2.2. Champs de vecteurs.

Preuve. Soient XY € X(M) et g € C*(M), pour tout z € M, X(x),Y (x) € T,M et donc
X(z)+Y(z) € T,M ,onpose : (X+Y)(x)=X(x)+Y(x) De méme, (¢.X)(z) = g(z).X ()
Il est clair que X +Y € X(M) et 9. X € X(M) u

Soient X € X(M) et les applications

X(f): M — R
p— X))

X(f) est une application différentiable sur M, on obtient ainsi une autre application

Dy: C®(M) —s C®(M)
/ —  X(f)

Lemme 2.2.1. L’application Dx est une dérivation sur l'algébre réelle C*°(M).
Preuve. Voir [I] u
On obtient une application
D :X(M)— Der(C*(M), X+ Dx
Théoréme 2.2.2. L’application D est un C®(M )-isomorphisme de modules.

Preuve. D est bijective et les propriétés d’homomorphisme d’algebres se vérifie par calcul. ®

2.2.3 Crochet de deux champs de vecteurs.

Soit M un variété différentiable de dimension n > 1. Pour tout X, Xy € X(M), il existe D,

et Dy deux dérivations sur C*(M) tels que :

D1 - l))(1

(d’apres le théoréme 2.2.2)
D2 - DX2

Comme Dy, Dy] € Der(C®(M)), on déduit d’aprés le théoréme 2.2.2, qu’il existe un unique

champ de vecteurs noté [ X, Xs] tel que :
Dix, x,) = [D1, D2] = [Dx,, Dx,]

Définition 2.2.3. Le champ de vecteurs [Xi, X5| est appelé crochet de Lie des champs de

vecteurs X et Xs.

Remarque 2.2.3. On définit ainsi une application

(X1;Xe) —  [X1; X5
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2.2. Champs de vecteurs.

Proposition 2.2.2. Soient X,Y, Z € X(M), f,g € C®(M) et a, ER on a :

(i) Pour tout X, Y € X(M), on a : [X,Y] = -]V, X]

(ii) Pour tout X,Y,Z € X(M) et a, 8 €R, on a : [aX + Y, Z] = o[ X, Z] + B[Y, Z]
(iii) Pour tout X,Y,Z € X(M), on a : [[X, Y], Z]+[[Y,Z], X]+ [[Z,X], Y] =0

(iv) Pour tout X, Y € X(M) et g € C*°(M), on a : [gX, Y] =g[X,Y] =Y (9)X

La propriété (iii) est appelée identité de Jacobi.

Preuve. Voir [7] u

2.2.4 Flot d’un champ de vecteurs.

Soient M une variété différentiable de dimension n > 1.

Définition 2.2.4. Un groupe de transformations a un parameétre est une application différen-

tiable
p: RxM — M
(t,x)  — ot )
vérifiant
(i) ¢(0,2) = x;

(i) o(t+s,x) =o(t,P(s,z)) Vt,s e R,Vx e M

Soit ¢ un groupe de transformations a un parameétre, on peut construire un champ de
vecteurs Xy a partir de ¢.

Pour tout x € M, on pose

En d’autres termes, Vf € C*(M),

I’application

Xy: M — TM

est différentiable et plus précisément X, € X(M).
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2.2. Champs de vecteurs.

Expression en coordonnées locales.

Soit (U, u) une carte de M de systéme de coordonnées (x!,...,2™) on a

—d(@iog(t,.)) G,
olo= 3 D e

i=1
Proposition 2.2.3. Soient (¢;)icr et (¢1)ier deux groupes de transformations a un paramétre.
Si les champs de vecteurs Xy et Xy sont égauz, alors

o=, VteR

Définition 2.2.5. Le champ de vecteurs X, correspondant au groupe de transformations a un

paramétre (¢);er est appelé champ de vecteurs associé a 1.

Groupe de transformations local & un paramétre.
Définition 2.2.6. Un groupe de transformations locales & un paramétre est un couple (D, ¢)
tel que :
(i) D est un voisinage ouvert de {0} x M dans R x M ;
(ii) pour tout x € R, (R x M) N D est connexe;
(iii) ¢ : D — M est différentiable et vérifie :
(a) pour tout z € M, ¢(0,z) =z
(b) pour tous t,s € R, z € M tel que (s,z) € D, (t+ s,x) € D, (t,¢(s,z)) € D, on a
ot +s,x) = oL, ¢(s,2))

Soient (D, ¢) un groupe de transformations locales & un paramétre et = € M, il existe €, > 0

et un ouvert U de M tels que | — €, ¢[xU avec x € U. Soit

o | —e€e — M
t —  o(t,x)

¢* est une courbe différentiable, on obtient un champ de vecteurs

Xy: M — TM

v o [¢7]n,

appelée transformation de (D, ¢)

Théoréme 2.2.3. [l existe une correspondance bijective entre [’ensemble des champs de vec-

teurs sur M et l’ensemble des groupes de transformations locales a un paramétre.

Preuve. Voir [T] u
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2.3. Construction des fibrés vectoriels.

Soit X un champ de vecteurs sur M, il existe (D, ¢) un groupe local & un paramétre tel que

X = Xy.
Définition 2.2.7. On I'appelle le flot du champ de vecteurs X DI'application ¢ se note FI¥X.

En général, D est différent de R x M. Toute fois lorsque D = R x M, on dit que X est un

champ de vecteurs complet.

2.3 Construction des fibrés vectoriels.

Soient (Ey, M, ) et (Eq, M, m5) deux fibrés vectoriels de fibre type V; et V5.

2.3.1 Fibré vectoriel F; ® Es.

Pour tout « € M, on définit le produit tensoriel des espaces vectoriels Ey, et Es, qu’on note
Ei, ® Ey,. On pose
Ey® E, = U (Eip ® Eay)

zeM

On définit alors 'application

m QT ! E, ® Ey —- M
E11®sz9h — T

Plus précisément, pour h = h1 ® hy € E1, ® Fy,, on a :
m @ 2 (b1 ® he) = 1 (hy) = 73 (hs)

Proposition 2.3.1. Le triplet (Ey ® Ey, M, m @ m3) est un fibré vectoriel réel de fibre type
VieVs.

Preuve. Voir [§] u

Corollaire 2.3.1. Soient E1, Ey et E3 trois fibrés vectoriels de base M. On a :

i Ey= Ey® By (2.3.1)

(B ® Ey) @ By = By & (By @ Es) (2.3.2)

(B1 @ Ey) ® B3 = (B, @ Bs) @ (Ey ® Ey) (2.3.3)

Preuve. Voir [§] u
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2.3. Construction des fibrés vectoriels.

Remarque 2.3.1. Pour une famille de fibrés vectoriels (Ey, M, ), -, (E,, M, m,) on définit

compte tenu de I’équation (2.3.2) le fibré vectoriel

de base M. On note parfois
p
E=Q)E
i=1

et sa projection canonique est notée
p
Qi E—M
i=1

p
Dans le cas particulier ou ) = --- = E, = E, le fibré vectoriel ® E; est noté
i=1

P
K E

P P
et par ® T ® E — M sa projection canonique.

2.3.2 Le fibré vectoriel Hom (£}, E).

Pour tout x € M, on désigne par Hom (E,,, E2,) le R-espace vectoriel des morphismes

d’espaces vectoriels de Ey, vers Es,. on pose

Hom (El, EQ) = U Hom (Elnm E23:)

zeM

On note par Hom (71, 73) : Hom (E4, Ey) — M la projection naturelle telle que
Hom (7, 7r2)_1 (x) = Hom (E\,, Eoy)

Une trivialisation locale de Hom (F4, Es), peut s’obtenir de la maniére suivante : pour (U, ) et

(U, ) des trivialisations locales de F; et Es respectivement au dessus de U 3 x. L’application

Hom (p,%) : Hom (7‘(‘1,7‘(‘2)71 (U) — U x Hom (Vi, V)
Hom (B, Eay) 59 —  (y,0y0g0¢,7)

ou g, : By, — Vi et ¢, 1 Fyy — V5 sont des applications partielles deduites des trivialisations

locales (U, ¢) et (U,v) au point y € U. On déduit ainsi le résultat suivant :

Théoréme 2.3.1. le triplet (Hom (Ey, Es), M, Hom (71, m3)) est un fibré vectoriel réel de fibre
type Hom (V1, V3).

Preuve. Voir [§] u
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Remarque 2.3.2. Dans le cas particulier ou £y = M X R, on a :
Hom (Ey, M x R) = | JHom (Ey,, {2} x R)= | JHom (E\,,R) = | J B},
xeM zeM zeM

On pose alors
Er=JE
zeM

On l'appelle fibré vectoriel dual de F; et on note par 7j : Ef — M sa projection canonique.

Proposition 2.3.2. Soient (E1, M, 1), (Es, M, m5) et (E3, M, 73) trois fibrés vectoriels, on a :

Hom (Ey, FEy) ~ Ef ® Fy (2.3.4)

Hom (E) ® Es, E3) ~ Hom (Ey, Hom (Es, E3)) (2.3.5)

(Ey ® Ey)* ~ Hom (E1, E}) ~ E* ® E} (2.3.6)

(E5) = E; (2.3.7)

Preuve. Voir [§] u

Remarque 2.3.3. Soit (F, M, ) un fibré vectoriel réel, par récurrence on a :

<é E>* = éE* (2.3.8)

Proposition 2.3.3. Soient E, Fs>, E3 et By quatre fibrés vectoriels de méme base M. On a :
Hom (E; ® Fs, F3 ® E,) ~ Hom (F4, E3) ® Hom (FEs, E3) (2.3.9)

Preuve. Voir [§] u

Remarque 2.3.4. Pour un fibré vectoriel réel E et pour ¢ > 2, on construit le fibré vectoriel
q 1

®E* qu’on note souvent ®2 E. En posant ®E =F et ®0 E = M x R, on pose pour tout
p,q >0

p q
p _ *
&r- (®e) o (@)
On note par @’ 7 : R’ E — M la projection naturelle. Tenant compte de ce qui précéde, on
q q

a:
PE) =QRIE 2.3.10
q p
Proposition 2.3.4. Soit E un fibré vectoriel réel, on a :
p r ~ p+r
®q E ® ®s E - q+s E

Preuve. Voir [§] u

2
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2.4. Champs de tenseurs sur un fibré vectoriel réel.

Remarque 2.3.5. Soit (E, M, ) un fibré vectoriel réel. Pour tout x € M, E, est un espace
vectoriels, on peut construire les espaces vectoriels A” E* et (O EZ. On construit ainsi les fibrés

vectoriels

/Npﬁy:: LJ/APEE?et()plg*::LJ C)pfz

zeM zeM

On rappelle que pour un espace vectoriel V' de dimension finie m, A’ V* et (OP V* désigne
I'ensemble des formes p-linéaires alternées (resp. symétriques). En remplacant E* par son fibré

vectoriel dual E, on a :

NE=|JNE eO'E=|]O'E,

zeM xzeM
Pour sy,59,--+,5, € I, on a:
1
SINSa N NSy = pou Z €(0)S5(1) @« ® So(p) (2.3.11)
ce®y,
ou € (o) est la signature de o et &, est le groupe des permutations de ’ensemble {1,--- ,m}.

En prenant £ = TM, on forme les fibrés vectoriels A" TM et A" T*M. Une section de
A’ TM est appelée un p-champ de vecteurs tandis qu'une section de A" T*M est appelée une

forme différentielle de degré p.

2.4 Champs de tenseurs sur un fibré vectoriel réel.

Soit (F, M, w) un fibré vectoriel réel de fibre type V. On note par I'(E) 'ensemble des
sections différentiables de E ; lorsque E = T'M, on note X(M) et lorsque £ = A" T*M, on note
QP(M) avec p < dimM. Pour tout entier p,q on a définit le fibré vectoriel (&), E, M, @, 7).

2.4.1 Définitions et exemples

Pour tout entier p, ¢ on considére le fibré vectoriel (®§ EM, Q) 71).

Définition 2.4.1. On appelle champ de tenseur sur F, toute section différentiable du fibré
: p p
vectoriel (®q E, M, &, 7T>.

Soit a € T <®§ E), Si p = 0, on dit que a un champ de tenseur g-fois covariant sur FE.
Si ¢ = 0, on dit que « est p-fois contravariant sur F. De maniére générale, lorsque p # 0 et
q # 0, on dit que « est un champ de tenseur de type (p,q) sur E ou champ de tenseur p-fois

contravariant et ¢-fois covariant.

Remarque 2.4.1. Lorsque F = T'M, un champ de tenseur de type (p,q) sur T M est appelé
champ de tenseur de type (p, q) sur M.
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2.4. Champs de tenseurs sur un fibré vectoriel réel.

Exemple 2.4.1. Soit (E, M, ) un fibré vectoriel. Une section différentiable de E est un champ
de tenseur 1-fois contravariant sur E. En particulier, un champ de vecteurs est un champ de

tenseur 1-fois contravariant sur M.

Exemple 2.4.2. Soit (E, M, ) un fibré vectoriel et w : E — FE un M-morphisme de fibrés
vectoriels. Donc u est une section différentiable de Hom(E, E) = E* ® E. Plus précisément,

uel (®1 E) et par conséquent u est un champ de tenseur de type (1,1).
Soit (E, M, m) un fibré vectoriel, pour tout si,s, € I'(F) et g € C* (M), on pose : pour
tout x € M,
(s14+82) (x) = s1(x)+ s2(2)
et
(9-s1)(x) = g()-s1(2)
Il est clair que s; + s9 € I'(E) et g - s; € I' (E). On déduit ainsi les opérations
+: T(E)xT'(E) — T(F)
(51, SQ) = S1+ So

et
C=(M)xT(E) — T(E)

(g, 5) = g-s
Le triplet (I' (F), +,.) a une structure de C*° (M )-module.

Remarque 2.4.2. Soit U un ouvert de M, on note par I'y (E) le C°° (U)-module des sections
différentiables au dessus de U. On a : pour tout x € M, il existe un ouvert U, de M contenant

z tel que 'y, (F) soit de type fini. On dit que I' (E) est localement fini.

2.4.2 Applications p-linéaires sur le C*°(M)-module I'(E).
Soient (E, M, ) un fibré vectoriel de fibre type V' et un entier p > 2.

Définition 2.4.2. Une application ¢ : I' (E) x --- x ['(E) — C* (M) est dite p-linéaire si :

pour tout sq,---,s, € I'(E) et pour tout i = 1,--- ,p I'application partielle
(81,700, 8ic1, 7 Siv1, 5 8p) 0 T(E) — C*> (M)
s = ©(S1,0 0, 8im1,8, Siqg1s 5 Sp)

est O (M)-linéaire.
Soit a € T <®2 E) =T (Q" E*), pour tous sy, ,s, € I'(EF), on pose :

a(sy,---,8): M — R

ro=oa(@)(si(@), 8 (2))
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2.4. Champs de tenseurs sur un fibré vectoriel réel.

Lemme 2.4.1. L’application & (s1,--- ,sp) : M — R est de classe C™ (M).

Preuve. Soit z € M, il existe U un ouvert de M contenant x une base de sections {e;}, .,

de E au dessus de U. Donc pour tout ¢+ =1,--- ,p,
Si = 29553‘
j=1
ou g/ € C* (U). On note par {e'}1<i<n la base de sections de E* au dessus de U tel que : pour
tout y € U, {’ (y)},<i<p est la base duale de {&; (y)},,<,- On a:
Q ’U: ozil‘..ipe“ K- ® Eip
ot a,...;, € C*°(U). On a : pour tout y € U,

G(si ) () = o) (gen e ges,)
y) g (W) a ) (e W) e, W)

J1

= g1 (
= o' (W)@ (¥) @y, ()
Donc
(s, o, 8p) lv=gl' - glraj,.,
ce qui montre que & (sq,--- ,s,) est de classe C*°. [ |

On définit ainsi une application
a: '(E)x---xT'(EF) — C> (M)
(Sl""vsp) = &<817"'7873)

Lemme 2.4.2. L’application o : T'(E) x --- x I'(E) — C*® (M) est p-linéaire au sens des

modules.
Preuve. Soient s,s1,52,---,5, € '(E) et g € C* (M), on a : pour tout x € M,
a(54—317"' asp) (33) = Oz(.iE) (S(x>+51 (37)782(35)" >$p(x>)
= () (s(x),s2(x), - 8p(x) +a(x)(s1(x),s2(x),- 5 (7))

= &( JSP)(I)+a(317"'7Sp)(x)
On déduit que

De méme,
a(g-si, - ,8)(r) = a(x)(g)- s (z),s2(x), s, (2))
= g@)a(z)(si(z),s2(x),- 5 (7))
= (g& 9'51,"',3;7))(1')
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2.4. Champs de tenseurs sur un fibré vectoriel réel.

Donc
Gg s s =g alg s
|

On note par Agm(M) (I'(E)); elle a une structure de C'* (M)-module définie pour tout
hel (E)x---xI'(F) par:

(041 + CYQ) (h) = o (h) + (o (h)

(g-an)(h) = g-oa(h)

de ce qui précede, on déduit une application

o - r<®gE> Al (T (E))

o — o

Théoréme 2.4.1. L’application ® : T <®2 E) — AZM(M) (I'(E)) est un isomorphisme de
C> (M)-modules.

Avant d’établir la preuve de ce résultat, nous avont besoin des résultats suivants :

Lemme 2.4.3. Soit M une variété, U et V des ouverts de M tels que V. C U. Il existe une
fonction f : M — R différentiable telle que : pour tout x € M, 0 < f(z) <1, f|lv=1 et
flvu-v=0

Preuve. Voir [§] u

Lemme 2.4.4. Soit x € M et h, € E,, il existe une section s € I' (E) telle que :

s(x) = hy
Preuve. Soit x € M, il existe in ouvert U de M en x et une famille de sections {sq,--- ,$,}
telle que, (s1(y),- - ,sn (y)) soit une base de £, pour tout y € U. Comme h, € E,, on a :

n
he =Y s (x)
j=1
On pose
n
g = Z )\j Sj
j=1
Comme M est localement fermé, il existe F' un fermé contenu dans M et contenu dans U qui soit

un voisinage de z. Il existe V un ouvert tel que V.C F C U et par conséquent V C V C F C U.
Il existe f une fonction pour tout z € M, 0 < f(x) <1, fy=1et f[y—y=0. On pose

(f-5) si yeV
0 sio ygU

s(y) =
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2.4. Champs de tenseurs sur un fibré vectoriel réel.

il est clair que f-sSe€T' (F)etona:s(z)=h,.
Soit o : T'(E) x -+ x ['(E) — C* (M) une application p-linéaire. Pour tout x € M et
hl,--- hE € E,, on pose :

a (@) (bl ) = a (s, - ,s,) (2)

ol s; (x) = hi. On obtient ainsi une application

a(@): Eyx-x B, — R
(h;,,hz) = Oé(Sh---,Sp)(ZE)
On va montrer que « () est bien définie. n
Lemme 2.4.5. Soient s1,--- ,s, € I'(E) tels qu’il existe i < p vérifiant s; |y= 0, alors

a(sy, - ,8) |lv=0

Preuve. Sans nuire a la généralité, on peut supposer que s; |p= 0. Il existe g € C> (M) tel

queze M, 0<g(z)<1l,g|ly=1letg|y_uv=0.0Ona:g-s; =0. Ainsi, pour tout y € U,

a(g'317527"' 73]?)(3/):O:g(y)'a(slv‘SQ"" 7317)(3/):05(317527"' 7Sp)(y)

Ce qui montre que,
a(slv‘s?v"' 78?) (y) =0

pour tout y € U. [ |
Lemme 2.4.6. Soient s1,s,---,s, € I'(E) tels qu’il existe 1 < p vérifiant sy |[y= s} |u, alors
sy, 7310) lv= 04(5/17"' 7510) 5

. — o/ s / —
Preuve. On a: s [p=¢) |v, e s1 — s |[y= 0. Donc,

o (st 05y lu=asho- s,) o
|
Lemme 2.4.7. Soient s1,sy -+ ,s, € I' (F) tels qu’il existe i < p vérifiant s1 (x) = s} (x), alors
1 P 1
a(81>"' 7817) (aj) :Q(S/la"' 75;0) (.CE)

— —

Ce résultat montre que 'application « (z) est bien définie. On a évidemment « (z) € ®g E,.
On obtient une application
a: M - ®FE
v = a(z)
On a clairement,

®gﬂoa:idM
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2.4. Champs de tenseurs sur un fibré vectoriel réel.

Lemme 2.4.8. L’application

est différentiable.

Preuve. Voir [§] u

Preuve du théoréme 2.4.1 L’application ¢ : ' <®2 E) — Al apy (I (E)) est une bijection

de bijection réciproque

O Ay, (D(E) — F<§§2E>

o > a
et on a:
®(a+p) = @(a)+2(P)
®(g-a) =  g-2(a)
En effet, pour tous z € M et s1,---,s, € I'(E),

Ola+p) (s, ,8) (7)) = (a4 ) (@) (s1(x),- -, 5 (7))
= a@)(si(@), -5 (@) + 5 (@) (51 (), 5 (2)
= Qlsiyeerasp) (@) + B (s 5) (@)
= (®(@)+ () (51,7~ ,8p) ()

L’autre cas se démontre de la méme fagon.
Remarque 2.4.3. Au moyen de cet isomorphisme de C* (M )-modules, on identifie T' (®g E>

a AZM(M) (T'(E)) de sorte que, pour a € T’ (@g E), on peut l'écrire comme une application
I'(E)x---xT'(FE)— C* (M) p-linéaire qu’on note encore a.

Soit a €I’ (®§ E)7 pour sy, -, S, on consideére I'application
0w )t T(E) o xT(E) c (M)
(ST"””S;) = <a(817"'75q);31<®"'®$;>

ou pour tout x € M,
<Oé<81,~~' 7SQ)7ST®"'®S;> (l‘) :@(‘x> (31 (SL’), 7SQ<x>7ST (I), 78;(56))
Il est clair que a(s1,---,8,) € I'(Q" E), on déduit une application

a: D(E)x---xD(E) - T(QR"E)

(517"'7811) = 04(517"'75q)
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2.4. Champs de tenseurs sur un fibré vectoriel réel.

qui est ¢-linéaire a valeurs dans le C*° (M )-module I" (Q)” F). On note par A? ~an T(E),T (K" E))
'ensemble des applications g-lineaires a valeurs dans ' (Q)” F) ; elle a une structure canonique

de C'* (M)-module.
Corollaire 2.4.1. L’application

U: T(®"E) = Al T(E),T(QE)

o — a

est un isomorphisme de C'* (M)-modules.

Soit o € QP(M), en vertu du corollaire précédant, application v : X(M) X ... x X(M) —
X(M) est R-linéaire en particulier pour p = 1 Papplication a : X(M) — X(M) est linéaire.

Toute forme différentiable de degré sur M s’identifie & une forme C*(M)-linéaire sur X(M).
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'3l Chapitre ’I‘rois‘ * *x

Champs de tenseurs canoniques sur le

fibré tangent.

3.1 Relévement tangent des champs de vecteurs.

3.1.1 Relévement complet des champs de vecteurs.

Soit X un champ de vecteurs sur M. On désigne par FI¥X le flot du champ de vecteurs X.

Sans nuire a la généralité, on peut supposer que X est complet. On pose :

FIX: RxM —» M
(t,x) +— FIX(x)

pour tout t € R, on considére ’application

¢ TM —  TM
v — T(FIX)(v)

¢; est bien définie et on a :

Proposition 3.1.1. La famille {¢;}ier est le groupe & un paramétre d’un champ de vecteurs

que nous notons X (.

Preuve. Soit t,s € R, on a :
Gres(v) = T(FIE,)(v) = T(FIY o FIF)(v) = T(FIY) o T(FIT)(v) = ¢ 0 ¢s(v)

Et on a ¢o(v) = T(FIF)(v) = T(Idy)(v) = Idpr(v). Ainsi {¢;}ier est un flot d’'un champ de

vecteurs. m

Exemple 3.1.1. On prend M = R? et X un champ de vecteurs tel que :
X: R — R?
(,y) — (y,2)
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3.1. Relévement tangent des champs de vecteurs.

0
Ft X =y— —.
Yor + xay On a
dr _
g
_y =
dt
d? d d?
Donc d_t;C = d_gt/ = x c’est-a-dire que d_tf —x = 0. L’équation homogéne de cet équation
différentielle est v> — 1 =0 qui %dmet ri = —1 et ro =1 comme solutions.
Ainsi la solution de ’équation prit 0 est x(t) = Ae' + Be™.
d
On a: d_gt/ = x(t) = Ae' + Be™" c’est-a-dire que y(t) = Ae' — Be™".
Or z(0) =z et y(0) = 0.
Donc vt
2(0)=A+B =z A==t
e Tz y
y(0)=A-B=y ==
D’ou x(t) = (z -2|— y)et + (@ ; y)e_t et y(t) = (= —2'— Y) el — (@ 5 y)e_t. On pose
) RxR? — R?
(t,(l‘7y)) N ((x;y)et+(x;y) t) (m—;—y) t (x;y)et)
et
o3 RZ — R2
4y, -y , (@+y , @-y
(0y) s (Ve EY) o [T e
On a:
T+ T —  (x+ T — _
th(x’y) — (( 2y)€t+< Qy)e t’( 2y)€t_( 2y)€ t)
(' +e7) (et —e™) (et —e™) (ef +e7")
= T+ Y, x + y)
2 2 2 2
= (z.ch(t) + y.sh(t),z.sh(t) + y.ch(t)) (3.1.1)

Donc on a la matrice Jacobienne de ¢,

ch(t) sh(t)

TOI=1 e e

[ T(d0)] = ch?(t) — sh*(t) = 1.
On a:T(¢)(x,y,2,9) = (x,y,2ch(t) + ysh(t), &sh(t) + ych(t))

0 0 3} 3}
x=424+B% 0L DL
et o + By + C’(% + a5
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3.1. Relévement tangent des champs de vecteurs.

( dx

a|t=0:A
)

d A=z
o= B

d_ac| s C=z
at 0 | D=7y
dy

g l=0= P

0 0 0 0
D X =r— — 4+ +y=—.
onc $8x+y8y+$8¢+y8y

Remarque 3.1.1. (Expression en coordonnées locales de X(©.) Soit (U, ) une carte de M de

systéme de coordonnées locales (z!, ..., x"), (z',y") celui de TM induit. Soit X € X(M). On a :

X:;X&xi

0 —|—8Xidv’“ 9,
oxt  oxk Oy

X© =X

3.1.2 Relévement vertical des champs de vecteurs.

Soit X € X(M).

Pour tout ¢ € R, on considére 'application

¢ TM — TM
v — v+tX(m(v))

Proposition 3.1.2. La famille {¢;}ier est le groupe a un paramétre d’un champ de vecteurs

que nous notons X sur TM.
Preuve. Soit t,s €Ron a:
Grrs(v) = v+ (L + )X (7(v)) = v+tX(r(v)) + sX (n(v)) (3.1.2)
Or
$1 0 §s(v) = Gi(ds(v)) = Pe(v + sX(7(v))) = v+ sX(x(v)) +iX(x(v))  (3.1.3)

Donc d’aprés (3.1.2) et (3.1.3), on a ¢ 0 ¢s = Pris
Par ailleurs ¢g(v) = v+ 0 x X(7w(v)) = v c’est-a-dire ¢g = Idpp.

Ainsi {¢, }ier est le groupe global & un paramétre d’un champ de vecteurs X ). [ |
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3.1. Relévement tangent des champs de vecteurs.

Exemple 3.1.2. Pour M =R?, X = y3 + xﬁ
ox y
On a :
¢ TR? — TR?,  (2,y,%,9) — (2,9, (#,9) + t(y, 2))
Donc
o, y, 2, 9) = (2,9, (2,9) + t{y,z)) = (z,y,% +ty,y+ i) (3.1.4)
Ainsi X = y(% + x(%

Remarque 3.1.2. Soit (U, ¢) une carte de M de systéme de coordonnées locales (z!, ..., z").

En effet, soit X un champ de vecteurs sur M. Pour (U, z") un systéme local de M, On a

X_zXﬁxi

Par conséquent dans le systéme de coordonnées induit (z*,y") sur TM, on a :

3.1.3 Propriétés des relévements des champs de vecteurs.

Soit g € C>°(M), on considére les fonctions ¢g*) = g o mys et g\© : TM — M telles que :

9" (v) = g(mu([7])
d Vil eTM

(o) [ H|_
g9 () = (g0 @) =0
g et ¢ sont des applications différentiables sur TM et on a :

Théoréme 3.1.1. 5i X et Y sont deux champs de vecteurs sur T M tels que
Vg € C™(M)

alors X =Y.

Preuve. Soit X,Y € X(M), dans la carte (U, z") de M, on a

S0 -0
X=X"——4 X]—
agz + 18 7
Y=Y _— +Y}—
ox’ + Loy

D’autres part, pour ' : U — R (i = 1,...,n) la i-éme fonction de coordonnées, on a (%)™ =
z'omy et (27) =y

Ainsi X((29)®) = X? et Y((2))®)) = Y* donc X' = Y?

De méme, X ((2%)@) = X (y') = Xi et Y ((2°)™) = Y (y*) = Y} donc Xi =Y}

Ainsi, X =Y sur U d'ou X =Y. [ |
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3.1. Relévement tangent des champs de vecteurs.

Définition 3.1.1. Les fonctions ¢(*) et ¢(® sont appelées relévement complet(respectivement
vertical) de la fonction g.
Proposition 3.1.3. Soit X un champ de vecteurs sur M.

(i) le champ de vecteurs X est l'unique champ de vecteurs sur T M vérifiant :

X©(g) = (X(g))© Vg € C*(M)
X©(g)) = (X(g))®

(ii) le champ de vecteurs X est l'unique champ de vecteurs sur TM vérifiant :

XW(gt)) = (X(g))™

Vg € C®(M
X®(g®) = 0 (M)

Théoréme 3.1.2. VXY € X(M) on a :
() [X©, Y] = [x,¥]©

(i) [X®,Y0] = [X©,Y®)] = [X,Y]®
(iii) [X®), Yy ] 0
(iv) (fX)© = f0X© 4 flx )

Preuve. Soit g € C*(M), on a

(c) (c)
XY ) = XOEO) - YOI = (xvian) - (Vi)

.De méme

(v) (v)
[X(C), y(C)](g(v)) - x© (y(C) (g(v))) _ y(C)(X(C) (g(v))) — x(© (Y(g)) —v@® <Y(g)>

Donc [X,Y]© = [X© Y],
On démontre (ii) et (iii) de la méme maniére.
Montrons (iv), soit g € C*°(M), on a
(FX) ) = (FX(9) = fPUX(9) + FOX(9)" = FIXO(g) + FOX(g)
= (fOXO 4 O x @) (o))
De méme
(fX)O") = (fX(9)"Y = fOX(9)" = X (W) = fOX (") + fOXD (o)
= (fOX© 4 (O x @) (50

Done (fX)© = f0Ix© 4 fl x©)
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3.2. Relévement tangent des formes différentielles.

Théoréme 3.1.3. L’ensemble {X(©, X : X € X(M)} engendre le C>(T M)-module X(TM).

Remarque 3.1.3. Dans ce théoréme nous avons utilisé le fait que les applications

¢1: C¥(M) — C>®(M)

g — g9
¢ C®(M) — C=(M)

sont R-linéaire.

3.2 Relévement tangent des formes différentielles.

3.2.1 Relévement tangent des formes différentielles de degré 1.
Soit M un variété différentiable de dimension n > 1.

Théoréme 3.2.1. Soient o et 8 deux formes différentielles de degré 1 sur TM. Si Oé(X(C)) =
B(X©Y) et a(X™) = B(X™), pour tout X € X(M), alors

a=p

Preuve. Soit (U,u) une carte de M de systéme de coordonnées (', ...,2"). On désigne par

(2%, y") le systéme de coordonnées de TM. On pose

n n

=3 (odae + i) o 5 1= 3 (et + siay’)

i=1 =1

0 o\ o o\ a
PourX—%,ona(axi) 8:61 (8:61) = —

0 0 ‘
o((57) =a(g) ot M( ) =5(a5) =%
on déduit que 8} = af. De méme
0 0 ‘
(") =algy) =ot o (5") =5(557) =
donc Bg = 046. Ainsi «a |y= B |y pour tout ouvert U de M. Par conséquent o = (. [ |

Théoréme 3.2.2. Soit 0 une forme différentielle de degré 1 sur M. Il existe une et une seule

forme différentielle 0 sur TM tel que :
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3.3. Champs de tenseurs canoniques sur le fibré tangent.

n

Preuve. Sif = Z 0,dx", en écrivant (9 = Z (aidmi + ,Bz-dyi) on a
i=1

=1

5 9 9 \® (®)
(c) — g (W] = — (o — B,
99 =09 = (#(5)) = (8) =rom
0 ) (c) (e) 891‘ ]
(c) — — (g - i — o
09 = (0] = (8) =S =a

donc 6 = Z (%yzd:ﬂ + Hidyl) [ |
xl

i=1

Théoréme 3.2.3. Soit 0 une forme différentielle de degré 1 sur M. Il existe une et une seule

forme différentielle ) sur TM tel que :

Expression en coordonnées locales.

Soit (U, ¢) une carte de M de systéme de coordonnées locales (x!, ..., 2™).

Si

=1

alors

00 = 3" b’
=1

3.3 Champs de tenseurs canoniques sur le fibré tangent.

3.3.1 Champs d’FEuler.

Soit M une variété différentiable de dimension n > 1. On désigne par T'M le fibré tangent

de M. Soit (z!,...,2™) un systéme de coordonnées locales de M et (z%,y")1<i<n tel que :

2'([7]) = 2'(7(0)) = 2" o mys
. d .
v () = 5 (@ o m)(E) li=o
Soit t € R on considére 'application suivante :

¢ TM — TM
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3.3. Champs de tenseurs canoniques sur le fibré tangent.

pour tous t,s € Ret v € TM on a :
Pris(v) = v = ele’v = gi(e*v) = i(ds(v)) = ¢ 0 ds(v) (3.3.1)
et
do(v) =e’v = w (3.3.2)

D’aprés (3.3.1) et (3.3.2) {¢¢}ier est le groupe & un parameétre d'un champ de vecteurs (7 sur
TM.
On a:

d. d. d, .o d
E(ﬂﬁ 0 4(v)) lt=0= E(JC (0:(v))) lt=0= E(QT (e")) li=0= U@(JC (v)) =0

d .
Donc %(xl 0 ¢1(v)) |t=o= 0. De méme

GO0 o = o) o= S0 () 1) o
= %%(xi(et”)/(S)) |smt—0= C%%(xi(etfy(s)) |s=t=0
= w01 (9) o) oo (a0 (5)) |
= y'(v)

d, . . -0
Donc a(yz 0 ¢4 (v)) |t=0= y'(v). Ainsi (rpr = y’? est le champ d’Euler sur TM.
yl
Soient (U, ¢) une carte de M et N une variété différentiable de classe C*°. Soit {X,/} une

famille de champs de vecteurs lorsque M décrit I’ensemble des variétés différentiables.

Définition 3.3.1. On dit que {X);} est un champ de vecteur naturel si : pour toutes variétés
M, N et pour tout f € C*°(M,N), on a

X

M — TM

fi 17Tf
N Xu TN

Proposition 3.3.1. Soit l'application f: M — N différentiable, le diagramme suivant com-

mute
™ M TTM
Tfl LT(Tf)

—

TN (n  TTN

c’est-a-dire que (ry o Tf =T(Tf) o Cru
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3.3. Champs de tenseurs canoniques sur le fibré tangent.

Preuve. Soient les applications

Fistv : RxTM — TM
(t,v)  +— e

FIE™ . TM — TM

v — el

Soit t € R,
RxTM 0 Ty
Idg xT'f | 17Ty
—
RxTN Flst~ TN
on a :
Cru(t,v) = Tf(ew) =eTf(v) = FZCTN<t,Tf(U)> = FITN o Tf(v)
Donc
Tfo Flérm — FISTN o Tf
Ainsi

(ryoTf = T(Tf> o(rm

Soit g € C*°(M), on considére les fonctions
¢ =gomy: TM — R
g T™M — R
bl (5o ey
¢(© et ¢ sont bien définies et sont des applications différentiables sur T'M.

Remarque 3.3.1. La famille {(rp/} est un champ de tenseurs naturels.

Proposition 3.3.2. Pour tout g € C*(M), on a

Cra(9@) =0
Crae(gt™)) = gt

Preuve. Voir [1]

Théoréme 3.3.1. {7y est Uunique champ de vecteurs sur T'M qui vérifie :

Cra(99) =0 et Cra(g™) = g
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3.3. Champs de tenseurs canoniques sur le fibré tangent.

Preuve. D’aprés la proposition précédente,
CTM(Q(C)) =0et CTM(Q(”)) = Q(U)
d’ou 'existence de (rpr. Soit X un autre champ de vecteurs tel que :
X(g'9) =0et X(g")) = g
alors, on a
X(9') = Crar(g'?) et X(9™) = Craa(g™)

et d’aprés le théoréme 3.1.1,

X = Crm

d’ou I'unicité de (7.

Proposition 3.3.3. Soit X un champ de vecteurs sur TM.
(i) (X, ¢rm] =0
(ii) [X®), ¢ry) = —X®

Preuve. (i) Pour tout g € C*°(M)

(X9, Crnl(9') = X0 Gru(9) = Grar 0 X9(g"Y) = X (Cran(9')) = Grar (X9 ()

X90) — ¢Grar(99) =0

et

(X (™) = X0 Crar(9™) = Crar 0 X9 (g™) = X (Crar(9™)) = Crar (X9 (g™))

= X9(g") = Crm(X(9)((v) = 0

donc [X (), (rp] = 0.

(X G (0'?) = X o Crar(9'D) — Crar 0 XW(g'9) = X (Crar(9'D)) — Crar (X (g19))

- X(”)(O) _ X(v)(g(c)) — _xW (g(c))

done [X™), Crar(9'9) = X(g')) et

(X, Gl (9") = XP 0 Crar(9") = G 0 X (W) = X (Craa(9™) = Grar (X (g™))

_ X(”)(g(”)) _ CTM(Q(U)) _ g(v) _ g(v) -0

done [X®, (ra](g™) = 0 et [XW), (ra] = =X )
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3.3. Champs de tenseurs canoniques sur le fibré tangent.

3.3.2 Tenseur canonique de Nijenhusis.

Soit M une variété différentiable de classe C* et de dimension n > 1. Comme (T'M, M, myy)
est un fibré vectoriel réel, pour tout x € M, T, M est doté d'une structure d’espace vectoriel

réel. L’application
Y RxT,M — T, M

est la multiplication externe qui définit la structure d’espace vectoriel réel de T, M. On définit

p: RxTM — TM
(t,v) +— tv

cet application est différentiable de classe C*°. Comme on identifie TR & R?, on définit alors
Te:TRxTTM — TTM

Soit (ey, ez) la base canonique de R?, on considére I'application
S: TTM — TTM
v —  Tp(es, )
S est différentiable et pour tout v € T'M, on a
(Sta)e = St |myrm: TLTM — T,TM
est un endomorphisme. Par conséquent, Sty est un champ de tenseurs type (1,1) sur TM.

Définition 3.3.2. Le champ de tenseurs St,; est appelé tenseur canonique de Nijenhuis sur

TM.

Expression locale de S7,.

Soit (z¢,y") le systéeme de coordonnées locales de T'M (adapté), on a
0 .
S - d v
™ oy & ax
0 0 0
8:10’) oy’ © TM(@yZ)
Proposition 3.3.4. Pour tout X € X(M), on a

En particulier, St (

STM(X(C)> = X @

St (XW) =0
Preuve. Soit X € X(M), en coordonnées locales, on a
.0
X =X"—
oxt
par conséquent,
-0 0X' 0
X =X'—— F—
ozt OxF 85/1
X0 = X7

oyt
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3.3. Champs de tenseurs canoniques sur le fibré tangent.

Alinsi,
S0 0X' 0 . 0 0X" 0 -0
X©) = X'—— F—) =X’ : k ) =X'— =X
Srar(X19) = S ox? - ak (93/1) STM(@Q:Z) * ot ! STM(@yl) y'
Srar(XW) = Spp (X a.) :XZ’STM(i) =0 (3.3.3)
oyt oyt
]
Remarque 3.3.2. Sty (Crar) = S (ia)—iS (8)_0
q 9.4 OTM\CTM TM\Y By Y orm By .

Proposition 3.3.5. Soit f : M — N wune application différentiable, le diagramme suivant

commute

TTM 5™ 7Ty
TTf | 1TTf
—

TTN  Spx TTN

c’est-a-dire que Syy o TTf =TT f o Sty
Preuve. Voir [5] u
Soit S un champ de tenseur de type (1,1) sur M. Pour tout X,Y € X(M), on pose
Ts(X,Y)=[SX,SY] — S([X, SY]+[SX,Y] - S[X, Y])
Ts(X,Y) est un champ de tenseur de type (2,1) sur M.

Définition 3.3.3. (i) Le champ de tenseur T est appelé torsion associée a S.

(ii) On dit que (M, S) une variété de Nijenhuis si Tg =0
Théoréme 3.3.2. Le couple (T'M, Sra) est une variété de Nijenhuis.

Preuve.
Ts,., (X(C)’y(C)) — [SX(C), Sy(C)] _ S({x(C%gy(C)} + [SX(C),Y(C)] _ S{x(C))y(C)})

= [X® y®] S([X, V]® +[X, V] —[X, y](v)) =0

Proposition 3.3.6. Soit S* la transposée du tenseur de Nijenhuis S. on a :

S0 = ) e §5(0)) = 0
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3.3. Champs de tenseurs canoniques sur le fibré tangent.

Preuve. Soit X € X(M), on a
S0 (X @) = g (5(X<c>)) _ 9© (Xw)) e (X@)

et

on constate que

donc S*0(©) = g
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& Conclusion &

Notre travail qui s’achéve ici s’est articulé autour de trois principaux axes : le premier axe,
la définition de la relation d’équivalence R sur R (M) qui nous permet, a partir des atlas de
définir et d’illustrer par des exemples, les notions de variétés différentiables et d’application dif-
férentiables ; le deuxiéme axe était 1'utilisation du fibré vectoriel réel (F, M, 7)) pour construire
le fibré vectoriel réel (Qy £, M, @, ) afin de définir et donner des exemples des champs de
tenseurs sur le fibré vectoriel réel; puis pour terminer, la définition du flot et champ d’Euler
nous permet d’établir les résultats de la proposition 3.3.2, I’étude du tenseur de Nijenhuis nous
permet d’établir aussi les résultats de la proposition 3.3.4.

Récemment, il a été prouvé que le fibré tangent T'M d’une variété peut étre généralisé, par
le fibré tangent d’ordre supérieur. La question qui se pose est de savoir si I'on peut généraliser

ces notions de champ d’Euler et tenseur de Nijenhuis au fibré tangent d’ordre supérieur.

DIPES II 2015-2016



& Apports pédagogiques &

Pendant la conception de ce document ; tout ce temps de recherche nous a permis d’avoir
une grande intuition, d’accentuer la logique mathématique et d’avoir une bonne critique face
aux problémes du lycée. Personnellement, cette recherche m’a permis d’apprendre a saisir avec

le logiciel ” Latex” et d’avoir quelques techniques de recherche.
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