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% Résumé

Le but de la théorie de I’homogénéisation est d’obtenir les propriétés macroscopiques des
milieux hétérogenes en prenant en compte leurs caractéristiques microscopiques. Dans le pré-
sent travail, nous avons étudié I’homogénéisation (mathématique) périodique d’une équation
variationnelle. En utilisant la méthode de la convergence a deux échelles, nous avons obtenu
apres passage a la limite le probleme macroscopique qui est similaire au g-probleme : une

équation variationnelle.

Mots clés : Homogénéisation , équation variationnelle, convergence a deux échelles, pro-

bleme homogénéisé, probleme microscopique, probleme macroscopique.

DIPES II 2018-2019



%« Abstract

The aim of the homogenization theory is to describe the macroscopic properties of hetere-
geneous media by means of their microscopics characteristics. In the present dissertation, we
studied a periodic setting, the homogenization of a variationnal equation. Using the Two-scale
convergence method, we obtained after passing to the limit, the macroscopic problem which is

a variationnal problem similar to the e-problem. : a variationnal equation.

Keys words : homogenization, variationnal equation, Two-scale convergence, homogenized

problem, microscopic problem, macroscopic problem.
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% Introduction générale -

Pour pouvoir étudier les phénomenes physiques intervenant dans la nature, nous avons tout
d’abord besoin d’'un modele permettant de déterminer les équations régissant ces phénomenes ;
et ensuite de pouvoir calculer (numériquement) les solutions de ces équations. La modélisation
des phénomenes ayant lieu dans les milieux hétérogenes aboutit treés souvent a des équations
aux dérivées partielles dont les coefficients sont fortement oscillants. Or, il arrive parfois que
la puissance de calcul dont on dispose ne soit pas suffisante, non pas en raison d’algorithmes
de calculs peu élaborés mais en raison de la complexité intrinseéque du probleme, par exemple
lorsque le milieu dans lequel le phénomene physique est étudié présente lui-méme une tres
grande complexité. Le but de la théorie de ’homogénéisation est d’obtenir une approximation
homogene (simple) d’un milieu décrit par des propriétés microscopiques supposées tres hétéro-
genes. L’importance et la nécessité de la théorie de ’homogénéisation découlent par exemple
du fait que presque tous les milieux naturels sont hétérogeénes et I’estimation de leurs propriétés
effectives est nécessaire et incontournable avant leur utilisation en industrie. Une introduction
détaillée a I’homogénéisation mathématique des équations aux dérivées partielles est faite par
exemple dans [3]. Il existe plusieurs méthodes d’homogénéisation des équations aux dérivées
partielles (la méthode des échelles multiples, des fonctions tests oscillantes de Tartar, de I’écla-
tement périodique, de la convergence a deux échelles). Dans ce travail, nous utilisons la notion
de convergence a deux échelles qui a été introduite par G. NGUETSENG (1989) et ensuite dé-
veloppée par G.ALLAIRE(1992) avec pour application I’homogénéisation périodique. L’ ob-
jectif de ce travail est d’étudier le comportement asymptotique (lorsque € — 0) du probleme

suivant :

- Zﬁljﬂ a%(ai,j(X, ﬁ)gﬁj) = f dans Q "

u, = 0 sur 0Q
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oll f € L*(Q) et A est une matrice carrée d’ordre N , coercive , définie par A = (@ij)i;j=1..n OU les
coeflicients g; ; sont des fonctions Y-périodiques appartenant a L*(2) pour i, j = 1, ..., N. Dans
le premier chapitre, nous étudions quelques espaces de Sobolev qui vont nous servir a la réso-
lution du probleéme variationnel associé a (1), ensuite dans le deuxieme chapitre nous montrons
I’existence et 1’unicité des solutions du probleme (1). La preuve utilise le théoréeme de Lax-
Milgram. Enfin en utilisant la méthode de la convergence a deux échelles, nous étudions dans
le troisieme chapitre I’homogénéisation du probleme (1). De facon plus précise, nous montrons
que la suite de solutions du probleme (1) converge vers la solution du probleme homogénéisé

qui est un probleme du méme genre.
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% Quelques Notations -

— Q désigne un ouvert non vide de RV, N>1.
— Six=(xq,...,xy) € QcR", la mesure de Lesbesgue dans R" sera notée dx.

— pour tout multi-indice @ = (@1, ..., @y) € NV, on pose :

la| = @y +...+ay (longueur de a),
— a+fB=(a; +fi + ... + ay + By),Ya,B € NV,
— 21 aN
- X=Xy

ou ou )

— VestI"opérateur gradient défini par : Vu = (-, ..., 51~

— A désigne I’opérateur de Laplace défini par : Au = 1V Py

i=1 6x[2
— <.,.> est le crochet de dualité .
— (.,.)y est le produit scalaire dans I’ espace de Hilbert H.

— |.|l est la norme sur I’espace H ou H est un espace normé quelconque.

, . . . , la|
— L’opérateur de dérivation partielle d’ordre « sera noté D avec D“:—axal‘9 PR
1.0,
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ESPACES DE HILBERT

Dans ce chapitre nous définissons les espaces de Sobolev qui sont les espaces naturels de
fonctions permettant de résoudre les formulations variationnelles d’équations aux dérivées par-
tielles. Il s’agit particulierement des espaces de Hilbert H'(Q) et Hé (2). Nous allons d’abord
définir et donner quelques notions importantes des espaces L*(Q) et H'(Q) respectivement ; et
ensuite définir I’espace Hé(Q) et espace H~'(Q); Ces résultats se trouvent par exemple dans

(Adams.A, 1975).

1.1 Espace L*(Q)

Définition 1.1.1

L*(Q) est I’espace des classes de fonctions mesurables de carré sommable dans Q.

1.1.1. Muni du produit scalaire

(f.g) = fg Fg() dx (fg € LAQ).

L*(Q) est un espace de Hilbert et on note :

1

Il = (L If(X)IZdX) . fe Q)

la norme correspondante.

1.1.1. (LesfariA , 2012)
D(Q) est dense dans L*(Q) pour la topologie de la norme de L*(Q).

1.1.1. Soit f € L*(Q), si pour toute fonction ¢ € D(Q) on a

f F(X)e(x) dx =0,
Q
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1.2. Espace H'(Q)

alors f = 0 presque partout sur €.

Preuve. Puisque D(Q) est dense dans L*(Q), il existe une suite (¢,), d’éléments de D(Q) telle

que ¢, — f dans L*(Q) pour sa norme. On a alors par hypothése :

Vn e N, f J(XO)pu(x)dx =0
Q

c’est-a-dire (f, ¢,)2@) = 0 ¥n. Mais le produit scalaire (.,.);2(q) est continue ; ainsi en faisant
n — +oo on obtient (f, f)2) = 0 ie ||f||iz(9) =0.D’ou f = 0 dans L*(Q).
Il suit que f(x) =0 PPxec Q. &

Définition 1.1.2

Soient (f,), une suite d’éléments de L*(Q) et f € L*(Q). On dit que la suite (f,), converge
faiblement vers f dans L?(Q)sil’ ona: fg f[i(xX)e(x) dx — fg f(x)p(x)dx dans R

Définition 1.1.3

Soit v une fonction de L2(2). On dit que v est dérivable au sens faible dans L*(Q) si pour tout

i €{1,..., N}, il existe w; € L*(Q) telles que :

f v(x)a—"p(x) dx = — f wi(x)(x) dx, Yo € D(Q).
Q 0x; Q

Chaque fonction w; est appelée la i dérivée partielle faible d’ordre 1 de v et est notée %.

1.2 Espace H'(Q)

Définition 1.2.1

H'(Q) est I’ensemble des éléments de L>(Q) tels que toutes les dérivées partielles d’ordre 1

appartiennent a L2(Q), c’est-a-dire que H'(Q) = {u € LX(Q), & e LH(Q), Vi=1, ...,N}.

i 1.2.1. Muni de la norme [[ully: gy = (Ilull}2q, + V72 )7, H'(R) est un espace de

Banach réflexif.
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1.2. Espace H'(Q)

Proposition 1.2.1

a) H'(Q) est un espace de Hilbert et le produit scalaire associé est donné par :

(V@ = Jo wvdx + ey Jo 33, 5y

b) H'(Q) est un espace de Hilbert séparable.

Preuve.
a) Associé du produit scalaire (.,.)g1q), H 1(Q) est un espace préhilbertien. Il nous suffit
donc de montrer que (H'(Q), (., ) @) est complet.
Soit (u,)nen une suite de Cauchy de H'(Q). Alors (i, )en st une suite de Cauchy dans

LX(Q) et (‘2‘; Ynen st une suite de Cauchy dans L2(Q), (Vi = 1, ..., N). Puisque L*(Q) est

un espace complet , alors il va exister u, u; € L*(Q) tels que (u,),e converge vers u dans

LX(Q) et (zfc’? et converge vers u; dans L*(Q), Vi.

Mais L*(Q) — D’'(Q), donc (Z—’Z)neN converge vers u; dans 9 (Q2) et (u,),en converge
vers u dans D’(€2). De plus I’opérateur (9ix,- est continu de 9’(€2) dans lui méme ceci pour
tout i=1,...,N. Donc (g_':;)neN converge vers 3—Z~ On obtient que g—;‘i = u; ,i=1,...,.N. Ainsi
u € H'(Q), il vient donc que (i), converge vers u dans H'(Q). D’ou (H'(Q), (-, )i @)
est complet et par suite (H'(Q), (.,.) H'(@) est un espace de Hilbert.

b) Considérons I’application f : H'(Q) — (L>(Q))V*! telle que pour tout ue H'(Q),

0 0
F) = —, .. 22,

TOx;T 7 Oxy
Il est facile de voir que I’application f est bien définie et linéaire, de plus on a :

2

ou

(9x,-

2 .
”u”H](Q) s

N

2 2
@I 2y = Ml + Y
i=1

L2(Q)

ainsi f est injective (car f est une isométrie). Mais (L*(Q))N*! est séparable d’ ot f(H'(Q)) est

aussi séparable. Puisque H'!(Q) est isomorphe a f(H'(Q)), il suit que H'(Q) est séparable . W
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1.3. Espace H,(Q)

Définition 1.2.2

(1) Z)(ﬁ) est ’ensemble des restrictions a Q des fonctions de classe C* et a support compact
contenu dans RV
(i) D*(Q) est I’ensemble des restrictions 2 Q des fonctions de classe C* et & support compact

contenu dans R".

DRN) est dense dans H'(RY), Mais D(Q) n’est pas toujours dense dans H'(Q).

1.3 Espace H}(Q)

Définition 1.3.1

L'espace H}(Q) est I'adhérence de D(Q) dans H'(Q) pour la norme sur H' ().

1.3.1. (Hé (Q), Il H(l)(Q)) est un espace de Hilbert, ou ||.|| Hi(@) ©st la restriction de la
norme ||.|;1 o) de H'(Q) sur Hj(€).

N0 En 1.3.1. (Inégalité de Poincaré)
Soit Q un ouvert de RN borné dans au moins l’une de ses directions. Alors il existe une constante

C(Q) > O tel que : |lull;2q) < C(Q) [[Vullz2qyv-

Preuve.

Supposons sans nuire a la généralité que Q est borné dans la direction de x; :

Q c[-a,a]l xRN"! (a > 0).

Soitp € D(Q)etxe Q,ona:

p(x) = f_);] %(t, X2, .oy XN)dt — @(—a, X, ..., Xy). Mais ¢ est a support compact contenu dans €2

et (—a,..., xy) € 0Q, donc ¢(—a, x,, ..., xy) = 0. Ainsi

X 2 A
P < (i +a) [ |2ty )| dr < 2a [°

on obtient :

2
(?—,i(—t, ..., Xy)| dt. En intégrant sur Q

”90”]242(9) = f |()0(X)|2 d-x
Q
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1.4. Espace H'(Q)

a 2
§2aff 90t x| dedx
0 J-al0x
8 2
< (2a)? f 2 (~ty )| dx
ol0x;

< a7 f V(o dx
Q

En utilisant la densité de D(Q) dans Hé (€2) , on obtient le résultat voulu. W

1.4 Espace H'(Q)

Définition 1.4.1

L’espace H™'(Q) est le dual topologique de ’espace Hy(€). On munit H ~1(Q) de la norme

canonique donnée par :

1l g1 = sup (< fiv>);

1
V1 0y <1 vEH )

ce qui en fait un espace de Hilbert.

Proposition 1.4.1

Soit fe 2(€2). Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

() fe H'(Q)
(i) f est continue sur D(Q) pour la norme de H'(Q) ie |< f,v >| < c(f) VIl -

Preuve. On remarque que D(Q) — Hé (Q) de facon continue et dense, ce qui entraine que

H'(Q) — D'(Q) continue. D’ou I’équivalence. B

1.4.1. D’apres ce qui précede H~'(Q) peut étre identifié 2 un sous espace vectoriel
de 9 (Q).
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1.4. Espace H'(Q)

Proposition 1.4.2

Soit A I’opérateur de Laplace et I I’identité, alors nous avons :
(i) I — A est un opérateur linéaire et continu de H'(Q2) dans H-'(Q).

(i1) I — A est un isomorphisme isométrique de H(l) (Q) dans H1(Q).

Preuve. (i) Soit u € H'(Q).Alors pour tout ¢ € D(Q), on a :

<u—-Au,o>=<u,o>—-<Au,p>

=<u,o>—-<Vu,Vp >
= f(u(p + Vu.Vy)dx

Q
= (U, @) ©)-

Ainsi par densité de D(Q) dans Hy(Q) et par continuité de I’opérateur /- A et du produit scalaire
(-, -)m1 ), on obtient :

<u—Au,v>= U,v)yq),Yv e Hé(Q)'

[’ égalité ci-dessus montre qu’il est évident que I — A est linéaire. Il nous reste donc a montrer
la continuité.

Soit donc u € H'(Q) et ve Hy(Q) ,ona:

< (I =ANw),v>=|<u—Au,v>|
= |(M, V)HI(Q)|

< lull @) ”v”H(])(Q) , (Cauchy).

Ainsi en passant le sup sur les v appartenant a la boule unité de H;(€2), on obtient :

(T = Mullg-1) < ulle g -

D’ot la continuité et il s’en suit le résultat cherché.
(ii) On déduit de (i) que / — A est déja un opérateur linéaire et continu de Hy(Q) dans H™'(Q).

Soit ue H)(Q) .Puisque < u — Au, v >= (u, V)yiq), Yv € Hy(Q), alors on a :

2
”u”H](Q) = (Ll, M)HI(Q)

=<u-—Au,u>
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1.4. Espace H'(Q)

< |lu = Aull 1) llull g1

On déduit que |lu — Aullg-1q) = llullgq),Y u € Hé(Q). D’ou I — A est une isométrie. Et par
suite / — A est injective.

Il nous reste a montrer que / — A est surjective. Pour cela , posons T= 1 — A ; puisque T est une
isométrie alors T(H'(Q)) est un fermé de H~'(). Ainsi si nous montrons que 7(H'(Q)) est
dense dans H~'(Q), nous aurons terminé. Soit donc u une forme linéaire continue sur H~'(Q)
et nulle sur T(H'(Q)). Alors par réflexivité de Ho1 (Q2), u peut etre vue comme un élément de
Hy(Q).

Ainsi on a (u, u)p(q) =< u — Au >=< u,Tu >= 0, c’est-a-dire que ||u||12q,

u=0.

@ = 0, et par suite

D’ou en utilisant un des corollaires de Hahn-Banach, on conclut que 7 — A est surjective. B

Proposition 1.4.3

L’ espace D(Q) est dense dans H™'(Q).

Preuve.

Soit £ € H™1(Q). Alors il existe u € H(I) (Q) tel que f = u — Au, car I — A est un isomorphisme
isométrique de Hy(Q) dans H~'(Q). Mais D(Q) est dense dans H, (L), d’ou il existe une suite
(u,), d’éléments de D(Q) qui converge vers u dans H(l) Q).

Par continuité de I — A, la suite (u, — Au,), converge vers u — Au = f dans H-'(Q).

Mais u,, — Au, € D(Q),V¥ n. D’ou le résultat cherché. W

Proposition 1.4.4

Soit f € D'(€), les deux conditions suivantes sont équivalentes :
() feH'(Q)

(i1) f se présente sous la forme (non unique) : f = fy + Zf\il g—ﬁ ol f; € L*(Q) (i=0,...,N).

Preuve. (i) = (ii) En effet si f € H'(Q) Alors il va exister u € Hy(Q) tel que f = u — Au.

11 suffit donc de prendre fy = uet f; = —g—)‘;, i=1,....N.

0
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1.4. Espace H'(Q)

(if) = (i) En effet :Soit ¢ € D(Q), on a :

N (?f
< fop>l=|<fit ) 20>
io1 O
N ﬁgo
=< fo, > — < fiy,— >
N a‘p
<I<fog >+ ) |< figt >
1 Xi

N
0
= o Py + ), (i 3000
i=1 !

Oy

6x,~

N
< folly Iellzzay + D Ifilliey
i=1

LX(Q)
N

< Ufollzy + D Ifllize) Il
i=1

=C ||‘P||H1(Q) .

Ou C = ||follz) + Z?Ll Ifill;2)- D’ou f est continue sur () pour la norme de H' (Q) et

d’apres la proposition (1.4.1), on obtient le résultat voulu . B

Définition 1.4.2

On dit que Q possede la propriété de 1-prolongement s’il existe une application
P: L*(Q) — L*RY) telle que :

(i) P soit linéaire et continue de H*(Q2) dans H*(R") ,k=0,1.

(i) (Pu)q = u,Yu € L*(Q).

1.4.2. Un opérateur P ayant les propriétés (i) et (ii) est appelé un 1-prolongement.

La proposition ci-dessous se trouve dans (Adams.A,1975)

Proposition 1.4.5

On suppose que Q possede la propriété de 1-prolongement, alors D(Q) est dense dans H'(Q).
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1.5. Trace d’une fonction de H'(Q) et formule de Green

1.5 Trace d’une fonction de H'(Q) et formule de Green

On suppose ici que Q est un ouvert borné de classe C'. Dans la résolution des problémes aux
limites, nous n’avons pas seulement besoin des valeurs d’une fonction dans €, mais aussi de ses
valeurs sur la frontiere de Q notée 9. Dans le cas d’une fonction u continue sur Q = Q| J 4Q,
ses valeurs sur JQ2 s’obtiennent en évaluant u sur 9Q.

Pour définir la trace sur H'(Q), nous partirons de la proposition suivante que nous ne démon-

trerons pas et elle se trouve dans (A.Adams , 1975).

Proposition 1.5.1

L’application T :¢ — ¢ de Z)l(ﬁ) dans L*(I"), (ou I" = AQ) est linéaire continue et se prolonge

de facon unique en une application linéaire continue T,y de H'(Q) dans L*(I').

Définition 1.5.1

L’ opérateur T, de la proposition précédente est appelé trace sur H'(Q) et est noté en général

Yo- On défini ainsi I’espace H'/*(I') par : H'/*(I') = yo(H'(Q)).

Définition 1.5.2

La formule de Green est donnée dans Z)l(ﬁ) par :

f(uﬂ + v(?_u) dx = f uvn; do, Y u,v € @1(9)
o\ 0x;  Ox; 90

ou n = (n;); est la normale unitaire extérieure a 0€.

Proposition 1.5.2

Ona:

f uﬂ + v% dx = f uvn; do, ¥ u,v € H(Q)
o\ 0x;  0x 40

12|
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1.5. Trace d’une fonction de H'(Q) et formule de Green

Preuve. Soit ¢ € D'(Q) et u € H'(Q), alors par densité de D'(Q) dans H'(Q), il va exister une
suite (¢,), de D'(Q) telle que ¢, — u dans H'(Q). En utilisant la définition (1.5.2), on obtient :

oy, 0
fso 4 +son—"0 dx=f ¢ @ ndo
Q ox; ox; o0

Mais ¢, — u dans H'(Q), donc ¢, — u dans L*(Q) — faible et ‘Zﬁ:’ - g—)‘c‘i dans L*(Q) — faible

pour tout i. Ainsion a :

0y, 0p f ou oy
L(ga ox, + So”ax,-) dx — Q(gani + u@xi dx dans R.

De plus
Yo, — ’)/ol/t“Hl < cllon — ullgqy (¢ = constante de continuité de ),

d’ou yop, — you dans H 2 (I)-fort. Ce qui entraine que yop, — You dans H %(F)—faible. Mais

fgo an0o — fgau n;do
r r

Par suite en faisant n— +o0, 1’on obtient :

0 0
L(cpa—; + ua—j:) dx = jl:gou ndo

Ceci étant vrai, on obtient le résultat par densité de D' (ﬁ) dans H'(Q). Pour achever la preuve,

Yo n; € LA(') , d’ou

on refait le méme travail en fixant v € H'(Q) et ¢ € Z)l(ﬁ). |

VBRI 1.5.1. La formule de la proposition précédente est la formule de Green sur H'(Q).

1.5.1. (A.Adams, 1975)

On suppose que € est un ouvert borné . Alors
(i) Hé(Q) — L*(Q) de fagon compact.
(ii) Si en plus Q posséde la propriété de I-prolongement alors H'(Q) — L*(Q) de facon com-

pact.

Proposition 1.5.3

On suppose que Q est un ouvert borné de classe C', alors la sémi-norme de H'(Q) donnée par :
p(w) = ||Vull2) u € HI(Q)

est une norme sur Hé (€2) équivalente a la norme |.|| ;1) restreinte a H(l) (Q).

3
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1.5. Trace d’une fonction de H'(Q) et formule de Green

Preuve. soit ue Hé(Q), on a déja [[Vull2q) < ||u||H(1)(Q)
Supposons que pour tout n € N*, il existe u, € H(‘)(Q) tel que : 1 ||Vl 2y < llull H(Q)-
On a nécessairement u,, # 0 Yn.

Uy

Posons v, =

Tl =.Alorsona ||vn||Hé(Q) =let |[Vvillay < % . Ainsi Vv, — 0 dans L*(Q)
et la suite (v,), est bornée dans H(l) (Q) . D’apres le théoreme (1.5.1) précédent

Hé (Q) — L*(Q) de facon compact. Il suit qu’il existe une sous-suite de (v,), encore notée (v,),
qui converge vers v dans L*(Q). Par suite Vv, — Vv dans 9(Q) et par unicité de la limite on a
Vv =0.D’ouv = ¢ sur Q, (ol ¢ est une constante). Comme Hé(Q) est fermé dans L*(Q), alors
v E H(‘,(Q). Donc v = 0 sur le bord de €, il suit que c=0, ¢’est-a-dire v=0. Ainsi on a ||v||Hé(Q) =0.

Mais ||v,|| H(@ = 1 pour tout n, en faisant tendre n vers +oco ,on obtient ||v|| HI©@) = 1, ce qui est

absurde. Ainsi il existe ¢ > 0 tel que ||u||H(§(Q) < c|Vull o) W
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EXISTENCE ET UNICITE DE LA

SOLUTION FAIBLE DU PROBLEME
]

I1 est question pour nous dans ce chapitre de prouver 1’existence et ’unicité de la solution
faible du probleme (1). Pour cela nous allons d’abord énoncer certains théoremes et donner

quelques propositions qui nous permettrons d’atteindre facilement notre objectif.

2.1 Position du probleme

Soient Q un ouvert borné et de classe C' de RY,(N > 1) et f € L*(Q). Soient
A = (a;))1<i j<v une matrice donc les coefficients a;; € C(Q, L*R))) et Y = (0,1)" le cube

unité ouvert. On considere pour tout £ (& > 0) le probleme suivant :

A®u, = f dans Q (1
f (1) @1
u, = Osur 0Q 2)
ol N
0 ov
Afy = — o e 7
Y Z@xi (a”(?xj)
i,j=1
et
N
D @iz alel

ij=1
avec aﬁ i vérifiant :

(1) aij(x) = a; j(x, 7) pour tout x € Q.

(ii) pour tout x € Q, a; ;(x, .) est Y-périodique, (ie a; j(x, y+k) = a; j(x,y) P.P. y € RY,Vk € NV),

Il s’agit pour nous dans ce chapitre de démontrer I’existence et I’unicité du probleme (2.1).

75
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2.2. Résolution du probléme

2.2 Résolution du probleme

Pour cela nous allons commencer par énoncer quelques théorémes qui nous aiderons a ré-

soudre le probleme (2.1).

NIV 2.2.1 (De représentation de Riesz).
Soit V un espace de Hilbert et f une forme linéaire et continue sur V, alors il existe un unique x

dans V tel que :
M =xy VYyeV,

de plus || f1l = lIxlly-

Preuve. Posons M = kerf = f~'({0}), alors M est un espace vectoriel fermé de V (car f est
linéaire et continue).

Si M = Vie f = 0 alors prendre x=0.

Supposons M # V, alors M+ # {0} (car V = M@&M™) . Ainsi il existe xo € M+ tel que f(xp) = 1;
en effet soit z € M+, z # 0 ,alors f(z) # 0, on pose alors x; = ]% et on a bien f(xg) = 1.

Soit maintenant y € V, posons @ = f(y), alors f(y — axy) = f(y) — af(xo) = @ — a.1 = 0. Donc

y—axg € M;ainsiona:
0 =(y — axop, xo)vy

2
=, X))y —«a ||X0||v

X0
7
[Ixolly,

Done f(y) = (v, v = (0, x)y avec x =
Pour montrer I’unicité de x, supposons qu’il existe un autre élément x’de V tel que
fO) =0, x)y,YyeValorsona: (y,x—x")y =0,Yye Vdoux=ux"

Montrons que || f]| = [|x]]y.

On a pour tout y dans V, |[f(V)] = |(v, X)v| < |[xlly [I]ly. On en déduire que || f]| < ||x]]y-
Si f =0 alors x = 0 et donc ||f]| = ||x]|y-

Sif#0alorsx#0etona:

X

X
fG—) = (G Xy
llxlly ™ lixlly
2
_ lxdly
llxlly
= [lxlly -

On en déduit que ||x||y; < ||f]| et par suite on obtient I’égalité voulue. W

o
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2.2. Résolution du probléme

2.2.2 (Lax-Milgram).
Soit V un espace de Hilbert ,L(.) une forme linéaire continue sur 'V et a(., .) une forme bilinéaire

continue et coercive sur V. Alors le probleme donné par :

trouver u €V
a(u,v) = L(v) (2.2)
YveV
admet une unique solution dans V.
Preuve. Pour tout w € V, I’application v — a(w, v) est une forme linéaire continue sur V : par
conséquent le théoreme de représentation de Riesz entraine qu’il existe un unique élément de V

noté A(w) tel que :
a(w,v) = (Aw),v)y, YveV

Considérons I’application A :w — A(w), w € V; alors A est bien définie, linéaire (car a est
une forme bilinéaire ) et continue en effet on a :
2
AWy = a(w, A(w))

< Mwlly AWl -
c’est-a-dire |[A(w)||y < M [|wl|y, (o M est la constance de continuité de a(.,.)) . De plus 'on a :

a ||W||%/ < alw,w)
= (A(w), w)y
< [wlly [[AM)Ily .

c’est-a-dire ||w||, < é [AW)|ly, ¥V v € V. De méme, L étant une forme linéaire continue sur V ;

d’apres le théoreme de représentation de Riesz il existe un unique f € V tel que :
L) = (f,v)v YveV.

Ainsi le probleme (2.2) est équivalent a trouver u € V tel que (A(u),v)y = (f,v)y, Yve 'V,
c’est-a-dire que :

A(u) = fdans 'V
Par conséquent il suffit de montrer que A est bijective pour achever la preuve. A est injective

en effet si A(w) = 0, alors on aura ||w||y, < 0, donc ||w|l,, = O et par suite w = 0. Si V est de

(17|
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2.2. Résolution du probléme

dimension finie, on aura immédiatement la bijection. Il nous reste a montrer que A est surjective
en supposant dans ce cas que V est de dimension infinie. Pour cela nous allons montrer que
Im(A) = V. Remarquons d’abord que Im(A) est fermé, en effet soit (y,), une suite de Im(A) qui
converge vers y dans V. Alors il existe une suite (x,), de V tel que A(x,,)y = y, pour tout n. Mais
I'ona:
o =l < = e - Acll, = vy = vel,-

En faisant tendre p et q vers I’infini , on trouve que ||x,, - x,,”v — 0, ainsi la suite (x,), est de
Cauchy dans V qui est un espace de Banach. Donc il existe x € V tel que (x,), converge vers x
dans V. Par continuité de A on déduit que A(x) = y .D’ou y € Im(A) et donc Im(A) est fermé
dans V.

Soit maintenant v € Im(A)*, alors on a ||V||%/ <a,v) = (AW),v)y =0, d’oll v=0.Ainsi

Im(A)* = {0}. Et par suite I’on a :
V ={0}*" = Um(A)")" = Im(A) (car Im(A) est fermé).

Il vient donc que A est surjective et par suite A est bijective. B

Proposition 2.2.1

a) On considere I’application a® définie de H'(Q) x H'(Q) — R par :

N

e Z . Ou Ov .

a (M,V):” lLai’jG_xia_xj dx,Vu ,VEH (Q)
i,j=

Alorson a:

(a) a®(.,.) est une forme bilinéaire continue sur H'(Q) x H'(Q).
(b) a®(.,.) est coercive sur Hé(Q) (ou H(l)(Q)—elliptique), de constante de coercivité a c’est
dire qu’'on a:

a*(uu) 2 a|lully o, Vu € Hy(Q).

Preuve.
(a) Ilest facile de vérifier que a® est une forme bilinéaire sur H'(Q) x H'(€2). Montrons la
continuité : soit u,v € H'(Q), posons B = C(Q, L°(Y)).On a:

N
IOEDY fg a2 ()|

ij=1

ou|| dv
—I|=—1 d
Ox;1|0x; g

15
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2.2. Résolution du probléme

N
< Z dx, ( preuve similaire proposition(3.2.2) chap3).

= Oxj

N

ov

< a;

Z:: ” ]” Ox Q) ax} 2(Q)

N

Z lai | el IV
Jj=1

N
Z i ]nunfp@) WVl @
&

D’ou la continuité .

H

(b) Montrons que a® est coercive, on a :
g(l/t M)_Zf ljguaau
= X; 0X;j

> o ||Vull? 12 (co = constance d’ équivalence entre les deux normes).

@ 2 ||M||H L)
0

D’ou le résultat voulu. B

Proposition 2.2.2

Pour tout € > 0, le probleme (2.1) admet une unique solution.

Preuve.
Nous allons utiliser ici I’approche variationnelle, elle consiste a trouver un probleme variation-
nel facile a résoudre et qui soit équivalent au probleme (2.1).

a) Cadre fonctionnel

On cherche une solution u, € H'(Q) de (2.1) tel que (1) soit comprise au sens presque
partout sur Q (c’est-a-dire A®u.(x) = f(x) PP. xe Q) et (2) soit comprise au sens de la

trace 7y, sur le bord de Q (ie you, = 0) de sorte que u, € Hé Q).

b) formulation variationnelle

—) Soit u, € H'(Q) solution de (2.1). Alorson a :
— u, = 0 sur 0Q (ie you, = 0), donc u, € keryy = H) ().
— on a aussi (A%u,)(x) = f(x) P.P. x € Q de sorte que A®u, € L*(Q).

0
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2.2. Résolution du probléme

En multipliant 1’égalité ci-dessus par ¢(x) (¢ € D(Q)) et en intégrant sur € , on obtient :
S [, Ou
fQ (A%uz)(xX)p(x) dx = fg F(x)e(x) dx & — fg Z ox; (ai j 8;)90 dx = fg fodx
- Zf (a5 )oax= [ roas

i,j=1

N
0 ou, 6u8690
- - dx|= d
R NS R R
& - ZN:f nd0'+2f ausﬁcp dx ff dx
l]a (p l}a 0 - o '

i,j=1 9Q

(formule de S tokes)

. Oug 0
@Zf ! (pdx—ffgodx,(carng:OsuraQ).
Q

i 0x; 0

i,j=1

@as(ue,@:ffsodx
Q

On en déduit par densité de D(2) dans H(l) (Q) et par continuité des applications

@ — a’(ug, ) et ¢ —> fg fedx que u, est solution du probleme variationnel

trouver u, € Hy(Q)
a(ug,v) = 1(v) (2.3)
Vv € H\(Q).

avec l(v)= fQ fvdx.

&) Réciproquement, soit u, solution de (2.3). Alors on a :
us € Hy(Q) = you, = 0, ie u, =0 sur 9Q.

Soitp € D(Q),on a:

 u 0
=i e [ o = | reas

i,j=1

ou, 0
e - Zf(;gal]axgond0'+2f IJGXI(,)—XQOCZX—Lf(pdx(cargo:OSLtrQ).

i,j=1

En utilisant la formule de Stokes et en remontant les équivalences précédentes on trouve :

fQ(Agua - NX)e(x) dx =0

20
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2.2. Résolution du probléme

Ainsi pour tout ¢ € D(Q), fQ (A%u; — ) (X)p(x) dx = 0.
Donc (A%u, — f)(x) = 0 P.P x € Q. Et par suite on a bien :

Afu, = f dans L*(Q).

IL en résulte que u, est solution de (2.1). Ainsi (2.1) est équivalent a (2.3).

c) Résolution complete du probleme (2.1)

Comme (2.1) est équivalente a (2.3), il suffit donc de résoudre (2.3). L’application / définie
par l(v) = fQ fvdx),Vv e Hé () est une forme linéaire et continue sur Hé (Q); en effet :

il est évident que [ soit linéaire et de plus on a :

(V)] < f |fvldx
Q

<l 2@ V2@
< N1z IVl 2@
= A ll2) Ml @ -
d’ou le résultat. De plus a®(., .) est une forme bilinéaire continue et coercive sur
H'(Q) x H'(Q) d’apres la proposition (2.2.1). On déduit par le théoréme de Lax-Milgram qu’il

existe une unique solution de (2.3) donc de (2.1). &

Proposition 2.2.3

La suite (u,). des solutions du probleme (2.1) est bornée dans Hé Q).

Preuve. D’apres proposition(2.2.1) on a :

2
C¥||Ms||Hé(Q) < ag(ug, us) = (f, us)LZ(Q) < ||f||L2(Q)||u€||L2(Q)-
Puisque Q est borné, et u, € Hé (Q), I’'inégalité de Poincaré nous donne I’existence d’un
¢ = c(Q) > 0 tel que [lugll2) < clIVugll2q) < ¢ ”us”H(])(Q)'
Donc
2
CY||Ma||H(1)(Q) < N llzllusllizg) < cllfllizollVudllig) < C||f||L2(Q)||Ma||H(§(Q)-
D’ou
c
||u8||H(1)(Q) < E“f”LZ(Q)-

On obtient ainsi le résultat cherché. m

21|
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COMPORTEMENT LIMITE DES

SOLUTIONS DU PROBLEME
]

Dans ce chapitre il est question pour nous d’étudier le comportement de la suite (u,).- de
solutions du probleme (2.1) lorsque € — 0. Il s’agit de passer a la limite dans le probleme
(2.1) et d’obtenir le nouveau probleme dont la limite de la suite (u,). est solution. Ce pendant
nous disposons de différentes méthodes nous permettant le passage a la limite dans le probleme
(2.1). Nous avons la méthode des échelles multiples, des fonctions tests oscillantes de Tartar,
de I’éclatement périodique, de la convergence a deux échelles. Nous utilisons ici la méthode de
la convergence a deux échelles ; mais nous allons d’abord donner quelques résultats importants
concernant cette notion avant d’effectuer le passage a la limite dans le probleme (2.1); ces

résultats se trouvent par exemple dans ((G.Nguetseng,1989) and (U.Hornung, 1997)) .

3.1 Fonctions périodiques

Définition 3.1.1

Soit f:RY — R une fonction définie presque partout sur R". La fonction f est dite Y-périodique

si pour presque tout x € R, on a : f(x+k)=f(x) pour tout k € Z".

Définition 3.1.2 ( Valeur moyenne d’une fonction périodique de L! (RY))

loc

Soit Q un ouvert borné de R" et f € L}UC(RN ). La moyenne de f sur Q est le réel noté Mq(f)

et défini par Mqu(f) = m fg Jf()dy ot mes(€2) est la mesure de Lebesgue de Q.

B
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3.2. Convergence a deux échelles

Nous introduisons a présent les définitions des espaces des fonctions périodiques utilisés fré-

quemment en homogénéisation périodique .

Définition 3.1.3

i) Cpe(Y) I'espace des fonctions continues sur RY et Y-périodiques.

11) C;’j‘er(Y) le sous espace de C*(R") constitué des fonctions Y-périodiques.

iii) H!

Jer(Y) espace des fonctions u € H;, (R") et u est Y-périodique.

iv) L*2(Q; Cer(Y)) I’espace des fonctions mesurables u : Q — C,..(Y) telles que :

2
f(suplu(x)l) dx < +oo.
a\y

V) Lﬁer(Y ), (p € [1, +o0]) I’espace des fonctions mesurables u : RN — R telles que
ue L (RV) et soit Y-périodique.

vi) C(Q; L

per(Y)) I’espace des restrictions a Q des fonctions u : R¥Y — L (Y) qui sont

per

continues.

Remarque REW S

i) H,,(Y)est’adhérence de Csy, (Y) pour la norme de H'(RY).

er per

ii) On définit la relation d’équivalence sur H llm(Y) par :
u=v & u—vestune constante, ¥ u,v € Hllm(Y).

H Il,er(Y ) | R ’espace des classes d’équivalence pour la relation ci-dessus.

ii1) La quantité donnée par :

. PO 1
”””H}M(YNR = ||Vu||L2(Y) ,VYuen, neH, (Y)|R

per

est une norme sur H' (Y) | R. Ces résultats se trouvent dans (Allaire.G,1992).

per

3.2 Convergence a deux échelles

Nous donnons ici la définition de la converge a deux échelles et quelques résultats impor-

tants concernant cette notion.

23
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3.2. Convergence a deux échelles

Définition 3.2.1

Soit (u)s-0 une suite d’éléments de L*(€2). Alors on dit que la suite (u,).-o converge faiblement

a deux échelles vers u € L*>(Q x Y) dans L*(Q) lorsque € — O sil’'ona:

limf u(x)p(x, f) dx = f fu(x, Vo(x,y) dx dy 3.1
=0 Jo & aJy

pour tout ¢ € L*(Q; C,.(Y)).On note u, o

Si en plus nous avons lirr(}llugll 2@ = llullz2xy), alors nous dirons que la suite (u,).-o converge

fortement a deux échelles vers u € L*(Q x Y) dans L*(Q) lorsque £ — 0 .

Proposition 3.2.1

La limite de la convergence a deux échelles lorsqu’elle existe est unique.

Preuve.

. . . 1. 2— 2—
Soit (i)s0 une suite d’éléments de LA(Q) et u, v € L*(Q X Y) tels que u, —> u et uy —> v

dans L*(Q) lorsque £ — 0. Comme u, 275 4 dans L*(Q),ona:

lim f U (6(x, 5 dx = f f u(x, V)B(x, y) dx dy,
-0 Jo & QJy

pour tout ¢ € L*(Q; Cper(Y)). De méme puisque u, i v, alors

lim f U (x5 dx = f f WG )9 Ce, )y dx,
e—0 Q E o Jy

pour tout ¢ € L*(€; C,,(Y)). Donc,

f f u(, Y(x. y)dy dx = f f Y, Y9 e, )y dx,
QJY QJY

pour tout ¢ € L*(Q; Cper(Y)). Ceci entraine que :
[ [ e = eyt dy dx = o,
aJy
pour tout ¢ € L*(Q; C,,(Y). 1l vient que :

u(x,y) —v(x,y) = 0 p.p. dans Q x R,

4]
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3.2. Convergence a deux échelles

Et par suite

u=v dans L*(Q x Y).

d’ou le le résultat. W

3.2.1. (Nguetseng.G,1989)

Soit b(y) une fonction mesurable et Y-périodique sur RN et b € L'(Q), alors pour toute fonction

continue ¢ sur Q, ona :

lim f o(Ob(E) dx = f f o(0b(y) dy dx.
0 Jo € oJy

Proposition 3.2.2

Soit f € L'(Q, Cper(Y)), on pose fe = f(x, %), x € Q.

(i) La fonction f, est mesurable sur Q et est bornée sur L'(Q) eton a : || £l i < ISl LNQ.Cpor(¥) *

(i1)
lim f fo(x) dx = f f f(x,y)dy dx.
&e—0 Q aoJy

(iii) Les points (i) et (ii) restent toujours vrais pour f € L*(Q,C per(Y)) etona:

”fa”LZ(Q) < ”f”LZ(Q,cpe,(Y)) o

Preuve. (i) f. est mesurable car f I’est; de pluson a :

iy = [ 1001 dx

:fQ x

= f|f(x’)’)| dx’ y=-
Q

&

fx, g)‘ dx

S fsup |f(x’ }’)| dx = ”f”%l(g’cper(y)) .
Q

yey
(i) On remarque qu’on peut écrire : f(x, 2) = f(x)(%) et appliquer le théoreme (3.2.1).
(iii) On remarque juste que, comme € est borné, on a L>(Q, C,er(Y)) C L*(Q,C per(Y)) 5 de plus

ona:

1ol = fg LGP de

:fg 2

dx

fx )
E

25
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3.2. Convergence a deux échelles

X

_ f oy de y =
Q

&

2
< f (Suplf(x,y)l) dx
Q \yeY

_ 2
= 20,00y -
d’ou le résultat. W

3.2.2 (Relation entre convergence forte et convergence a deux échelles).
Soit (i) s> une suite d’éléments de L*(Q) qui converge fortement vers un élément u dans L*(Q).

Alors u, it u dans L*(Q) lorsque & — 0.
Preuve. Soit ¢ € L*(Q; Cper(Y)), posons ¢°(x) = ¢(x, 3); alorson a :

f U (67 (x) dx — f f u(x)é(x, y)dy dx
Q QJY

<

f (1) — (0N () dix
Q

f U(x)¢° () dx - f f u(x)p(x, y)dydx
Q QJY

< llue — ull2@) 116°11 22

f U6 () dx - f f u(x)p(x, y)dydx
Q QJY

Comme u¢ € L*(Q; Cper(Y)) et la suite (¢°), est bornée (d’apres la proposition 3.2.2), alors en

+

+

faisant tendre & vers 0, le terme de droite de cette inégalité tend vers 0.

Ainsi,

lim f u(x)p°(x) dx = f f u(x)p(x, y)dy dx
20 Jo oJy

et on a le résultat. A

Proposition 3.2.3

Si la suite (u,)s-0 converge a deux échelles vers u € L*>(Q x Y) alors

lim f u(x)p(x, f) dx = f f u(x,y)o(x,y) dx dy (3.2)
e-0 Jo £ QJy

pour tout ¢ € c(Q; L;"er(Y))

3.2.3. (Banach-Alaouglu) (Adams.A,1975)
Soit X un espace de Banach séparable, alors la boule unité fermée du dual topologique X' de

X est compact.
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3.2. Convergence a deux échelles

3.2.4. (H.Douanla, 2013)
De toute suite de fonction (u).-o bornée dans L*(Q), on peut extraire une sous-suite qui converge

faiblement a deux échelles dans L*(Q) .

Preuve. L’idée générale de cette preuve repose sur le théoreme de Banach-Alaouglu qui stipule
que de toute suite bornée de X’(X étant un espace de Banach séparable), on peut extraire une
sous-suite qui converge pour la topologie duale faible. Dans cette preuve, X = L*(Q; C e (Y)).

Soit &€ > 0, on définit la fonctionnelle /, sur L*(Q;C per(Y)) par :

1(¢) = f u(e(x, Sdx, ¢ eX.
Q E

D’apres I’inégalité de Holder, on a :

()] = f U (X)(x, )dx
Q E

< luell 20 ||¢8||L2(Q) )

et comme (u,) est bornée dans L*(Q), alors il existe ¢ > 0 tel que ||ullz2q) < c.

De plus [|9°llz2q) < lI#llz2(: ¢,..v) (d’apres la proposition (3.2.2) ), d’ouon a :

(@) < clipllr2uc,e - (3.3)

On déduit de 1} que /. est une forme linéaire continue sur LZ(Q;C‘W(Y )); donc I, est un
élément de [L*(Q; C,(Y))]'. D apres le théoreme de Banach-Alaouglu, il existe une sous-suite

de (1), encore notée (I.).-o et l € [LX(Q;C per(Y)] tels que :
[($) — Ugp) V¢ € LP(Cper(Y)).
D’autre part en passant a la limite quand € — 0 dans (3.3)), il vient que
1@)] < cligllzaxy, Vb € L2 Cper(Y))- (34)

Puisque L*(€2; Cp-(Y)) est dense dans L*(Q X Y), alors on peut étendre / 2 une unique forme

linéaire continue sur L>(Q x Y), encore notée /eton a :

U@ < cligllizaxy, Yo € LAQXY). (3.5)

Comme L*(Q x Y) est un espace de Hilbert, d’apres le théoréme de représentation de Riesz, la

forme linéaire continue / peut étre identifiée a un élément u € L*(Q X Y) et on a donc

lim f U (D)P(x, 2)dx = lim 1,(¢) = [($) = (u, )r2xy) = f f u(x, y)p(x, y)dydx,
s—0 Jo & £—0 QJy

pour tout ¢ € L*(Q x Y). La preuve est ainsi achevée. W
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3.3. Passage a la limite

3.2.5. (D.Lukkassen, 2000)

Soit () g0 une suite de H'(Q) telle que ||u,| m@ < ¢ (o ¢ est une constante positive). Alors,

il existe (u,v) € H'(Q) x L>(Q; H! (Y)/R) et une sous-suite de (u,).-o encore notée (u,)s>o tels

per

que :

Uy — U dans H'(Q)-faible. 3.6)
Vi, =5V +Vyy  dans (L)Y 3.7)

3.3 Passage a la limite

La suite (u,), est bornée dans Hé (€Q2) (voir proposition (2.2.3) du chapitre précédent) ; D’apres
le théoreme de compacité (Théoreme (3.2.4), il existe une sous-suite de la suite (u.).-¢ encore

notée (ie)e-0 et (u,v) € Hy(Q) x L*(Q; H,,,(Y)/R) tels que :

u,—u dans H,(Q)-faible, (3.8)
et
Vi, =5 Vu+Vy  dans LAQ)V. (3.9)

Soient ¢ € D(Q), ¢, € D(Q;C:.,(Y)/R),

per

posons

¢°(x) = p(x) + ¢y (x, g) (xeQ,e>0),

alors

Voi(x) = Vo(x) + 8V, (x, §>+vy¢1<x, §>

Remarquons que la formulation variation faite au chapitre 2 peut encore s’écrire :
f A*Vu Vv dx = I(v),Yv € Hy(Q)
Q

avec

A® = (aij)OSi,jSN
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3.3. Passage a la limite

la matrice a coeflicients afj.

Ainsiona:
fg VU A (VS + V. + V)] = fg f16 + 7] d. (3.10)
En passant a la limite dans (3.10) quand € — 0 et en utilisant (3.9) avec pour fonction test
AV + V,¢%) € C(Q; L3,(Y)),
il vient que :

f f A[Vu + V] - [V + V,6,] dydx = f 1o dx.
Q

Y Q

V(. 91) € D(Q) X D(Q; Cp,.(Y)/R).

Par densité de D(Q) dans H)(Q) et de D(Q; C%,(Y)/R) dans L*(Q; H!,,(Y)/R) ,

per per

on obtient que :

f f A[Vu+ V] [Vo + Vyé1] dydx = f fodx, Y(¢.¢1) € Hy(Q) x L*(Q; H,,,(Y)/R).
QJYy Q

Posons

V = Hy(Q) x LX(Q; H., (Y)/R)

per

muni de la norme

||(¢’ ¢1)”V = [llvgb”iZ(Q)N + ”Vy(p]lliZ(Qxy)N:Ij ((¢’ ¢1) € V)

V est un espace de Hilbert.

Posons

a(U, ) = ffA[Vu + V] - [Vé + V] dydx et (D) = ff(ﬁ dx
aJy Q
ou U = (u,v) et ® = (¢, ¢;) dans V.

Par suite on obtient donc le probleme variationnel suivant :
Trouver U = (u,v) € V
a(U, @) = (D) (3.11)
pour tout ® = (4, ¢;) € V.

Proposition 3.3.1

Le probleme variationnel (3.11)) admet une unique solution.
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3.3. Passage a la limite

Preuve. Remarquons d’abord que :

V(p, 1) €V, f fVcﬁ-Vy(bl dxdy = f V(x). (f Vigi(x,y) dy) dx =0 (car ¢y est Y—périodique).
QJy Q Y

Posons B = C(Q, L®(Y)) ; la forme bilinéaire a(-, -) est continue sur V X V en effet on a :

la ((uo, u1), (vo, vi))l = f AQx, ) (Vo + Vyuy).(Vivo + Vyvy) dx d)"
QxY
< f |A(x, (Vo + Vyuy).(Vivo + Vyvl)l dx dy
QxY
< ||A||Bf |(qu0 + Vyuy).(Vyvg + Vyvl)| dx dy
QxY

< ||Allg ||[Vtto + Vyui

V.o + V|

L2(QXY) | L2(QxY)

< A1l (IV <ttoll 2y + 951012 ) (1790l 2 + 9591 ]| 2 o)

< 411Allp llCuto, )l [1(vo, vl -

De plus elle est coercive sur V. En effet pour @ = (¢,¢;) € Vona:

a(®, ®) foA[V(;S + Vi1 - [Vo + Vo] dxdy
Y

aff|V¢+Vy¢1|2 dxdy

QJY

= a f f Vo> + V| dxdy + 2a f f V¢ - V¢, dxdy
QJY QJY

= o [ [ 9oP 170 dxdy
QJY

2 2
= CY(||V¢’||L2(Q)N + ||Vy¢1”L2(QxY)N)

= all(g, p0)lf-

\%

La forme linéaire / est manifestement continue sur V. En effet on a :

(D)) < fQ fol dx

< ||f||L2(Q) ||¢||L2(Q)
< Nz 18l + V581 |2 eryy

= o 12 1Vl 2 + [ V381 ]| 2 ceryy

1 l
2 2 2 2 2 2
S (c() ||f”L2(Q) + 1) (”V¢||L2(Q)N + ||Vy¢l||L2(Q><Y)N)
1
= (G172 + 1) 11l -

D’apres le lemme de Lax-Milgram le probleme variationnel (3.11)) admet une unique solution.
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3.4. Probleme homogénéisé

3.4 Probleme homogénéisé

Il s’agit ici de trouver le probleme dont u, est solution.

3.4.1. Probleme microscopique

IL s’agit ici de trouver une relation entre v et u.
Dans I’égalité fQ fYA [Vu + Vyv] . [V¢ + Vy¢>1] dydx = fﬂfq) dx, on prend ¢ = 0 pour avoir :
f f A ) | V() + Vyo(x, )| - [ Yy (xy)| dxdy = 0. (3.12)
aJy
Posons ¢; = ¢ ® w avec ¢ € D(Q) et w € C;, (Y)/R alors, (]317[) implique que pour tout
peD),ona:
f fA(x, y) (Vu(x) + Vyv(x, y)) . Vyw(y)a’y] @x) dx = 0.
aolJr
Donc pour presque tout x € 2, on a:
[ 403 (Fu0 + 9,009 - Ty =0
Y

pour tout w € C,,,,(Y)/R.

(3.13)

RGBT 3.4.1. Pour tout x € Q et pour presque tout y € Y, la matrice A(x,y) est coercive

et A € C(Q; Ly, ().

Proposition 3.4.1

Le probleme (3.13) admet une unique solution.

Preuve. On écrit la formulation variationnelle du probleme (3.13) , a partir de la remarque

(3.4.1), on utilise le théoreme de Lax-Milgram pour conclure. B

Proposition 3.4.2

Soit 1 < j < N. Pour x € Q fixé. Le probléme suivant admet une unique solution :

Trouver ¢ € Hll,er(Y)/R tel que

N
. ow
fy A, )V, (3).V,0()dy = — f ;akja—yk(y)dy, (3.14)

pour tout w € H!, (Y)/R.

per
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3.4. Probleme homogénéisé

Preuve. Posons

alu,w) = fA(x, Vyu - Viwdy
Y

et

N
ow

l(w :—f ari— (y)dy , ouru,veHle,Y/R

(w) Y,él k,ayk(y) V. p per(Y)

Alors a(-, -) est une forme bilinéaire continue et coercive ( car A(x,y) est coercive, ceci est une

conséquence de la remarque (3.4.1)). De plus [ est une forme linéaire continue sur H. (Y)/R;

per

d’apres le Lemme de Lax-Milgram, le probleme (3.14) admet une unique solution. M

Proposition 3.4.3

dy;

Pour presque tout (x,y) € Q X Y fixé, on a:

v(x,y) = 6(y).Vu(x) (3.15)
et
Vyui(x,y) = V,0(y)Vu(x). (3.16)
J
Ou (V,0);; = Gi (1<i,j<N)etf=(6y,..,0y) est la solution du probleme (3.14).

0
Preuve. Fixons x € Q, alors en multipliant les membres de (3.14) par a—u(x) on obtient :
S X

J

o
f Ax, WY, 9/<y)—<x> V,w(dy = - f Dan ()a—y“:wy

pour tout w € H!, (Y)/R.

per

Ensuite en sommant sur j = 1, ...

Y h=1

, N, il vient que :

f A(x, Y)Vy(0()Vu(x)).Vyw(y)dy = - f Ax, y)Vu(x) - Vyw(y)dy
Y Y

pour tout w € H!, (Y)/R.

per

Donc la fonction (x, y) = 6(y).Vu(x) est solution du probleme (3.13) et par unicité de la solution

du probleme (3.13), on déduit que pour presque tout x € Qona:

v(x,y) = 0(y).Vu(x),

06/
et en posant (V,0);; = o (1 <1i,j < N), onobtient (3.16). La preuve est ainsi achevée. B
Vi

3.4.2. Le probleme

3.14

est appelé probleme microscopique.
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3.4. Probleme homogénéisé

3.4.2. Probleme macroscopique

3.4.1. Le probléeme macroscopique est donné par :

(3.17)

—div(A*(x)Vu) = f(x) dans Q
u = 0 sur  0Q.

Ot pour tout x € Q,
A*(x) = f A(xy) (I+V,0)dy.
Y

La fonction 0 étant la solution du probleme microscopique.

Preuve. Dans la relation fg fY A[Vu+Vw]-[Vo+V,¢] dydx = fQ fé dx, on prend ¢; = 0 pour

avoir
f fA[Vu + V- Vo dxdy = ffqﬁ dx
oJy Q (3.18)
pour tout ¢ € D(Q).
Mais de (3.16) on a:
Vyv(x,y) = V,6(y)Vu(x).
Donc (3.18)) implique :
f f A(Vu +V,0Vu) - V¢ dxdy = f fé dx,
aJy Q
pour tout ¢ € D(Q).
D’ou

f f A(I+9,0) Vu(x) - Vo(x) dxdy = f FO)b(x) dx
QJY Q
pour tout ¢ € D(Q).

(3.19)

En posant pour x € Q,

A*(x) = f A(xy) (I+V,0)dy,
Y

ou encore A*(x) = (a;,(), . avec a;,(x) = [, (ai;(x.3) + TiL, auet) dy et (3.19) s*éerit

f A" (0)Vu(x) - Vo(x) dx = f SO@(x) dx,
Q Q
pour tout ¢ € D(Q).

(3.20)

Par densité de D(2) dans Hé (€2) on obtient le probleme variationnel homogénéisé suivant :

Trouver u € H)(Q) tel que
f A*(x)Vu(x) - Vv(x)dx = f f()v(x)dx (3.21)
Q Q

pour tout v € H,(€),
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3.4. Probleme homogénéisé

qui est la formulation variationnelle du probleme macroscopique (3.17). La preuve est ainsi

achevée. 1

Proposition 3.4.4

Le probléme macroscopique (3.17) admet une unique solution.

Preuve. Il suffit de montrer que le probléeme variationnel (3.21)) admet une unique solution

ue H(‘) (Q). Montrons que A* est coercive. Pour cela remarquons d’abord que :

fA(x, y)(e;+V,0,).V,0;dy = 0.
Y

Cette égalité découle du fait que 6; soit solution de (3.14). Cette remarque nous permet d’écrire :

a;; = LA(x, e+ V,0)).(e; + V,6;) dy

Ainsi nous avons :

N

N
DW= ) [ Ae + o+ ) dy

ij=1 ij=1

N N
_ fy A(x,y) [g + Z gjvyej] . (g—‘ + Z givye,») dy
X j=1 . i=1
> Q’fY §+ Zf,-VyH,-

i=1

=ale?  (car f V6, dy = 0).
Y

dy (par coercivité de A)

Il découle que pour tout x € Q la matrice A*(x) est coercive. On applique donc le Lemme de

Lax-Milgram avec :

a(u,v) = fA*(x)Vu(x) - Vv(x)dx (u,v e Hé(Q))
Q
et
I(v) = f Fx)v(x)dx (v € Hy(Q)).
Q

Et on obtient le résultat voulu. W

RGBT 3.4.3. On a ainsi montré qu’il existe une sous-suite de la suite (u#.).>¢ OU u, est

solution du probleme (2.1) qui converge dans Hé (Q)-faible vers la solution u du probleme ho-

mogénéisé (3.17)).
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3.4. Probleme homogénéisé

Proposition 3.4.5

La suite (u,),-o converge vers I’unique solution u du probleme (3.17).

Preuve. Nous allons montrer que toutes les sous-suites convergent vers u. Par 1’absurde, sup-
posons que u ne soit pas I’unique valeur d’adhérence de la suite (u.)..o. Alors il existe une
sous-suite (Uy))e>0 de (Ug)s>0 qui converge mais pas vers ug. La suite (uy))e>0 €st bornée car
(u5)e0 'est ; donc en reprenant le procédé d’homogénéisation avec la suite (Uy () )s>0, ON obtient
qu’elle admet une sous-suite qui converge vers un i solution du probleme (3.17). Mais par
unicité de la solution du probleme @p, uy = u. On conclut que (uy()s>0 converge vers u. Ce

qui est absurde. W
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% IMPLICATION PEDAGOGIQUE

Le présent mémoire du DIPES II intitulé Comportement limite d’une suite de solutions
de problemes elliptiques linéaires a beaucoup d’intérét sur le plan pédagogique et sur le plan

didactique.

3.5 Sur le plan didactique

Ce travail m’ a permis de maitriser 1’'usage de Latex qui est un outil didactique numérique
d’une grande importance pour la pratique enseignante des mathématiques. En ce sens que, je
me suis doté de moyens techniques pour m’améliorer dans ma tache de présentation des cours.
Ce travail me permet aussi de proposer une meilleure qualité des épreuves et de mieux faire une

analyse des données en ce qui concerne les comptes rendus des évaluations scolaires.

3.6 Sur le plan pédagogique

Ce travail m’ a permis entre autres :

& D’améliorer la qualité de mes rédactions ce qui me permettra de concevoir les cours
compréhensibles.

& de me rendre compte qu’il y a une théorie des EDP plus générale qui prolonge celle des
équations différentielles ordinaires, ce qui me sera d’une grande utilité dans la motivation
de mes éleves.

& De développer I’esprit d’initiative et d’innovation. Ceci est trés important pour un en-
seignant car celui-ci dois toujours innover dans la recherche pour étre en phase avec les

évolutions épistémologiques des savoirs a enseigner.
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% Conclusion &

Parvenu au terme de ce travail dans lequel il était question pour nous d’homogénéiser une
équation variationnelle, nous avons d’abord défini certains espaces de Hilbert nécessaires pour
la résolution des problemes variationnels, puis nous avons montré I’existence et 1’unicité de la
solution faible du probleme variationnel, ensuite nous avons homogénéisé le probleme varia-
tionnel en utilisant la méthode de la convergence a deux échelles et enfin nous avons prouvé
un résultat de convergence de la suite de solutions du probleme initial vers la solution du pro-
bléeme homogénéisé. Une perspective serait d’homogénéiser cette fois-ci les inéquations varia-
tionnelles avec obstacle par exemple, les inéquations variationnelles avec des hypotheses de

structures générales, avec des hypotheses générales déterministes ou stochastiques.
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