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♣ Résumé ♣

les codes s-quasi-cycliques sont des codes stables par l’action du décalage circulaire de

s positions. Ils sont en fait une généralisation des codes cycliques (s=1).

Dans notre travail, nous nous intéressons aux codes quasi-cyclique de longueur n = ls sur

un anneau de Galois. Notre motivation de prime à bord est de généraliser les résultats

obtenus sur les codes cycliques tels que la représentation polynômiale et la caractérisation

des codes quasi-cycliques à base cyclique, ensuite nous montrons que les codes quasi-

cycliques sur GR(pm, r) sont des GR(pm, r)-sous-modules de GR(pm, r)n et enfin, nous

aborderons la notion des codes quasi-cycliques à base cyclique.

Mots clés : Codes, Anneau de Galois, Matrice génératrice, Code cyclique, Code quasi-

cyclique, Relèvement de Hensel.

iv



♣ Abstract ♣

s-quasi-cyclic codes are stable codes by the action of circular shifts of position of cyclic

codes (s=1).In our work, we are interested in quasi-cyclic codes of length n = ls on Galois

ring. our primary motive is to generalize the results obtained on cyclic codes such as

the polynomial repeesentation and the characterisation of the quasi)cyclic codes based on

cyclic next, we show that quasi-cyclic codes on GR(pm, r) are GR(pm, r)- sub module of

GR(pm, r)n and finaly , we discuss the notion of quasi-cyclic codes based on cyclic.

Keywords : Codes, Galois ring, Generator matrix, Cyclic code, Quasi-cyclic code, Hensel

lift.
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♣ Introduction générale ♣

En 1623, Francis Bacon constatait qu’un homme pouvait s’exprimer à distance au

moyen de signes binaires. Mais il fallut attendre 1948, et les publications de Claude Shan-

non, pour que s’établisse une théorie, connue sous le nom de théorie de l’information.

Cette théorie fit disparaitre "les bricolages astucieux" aux idées quelque fois préconçues,

pour laisser place à de vraies techniques scientifiques.

Un des problème majeur que Shannon ([7]), étudia est la garantie d’une communication

fiable, en présence des bruits. Ce problème est intimement lié à la notion de codage. Ce-

pendant, la théorie se contente de prédire l’existence de codes, et ne donne aucun moyen

de les construire. Depuis les années cinquante, des progrès considérables ont été effectués

en matière de conception de systèmes de communications numériques mais, le problème de

la construction de "bon code" reste toujours d’actualité. Les interférences téléphoniques

lors des communications et la protection des informations financières ont poussé à l’émer-

gence des études sur le codage qui, se veut également une solution pour le problème de

détection, et de correction d’erreurs de transmissions causées par les perturbations sur-

venues sur le canal. La théorie de code correcteurs, et donc des codes linéaires au centre

des préoccupations, s’est d’abord développée sur des corps finis. Ce qui fait aujourd’hui

de la théorie de codage une branche active des mathématiques.

En 1994, Hammons, Kumar, Calderbank, Sloene et Solé ([11]), découvrent que plusieurs

codes binaire non linéaire possédant de meilleurs propriétés proviennent des codes linéaires

sur les anneaux de Galois via l’application de gray. ceci dégage encore un intérêt capital

accordé à l’étude des codes linéaires sur un anneau de Galois. Notre travail qui porte sur

l’étude des codes quasi-cycliques sur un anneau de Galois sera structuré comme suit :

Le chapitre premier est basé essentiellement sur les propriétés d’un anneaux de Galois,

qui sont l’alphabet du codage utilisé dans notre travail. Nous montrons qu’un corps finis

est un corps résiduel d’un anneau de Galois et nous parlerons du relèvement de Hensel

qui est d’un intérêt capital.
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Le deuxième chapitre est porté sur les propriétés algébriques et métriques des codes li-

néaires sur un anneau de Galois. Nous abordons partiellement les notions d’encodage ,de

décodage et de correction d’erreurs par la distance minimale. Enfin nous faisons un études

des codes cycliques sur un anneau de Galois.

Enfin dans le troisième chapitre nous faisons une étude des codes quasi-cycliques sur un

anneau de Galois en généralisant quelques résultats obtenus des codes cycliques, puis nous

donnons une caractérisation des codes quasi-cycliques à base cycliques et nous aborderons

la notion de code quasi-cyclique à base cyclique.
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? ? Chapitre Un ? ?

ANNEAUX DE GALOIS

1.1 Préliminaires

Définition 1.1.1. On appelle anneau la donnée d’une structure algébrique (A,+,×) qui

vérifie les propriétés suivantes :

- (A,+) est un groupe abélien

- (A,×) est un magma associatif , c’est a dire que pour tous a,b et c dans A ,

on a, a× (b× c) = (a× b)× c
- × est distributif par rapport à + c’est a dire pour tous a,b et c dans A,

on a, a× (b+ c) = a× b+ a× c et (a+ b)× c = a× c+ b× c
De plus, si la multiplication est commutative on dit que l’anneau est commutatif. s’il existe

un élément 1A ∈ A tel que pour tout a ∈ A, 1A × a = a × 1A = a (où 1A est l’élément

neutre pour la multiplication) on dit que l’anneau est unitaire.

Exemple 1.1.1. (Z,+,×), (Q,+,×), (Zn,+,×) , sont des anneaux commutatifs uni-

taires.

Définitions 1.1.1. Soient A un anneau commutatif, a ∈ A et b ∈ A.
i) L’élément a est un diviseur de zero si a 6= 0A et s’il existe x 6= 0A tel que ax = 0A.

ii) L’élément b divise a si a ∈ bA.
iii) Si A est unitaire d’élément d’unité 1A, un élément a de A est dit inversible si 1A ∈ aA,
dans ce cas on note A× = µ(A),l’ensemble des éléments inversibles de A.

iv) L’élément a ∈ A est dit nilpotent s’il existe n ∈ N∗ tel que an = 0A.

v) L’élément a ∈ A est dit régulier si a 6= 0A et pour tous x, y ∈ A ax = ay implique

x = y

vi) L’entier n = min{k ∈ N∗, ak = 0A} est l’indice de nilpotence de a.

3



1.1. Préliminaires

Notation 1.1.1. η(A) désigne l’ensemble des éléments nilpotents de A.

Exemple 1.1.2. On a Z6 = {0, 1, ..., 5}, alors :
- 2, 3 ∈ Z6 et 2× 3 = 0 ; donc 2 et 3 sont les diviseurs de zero de Z6.

- Dans Z6, on a 2 = 2× 4 donc 2 et 4 divisent 2.

- µ(Z6) = {1, 5}
- Dans Z8, il est clair que 4 ∈ Z8 et on a 43 = 82 = 0. Donc 4 est un élément nilpotent

d’indice 3.

Proposition 1.1.1. Soit A un anneau commutatif et unitaire. Alors

i) Tout élément nilpotent de A est diviseur de zéro.

ii) Si A est fini, alors tout élément a de A est inversible si et seulement s’il est régulier.

Preuve. i) soit a ∈ A un élément nilpotent, alors a 6= 0A et il existe n ∈ N∗ tel que

an = 0A, on a aan−1 = 0A. Si an−1 = 0A cela contredit la minimalité de l’indice de

nilpotence de a. Ainsi, an−1 6= 0A, a 6= 0A et aan−1 = 0A. Donc a est un diviseur de zéro.

ii) =⇒) Soit a ∈ A un élément inversible de A. On a a 6= 0A car 0A n’est pas inversible .

Pour tous x; y ∈ A tel que ax = ay on a :
x = (a−1a)x

= a−1(ax)

= a−1(ay)

= (a−1a)y

= y

D’où a est régulier.

⇐=) Soit a ∈ A un élément régulier de A. Montrons que a est inversible.

considérons l’application ga : A −→ A telle que ga(x) = ax. ga dispose de deux identités

à savoir ga(x + y) = ga(x) + ga(y) et bga(x) = ga(xb) pour tous x, y, b ∈ A. Ces deux

identités font de ga(A) un idéal de A. En outre ; ga est une application injective. En effet,

soient x, y ∈ A tels que ga(x) = ga(y). On a ax = ay ce qui implique x = y car a est un

élément régulier de A. D’où ga est injective. De ce fait ga(A) est un idéal de A isomorphe

de A ce qui donne ga(A) = A. Or ga(A) = aA, par suite ,aa = A. Comme 1A ∈ A = aA

alors 1A = ax, x ∈ A ce qui fait de a un élément inversible.�

Définition 1.1.2. soit A un anneau, un sous ensemble I de A est un idéal de A si les

condition suivante sont vérifiées :

– pour tous a, b ∈ I, a− b ∈ I
– pour tout a ∈ I et tout x ∈ A, ax, xa ∈ I

Mémoire de DI.P.E.S II 4 MBOK NDEBE Jacques Divine c©ENS 2016



1.1. Préliminaires

Proposition 1.1.2. Soit A un anneau commutatif et unitaire. Alors,

1) η(A) est un idéal de A.

2) η(A) est l’intersection de tous les idéaux premiers de A.

Preuve. ([3])

Définition 1.1.3. Soit A un anneau commutatif et unitaire.

la caractéristique de A est définie comme suit :

(i) Si {k ∈ N∗ : k.1A = 0A} = ∅ : alors Caract(A) = 0.

(ii) Sinon caract(A) = min{k ∈ N∗ : k.1A = 0A}.

Exemple 1.1.3. caract(Zn) = n,∀n ≥ 2 et caract(Z) = 0

Proposition 1.1.3. Soit A un anneau commutatif et unitaire de caractéristique n. Alors

il existe un unique monomorphisme d’anneaux unitaires de Zn vers A.

Preuve. ([3])

Proposition 1.1.4. Soit A un anneau commutatif et unitaire de caractéristique n. Alors

A possède un unique sous-anneau unitaire isomorphe à Zn.

Preuve. L’application α : Zn −→ A telle que α(k̄) = k.1A est un monomorphisme

d’anneaux unitaires, d’après la proposition 1.1.3. α(Zn) est l’unique sous-anneau unitaire

de A.�

Définition 1.1.4. Soit A un anneau commutatif et unitaire de caractéristique n. L’anneau

Zn est appelé sous-anneau premier de A.

Remarque: 1.1.1. la caractéristique de A est le cardinal du sous anneau unitaire premier

de A.

Définition 1.1.5. Soit A un anneau commutatif et unitaire et I un idéal de A. Alors

l’idéal I est dit maximal parmi les idéaux de A si I 6= A et pour tout idéal J de A tel que

I ⊆ J ⊆ A on a I = J ou J = A.

Exemple 1.1.4. i) Les idéaux maximaux de Z sont les pZ, p premier.

ii) Dans Z8, Z8 = {0, 2, 4, 6} est l’idéal maximal.

Théorème 1.1.1. Soit A un anneau non nul. Alors tout idéal I de A distinct de A est

contenu dans un idéal maximal de A.
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1.1. Préliminaires

Preuve. Soit I un idéal à gauche de A tel que I 6= A.

Considérons S = {J idéal à gauche deA/I ⊆ J}.S 6= ∅ car I ∈ S ordonnons S par

l’inclusion.

Soit τ = {Cλ/λ ∈ Λ} chaine de S. Posons C =
⋃
λ∈Λ

Cλ, C = ∅.

Si a, b ∈ C alors ∃i; j ∈ Λ tels que a ∈ Ci,b ∈ Cj ; or Ci ⊆ Cj ou Cj ⊆ Ci. Donc a− b ∈ Ci
ou a, b ∈ Cj c’est à dire a − b ∈ C. De plus, si γ ∈ A, γa ∈ Ci ; i.e γa ∈ C =

⋃
λ∈Λ

Cλ.

D’où C =
⋃
λ∈ΛCλ est idéal à gauche de A. Comme I ⊆ Ci, ∀i ∈ A, il vient que

I ⊆
⋃
λ∈Λ

= Cλ = C. D’autre part, Ci 6= A,∀i ∈ A implique que 1A /∈ Ci, ∀i ∈ Λ. D’où

1A /∈
⋃
λ∈Λ

CΛ = C. c’est à dire C 6= A. Donc C ∈ S et Ci ⊆ C, ∀i ∈ Λ. c’est à dire C est un

majorant de τ dans S, d’après la lemme de Zorn, S possède au moins un élément maximal,

c’est à dire A possède au moins un idéal à gauche maximal J tel que I ⊆ J ⊆ A.�

Corollaire 1.1.1. Soit A un anneau commutatif et unitaire. pour qu’un élément de A

soit inversible il faut et il suffit qu’il n’appartienne à aucun idéal maximal.

Preuve. =⇒) Soit a ∈ A un élément inversible. Il existe b ∈ A tel que ab = 1A, si M est

un idéal maximal de A contenant a on aura 1A = ab ∈M car M est un idéal d’où M = A

ce qui contredit le fait que M soit un idéal maximal de A. Donc a n’appartient à aucun

idéal maximal de A.

⇐=) Soit a ∈ A un élément de A qui n’appartient à aucun idéal maximal de A. si on

suppose que a n’est pas inversible, alors aA = A, (Sinon avec aA = A,

comme 1A ∈ A = aA alors 1A = ax, x ∈ A ce qui fera de a un élément inversible)

Or avec aA 6= A, il vient que aA est un idéal maximal de A distinct de A d’après la

proposition 1.1.4, aA ⊆ M où M est un idéal maximal de A. par conséquent a ∈ M

puisqu’en particulier pour 1A ∈ A, a = a1A ∈M ce qui contredit a ∈ T pour tout T idéal

maximal de A. D’où a est inversible. �

Définition 1.1.6. un anneau commutatif unitaire est dit local s’il possède un unique idéal

maximal.

Notation 1.1.1. Si A est un anneau local, on désigne par mA son idéal maximal.

Exemple 1.1.5. soit n ∈ N∗, p un nombre premier. Alors l’anneau Zpn est un anneau

local d’idéal maximal pZpn et de corps résiduel Zp.

Proposition 1.1.5. Soit A un anneau commutatif unitaire. Alors les assertions suivantes

sont équivalentes :
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1.1. Préliminaires

i) A est anneau local ;

ii) A\A× le complémentaire du groupe multiplicatif A× est un idéal maximal ;

iii) les diviseurs de zéro de A forment un idéal.

Preuve. ([3])

Proposition 1.1.6. Si A est un anneau local fini, alors mA = η(A).

Preuve. Soit P un idéal premier de A. Alors A/P est un corps et par la suite P est

un idéal maximal. Ainsi, P = mA car mA est l’unique idéal maximal. Puisque η(A) est

l’intersection de tous les idéaux premiers de A on a :

η(A) = mA ∩mA ∩ ... ∩mA = mA donc mA = η(A).�

Proposition 1.1.7. Si A est un anneau local fini, alors l’idéal maximal de A est formé

de diviseurs de zéro dans A.

Preuve. Soit DZ(A) l’ensemble des diviseurs de zero de A alors, d’après la proposition

1.1.5. DZ(A) est un idéal, qui est contenu dans l’unique idéal maximal mA.

De plus, les éléments de mA = η(A) sont tous des diviseurs de zero, donc des éléments de

DZ(A). Il en résulte que mA = η(A) = DZ(A).�

Remarque: 1.1.2. Si A est un anneau local, on considère dans toute la suite, l’épimor-

phisme canonique
π : A −→ A = A/mA

a 7−→ a+mA

Proposition 1.1.8. Soit A est un anneau local fini, alors caract(A) = pn, avec n ∈ N∗

et p un entier premier.

Preuve. considérons l’application α : Z −→ A telle que α(k) = k1A et π ◦ α : Z −→ A

telle que π ◦ α(k) = k.1A. α et π ◦ α sont des morphismes d’anneaux unitaires.

caract(A) = p avec p entier premier. Ker(α)est un idéal de Z d’où il existe n0 ∈ N∗

tel que Ker(α) = n0Z. Or Ker(α) ⊆ Ker(π ◦ α), d’où p divise n0. Ainsi, p divise

caract(A). Si q est un autre nombre premier qui divise caract(A) alors n0 = qt. Par suite

α(n0) = α(q)α(t). Si α(t) = 0A, alors q divise 1A ce qui est absurde car q est premier. Ainsi,

α(t) 6= 0A d’où α(q) est un diviseur de zero c’est à dire α(q) ∈ mA et donc α(q) = 0A,

d’où π ◦ α(q) = 0̄A et ainsi p/q donc p = q. D’où il existe n ∈ N∗, tel que n0 = pn.�
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1.2. Paramètres des anneaux de Galois

1.2 Paramètres des anneaux de Galois

Définition 1.2.1. un anneau de Galois GR est tout anneaux local fini, non intègre tel

que mGR = pGR avec p premier et pGR = {px/x ∈ GR}.

Remarque: 1.2.1. le corps résiduel GR = GR/mGR d’un anneau de Galois GR est un

corps fini. Donc c’est un corps de Galois.

Exemple 1.2.1. Z/16Z est un anneau de Galois d’idéal maximal 2Z/16Z et de corps

résiduel Z/2Z.

Proposition 1.2.1. Soit GR un anneau de Galois, caract(GR) = pn. Alors,

Si 1 ≤ i ≤ j ≤ n− 1, alors pix ∈ pjGR implique que x ∈ pj−iGR.
En particulier si pix = 0 alors x ∈ pn−iGR.

Preuve. pix ∈ piGR alors ∃y ∈ GR tel que pix = pjy

pix = pjy implique que x = pj−iy, donc x ∈ pj−iGR.�

Proposition 1.2.2. Soit GR un anneau de Galois de caractéristique pn alors pour tout

élément non nul x de GR il existe un unique entier t ∈ {1; 2; ...;n − 1}tel que x = ptu,

avec u ∈ GR× et unique seulement en modulo pn−t.

Preuve. soit a ∈ GR et a 6= 0GR,

- si a ∈ GR× prenons t = 0 et u = a

- Sinon prenons h = max{i ∈ [| 1;n − 1 |]; a ∈ piGR}. On pose un tel ensemble car on

sait au moins que a ∈ pGR. Ainsi , il existe x ∈ GR tel que a = phx. si x /∈ GR× alors il

existe y ∈ GR tel que x = py ainsi, a = ph+1y ce qui contredit le fait que h est maximal.

si x = ptu = ptv ; alors pt(u − v) = 0GR, d’après la proposition 1.2.1. u − v ∈ pn−tGR

d’où u = pn−tλ+ v, Réciproquement si u = pn−tλ+ v, alors ptu = ptv. d’où l’unicité de u

modulo pn−t.�

Proposition 1.2.3. Soit GR un anneau de Galois de caractéristique pn, alors les idéaux

de GR sont principaux et sont sous la forme piGR, i = 0; 1; ...;n.

Preuve. soit I un idéal propre de GR. posons B = {i ∈ N; piGR ⊆ I}, B est une

partie non vide de N donc admet un plus petit élément n0. On a pn0GR ⊆ I. soit

x ∈ I ⊆ GR. il existe un unique couple (h;u) ∈ {0; 1; ...;n} × GR× tel que x = phu. On

a ph1GR = xu−1 ∈ I d’où phGR ⊆ I on a n0 ≤ h et ainsi x = phu = pn0(ph−n0) ∈ pn0GR

d’où I = pn0GR.�
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1.2. Paramètres des anneaux de Galois

Définition 1.2.2. (Modules) Soit A un anneau commutatif, un A- Module (M,+, .) est

un ensemble équipé d’une loi interne + et d’une loi externe . vérifiant :

• (M,+) est un groupe abélien.

• On a en plus les quatre propriétés suivantes :

1. α(m+m′) = αm+ αm′

2. (α + β)m = αm+ βm

3. (αβ)m = α(βm)

4. 1.m = m.

Pour tous m,m′ ∈M et tous α, β ∈ A.

Définition 1.2.3. Soit M un A-Module, un sous-module N de M est un sous-groupe de

(M,+) qui est stable par la multiplication externe par tout élément de A.

Autrement dit une partie N du A-module M est un sous-module si et seulement s’il

contient 0 et si pour tous x, y de M et pour tout α de A on a x+ y ∈ N et αm ∈ N .

Définition 1.2.4. Un A-Module M est dit de type fini s’il est engendré par nombre fini

d’élément c’est à dire il existe x1, ..., xn ∈M tel que M =
n∑
i=1

Axi ; où n ≥ 1

Exemple 1.2.2. - On a A = A1 c’est à dire A = (1) donc A est A-module fini.

- plus généralement, pour tout n ≥ 1 la somme directe An = {(a1, ..., an)/ai ∈ A} est un
A-module de type fini.

Définition 1.2.5. Soit M un A-module un sous ensemble B de M est une partie libre

si tout les éléments de B sont linéairement indépendants sur A. C’est à dire ∀n ≥ 1,

∀β1, ..., βn, où les βi sont deux à deux distincts.
n∑
i=1

aiβi = 0 =⇒ ai = 0, ∀i

Définition 1.2.6. Soit M un A-module un sous ensemble B est une base de M si :

1) B engendre M c’est à dire tout élément non nul m de M est une combinaison linéaire

d’élément fini de B. Ainsi m =
n∑
i=1

aiβi

2) B est une partie libre.

Remarque: 1.2.2. 1) et 2) de la définition précédente entraine que tout élément non nul

m de M s’écrit de façon unique sous la forme :

m =
n∑
i=1

aiβi avec n ≥ 1,ai ∈ A et βi ∈ B.

Définition 1.2.7. un A-module M est dit libre s’il possède une base.
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1.2. Paramètres des anneaux de Galois

Exemple 1.2.3. i) A est A-module libre car il possède la base 1.

ii) An = {(a1, ..., an)/ai ∈ A} est un A-module libre car il possède la base B = (e1, ..., en).

Où e1 = (1, 0, ..., 0), e2 = (0, 1, 0, ..., 0)...en = (0, 0, ..., 1).

1

Lemme 1.2.1. Soit GR un anneau de Galois de caractéristique pn,alors GR est une

extension simple de Zpn.

Preuve. GR le corps résiduel de GR est fini d’où GR = Fp[α]

avec F = Zpn , Fp = F ∼= Zp, Fp = F/pF .

Comme GR = Fp[α] on {1, α, ..., αr−1} est une Fp- base de GR.

Soit x ∈ GR, alors x+mGR ∈ GR.

x+mGR =
r−1∑
i=0

λiα
i avec λ0, ..., λr−1 ∈ Fp

=
r−1∑
i=0

(λi + pF )(α +mGR)i

=
r−1∑
i=0

(λiα
i + λimGR + pFαi + pFmGR)

D’où x−
r−1∑
i=0

λiα
i ∈ mGR + pZpnG, par suite x ∈ Zpn [α] + pZpnGR.

Ainsi GR = Zpn [α] + pZpnGR.

D’après le lemme 1.2.1. précédant on a donc GR = Zpn [α]. �

Proposition 1.2.4. Soient GR un anneau de Galois de caractéristique pn et α ∈ GR

alors GR = Zpn [α] si et seulement si GR = Zpn [α].

Preuve. ⇐=) Soit GR = Zpn [α]. D’après la preuve de la proposition on a GR = Zpn [α].

=⇒) supposons GR = Zpn [α].

Soit x ∈ GR, alors x = x+mGR, avec x ∈ GR = Zpn [α] d’où on a :
x = x+mGR

=
r−1∑
i=0

λiα
i +mGR

=
r−1∑
i=0

(λi + pZpn)(αi +mGR)

=
r−1∑
i=0

(λi + pZpn)(α +mGR)i

=
r−1∑
i=0

λiα
i avec λi ∈ Zpn

Donc GR = Zpn[α]
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1.2. Paramètres des anneaux de Galois

Proposition 1.2.5. Soit GR un anneau de Galois de caractéristique pn.

GR est Zpn-module libre.

Preuve. puisque GR = Zpn [α] il est clair que GR est un Zpn-module libre.

Proposition 1.2.6. Soit GR un anneau de Galois de caractéristique pn, alors son cardinal

est égal à pnr et on note | GR |= pnr, où r ∈ N∗.

Preuve. De ce qui précède GR est un Zpn-module libre.

soit {1GR, α, ..., αr−1} une ZPn-base de GR. Alors GR ∼= (Zpn)r d’où on a :
| GR | = | (Zpn)r |

= | Zpn |r

= (pn)r car | Zpn |= pn

= pnr.�
On obtient ainsi une représentation additive des éléments de GR pour tout x ∈ GR,

x =
r−1∑
i=o

λiα
i, avec λi ∈ Zpn .

Proposition 1.2.7. Un anneau de Galois GR de caractéristique pn et de cardinal pnr est

unique à isomorphisme près.

Preuve. Soit GR′ un autre anneau de Galois de caractéristique pn et de cardinal pnr

il ressort que GR et GR′ sont des corps finis isomorphes. Soient α et α′ les générateurs

respectifs de GR et GR′, alors GR = Zpn [GR] et GR′ = Zpn [GR′] sont isomorphes.

1.2.1 Une description polynomiale des anneaux de Galois

soit
Π : GR −→ GR

x 7−→ x+mGR

un épimorphisme canonique d’anneaux de Galois alors on peut l’étendre a un épimor-

phisme canonique d’anneaux des polynômes définit par :
ϕ : GR[X] −→ GR[X]

f 7−→ f + (P )

Définition 1.2.8. Un B-polynôme g ∈ GR[X] est un polynôme irréductible unitaire tel

que π(f) soit primitif sur GR.

L’anneau Zpn [X]/(f) est un anneau de Galois de caractéristique pn et de cardinal égal à

pnr où f est un B- polynôme de degré r.

Mémoire de DI.P.E.S II 11 MBOK NDEBE Jacques Divine c©ENS 2016



1.3. Relèvement de Hensel ([6])

Notation 1.2.1. Dans la suite on notera par GR(pn, r) tout anneau de Galois isomorphe

à Zpn [X]/(f) où f(X) ∈ Zpn [X] est un B-polynôme de degré r

1.3 Relèvement de Hensel ([6])

Lemme 1.3.1. soient p un nombre premier ; k un entier naturel supérieure ou égal à 2

et P ∈ Zpk [X] un polynôme unitaire, tel que

P ≡ QR(modp)

pour Q,R ∈ Zp[X], deux polynômes unitaire première entre eux, il existe un unique couple

(Q(k), R(k)) de polynômes unitaires de Zpk [X],tel que

1. P = Q(k)R(k),

2. Q(k) ≡ Q(modp) et R(k) ≡ R(modR),

3. Q(k) et R(k) sont premiers entre eux.

De plus, on a deg(Q(k)) = deg(Q) et deg(R(k)) = deg(R).

Zp = Z/pZ est un corps car pZ est un idéal maximal de Z ainsi Zp[X] est un anneau

principal et donc factoriel. Par conséquent, tout les polynômes a coefficient dans Zp se

décompose de façon unique en produit de facteur irréductibles, c’est à dire, pour tout

polynômes P ∈ Zpk [[X], P s’écrit :

P ≡ fk11 fk22 ...fkll (modp) où f1, ..., fl sont des polynômes irréductibles de Zp[X] et k1, ..., kl

sont des entiers strictement positifs. D’après ce qui précède, on peut généraliser le lemme

de Hensel par récurrence sur le nombre des facteurs afin d’obtenir la factorisation de tout

polynôme de Zpk [X], à partir de sa factorisation dans Zp[X].

Théorème 1.3.1. soient p un nombre premier, k un entier supérieure ou égal à 2 et

P ∈ Zpk [X] un polynôme irréductible, tel que :

P ≡ fk11 ...fl
k
l (modp) la factorisation de P dans Zp[x], où f1, ..., fl sont des polynômes

irréductibles et k1, ..., kl sont des entiers strictement positifs. Il existe un unique l-uplet

(g
(k)
1 , ..., g

(k)
l ) de polynômes unitaires de Zpk [X], tel que

1. P = g
(k)
1 ...g

(k)
l ,

2. g(k)
i ≡ f

(k)
i (modp),

3. les g(k)
i sont deux à deux premiers entre eux.

Le théorème ci dessus permet de constater que, les polynômes de Zpk [X] se décomposent

de façon unique en produit de polynômes du type des g(k)
i , sont tel que réduits modulo p

sont des puissances de polynômes irréductibles de Zp[X]. cette propriété va nous permettre

de définir le relevé de Hensel d’un facteur de Xn − 1, où n et p sont premier entre eux.
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1.3. Relèvement de Hensel ([6])

Dans un tel cas, Xn − 1 ne possède que des facteurs simples.

Définition 1.3.1. soient Q et R deux polynômes de Zp[X] tels que Xn− 1 = Q(X)R(X)

où n et p sont premiers entre eux. On appelle relevé de Hensel d’ordre k du polynôme Q,

le polynôme Q(k) du couple (Q(k), R(k)).

Proposition 1.3.1. Soit Q ∈ Zp[X], un facteur de Xn− 1. Son relevé de Hensel d’ordre

k divise Xn − 1 dans Zpk [X].

Preuve. Ceci découle du fait que Xn − 1 = Q(k)(X)R(k)(X) dans Zpk [X]. Dans la suite

le cas p = 2 fera l’objet de notre préoccupation.

Proposition 1.3.2. Soient Q ∈ Z2[X] un facteur de X2m−1 − 1 et Q(k) ∈ Zk2[X] son

relevé de Hensel d’ordre k.

Posons Q(k)(X) = P (X) − I(X) où P contient les monômes de degré pair et I ceux de

degré impair. On a alors Q(k+1)(X) = ±(P 2(x2)− I2(X)), les opérations étant faites dans

Zk+1
2 [X] et le signe étant choisi pour que Q(k+1) soit unitaire.

Preuve. ([7]) Par construction, P 2(X)−Q2(X) n’a que des monômes de degré pair, le
polynôme unitaire f(X) ∈ Z2k+1 [X] tel que f(X2) = ±(P 2(X)−Q2(X)) est bien défini.
On a f(X2) ≡ ±(P (X2)−Q(X2)) ≡ Q(X2) (mod2) ;
Car l’application R(X) −→ R2(X) se réduit à R(X) −→ R(X2) sur Z2[X].
Donc f(X) ≡ Q(X)(mod2). il reste à vérifier que f divise X2m−1 − 1 dans Z2k+1 [X].
f(X2) = ±Q(k)(X)Q(k)(X) les opérations faites dans Z2k+1 [X]. Par hypothèse , Q(k) divise
X2m−1 − 1 dans Z2k [X]. On peut écrire
X2m−1 − 1 = Q(k)(X)Λ(X) + 2kB(X),
où Λ(X) et B(X) sont deux polynômes de Z2k+1 [X]. cela nous donne également
(−X)2m−1 − 1 = Q(k)(−X)Λ(−X) + 2kB(−X)

Alors
X2m−2 − 1 = (X2m−1 − 1)(X2m−1 + 1)

= −(X2m−1 − 1)((−X)2m−1 − 1

= −Q(k)(X)Q(k)(X)Λ(X)Λ(−X)− 2k(Q(k)(X)Λ(X)B(−X)

−Q(k)(−X)Λ(−X)B(X))

Posons Q(k) = P (X)− I(X), Λ(X) = Pa(X)− Ia(X) et B(X) = Pb(X)− Ib(X),
où P (X), Pa(X)etPb(X) ne contiennent que des monômes de degré pair et I(X),
Ia(X) et Ib(X) ,ceux de degré impair. On a ainsi
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1.3. Relèvement de Hensel ([6])

Q(k)(X)Λ(X)B(−X)−Q(k)(−X)Λ(−X)B(X) = (P (X)− I(X))(Pa(X)− Ia(X))

×(Pb(−X)− Ib(−X))

+(P (−X)− I(−X))(Pa(−X)− Ia(−X))

×(Pb(X)− Ib(X))

= (P (X)− I(X))(Pa(X)− Ia(X))

×(Pb(X) + Ib(X))

+(P (X) + I(X))(Pa(X) + Ia(X))

×(Pb(X)− Ib(X))

= 2(P (X)Pa(X)Pb(X)− P (X)Ia(X)Ib(X)

−Pa(X)I(X)Ib(X) + I(X)Ia(x)Pb(X)) .

Donc on peut écrire

1.3.1 Exemple d’application

Dans Z2[X], X7 − 1 se factorise sous la forme

X7 − 1 = (X3 +X + 1)(X3 +X2 + 1)(X − 1)

Posons Q(1) = X3 +X + 1 ∈ Z2[X] et appliquons la proposition précédente pour calculer

son relevé d’ordre 3. On a
P (X) = 1 [mod2]

Q(X) = X3 +X [mod2]

Ainsi
Q(2)(X2) = ±(P 2(X)− I2(X)) [mod4]

= ±(1−X6 − 2X4 −X2) [mod4]

= X6 + 2X4 +X2 − 1 [mod4].

D’où

Q(2)(X) = X3 + 2X2 +X − 1[mod4] est le relevé d’ordre 2 du polynôme Q.

Donc

GR(22, 3) = Z4[X]/id(X3 + 2X2 +X − 1). De même on a
Q(3)(X2) = ±((2X2 − 1)2 − (X3 −X)2) [mod8]

= ±(4X4 − 4X2 + 1−X6 − 2X4 −X2) [mod8]

= ±(−X6 + 2X4 + 5X2 + 1) [mod8]

= X6 − 2X4 + 5X2 − 1 [mod8]

= X6 + 6X4 + 5X2 + 7 [mod8].

Ainsi le relevé d’ordre 3 de X3 +X + 1 est :

f(X) = X3 + 6X2 + 5X + 7 sur Z8[X].

Donc

GR(23, 3) = Z8[X]/id(X3 + 6X2 + 5X + 7)

On vérifie aisément que
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1.3. Relèvement de Hensel ([6])

f(X)× (X4 + 2X3 + 7X2 + 5X + 1) = X7 − 1 [mod8].

Il ressort que X4 + 2X3 + 7X2 + 5X + 1 est le relevé d’ordre 3 de (X − 1)(X3 +X2 + 1).
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? ? Chapitre Deux ? ?

CODES LINÉAIRES SUR UN

ANNEAU DE GALOIS

Dans le chapitre précédent nous avons fait une étude sur les anneaux de Galois. Dans

ce chapitre nous intéresserons aux codes linéaires sur un anneau de Galois.

2.1 Quelques rappels sur les codes

Dans la suite, on considèrera GR(pm, r) comme un anneau de Galois de caractéristique

pm et de cardinal pmr

Définition 2.1.1. un code linéaire de longueur n sur GR(pm, r) est un GR(pm, r)-sous

module de GR(pm, r)n.

Si C est un code linéaire sur GR(pm, r) alors tout élément de C est appelé mot de ce code.

Définition 2.1.2. On appelle distance de Hamming toute application définit par :
dH : GR(pm, r)n ×GR(pm, r)n −→ N

(x, y) 7−→ | {i ∈ [| 1;n |]/xi 6= yi} |
Avec ; x = (x1, ..., xn) et y = (y1, ..., yn).

Exemple 2.1.1. Soient a = (1, 1, 1, 0, 1, 0) et b = (1, 0, 1, 1, 0, 0) de mots de code de

longueur 6 alors leur distance de Hamming est 3,c c’est à dire dH(a, b) = 3.

Définition 2.1.3. On appelle poids de Hamming d’un mot x l’entier naturel noté wH(x),où

wH est l’application définie par :
wH : GR(pm, r)n −→ N

x 7−→ | {i ∈ [| 1;n |]/xi 6= 0} |

Exemple 2.1.2. En prenant les mots de codes de l’exemple 2.1.1 on a wH(a) = 4 et

wH(b) = 3

16



2.1. Quelques rappels sur les codes

Remarque: 2.1.1. pour tous x, y ∈ GR(pm, r)n on a :

i) dH(x, y) = wH(x− y)

ii) dH(x, 0) = wH(x).

Définition 2.1.4. Soit C un code linéaire de longueur n sur GR(pm, r). On appelle dis-

tance minimale ou poids minimal de C l’entier naturel noté d tel que

d = min{wH(x);x ∈ C;x 6= 0c}
Nous avons abordé dans le chapitre précédent, les notions de modules de type finis et mo-

dules libres. De plus nous savons que les codes linéaires sur les anneaux de Galois sont

les sous modules de ces anneaux donc des modules. Le problème qui se pose est celui de

savoir si les codes linéaires sur un anneau de Galois sont-ils libres ou fini ?

Proposition 2.1.1. Les codes linéaires de longueur n sur GR(pm, r) sont de types finis

Preuve. Soit C un code linéaire de longueur n sur GR(pm, r) ;par récurrence sur n.

Si n = 1, alors, C est un GR(pm, r)- sous module de GR(pm, r), d’où C est un idéal de

GR(pm, r) donc C = (pt), t ∈ [| 1, n |] par conséquent C est de type fini.

Supposons le résultat vrai pour tout entier strictement plus petit que n.

Posons M1 = {(a, 0, 0, ..., 0)} ∈ GR(pm, r)n/a ∈ GR(pm, r)}, alors C1 = C ∩M1 est sous-

module de M1
∼= GR(pm, r) donc C1 est de type fini . De plus l’application

ϕ : C −→ GR(pm, r)n/M1

c 7−→ ϕ(c) = c
telle que

Kerϕ = {c ∈ C/c = M1}
= {c ∈ C/c ∈M1}
= C ∩M1

= C1

GR(pm, r)n/M1
∼= GR(pm, r)n−1 donc ϕ(C) sous-module de GR(pm, r)n/M1 est de type

fini par hypothèse de récurrence.

Soit (x1, x2, ..., xk) une famille finie engendrée par ϕ(C), xi ∈ GR(pm, r) et (y1, ..., yp) une

famille finie engendrant C1 comme ϕ est linéaire on a donc (x1, ..., xk, y1, ..., yp) engendre

C il en résulte que C est de type fini.�

Nous avons démontré que tout code linéaire de longueur n sur l’anneau GR(pm, r) est

de type fini. Est-il aussi libre ?

Si n = 1 considérons les GR(pm, r)-sous-modules du GR(pm, r)-module libre GR(pm, r),

c’est à dire les idéaux de GR(pm, r).

ces idéaux sont principaux et sont sous la forme piGR(pm, r) ; où i ∈ [| 1,m |] et la

condition piλ = 0 n’implique pas toujours λ = 0. A cause du caractère non intègre de
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2.2. Matrice génératrice et matrice de contrôle

GR(pm, r) (en effet pour λ ∈ mGR(pm, r), λ 6= 0 on a pm−1λ = 0 ).

On peut conclure que les codes linéaires n’admettent pas toujours de base. Précisons tout

de même que le problème est résolu sur les codes linéaires de longueur n sur un anneau

principal A, mais notre étude sur les codes linéaires de longueur n sur l’anneau non intègre

GR(pm, r) est enrichi par le module GR(pm, r)n qui lui admet un base.

2.2 Matrice génératrice et matrice de contrôle

Un code linéaire de longueur n, de dimension k et de distance minimale d sur corps fini

Fq noté C(n, k, d) est sous espace vectoriel de F n
q donc possède une base, par conséquent

sa matrice génératrice est toute matrice k × n dont les k lignes forment une famille

génératrice et libre de C. Cependant un code linéaire de longueur n sur GR(pm, r) en tant

que GR(pm, r)-sous-module de GR(pm, r)n est de type fini mais n’admet pas toujours une

base. Qu’en est-il de sa matrice génératrice ?

2.2.1 Matrice génératrice

Définition 2.2.1. la matrice génératrice d’un code linéaire C sur GR(pm, r) est une

matrice dont les lignes forment une famille génératrice minimale de C (engendrent C ).

Exemple 2.2.1. Dans GR(22, 1),

C = {000, 010, 020, 030, 102, 112, 122, 132, 200, 210, 220, 230, 302, 312, 322, 332} est un sous-

module de GR(22, 1)3 ; donc c’est un code linéaire de matrice génératrice

G=

 1 0 2

0 1 0


Théorème 2.2.1. ([6]) Grâce au caractère libre du GR(pm, r)-module GR(pm, r)n, tout

code linéaire C de longueur n sur GR(pm, r) possède ,à permutation près, une matrice

génératrice dite de forme normale :

G=



Ik0 A0,1 A0,2 . . . A0,m

0 pIk1 pA1,2 . . . pA1,m

0 0 p2Ik2 p2A2;3 . . p2A2,m

. . . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . .

0 0 . . . pm−1Ikm−1 pm−1Am−1,m


=



A0

pA1

p2A2

.

.

.

pm−1Am−1


Où les Ai,j sont des matrices d’ordres ki × lj à coefficient dans {0, 1, ..., p − 1} et Iki est
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2.2. Matrice génératrice et matrice de contrôle

la matrice identité de taille ki avec Ai = (Iki , Ai,1, ..., Ai,m) et km = n−
m−1∑
i=0

ki

on a associe à G la matrice A =



A0

A1

.

.

.

Am−1


avec Ai = (iki , Ai,1, ..., Ai,m),

piAi = (0, 0, ..., 0, piIki , p
iAi,i+1).

Proposition 2.2.1. Soit C un code linéaire de longueur n sur GR(pm, r).

Alors rgGR(C) =
m−1∑
i=0

ki ; où ki ∈ N∗.

Preuve. C admet une matrice génératrice G sous la formes normale comme ci-dessus et

ainsi rgGR(pm,r)(C) =
m−1∑
i=0

ki ; où ki ∈ N∗ car les ki lignes sont linéairement indépendants

ceci découle du fait que GR(pm, r)ki est libre �.

2.2.2 Matrice de contrôle

produit scalaire

On définit le produit scalaire sur GR(pm, r) par :

pour tous x, y ∈ GR(pm, r)n, x.y =
n−1∑
i=0

xiyi.

Il est appelée produit scalaire par abus car elle n’est pas défini positive.

Exemple 2.2.2. Sur GR(23, 1), c = (202) 6= 0, mais

c.c = 4 + 0 + 4

= 0[mod8]
Les opérations étant effectuées dans GR(pm, r). Ce produit scalaire

permet de définir une notion de dualité sur GR(pm, r).

code dual sur GR(pm, r)

Définition 2.2.2. Soit C un code linéaire de longueur n sur GR(pm, r). On appelle code

dual du code C et on note C⊥, le sous-module de GR(pm, r)n définir par :

C⊥ = {x ∈ GR(pm, r)n/∀y ∈ C;x.y = 0}

Proposition 2.2.2. C⊥ est un code linéaire de longueur n sur GR(pm, r).

Mémoire de DI.P.E.S II 19 MBOK NDEBE Jacques Divine c©ENS 2016



2.2. Matrice génératrice et matrice de contrôle

Preuve. pour tout x ∈ C, (x, 0) = 0 d’où 0 ∈ C⊥.
Soient λ ∈ GR(pm, r) et y, y′ ∈ C⊥ pour tout x ∈ C
(x, λy) = λ(x, y) = 0

(x, y + y′) = (x, y) + (x, y′)

= 0 + 0

= 0

Donc C⊥ est code linéaire.

Remarque: 2.2.1. C⊥ étant un code linéaire, alors il possède une matrice génératrice.

Définition 2.2.3. Soit C un code linéaire de longueur n sur GR(pm, r). On appelle ma-

trice de contrôle du code C notée H la matrice génératrice du code dual C⊥ de C. Lorsque

la matrice génératrice du code linéaire C est sous la forme normale, la matrice génératrice

du code dual se met sous la forme :

H=



B0,0 B0,1 . . . B0,m−1 Ilm

pB1,0 . . . pB1,m−2 pIlm−1 0

. . . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . .

pm−1Bm−1,0 pm−1Il1 0 0 ... 0


Où les Bi, j sont de dimension lm−1 × lj à coefficients dans {0, ..., p − 1} ⊂ GR(pm, r).

cela entraine à la conséquence suivante.

Proposition 2.2.3. le code dual C⊥ de C a
m−1∏
i=0

pili mots.

Preuve. ([6])

Remarque: 2.2.2. la notion de dualité pour les codes linéaires sur GR(pm, r) est proches

de celle définie pour les codes linéaires sur un corps fini.

Proposition 2.2.4. Soit C un code linéaire sur GR(pm, r). Le code dual de C⊥ est le

code C lui même. C’est à dire

(C⊥)⊥ = C.

Preuve. Soit C⊥ le code dual de C définit tel que

C⊥ = {x/∀y ∈ C, x.y = 0}. De même le code (C⊥)⊥ est définit tel que

(C⊥)⊥ = {a/∀b ∈ C⊥, a.b = 0}. Or pour tout x dans C et pour tout a dans C⊥, x.a = 0,

donc C ⊆ (C⊥)⊥.

Soit a ∈ (C⊥)⊥. alors ∀b ∈ C⊥,a.b = 0
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2.3. Construction des codes linéaires sur un anneau de Galois.

Or ∀a ∈ C, ∀b ∈ C⊥, a.b = 0. Car C ⊂ (C⊥)⊥.

Donc a ∈ C par conséquent (C⊥)⊥ ⊆ C.�

Exemple 2.2.3. Sur Z22 posons

C = {000, 010, 020, 030, 102, 112, 122, 132, 200, 210, 220, 230, 302, 312, 322, 332},
C est un code linéaire sur Z22 ,son code dual est C⊥ = {000, 201, 002, 203}.
On vérifie aisément que (C⊥)⊥ = C.

2.3 Construction des codes linéaires sur un anneau de

Galois.

connaissant une chaine de codes linéaires de longueur n sur un corps quelconque, nous

allons donner une construction de ce code sur les anneaux de Galois.

Notation 2.3.1. Soient C un code linéaire de longueur n et λ ∈ GR(pm, r),

(C, λ) = {x ∈ GR(pm, r)n/λx ∈ C}.

Proposition 2.3.1. (C, λ) = {x ∈ GR(pm, r)n/λx ∈ C} est un code linéaire de longueur

n sur GR(pm, r).

Preuve. soient x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn) ∈ (C, λ),

on a λ(x+ y) = λλx+ λy ∈ C car C est un code linéaire. Par ailleurs,

pour x = (x1, ..., xn) ∈ (C;λ) et α ∈ GR(pm, r),λ(αx) = α(λx) ∈ C car C est code

linéaire. Donc (C, λ) est code linéaire de longueur n sur GR(pm, r).

Remarque: 2.3.1. (C, λ) = {x/x ∈ (C, λ)} est un code linéaire sur GR(pm, r) qui

provient de (C, λ).

Lemme 2.3.1. Soit C un code linéaire de matrice génératrice G dans la forme standard

et A la matrice associée à G . Alors, pour 0 ≤ i ≤ m−1, (C, pi) a une matrice génératrice

de la forme



A0

A1

.

.

.

Ai


et dim(C, pi) = k0 + ...+ ki.

Proposition 2.3.2. Soit E0 ⊂ E1 ⊂ ... ⊂ E ′m− 1 une chaine de codes linéaires de

longueur n sur corps fini GF (q),q = pr.
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2.4. Cardinal d’un code linéaire de longueur n sur GR(pm, r).

Alors il existe un code linéaire C de longueur n sur GR(pm, r), tel que, (C, pi) = Ei, pour

tout i ∈ [| 1,m− 1 |].

Preuve. Pour GF (q), q = pr on construit l’anneau de Galois GR(pm, r),

tel que, GR(pm, r) = GF (q)

Posons ni = dim(Ei). chaque Ei admet une matrice ni × n sous la forme systématique

MEi
=



L0

L1

.

.

.

Li


c’est à dire la sous matrice constituée telle que les ni colonnes soit la

matrice identité Ini
. Ainsi choisissons les matrices Ai à coefficients dans GR(pm, r) tel que

Ai = Li et définissons le code linéaire C sur GR(pm, r) de matrice génératrice

A0

pA1

.

.

.

pm−1Am−1


D’après le lemme précédent, (C, pi) = Ei, i = 0, 1, ...,m− 1. �

Remarque: 2.3.2. le code linéaire C n’est pas unique car dépend du choix de s Ai et les

coefficients des Ai dépendent du choix des représentants des classes modulo P .

2.4 Cardinal d’un code linéaire de longueur n sur GR(pm, r).

Définition 2.4.1. Soit C un code linéaire de longueur n sur GR(pm, r) de matrice géné-

ratrice G. On appelle encodeur l’application φ : GR(pm, r)k −→ GR(pm, r)n, telle que

φ(u) = uG = (u0, u0A0,1 + pu1, ..., u0A0,m + ...+ pm−1um−1Am−1,m), pour tout

u = (u0, ..., um−1) ∈ GR(pm, r)k, avec k =
m−1∑
i=0

ki et ui ∈ GR(pm, r)ki.

Proposition 2.4.1. Soit C un code linéaire de longueur n sur GR(pm, r). De matrice gé-

nératrice G sous la forme standard. Alors φ(GR(pm, r)k) = C et Ker(φ) =
m−1∏
i=0

pm−iGR(pm, r)ki.

Preuve. pour tout u = (u0, ..., um−1) ∈ GR(pm, r)k, ui ∈ GR(pm, r)ki ,
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2.4. Cardinal d’un code linéaire de longueur n sur GR(pm, r).

on a φ(u) = uG =
m−1∑
i=0

uip
iAi. Donc uG est combinaison linéaire des éléments piAi,

i = 0, 1, ...,m− 1, or piAi ∈ C car ce sont les lignes de la matrice génératrice G de C.

Ainsi, φ(u) = uG =
m−1∑
i=0

uip
iAi ∈ C d’où φ(GR(pm, r)k) ⊆ C.

Par ailleurs, si c ∈ C alors c =
m−1∑
i=0

αip
iAi, où α = (α0, ..., αm−1) ∈ GR(pm, r)k,

αi ∈ GR(pm, r)ki . Ainsi c =
m−1∑
i=0

αip
iAi = αG = φ(α)

Donc, φ(GR(pm, r)k) = C. Il reste à montrer que Ker(φ) =
m−1∏
i=0

pm−iGR(pm, r)ki pour

cela :

Soit u = (u0, ..., um−1) ∈ GR(pm, r)k, ui ∈ GR(pm, r)ki , tel que φ(u) = 0 on sait que

φ(u) = uG = (u0, u0A0,1 + pu1, ..., u0A0,m + ... + pm−1um−1Am−1,m)(∗) ; ainsi φ(u) = 0

implique que u0 = 0 d’où pu1 = 0 et don u1 ∈ pm−1GR(pm, r)k1 , et par itération

ui ∈ pm−iGR(pm, r)ki pour tout i = 0, ...;m− 1. Ainsi Ker(φ) ⊆
m−1∑
i=0

pm−iGR(pm, r)ki ; le

calcul par (∗) donne φ(u) = 0 d’où x ∈ Ker(φ) et donc Ker(φ) =
m−1∏
i=0

pm−iGR(pm, r)ki . �

Théorème 2.4.1. Soit un code linéaire de longueur n sur GR(pm, r). Alors

1) les paramètres k0, k1, ..., km−1 sont les même pour une matrice génératrice G sous la

forme standard.

2) le nombre de mots de ce code est | C |= | GR |


m−1∑
i=0

(m− i)ki

ri
= p


m−1∑
i=0

(m− i)ki



Preuve. 1) Les ki sont uniques car k0 = dim(C, p0) = dimC et

ki = dim(C, pi)− dim(C, pi−1) pour i = 0, 1, ...,m− 1.

2) Posons k(C) =
m−1∑
i=0

(m − i)ki, puisque G est la matrice génératrice de C, considérons

l’application
φ : GR(pm, r)k −→ GR(pm, r)n

u 7−→ φ(u) = uG
avec uG ∈ C

comme Ker(φ) =
m−1∏
i=0

pm−1GR(pm, r)ki alors
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2.5. Décomposition d’un code linéaire de longueur n sur GR(pm, r)

C ∼= GR(pm, r)k/
m−1∏
i=0

pm−iGR(pm, r)ki

∼=
m−1∏
i=0

(GR(pm, r)/pm−iGR(pm, r))ki

∼=
m−1∏
i=0

(piGR(pm, r))ki

carGR(pm, r)/pm− iGR(pm, r) ≡ piGR(pm, r). comme | piGR(pm, r) |= | GR(pm, r) |m−i,
alors

C =
m−1∏
i=0

(| GR(pm, r) |m−i)ki

= | GR(pm, r) |


m−1∑
i=0

(m− i)ki



Comme | GR(pm, r) |= pmralors | C |= p


m−1∑
i=0

(m− i)ki


.�

Notation 2.4.1. k = k(C) = rgG(C) = k0(C) + ... + km−1(C) = k0 + ... + km−1 et

ki = ki(C) = dim(C, pi) − dim(C, pi−1), où ki est le nombre de ligne divisible par pi et

non par pi+1 dans la matrice génératrice sous forme standard.

Proposition 2.4.2. Soient C et D deux codes linéaires de longueur n sur GR(pm, r). Tel

que C ⊆ D et ki(C) = ki(D), i = 0, 1, ...,m− 1 ; alors C = D.

Preuve. Comme C ⊆ D, alors C est un GR(pm, r)- sous-module de D. Ainsi on a :

| C | = p


m−1∑
i=0

(m− i)ki(C)



= p


m−1∑
i=0

(m− i)ki(D)


= | D | .

Donc C = D. �

2.5 Décomposition d’un code linéaire de longueur n sur

GR(pm, r)

Proposition 2.5.1. Tout code linéaire C de longueur n sur GR(pm, r), peut se décomposer

de façon unique en somme directe comme suit.

C ∼=
m−1⊕
i=0

(GR(pm, r)/pm−iGR(pm, r))ki(C) ∼=
m−1⊕
i=0

piGR(pm, r)ki(C) pour ki(C) ≥ 0
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2.6. Encodage sur les codes linéaire dans un anneau de Galois

Preuve. La somme directe
m−1⊕
i=0

piGR(pm, r)ki(C) est un sous-module du
m−1∏
i=0

(piGR(pm, r))ki(C) ;

comme {0, 1, ...,m− 1} est fini, alors la somme directe coïncide avec le produit direct. �

Remarque: 2.5.1. toute matrice génératrice d’un code linéaire C peut se mettre sous la

forme standard et possède k(C) lignes.

2.6 Encodage sur les codes linéaire dans un anneau de

Galois

Le principe de l’encodage voudrait qu’au préalable, on code un message avant de l’en-

voyer. Les codes linéaires présentent plusieurs avantages dans le processus d’encodage,

en ce sens qu’il suffit premièrement de stoker la matrice génératrice G du code C pour

connaitre tous les mots du code. Et deuxièmement, pour envoyer un message envoyer un

mot c = c1c2...ck = (c1, ..., ck) ∈ GR(pm, r)k, où k ≤ n, on le code en effectuant c.G

qui fait passer le mot c en un mot de code et c’est ainsi que tout mot c = c1c2...ck sera

transmis sous la forme codée cG. Ainsi on a la définition suivante :

Définition 2.6.1. On appelle encodeur tout homomorphisme défini par :
ϕ : GR(pm, r)k −→ GR(pm, r)n

c 7−→ cG

Où G la matrice génératrice du code C et c est un mot de code de C.

Cependant une fois que le message codé est reçu, après avoir transité sur un canal bruité

qui est susceptible de perturber le message et donc lui apporter des erreurs des problèmes

se posent.

1) comment détecter les erreurs ?

2) comment les corriger ?

2.7 Détection/Correction

2.7.1 Détection

Définition 2.7.1. Soit C un code linéaire de longueur n sur GR(pm, r) et d sa distance

minimale. On dit que C détecte t erreurs si le mot y ∈ GR(pm, r)n tel que wH(y) ≤ t ne

sont pas dans C
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2.8. Codes cycliques sur GR(pm, r)

Propriété 2.7.1. Les codes linéaires détectent toujours t erreurs lorsque t ≤ d.

Preuve. Soit y ∈ GR(pm, r)n tel que wH(y) ≤ t . On a wH(y) ≤ t < d (*), si y ∈ C

alors wH(y) ≥ t ce qui contredit (*) donc y n’appartient pas à C.�

2.7.2 Correction

Définition 2.7.2. On dit qu’un code C corrige t erreurs si pour tout y ∈ GR(pm, r)n tel

que d(y, C) 6 t , il existe un unique x ∈ C tel que d(y, C) = d(y, x)

Proposition 2.7.1. Un code C de longueur n sur GR et de distance minimale d, corrige

toujours t erreurs lorsque t 6 E

(
d− 1

2

)
où E est la partie entière.

Preuve. Soit y ∈ GR(pm, r)n tel que d(y, C) ≤ t

d(y,G) = min{d(y, x)/x ∈ C}, d’où il existe x1 ∈ C tel que d(y, C) = d(Y, x1), sil existe

aussi x2 ∈ C, x2 6= x1 tel que d(y, C) = d(y, x2) alors
d(x1, x2) ≤ d(y, x1) + d(y, x2)

≤ d(y, C) + d(y, C)

<
d− 1

2
+
d− 1

2
< d

Ce qui contredit la minimalité de d. Donc x1 = x2.

Définition 2.7.3. Soit C un code linéaire de longueur n et de distance minimale d. On

appelle capacité correctrice de C l’entier naturel e tel que e = E

(
d− 1

2

)
.

2.8 Codes cycliques sur GR(pm, r)

Dans toute cette section on se restreint au cas où la longueur n des codes est premier

avec p

Définition 2.8.1. L’application définie par :
Γ : GR(pm, r)n −→ GR(pm, r)n

(x0, x1, ..., xn−1) 7−→ (xn−1, x0, ..., xn−2)
est un automorphisme de GR(pm, r)n ap-

pelé opérateur de shift.

Définition 2.8.2. Un code linéaire de longueur n sur GR(pm, r) est dit cyclique si C est

stable par l’opérateur shift c’est à dire pour tout c = (c0, ..., cn−1) ∈ C alors Γ(c) ∈ C.

Remarque: 2.8.1. Un mot c = c0c1...cn−1 de GR(pm, r) peut être vue comme un po-

lynôme c(x) = c0 + c1x + ... + cn−1x
n−1 de GR(pm, r)[X] et dans la congruence modulo
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2.8. Codes cycliques sur GR(pm, r)

xn − 1, on a xn − 1 = 0 c’est à dire xn = 1. Ainsi xc(x) = cn−1x
n + c0x + ... + cn−2x

n−1

donc xc(x) = cn−1 + c0x+ ...+ cn−2x
n−1 car xn = 1.

Considérons l’application :
Ψ : GR(pm, r)n −→ GRn = GR(pm, r)[X]/id(Xn − 1)

c = (c0, ..., cn−1) 7−→ c0 + c1x+ ...+ cn−1x
n−1+ < Xn − 1 >

Où < Xn − 1 > est un idéal de GR(pm, r)[X] généré par Xn − 1. Comme dans les corps

finis Ψ est un morphisme d’anneaux, or Ψ est surjective par définition il est alors un

isomorphisme de GR(pm, r)-modules qui envoie les codes cycliques de GR(pm, r) sur les

idéaux de GRn = GR(pm, r)[X]/id(Xn − 1).

Proposition 2.8.1. Soit C un code linéaire de longueur n sur GR(pm, r). Alors C est

cyclique si et seulement si C est idéal de GRn = GR(pm, r)[X]/id(Xn − 1).

Preuve. ⇐=) Supposons que C soit un idéal de GRn = GR(pm, r)[X]/id(Xn − 1) et

c(x) = c0 + c1x+ ...+ cn−1x
n−1 un mot de code,alors xc(x) = cn−1 + c0x+ ...+ cn−2x

n−1

est également un mot de code vu que C est idéal donc (cn−1, c0, ..., cn−2) ∈ C.

=⇒) Supposons que C est cyclique. Si c(x) ∈ C alors xc(x) ∈ C et par suite xic(x) ∈ C
pour 0 ≤ i ≤ n − 1.Comme C est linéaire alors, a(x)c(x) ∈ C pour tout polynôme a(x).

D’où C est idéal de GRn = GR(pm, r)[X]/id(Xn − 1). �

Théorème 2.8.1. ([6])

Soient I un idéal de GR(pm, r)[X]/id(Xn − 1). Il existe une unique famille {f̂i} ⊂
GR(pm, r)[X] de m + 1 polynômes unitaires deux à deux premiers entre eux, vérifiant

f̂0...f̂m = Xn − 1, et telle que

I = (f0, pf1, p
2f2, ..., p

m−1fm−1)

Où les fi sont définies par fif̂i = Xn − 1.D’autre part, l’élément

g = f0 + pf1 + p2f2 + ...+ pm−1fm−1 est un générateur de I et | I |=
m−1∏
i=0

p(m−i)deg(f̂i).

Corollaire 2.8.1. L’anneau GRn = GR(pm, r)[X]/id(Xn−1) a (m+1)l idéaux distincts,

où l désigne le nombre de facteurs irréductibles de Xn − 1 dans GR(pm, r)[X].

Preuve. Nous savons que tout idéal de GR(pm, r) = Zpm [X]/(f), avec f irréductible

de degré r et facteur de Xn − 1,a m + 1 idéaux. Comme l est le nombre de facteurs

irréductibles et unitaires de Xn − 1, le nombre d’idéaux de GRn est (m+ 1)l �.

Dans la suite nous nous intéresserons essentiellement aux idéaux pour lesquels

f̂1 = f̂2 = ... = f̂m−1 = 1

cet intérêt provient du fait que ces idéaux s’obtiennent par relèvement de Hensel des codes
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cycliques sur GR(pm, r). En effet, le générateur g(x) de tout code cyclique sur GR(pm, r)

est diviseur unitaire de Xn − 1 dans GR(pm, r)[X], sans facteur multiple puisque p ne

divise pas n. On peut donc lui appliquer le relèvement de Hensel, et obtenir un diviseur

unitaire g(k)(X) de Xn − 1 dans GR(pm, r)[X].

Définition 2.8.3. Soient g(X) ∈ GR(pm, r)[X] un diviseur de Xn − 1 et g(k)(X) ∈
GR(pm, r)[X], son relevé de Hensel d’ordre k.

Le code Cpk =< g(k)(X) >⊂ GR(pm, r)[X]/id(Xn − 1) est appelé code de relevé du code

cyclique C =< g(X) >. Le polynôme G(k)(X) est appelé le générateur de code Cpk

Propriété 2.8.1. Soit g(k) ∈ GR(pm, r)[X] un polynôme unitaire divisant Xn − 1. La

famille

{g(k)(X), Xg(k)(X), ..., Xn−d−1g(k)(X)}, avec d = deg(g(k)(X)) est une famille génératrice

du code Cpk = g(k)(X) ∈ GR(pm, r)[X]/id(Xn − 1), et linéairement indépendante sur

GR(pm, r)[X]. C’est donc une base de Cpk .

Preuve. GR(pm, r)[X]/id(Xn − 1) étant principal, alors < g(k) > est un idéal principal

ainsi tous ses éléments s’écrivent sous la forme de combinaison linéaire sur GR(pm, r) des

éléments de la famille considérée. C’est à dire forment une famille génératrice de < g(k) >.

Montrons qu’elle est linéairement indépendante sur GR(pm, r)

posons g(k)(X)h(k)(X) = Xn − 1, soit (ai) ∈ GR(pm, r)n−d tel que
∑

aiX
ig(k)(X) = 0 ∈

GRn

Alors A(X) =
n−d−1∑
i=0

aix
i est un multiple de h(k). Or deeg(A) ≤ n−d−1 et deg(h(k)) = n−d.

Donc A(X) = 0 i.e ai = 0 ∀i.
Par conséquent la famille est libre �.

Propriété 2.8.2. Posons g(k) =
n−d∑
i=0

g
(k)
i X i. Alors la matrice

g
(k)
0 g

(k)
1 . . . g

(k)
n−d 0 . . . 0

0 g
(k)
0 g

(k)
1 . . . g

(k)
n−d 0 . . 0

. . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . .

0 . . . . g
(k)
0 g

(k)
1 . . . g

(k)
n−d


est une matrice génératrice de dimension n × (n − d) du code cyclique Cpk =< g(k) > et

ce code a pk(n−d) mots de code.

Propriété 2.8.3. Le dual d’un code cyclique est un code cyclique.
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Preuve. Soit x = (x1, x2, ..., xn) ∈ C⊥ vérifions si Γ(x) = Γ(x1, x2, ..., xn) ∈ C⊥

Soit c = (c1, c2, ..., cn) ∈ C
Γ(x)c = Γ(x)Γ(Γ−1(c))

= (xn, x1, ..., xn−1)(Γ−1(c)n,Γ
−1(c)1, ...,Γ

−1(c)n−1)

= xΓ−1(c)

= 0

car Γ−1(c) ∈ C d’où le résultat.

Définition 2.8.4. Soit C un code cyclique sur GR(pm, r). Engendré par g(X).

On appelle polynôme de contrôle de Cpk le polynôme h(k)(X) ∈ GRn[X], tel que,

Xn − 1 = g(k)(X)h(k)(X). Le dual C⊥
pk

de Cpk est engendré par :

h
(k)

(X) = 1
h0
Xdh(k)(X−1)

= 1
h0

d∑
i=0

h
(k)
d−iX

i
.

ce polynôme est appelé polynôme réciproque de h(k).

Remarque: 2.8.2. deg(h(k)) = n− deg(g(k)) = dim(Cpk).

Propriété 2.8.4. Soient Cpk =< g(k) >⊂ GRn un code cyclique et h(k) son polynôme de

contrôle. le code dual C⊥
pk

est cyclique et est engendré par le polynôme réciproque de h(k).

Par conséquent, la matrice

G⊥=



h
(k)
n−d h

(k)
n−d−1 . . . h

(k)
0 0 . . . 0

0 h
(k)
n−d h

(k)
n−d−1 . . . h

(k)
0 0 . . 0

. . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . .

0 . . . 0 h
(k)
n−d h

(k)
n−d−1 . . h

(k)
0 0

0 . . . 0 0 h
(k)
n−d h

(k)
n−d−1 . . h

(k)
0


est la matrice génératrice de dimension n × d du code dual C⊥

pk
et ce code a pkd mots de

code.

Preuve. ([6])

Exemple 2.8.1. prenons g(3)(X) = 7 + 5X + 6X2 + X3 polynôme de Z8[X] facteur

irréductible de X7 − 1 et C23 =< g(3)(X) >. Alors sa matrice génératrice est :
7 5 6 1 0 0 0

0 7 5 6 1 0 0

0 0 7 5 6 1 0

0 0 0 7 5 6 1


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Déterminons le polynôme générateur h(k) de C⊥8 .

On a g(3)(X4 + 2X3 + 7X2 + 5X + 1) = X7 − 1,

d’où h(k)(X) = 1 + 5X + 7X2 + 2X3 +X4.

Ainsi
h

(k)
(X) = 1×X4h

(k)
(X−1)

= X4(X−4 + 2X−3 + 7X−2 + 5X−1 + 1)

= 1 + 2X + 7X2 + 5X3 +X4

.

La matrice de contrôle de C23 est :
1 5 7 2 1 0 0

0 1 5 7 2 1 0

0 0 1 5 7 2 1


D’après ce qui précède C23 a 212 mots de code et C⊥23 a 29 mots de code. Une base de C⊥23
est {1572100, 0157210, 0015721}.
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? ? Chapitre Trois ? ?

CODES QUASI-CYCLIQUES SUR

LES ANNEAUX DE GALOIS

Dans le chapitre précédent il était question pour nous, de définir un codes linaires

sur un anneau de Galois, donner ses paramètres et faire une étude des codes cycliques

sur cet anneau. Dans ce chapitre, nous commencerons par définir et donner les propriétés

générales des codes quasi-cycliques sur les anneaux de Galois avant d’aborder la notion

de codes quasi-cycliques à base cyclique.

Rappelons que l’application Γ définie comme suit :
Γ : GR(pm, r)n −→ GR(pm, r)n

(x0, x1, ..., xn−1) 7−→ (xn−1, x0, ..., xn−2)

est un automorphisme de GR(pm, r)n appelé opérateur de shift et que tout code linéaire

de longueur n sur GR(pm, r) est un GR(pm, r)-sous-module de GR(pm, r)n. On notera

parfois GR(pm, r) par GR, s’il n’y a pas ambiguïté.

3.1 Définitions et généralités

Définition 3.1.1. Un sous-module U de GR(pm, r)n est dit invariant par Γl si Γl(U) = U .

Où Γl(U) = {Γl(u)/u ∈ U} et l > 0

Exemple 3.1.1. Prenons n = 4 et GR(pm, r) ∼= Z4.

Soit U =< (1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 1) >, alors on a Γ2(U) = U .

En effet,soit u ∈ U alors ils existent α1, α2 ∈ Z4 tel que
u = α1(1, 1, 0, 0) + α2(0, 0, 1, 1)

= (α1, α1, α2, α2)

Ainsi Γ(u) = (α2, α1, α1, α2)

Γ2(u) = (α2, α2, α1, α1) = α2(1, 1, 0, 0) + α1(0, 0, 1, 1) ∈ U . D’où Γ2(U) ⊂ U et comme Γ2

est bijective, alors Γ2(U) = U .

Par contre Γ(U) * U , car Γ(1, 1, 0, 0) = (0, 1, 1, 0) n’appartient pas à U .
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En effet, supposons qu’ils existent αλ ∈ Z4 tel que (α, α, λ, λ) = (0, 1, 1, 0), alors α = 0

et α = 1 ce qui est absurde d’où le résultat.

Définition 3.1.2. Un code linéaire C de longueur n = ls, est dit quasi-cyclique sur

GR(pm, r) s’il est un sous-module de GR(pm, r)n invariant par Γs pour un entier

s ∈ [| 1, n |]. C’est à dire Γs(C) = C.

Définition 3.1.3. Soit C(n, k) un code quasi-cyclique sur GR(pm, r),

s = min{l ∈ N∗/Γl(C) = C} est appelé indice de cyclicité (index) de C.

Exemple 3.1.2. i) Soit C1 le code tel que C1 =< (1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 1) >, à l’exemple

précédent on a montrer que Γ(C1) * C1 et Γ2(C1) = C1 d’où indice de cyclicité de C1 est

2.

ii) Soit C2 =< (1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1) > alors pour tout u ∈ C2 ils existent α1, α2 ∈ Z4 tel

que
u = α1(1, 0, 1, 0) + α2(0, 1, 0, 1α)

= (α1, α2, α1, α2)

Ainsi Γ(u) = (α2, α1, α2, α1) = α2(1, 0, 1, 0) + α1(0, 1, 0, 1α) ∈ C2. D’où Γ(C2) ⊂ C2 et

comme Γ est bijectif donc Γ(C2) = C2 par conséquent l’index de C2 est 1.

Remarque: 3.1.1. Un code quasi-cyclique d’index 1 est un code cyclique.

Proposition 3.1.1. si C est un code quasi-cyclique d’indice de cyclicité l invariant par

Γn, alors l divise n.

Preuve. considérons la division euclidienne de n par l, c’est à dire qu’ils existent r, q ∈ N

tels que,n = ql + r avec 0 ≤ r < l.

Ainsi,
Γn(C) = Γlq+r(C)

= Γr(Γlq(C))

= Γr(C) (1)

Car Γl(C) = C.

Puisque C est invariant par Γn c’est à dire Γn(C) = C (2) alors (1) et (2) entrainent que

Γr(C) = C ce qui contredit le fait que l soit minimal. Donc r = 0 c’est à dire n = lq par

l divise n �.

Définition 3.1.4. Soit l un entier naturel tel que l/n . On appelle Γl-sous-module de

GRn, un sous-module V de GRn invariant par Γl.
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Remarque: 3.1.2. l étant fixé de même que n, un code quasi-cyclique C sur GRn sera

un Γl-sous-module de GRn tel son index divise l.

Donc tout Γl sous -module est un code quasi-cyclique mais la réciproque est fausse.

Exemple 3.1.3. Pour n = 6 et l = 3, il est clair que les sous-modules invariant par Γ3,

sont les codes quasi-cycliques d’index 1 ou 3. Mais d’après l’exemple 3.1.1 on a montre

que Γ2(U) = U et que C est d’index 2.

Par contre Γ3(U) * C, en effet Γ3((1, 1, 0, 0)) = (1, 0, 0, 1) qui n’appartient pas à U il en

résulte que U n’est pas un Γ3sous−module.
Notons que Γs est aussi appelé quasi-shift dans ce cas, un code quasi-cyclique d’index s

n’est rien d’autre qu’un code s-quasi-cyclique.

3.1.1 Représentation des codes quasi-cyclique comme code cy-

clique sur GR(pm, r)

Dans cette partie, nous voyons les codes quasi-cycliques comme codes cycliques sur un

anneau, en particulier sur GR. Nous utilisons le quasi-shift particulier suivant.

Γs = ((1, s+ 1, ..., (l − 1)s+ 1), (2, s+ 2, ..., (l − 1)s+ 2), ..., (s, 2s, ..., ls)).

Ainsi un code C est dit quasi-cycliques si et seulement si Γs ∈ Aut(C).

Autrement dit soit n = ls considérons l’identification
φ : GRn −→ GRn

(c0, ..., cn−1) 7−→ ((c0, ..., cs−1), ..., (c(l−1)s, ..., cn−1))

C ⊂ GRn est un code quasi-cyclique si et seulement si φ(C) ⊂ GRn est cyclique.

Cette permutation correspond à un décalage circulaire par blocs de taille s et, on peut

écrire une matrice génératrice de façon générale sous la forme :

A1 A2 . . . Al

Al A1 . . . Al−1

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

A2 A3 . . . A1


Où les Ai sont les matrices de taille j × s avec j ≤ s.

Ici le code est donc vu comme code cyclique par blocs cette représentation est utilisée par

J.Conan et G. seguin. Par cette approche ils voient les codes quasi-cycliques comme codes

sur l’anneau de polynômes F [X]/(X l − 1).
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3.2 Codes quasi-cycliques à base cyclique

Définition 3.2.1. Soit C un codes quasi-cyclique sur GR d’indice de cyclicité s. On dit

que C est à base cyclique s’il existe u ∈ C,u 6= 0, tel que,

C =< {u,Γs(u), ...,Γs(l−1)(u)} >, avec dim(C) = l.

Exemple 3.2.1. i) Tout code cyclique est un code quasi-cyclique à base cyclique dont

une base est de la forme (u,Γ(u),Γ2(u), ...,Γl−1(u)).

ii) Soit C le code de longueur 6 tel que,

C =< (1, 1, 1, 0, 0, 0), (0, 1, 1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 1, 1, 0), (0, 0, 0, 1, 1, 1) >,

posons u =< (1, 1, 1, 0, 0, 0) > alors B = (u,Γ(u),Γ2(u),Γ3(u)) est une base de C.

Donc C est un code quasi-cyclique a base cyclique.

Représentation polynomiale d’un code quasi-cyclique

Définition 3.2.2. Soit C un code quasi-cyclique de longueur n = ls et d’indice. Soit

c = (c0, ..., cl−1) ∈ C. On appelle représentation polynomiale de C l’application définie

par :
R GRl −→ GR[X]

c 7−→ R(c) =
l−1∑
i=0

cix
si

Remarque: 3.2.1. Si C est un code quasi-cyclique à base cyclique c’est à dire

C =< {Γsi(u); 0 6 i 6 l−1} > avec dim(C) = l, alorsR(C) =< u(x), xsu(x), ..., xs(l−1)u(x) >.

D’où ∀v ∈ C,v =
l−1∑
i=0

λiΓ
si(u), ainsi

v(x) =
l−1∑
i=0

λix
siu(x)

= (
l−1∑
i=0

λix
si)u(x)

Donc v(x) ∈ GR[xs]u(x)

3.2.1 Codes quasi-cycliques comme module sur un anneau

Soit n = ls, on définit l’action d’un polynôme à coefficient dans GR[X] sur GR par :
GR[X]×GRn −→ GRn

(P (X), u) 7−→ P (X)u = P (Γ)u

Où Γ est le décalage circulaire Γ(u0, ..., un−1) = (un−1, ..., un−2).
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Proposition 3.2.1. Avec l’action définit ci-dessus le GR-sous-module de GRn est un

GR[X]-module.

Preuve. Il suffit de montrer que les propriétés de la loi externe sont vérifiées.

I Pour tout P (X) ∈ GR[X], pour tous u, u′ ∈ GRn :
P (X)(u+ u′) = P (Γ)(u+ u′)

= (
l−1∑
i=0

λiX
si)(u+ u′)

= (
l−1∑
i=0

λiX
si)u+ (

l−1∑
i=0

λiX
si)u′

=
l−1∑
i=0

λiΓ
si(u) +

l−1∑
i=0

λiΓ
si(u′)

= P (Γ)u+ P (Γ)u′

= P (X)u+ P (X)u′

.

I Pour tous P1(X), P2(X) ∈ GR[X], pour tout u ∈ GRn

(P1(X) + P2(X))u = P1(Γ)u+ P2(Γ)u

=
l−1∑
i=0

λiΓ
si(u) +

l−1∑
i=0

αiΓ
si(u)

= (
l−1∑
i=0

λiX
si)u+ (

l−1∑
i=0

αiX
si)u

= P1(X)u+ p2(X)u

.

I On a :
P1(X)(P2(X)u) = P1(Γ)(P2(Γ)u)

= (P1(Γ) ◦ P2(Γ))u

= (P1(X)P2(X))u.

par composition d’applications

I 1u = idGRn(u) = u où 1 est le polynôme unité.

Cette proposition nous permet de dire que tout sous espace de GRn est un sous-module

de GRn et comme tout Γn sous -module est un code quasi-cyclique il est clair que tout

code quasi-cyclique est un sous-module de GRn. Donc l’étude des codes quasi-cycliques

reviendra tout simplement à l’étude des sous-modules de GRn.

De plus pour tout vecteur u = (u0, u1, ..., ul−1) ∈ GRl on peut associer un polynôme

u(X) =
l−1∑
i=0

uiX
i ∈ GR[X]/ < X l − 1 >. Ainsi on a un GR[X]/ < X l − 1 >-module

provenant de l’isomorphisme entre GRl et GR[X]/ < X l − 1 >.

Puisque GRl ∼= GR[X]/ < X l − 1 > alors GRn ∼= (GR[X]/ < X l − 1 >)s .

consequence 3.2.1. Soit C un code quasi-cyclique de longueur n = ls, d’indice s et on

suppose qu’il soit généré par les éléments, u1(X);u2(X), ..., ur(X) ∈ GR[X]/ < X l− 1 >,
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ainsi C = {a1(X)u1(X) + a2(X)u2(X) + ...+ ar(X)ur(X)/ai(X) ∈ GR[X]/ < X l − 1 >}
i = 0, 1, ..., r.

Pour un GR-sous-module de GR[X]/ < X l − 1 >,

C est généré par l’ensemble {u1(X), Xu1(X), ..., X l−1u1(X), ..., ur(X), Xur(X), ..., X l−1ur(X)}.
Si C est généré par un seul élément u(X) ∈ GR[X]/ < X l − 1 >, alors C est un code

quasi-cyclique à base cyclique c’est à dire C =< {u,Γs(u), ...,Γs(l−1)(u)} >.
En effet, soit u(x) = u0 + u1X + ... + ul−1X

l−1 un polynôme de GR[X]/X l − 1, où

ui = ui,o + ui,1α + ... + ui,sα
s−1 où i = 0, 1, ..., l − 1. Ainsi u(X) devient un s-uplet de

polynômes sur GR de degré inférieure à l − 1 avec une GR-base fixe {1, α, ..., αs−1}.
Par conséquent u(x) devient un élément de (GR[X]/ < X l − 1 >)s, il en résulte que C

est un GR[X]/ < X l − 1 >-sous-module de (GR[X]/ < X l − 1 >)s.

Définitions 3.2.1. i) On appelle l’ordre du sous-module C de GRn le polynôme non nul

de plus petit degré et unitaire φ(X) de tel que φ(X)c = 0 pour tout cDans C.

ii) L’ordre d’un élément c noté φc(X) est le polynôme non nul de plus petit degré et

unitaire tel que φc(X) = 0.

Remarque: 3.2.2. l’ordre de l’élément nul est 1.

Proposition 3.2.2. Pour tout polynômes P (X) de GR[X] et pour tout élément c de GRn

les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) P (X)c = 0

ii) φc(X)/P (X)

Preuve. ⇐=) Supposons que φc(X)/P (X) et montrons que P (X)c = 0.

φc(X)/P (X) alors il existe Q(X) ∈ GR[X] tel que,

P (X) = Q(X)φc(X). Ainsi P (X)c = Q(X)φc(X)c et comme φc(X) est l’ordre de l’élé-

ment c alors φc(X)c = 0, donc P (X)c = 0.

=⇒) Réciproquement supposons P (X)c = 0 et montrons que φc(X)/P (X).

Soit P (X) = Q(X)φc(X) + R(X) avec deg(R(X)) < deg(φc(X)) la division euclidienne

de P (X) par φc(X).
P (X)c = 0 ⇐⇒ Q(X)φc(X)c+R(X)c = 0

⇐⇒ R(X)c = 0

car φc(X)c = 0. Or deg(R(X)) < deg(φc(X)) ce qui contredit la minimalité de φc(X).

D’où R(X) = 0, donc P (X) = Q(X)φc(X). Il en résulte que φc(X)/P (X) �.

Exemple 3.2.2. 1) L’ordre de Z7
4 est X7 − 1 .

En effet pour tout u ∈ Z7
4, on a
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(X7 − 1)u = (Γ7 − 1)u

= Γ7(u)− u
= u− u = 0

.

car Γ7(u) = idGR(2,1)7(u) = u, donc l’ordre de Z4 divise X7 − 1 d’après la proposition

3.2.2. D’autre part, soit un polynôme P (X) tel que deg(P (X)) < 7, mais en prenant

c = (1, 0, 0, 0, 0, 0), on a :
P (X)c = P (Γ)c

=
6∑
i=0

λiΓ
i(c)

= (λ0, λ1, ..., λ6) 6= 0

Car les (λi) sont non tous nuls. Donc l’ordre de Z7
4 est X7 − 1.

2) De manière générale on a l’ordre de GRn est Xn/s − 1 . Raison pour laquelle on s’oc-

cupera particulièrement de sa décomposition en facteurs premiers, qui, seront les ordres

des sous-modules de GRn correspondants.

Remarque: 3.2.3. L’ordre d’un module C est aussi appelé polynôme minimal de Γs sur

C

Proposition 3.2.3. Un code quasi-cyclique C de GRn admet une base cyclique si et

seulement si le degré de son polynôme minimale est égal à la dimension de C.

Preuve. =⇒) Supposons que C admette une base Cyclique, alors il existe un élément non

nul u de C tel que u ∈ C,u 6= 0 tel que C =< {u,Γs(u), ...,Γs(l−1)} >, alors (Γsi)i=0,1,...,l

est une famille liée. ainsi il existe une famille de coefficient non tous nuls (λi)i∈{0,1,...,l} à

valeur dans GR tel que
l∑

i=0

λiΓ
si(u) = 0.

Et par suite le degré du polynôme minimal de Γs est inférieur ou égal à l.

Si le degré est strictement inférieure à l alors
l−1∑
i=0

λiΓ
si(u) = 0 avec les λi non tous nuls ce

qui contre dit le fait que (Γsi(u))i∈{0,1,...,l} forme une base d’où le degré est exactement l.

⇐=) Réciproquement supposons que dimC = l avec l > 1

considérons l’application linéaire Γs : C −→ C dont la matrice de Γs par rapport à une

base de C est une matrice carrée l× l et donc le polynôme caractéristique de Γs de degré

l. Par conséquent le polynôme minimal de Γs est de degré inférieure ou égal à l. Soit θ(X)

le polynôme minimal de Γs, supposons que degré de θ(X) soit strictement inférieure à l.

θ(X) =
k∑
i=0

aiX
i, k 6 l − 1 avec ak 6= 0 et degθ(X) = k, alors pour tout u ∈ C,

θ(Γ)u = 0 ⇐⇒
l−1∑
i=0

aiΓ
si = 0,d’où pour tout u ∈ C, (Γsi)i=0,1,...,l est liée, donc n’admet
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pas de base cyclique �.

Remarque: 3.2.4. GRn admet une base cyclique si et seulement si n/s = n c’est à dire

s = 1 car dimGRn = n et le degré du polynôme minimal de Γs est n/s.

L’anneau de Galois, est un anneau non intègre, ainsi la factorisation des polynômes dans

ce type d’anneau cause des problèmes à cause de ces diviseurs de zero. C’est la raison

pour laquelle dans cette section nous travaillerons sur son corps résiduel. Qui est un cas

particulier d’anneau de Galois.

3.2.2 Composante primaires de (GR/mGR)n = GR
n

Lemme 3.2.1. Pour tout entier non nul l, X l−1 =
k∏
i=0

(fi(X))t où fi(X) est irréductible

pour tout i = 0, 1, ..., k dans GR(pm, r)/mGR où GR(pm, r)/mGR est le corps résiduel de

GR isomorphe à Fpr .

Preuve. - Si pgcd(pr, l) = 1 alors on a le résultat. -sinon alors il existe un entier naturel

q tel que l = qpr et pgcd(l, p) = 1, ainsi on a X l − 1 = Xqpr − 1qp
r

= (Xq − 1)p
r on aura

t = pr �.

Théorème 3.2.1. Soit s un entier naturel tel que s divise n et X l−1 =
k∏
i=0

(fi(X))t, avec

l = n/s d’après le lemme 3.2.1 .

On pose gi(X) = X l − 1/(fi(X))t et Wi = gi(X)F n
pr et on a les résultats suivant.

(1) F n
pr = W1

⊕
W2

⊕
, ...,

⊕
Wk

(2) l’ordre de Wi est (fi(x))t

(3) Wi = {u ∈ F n
pr/(fi(X))t.u = 0}

(4) Wi est un code cyclique engendré par gi(Xs)

(5)dimWi = skit où ki = degfi(X)

(6) tout sous module U de F n
pr est de la forme U = U1

⊕
U2

⊕
...
⊕

Uk où Ui est inclus

dans Wi, Ui = gi(X)U . Les Wi sont appelés les composantes primaires de F n
pr .

Preuve. (1) Montrons que F n
pr = W1

⊕
W2

⊕
, ...,

⊕
Wk

Les polynômes gi(X), i = 0, 1, ..., k sont premiers entre eux et d’après le théorème de

Bezout il existe α1(X), ..., αk(X) ∈ GR tels que :

α1(X)g1(X) + ...+ αk(X)gk(X) = 1, et pour tout élément u ∈ GRn on aura,

u = α1(X)g1(X)u+ ...+ αk(X)gk(X)u, donc u ∈ W1 + ...+Wk

et par suite, GRn
= W1 + ...+Wk.

D’autre part si w1 + ... + wk = 0, avec wi ∈ Wi, i = 1, 2, ..., k, en multipliant par gi(X),

Mémoire de DI.P.E.S II 38 MBOK NDEBE Jacques Divine c©ENS 2016



3.2. Codes quasi-cycliques à base cyclique

on obtient gi(X)wi = 0, car gi(X)wj = o pour tout i 6= j (fj(X)/gi(X)) et d’où wi = 0

car wi 6= 0 dans à l’ordre fi(X)r, pour 1 ≤ r ≤ t et fi(X)/gi(X). Donc GRn
=

k⊕
i=o

Wi.

(2) montrons que L’ordre de Wi est (fi(X))k.

Soit wi ∈ Wi,fi(X)wi = 0 car wi ∈ Wi est inclus dans GR
n et X l − 1 étant le polynôme

minimal de GRn, d’où (fi(X))k est divisible par l’ordre de Wi et par irréductibilité de

fi(X) cet ordre est exactement (fi(X))k.

(3) découle de (2)

(4) Considérons la représentation :
GR

n −→ GR[X]

(u0, ..., un−1) 7−→ u0 + u1X + ...+ un−1X
n−1

.

Par définition Wi = gi(X)GR
n

= {gi(X)u/u ∈ GRn}.
Soit u GRn montrons que Γ(gi(X)u) = Xgi(X)u ∈ GRn. On a Xgi(X)u = gi(X)(xu), or

xu ∈ GRn, d’où gi(X)(Xu) ∈ GRn, donc wi =< gi(X
s) >.

Il reste à montrer que Γ(Wi) = Wi. Soit Wi = (W0i, ...,Win−1), on a la correspondance

suivante :
Γ(w) = (wn−1, w0, ..., wn−2) 7−→ wn−1 + w0X + ...+ wn−2X

n−1

7−→ X(w0 + w1X + ...+ wn−1X
n−1)

7−→ Γ(wi) = Xwi ∈ Wi

Donc Γ(Wi) = Wi ce qui prouve que Wi est un code cyclique.

(5) On a dim(wi) = deg(fi(X))k = nkit, où ki = deg(fi(X)).

(6) Application immédiate de (1) �.

Dans la suite, on notera < c > le module cyclique engendré par c et définir par :

< c >= {P (X)c/P (X) ∈ GRn}
si le degré de l’ordre u est k, alors (c,Xc, ..., Xk−1c) est une base de < c > .

Lemme 3.2.2. (i) < c >=< w > si et seulement si w = P (X)u et pgcd(P (X), φc(x)) = 1

(ii) Si C = C1

⊕
...
⊕

Ck, Ci sous-modules de GRn et soit ci ∈ Ci, i = 1, ..., k alors l’ordre

de c =
k∑
i=1

ci est le plus petit multiple des ordres des ci et de même l’ordre de C est le

ppcm des ordres de ci.

(iii) Si C = C1

⊕
...
⊕

Ck, alors C admet une base cyclique si et seulement si Ci admet

une base cyclique et l’ordre des Ci sont deux à deux premiers entre eux.

Preuve. (i) Supposons que < c >=< w >, alors w ∈< c >, donc il existe P (X) ∈
GR

n
[X], tel que, w = P (X)c, d’où l’ordre φw(x) de w divise pgcd(P (X), φc(X)). Et

comme deg(φc(X)) = deg(φw(X)), or < c >=< w > d’où on a pgcd(φc(X), P (X)) = 1.
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Réciproquement supposons que w = P (X)c, P (X) ∈ GR
n
[X], alors < w >⊂< c > et

comme pgcd(φc(X), P (X)) = 1, alors φc(X) = φw(X), donc w et c ont le même ordre

d’où < c >=< w > d’où le résultat.

(ii) Soit C = C1

⊕
...
⊕

Ck et soit ci ∈ Ci, i = 1, ..., k, posons φ(X) = ppcm(φci(X))

pour tout i = 1, ..., k.

On a φci(X)/φ(X), donc φ(X)ci = 0, (∀i). D’où φ(X)c = 0 et par suite φc(X)/φ(X) (∗).
En outre φc(X)c = 0 entraine que φc(X)c1 + ...+φc(X)ck = 0, d’où φc(X)ci = 0, (∀i) car

C =
k⊕
i=1

Ci. Donc φci(X)/φc(X), i = 1, ..., k,par conséquent φ(X)/φc(X) par minimalité

de φ(c). (∗∗)
(∗) et (∗∗) entraine le résultat. Par le même raisonnement, on montre que l’ordre de C

est le ppcm des ordres de Ci en remplaçant ci par Ci.

(iii) Supposons que Ci =< ci > et que φi(X) = φci(X), i = 1, ..., k soient deux à deux

premiers entre eux. D’après (ii) on aura φc(X) =
k∏
i=1

φi(X), où c =
k∑
i=1

ci. D’où on a :

deg(φc(X)) =
k∑
i=1

deg(φi(X))

=
k∑
i=1

dimCi

= dimC

.

D’où C =< c > et admet donc une base cyclique.

D’autre part si C =< c > , alors c =
k∑
i=1

ci, ci ∈ Ci, i = 1, ..., k. Tout élément de C est

de la forme P (X)c =
k∑
i=1

P (X)ci, P (X) ∈ GRn
[X], d’où C =< c1 >

⊕
...
⊕

< ck > et

comme ci ∈ Ci, on a Ci =< ci > et par la suite φc(X) = ppcm(φci(X)), ceci d’après (ii)

et deg(φc(X)) = dimC =
k∑
i=1

deg(φi(X)), d’où ppcm(φci) =
k∏
i=1

φci(X). Donc les φci(X)

sont deux à deux premiers entre eux �.

Le théorème suivant caractérise les codes quasi-cycliques à base cyclique �.

Théorème 3.2.2. Soit s ∈ N∗ tel que S divise n et soit W1, ...,Wk les composantes

primaires de GRn suivant Γs et soit C un Γs-sous-module de GRn, tel que,

C = C1

⊕
...
⊕

Ck ,avec Ci ⊂ Wi et Ci la ime composante primaire de C alors :

i) C est un code quasi-cyclique si et seulement si chacune de ses composantes Ci l’est

aussi.

ii) C admet une base cyclique si et seulement si chaque Ci admet une base cyclique . et
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dans ce cas si Ci =< ci > alors C =< c > , où c =
k∑
i=1

ci .

Preuve. i) Soit C un code quasi-cyclique d’indice de cyclicité s. Puisque C = C1

⊕
...
⊕

Ck,

alors Γs(C) = Γs(Ci)
⊕

...
⊕

Γs(Ci). En effet pour tout c ∈ C il existe des ci ∈ Ci, tels
que,

c =
k∑
i=1

ci et
k⋂
i=1

ci = {0}.

c =
k∑
i=1

ci ⇐⇒ Γs(c) = Γs(
k∑
i=1

ci)

=
k∑
i=1

Γs(ci)

car Γs est linéaire .

De plus
k⋂
i=0

ci = {0} ⇐⇒ Γs(
k⋂
i=0

ci) = Γs({0})

⇐⇒
k⋂
i=1

Γs(ci) = {0}
.

Donc Γs(C) =
k⊕
i=0

Γs(Ci).

Supposons que C soit un code quasi-cyclique d’indice s, c’est à dire Γs(C) = C, et comme

Γs(C) =
k⊕
i=0

Γs(Ci) il suit que
k⊕
i=0

Γs(Ci) =
k⊕
i=0

Ci car C =
k⊕
i=0

C)i.

or Ci ⊂ Wi d’où Γs(Ci) ⊂ Γs(Wi) = Wi car wi est un code quasi-cyclique d’indice s.

D’où Γs(Ci) ⊂ Wi et comme Ci ⊂ Wi, par conséquent Ci est quasi-cyclique pour tout

i = 1, ..., k.

Réciproquement supposons que Ci est quasi-cyclique d’indice s pour tout i = 1, ..., k, alors

Γs(Ci) = Ci, (∀i) et donc

Γs(C) =
k⊕
i=0

Γs(Ci)

=
k⊕
i=0

Ci

= C

car Γs(Ci) = Ci

ii) est une conséquence immédiate du lemme 3.2.2 puisque les ordres de Ci sont deux

à deux premiers entre eux �. Le théorème 3.2.2 nous permet de construire les codes

quasi-cycliques à base cyclique à partir des composantes primaires de GRn, comme on va

le voir dans l’exemple ci-dessous.

Exemple 3.2.3. Puisque GRn
= Fpr prenons pr = 2,n = 14 et s = 2. comme n = ls
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alors l = n/s = 7 et on a :

X7 + 1 = (X + 1)(X3 +X + 1)(X3 +X2 + 1), ainsi on a :

g1(X) = X7 + 1/X + 1 = 1 +X +X2 +X3 +X4 +X5 +X6

g2(X) = X7 + 1/X3 +X + 1 = 1 +X +X2 +X4

g3(X) = X7 + 1/X3 +X2 + 1 = 1 +X2 +X3 +X4

Les composantes primaires de F 14
2 sont des codes cycliques engendrés par :

g1(X2) = 1 +X2 +X4 +X6 +X8 +X10 +X12

g2(X2) = 1 +X2 +X4 +X8

g3(X2) = 1 +X4 +X6 +X8

Soient W1,W2 et W3 respectivement.

Donc F 14
2 = W1

⊕
W2

⊕
W3 . Et on aura :

dimW1 = 2.1.1 = 2, dimW2 = 2.3.1 = 6 et dimW3 = 2.3.1 = 6.

les ordres étant respectivement f1(X) = X+1, f2(X) = X3+X+1 et f3(X) = X3+X2+1.

considérons w2(X) = (1+X)(1+X2 +X4 +X8) = 1+X+X2 +X3 +X4 +X5 +X8 +X9.

On a w2 ∈ W2 et engendre le module suivant :
1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0

0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1

1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1

1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Sa matrice génératrice est

G2 =


1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0

0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1 0


donc ce module n’est rien d’autre qu’un code quasi-cyclique à base cyclique d’indice

2 et de dimension égal à 3 dont une base est (c2,Γ
2(c2),Γ4(c2)) et de poids 8. On le note

tout simplement (14, 3, 8).

Cette fois ci considérons
w3 = (1 +X2)(1 +X +X6 +X8)

= 1 +X2 +X4 +X10

Alors on a w3 ∈ W3 et engendre le module suivant :
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1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0

1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0

1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0

1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

De la même façon que le cas précédent on trouve une matrice génératrice de ce module

qui est :

G3 =


1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0

1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0


on conclut que ce module est un code quasi-cyclique à base cyclique d’indice 2, de

longueur 14 dont une base est (c3,Γ
2(c3),Γ4(c3)), avec c3 = 10101000001000 son poids est

égal à 4 . Donc on le note (14, 3, 4).

D’après le théorème 3.2.2 la somme directe W =< w2 >
⊕

< w3 > est un codes quasi-

cyclique à base cyclique de dimension 6 engendré par
w(X) = w2(X) + w3(X)

= X +X3 +X5 +X8 +X9 +X101

dont une matrice génératrice est :

0 1 0 1 0 1 0 0 1 1 1 0 0 0

0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 1 1 0

1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 1

1 1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0

0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1

0 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 0 1


une de ces bases est (u,Γ2(u),Γ4(u),Γ6(u),Γ8(u),Γ10(u)), avec u = 01010100111000,

ce code est de longueur 14 et de poids 6. On le note tout simplement (14, 6, 6).

Théorème 3.2.3. Soit C un code quasi-cyclique de longueur n = ls et d’indice s sur GR.

Alors C se décompose en somme directe des codes quasi-cycliques à base cyclique sur GR.

Preuve. Soit u ∈ C, u 6= 0, si C =< {Γsi(u), i ∈ [| 1, l− 1 |]} > c’est à dire C est à base
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cyclique, alors on a le résultat.

Sinon, soit u1 ∈ C, u1 6= 0, considérons Cu1 =< {Γsi(u1), i ∈ [| 1, l − 1 |]} >, comme

C n’est pas à base cyclique alors Cu1 ⊂ C. Soit u2 ∈ C\Cu1 = K, u2 6= 0, considérons

Cu2 =< {Γsi(u2), i ∈ [| 1, l − 1 |]} > alors Cu1
⋂
Cu2 = {0}. Si C = Cu1

⊕
Cu2 alors on a

le résultat. Sinon soit U3 ∈ C\K, u3 6= 0, considérons Cu3 =< {Γsi(u3), i ∈ [| 1, l−1 |]} >,
alors Cu1

⋂
Cu2

⋂
Cu3 = {0}, si C = Cu1

⊕
Cu2

⊕
Cu3 alors on a le résultat . Sinon on

procède de façon analogue que précédemment ainsi de suite jusqu’à un ordre k et on arrive

à C =
k⊕
i=1

Cui . Car C est fini. �

3.2.3 Dual d’un codes quasi-cyclique

Définition 3.2.3. Soient x = (a0, ...al−1) et b = (b1, ..., bl−1) des éléments de GRl.

On définit le produit euclidien de a et b comme suit : a.b =
l−1∑
i=0

ai.bi.

Définition 3.2.4. Soit C un code quasi-cyclique à base cyclique, de longueur n = ls et

d’indice s sur GR. Son code dual noté C⊥ est défini comme suit :

C⊥ = {d ∈ GRn=ls/d.c = 0,∀c ∈ C}

Proposition 3.2.4. Soit C un code quasi-cyclique de longueur n = ls, d’indice s sur GR

alors son code dual C⊥ est un code quasi-cyclique.

Preuve. Soit C un code quasi-cyclique, d’indice s . Montrons que Γs(C⊥) = C⊥.

Soit x = (x1, ...xn) ∈ C⊥, alors pour tout C = (c1, ..., cn) ∈ C on a :

Γs(x)c = Γs(c)Γs(Γ−s(c))

= Γs(xΓ−s(u))

= Γs(0)

= 0

d’où Γs(x) ∈ C⊥, donc C⊥ est un code quasi-cyclique. �

Remarque: 3.2.5. Nous avons démontrer que, tout codes quasi-cycliques s’écrit comme

somme direct des codes quasi-cycliques à base cyclique. Puisque le dual d’un code quasi-

cyclique est quasi-cyclique, alors celui-ci s’écrit comme somme directe de codes quasi-

cyclique à base cyclique.
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♣ Conclusion ♣

Parvenu au terme de notre travail basé sur, les codes quasi-cycliques sur un anneau

de Galois, force est de constater que, les corps finis, sont des corps résiduels des anneaux

de Galois. L’utilisation des anneaux de Galois comme Alphabet structuré, nous permet

de généraliser la théorie des codes linéaires, sur des corps finis aux anneaux de Galois.

Dans ce travail, nous avons, utiliser les résultats obtenues des codes cycliques, pour géné-

raliser ceux des codes quasi-cycliques. La notion de codes quasi-cycliques à base cyclique

a été abordé. Nous avons montrer que les codes quasi-cycliques sont des GR-sous-module

de GRn et que, tout code quasi-cyclique s’écrit comme somme directe de codes quasi-

cycliques à base cyclique.

Cependant une question se pose "le code dual d’un code quasi-cyclique à base cyclique

est t-il à base cyclique ?" tel est l’objectif visé pour nos recherches futures.
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