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& Résumé &

les codes s-quasi-cycliques sont des codes stables par ’action du décalage circulaire de
s positions. Ils sont en fait une généralisation des codes cycliques (s=1).
Dans notre travail, nous nous intéressons aux codes quasi-cyclique de longueur n = [s sur
un anneau de Galois. Notre motivation de prime a bord est de généraliser les résultats
obtenus sur les codes cycliques tels que la représentation polyndémiale et la caractérisation
des codes quasi-cycliques a base cyclique, ensuite nous montrons que les codes quasi-

n

cycliques sur GR(p™,r) sont des GR(p™,r)-sous-modules de GR(p™, )" et enfin, nous

aborderons la notion des codes quasi-cycliques a base cyclique.

Mots clés : Codes, Anneau de Galois, Matrice génératrice, Code cyclique, Code quasi-

cyclique, Relévement de Hensel.



& Abstract &

s-quasi-cyclic codes are stable codes by the action of circular shifts of position of cyclic
codes (s=1).In our work, we are interested in quasi-cyclic codes of length n = Is on Galois
ring. our primary motive is to generalize the results obtained on cyclic codes such as
the polynomial repeesentation and the characterisation of the quasi)cyclic codes based on
cyclic next, we show that quasi-cyclic codes on GR(p™,r) are GR(p™,r)- sub module of
GR(p™,r)" and finaly , we discuss the notion of quasi-cyclic codes based on cyclic.
Keywords : Codes, Galois ring, Generator matrix, Cyclic code, Quasi-cyclic code, Hensel

lift.
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& Introduction générale &

En 1623, Francis Bacon constatait qu'un homme pouvait s’exprimer a distance au
moyen de signes binaires. Mais il fallut attendre 1948, et les publications de Claude Shan-
non, pour que s’établisse une théorie, connue sous le nom de théorie de I'information.
Cette théorie fit disparaitre "les bricolages astucieux" aux idées quelque fois précongues,
pour laisser place a de vraies techniques scientifiques.

Un des probléme majeur que Shannon ([7]), étudia est la garantie d’'une communication
fiable, en présence des bruits. Ce probléme est intimement 1ié & la notion de codage. Ce-
pendant, la théorie se contente de prédire 1'existence de codes, et ne donne aucun moyen
de les construire. Depuis les années cinquante, des progrées considérables ont été effectués
en matiére de conception de systémes de communications numériques mais, le probléme de
la construction de "bon code" reste toujours d’actualité. Les interférences téléphoniques
lors des communications et la protection des informations financiéres ont poussé a 1’émer-
gence des études sur le codage qui, se veut également une solution pour le probleme de
détection, et de correction d’erreurs de transmissions causées par les perturbations sur-
venues sur le canal. La théorie de code correcteurs, et donc des codes linéaires au centre
des préoccupations, s’est d’abord développée sur des corps finis. Ce qui fait aujourd’hui
de la théorie de codage une branche active des mathématiques.

En 1994, Hammons, Kumar, Calderbank, Sloene et Solé ([11]), découvrent que plusieurs
codes binaire non linéaire possédant de meilleurs propriétés proviennent des codes linéaires
sur les anneaux de Galois via I'application de gray. ceci dégage encore un intérét capital
accordé a I’étude des codes linéaires sur un anneau de Galois. Notre travail qui porte sur
I’étude des codes quasi-cycliques sur un anneau de Galois sera structuré comme suit :
Le chapitre premier est basé essentiellement sur les propriétés d’un anneaux de Galois,
qui sont 'alphabet du codage utilisé dans notre travail. Nous montrons qu'un corps finis
est un corps résiduel d’'un anneau de Galois et nous parlerons du relévement de Hensel

qui est d’un intérét capital.



Table des matiéres

Le deuxiéme chapitre est porté sur les propriétés algébriques et métriques des codes li-
néaires sur un anneau de Galois. Nous abordons partiellement les notions d’encodage ,de
décodage et de correction d’erreurs par la distance minimale. Enfin nous faisons un études
des codes cycliques sur un anneau de Galois.

Enfin dans le troisiéme chapitre nous faisons une étude des codes quasi-cycliques sur un
anneau de Galois en généralisant quelques résultats obtenus des codes cycliques, puis nous
donnons une caractérisation des codes quasi-cycliques a base cycliques et nous aborderons

la notion de code quasi-cyclique a base cyclique.
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ANNEAUX DE GALOIS

1.1 Préliminaires

Définition 1.1.1. On appelle anneau la donnée d’une structure algébrique (A,+, X) qui
vérifie les propriétés suivantes :

- (A, +) est un groupe abélien

- (A, x) est un magma associatif , c’est a dire que pour tous a,b et ¢ dans A ,

on a, ax (bxc)=(axb)xc

- X est distributif par rapport a + c’est a dire pour tous a,b et ¢ dans A,

ona,ax (b+c)=axbt+axcet(a+b) xc=axc+bxc

De plus, si la multiplication est commutative on dit que ’'anneau est commutatif. s’il existe
un élément 14 € A tel que pour tout a € A;14a X a =a x 14 = a (o0 14 est I’élément

neutre pour la multiplication) on dit que l’anneau est unitaire.

Exemple 1.1.1. (Z,+, x), (Q,+, X), (Zn,+, X) , sont des anneaux commutatifs uni-

taires.

Définitions 1.1.1. Soient A un anneau commutatif, a € A et b € A.

i) L’élément a est un diviseur de zero si a # 04 et sil existe x # 04 tel que ax = 04.

i1) L’élément b divise a si a € DA.

i1i) Si A est unitaire d’élément d’unité 14, un élément a de A est dit inversible si 14 € aA,
dans ce cas on note A* = u(A),l’ensemble des éléments inversibles de A.

iv) L'élément a € A est dit nilpotent sl existe n € N* tel que a™ = 04.

v) L’élément a € A est dit régulier si a # 04 et pour tous x,y € A axr = ay implique
r=Y

vi) L’entier n = min{k € N*,a* = 04} est l'indice de nilpotence de a.



1.1. Préliminaires

Notation 1.1.1. n(A) désigne l’ensemble des éléments nilpotents de A.

Exemple 1.1.2. On a Zg = {0, 1, ..., 5}, alors :

-2,3€Zget 2x3=0;donc 2 et 3 sont les diviseurs de zero de Zg.

- Dans Zg, on a 2 = 2 x 4 donc 2 et 4 divisent 2.

- i(Zg) = {1,5}

- Dans Zsg, il est clair que 4 € Zg et on a 43 = 8 = 0. Donc 4 est un élément nilpotent

d’indice 3.

Proposition 1.1.1. Soit A un anneau commutatif et unitaire. Alors
i) Tout élément nilpotent de A est diviseur de zéro.

i1) Si A est fini, alors tout élément a de A est inversible si et seulement s’il est régulier.

Preuve. 1) soit a € A un élément nilpotent, alors a # 04 et il existe n € N* tel que

"=l — 04, Si @™ ! = 04 cela contredit la minimalité de l'indice de

a” = 04, on a aa
nilpotence de a. Ainsi, a® ! # 04, a # 04 et aa™ ' = 04. Donc a est un diviseur de zéro.
i1) =) Soit a € A un élément inversible de A. On a a # 04 car 04 n’est pas inversible .
Pour tous x;y € A tel que ax = ay on a :
r = (ala)x

= a !(ax)

= a Yay)
= (a"'a)y

=Y
Dot a est régulier.

<) Soit a € A un élément régulier de A. Montrons que a est inversible.

considérons 'application g, : A — A telle que g,(x) = ax. g, dispose de deux identités
a savoir gu(x + y) = gu(x) + ga(y) et bga(z) = go(zb) pour tous x,y,b € A. Ces deux
identités font de g,(A) un idéal de A. En outre; g, est une application injective. En effet,
solent x,y € A tels que g,(z) = g4(y). On a ax = ay ce qui implique = = y car a est un
élément régulier de A. D’ou g, est injective. De ce fait g,(A) est un idéal de A isomorphe
de A ce qui donne g,(A) = A. Or g,(A) = aA, par suite ,aa = A. Comme 14 € A =aA

alors 14 = ax, v € A ce qui fait de a un élément inversible.ll

Définition 1.1.2. soit A un anneau, un sous ensemble I de A est un idéal de A si les
condition suivante sont vérifiées :

— pour tous a,b €I, a—bel

— pour tout a € I et tout x € A, ax,xa € 1

Mémoire de DLP.E.S T MBOK NDEBE Jacques DIVINEQENS 2016



1.1. Préliminaires

Proposition 1.1.2. Soit A un anneau commutatif et unitaire. Alors,
1) n(A) est un idéal de A.

2) n(A) est Uintersection de tous les idéaux premiers de A.

Preuve. ([3])

Définition 1.1.3. Soit A un anneau commutatif et unitaire.
la caractéristique de A est définie comme suit :

(i) Si{k e N* : k14 =04} =0 : alors Caract(A) = 0.

(17) Sinon caract(A) = min{k € N*: k.14 =04}.

Exemple 1.1.3. caract(Z,) = n,Yn > 2 et caract(Z) =0

Proposition 1.1.3. Soit A un anneau commutatif et unitaire de caractéristique n. Alors

il existe un unique monomorphisme d’anneaux unitaires de Z, vers A.

Preuve. ([3])

Proposition 1.1.4. Soit A un anneau commutatif et unitaire de caractéristique n. Alors

A posséde un unique sous-anneau unitaire isomorphe a Z,,.

Preuve. L’application a : Z, — A telle que a(k) = k.14 est un monomorphisme

d’anneaux unitaires, d’aprés la proposition 1.1.3. «(Z,,) est 'unique sous-anneau unitaire

de A1

Définition 1.1.4. Soit A un anneau commutatif et unitaire de caractéristique n. L’ anneau

L, est appelé sous-anneau premier de A.

Remarque: 1.1.1. la caractéristique de A est le cardinal du sous anneau unitaire premier
de A.

Définition 1.1.5. Soit A un anneau commutatif et unitaire et I un idéal de A. Alors
lidéal I est dit maximal parmi les idéauzr de A si I # A et pour tout idéal J de A tel que
ICJCAonal=Joul=A.

Exemple 1.1.4.

i) Les idéaux maximaux de Z sont les pZ, p premier.
i1) Dans Zg, Zs = {0,2,4,6} est I'idéal maximal.

Théoréme 1.1.1. Soit A un anneau non nul. Alors tout idéal I de A distinct de A est

contenu dans un idéal mazimal de A.
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1.1. Préliminaires

Preuve. Soit I un idéal a gauche de A tel que I # A.
Considérons S = {Jidéal a gauche deA/I C J}.S # 0 car I € S ordonnons S par

I'inclusion.

Soit 7 = {C\/\ € A} chaine de S. Posons C = UC,\, C=10.

AEA
Sia,be Calors 3i;j € Atelsquea € C;,b € Cj;0r C; € CjouC; C C;. Donca—0b e C;

oua,b e Cjcestadirea—0be C. Deplus,siye A v, €Ci;ienq, €C = UCA'
AEA
D’oit €' = |J,cp O est idéal & gauche de A. Comme I C Cj, Vi € A, il vient que

1 C U = C, = C. D’autre part, C; # A,Vi € A implique que 14 ¢ C;, Vi € A. D’ou
AEA
1a ¢ UC’A = (. cest adire C' # A. Donc C € Set C; CC, Vi € A. c’est a dire C' est un

A€A
majorant de 7 dans S, d’apres la lemme de Zorn, S posséde au moins un élément maximal,

c’est a dire A posséde au moins un idéal & gauche maximal J tel que I C J C A.R

Corollaire 1.1.1. Soit A un anneau commutatif et unitaire. pour qu’un élément de A

soit inversible il faut et il suffit qu’il n’appartienne & aucun idéal mazximal.

Preuve. =) Soit a € A un élément inversible. Il existe b € A tel que ab = 14, si M est
un idéal maximal de A contenant @ on aura 14 = ab € M car M est un idéal d’ou M = A
ce qui contredit le fait que M soit un idéal maximal de A. Donc a n’appartient a aucun
idéal maximal de A.

<) Soit @ € A un élément de A qui n’appartient a aucun idéal maximal de A. si on
suppose que a n’est pas inversible, alors aA = A, (Sinon avec aA = A,

comme 1, € A = aA alors 14 = az, * € A ce qui fera de a un élément inversible)
Or avec aA # A, il vient que aA est un idéal maximal de A distinct de A d’aprés la
proposition 1.1.4, aA C M ou M est un idéal maximal de A. par conséquent a € M
puisqu’en particulier pour 14 € A, a = aly € M ce qui contredit a € T pour tout T idéal

maximal de A. D’ou a est inversible. B

Définition 1.1.6. un anneau commutatif unitaire est dit local s’il posséde un unique idéal

mazimal.
Notation 1.1.1. Si A est un anneau local, on désigne par m 4 son idéal maximal.

Exemple 1.1.5. soit n € N*, p un nombre premier. Alors I'anneau Z,» est un anneau

local d’idéal maximal pZ,» et de corps résiduel Z,,.

Proposition 1.1.5. Soit A un anneau commutatif unitaire. Alors les assertions suivantes

sont équivalentes :
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1.1. Préliminaires

i) A est anneau local ;
it) A\A* le complémentaire du groupe multiplicatif A* est un idéal mazximal;

i) les diviseurs de zéro de A forment un idéal.

Preuve. ([3])

Proposition 1.1.6. Si A est un anneau local fini, alors ma = n(A).

Preuve. Soit P un idéal premier de A. Alors A/P est un corps et par la suite P est
un idéal maximal. Ainsi, P = m4 car m4 est 'unique idéal maximal. Puisque 7n(A) est
I'intersection de tous les idéaux premiers de A on a :

n(A)=maNmanN..Nmy=my donc my =n(A).R

Proposition 1.1.7. St A est un anneau local fini, alors l’idéal maximal de A est formé

de diviseurs de zéro dans A.

Preuve. Soit DZ(A) I'ensemble des diviseurs de zero de A alors, d’aprés la proposition
1.1.5. DZ(A) est un idéal, qui est contenu dans l'unique idéal maximal m 4.
De plus, les éléments de m4 = n(A) sont tous des diviseurs de zero, donc des éléments de

DZ(A). 1l en résulte que my = n(A) = DZ(A).1

Remarque: 1.1.2. Si A est un anneau local, on considére dans toute la suite, I’épimor-
phisme canonique
T A — A=A/my
a —>a-+my
Proposition 1.1.8. Soit A est un anneau local fini, alors caract(A) = p", avec n € N*

et p un entier premier.

Preuve. considérons I'application o : Z — A telle que a(k) = klqet roa : Z — A
telle que mo (k) = k.14. a et o o sont des morphismes d’anneaux unitaires.

caract(A) = p avec p entier premier. Ker(a)est un idéal de Z d’ou il existe ng € N*
tel que Ker(a) = noZ. Or Ker(a) C Ker(m o «), d'ou p divise ng. Ainsi, p divise
caract(A). Si ¢ est un autre nombre premier qui divise caract(A) alors ng = gt. Par suite
a(ng) = a(q)a(t). Sia(t) = 04, alors g divise 14 ce qui est absurde car ¢ est premier. Ainsi,
a(t) # 04 d’ott a(q) est un diviseur de zero c’est a dire a(q) € my4 et donc @(q) = 04,

d’ou 7o a(q) = 04 et ainsi p/q donc p = ¢q. D’ou il existe n € N*, tel que ng = p".1
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1.2. Parameétres des anneaux de Galois

1.2 Paramétres des anneaux de Galois

Définition 1.2.1. un anneau de Galois GR est tout anneauz local fini, non intégre tel

que mgr = pGR avec p premier et pGR = {pz/x € GR}.

Remarque: 1.2.1. le corps résiduel GR = GR/mgr d’un anneau de Galois GR est un

corps fini. Donc c’est un corps de Galois.

Exemple 1.2.1. Z/16Z est un anneau de Galois d’idéal maximal 2Z/16Z et de corps
résiduel Z/27Z.

Proposition 1.2.1. Soit GR un anneau de Galois, caract(GR) = p™. Alors,
Sil1<i<j<n-—1, alorsp'z € pPPGR implique que x € P’ 'GR.
En particulier si p'z = 0 alors v € p" ‘G R.

Preuve. p'z € p'GR alors 3y € GR tel que p'x = ply
p'z = ply implique que z = p’ 'y, donc x € P *GR.1

Proposition 1.2.2. Soit GR un anneau de Galois de caractéristique p" alors pour tout
élément non nul x de GR il existe un unique entier t € {1;2;...;n — 1}tel que x = p'u,

avec u € GR* et unique seulement en modulo p"~*.

Preuve. soit a € GR et a # Ogg,

-sia € GR* prenonst =0et u=a

- Sinon prenons h = max{i € [| 1;n — 1 |];a € p"GR}. On pose un tel ensemble car on
sait au moins que a € pGR. Ainsi , il existe * € GR tel que a = p"x. si # ¢ GR* alors il
existe y € GR tel que z = py ainsi, a = p"*'y ce qui contredit le fait que h est maximal.
si z = plu = plv; alors p'(u — v) = Ogg, d’aprés la proposition 1.2.1. v — v € p"'GR
d’ou u = p" '\ + v, Réciproquement si u = p" '\ + v, alors plu = p'v. d’ou I'unicité de u

modulo p"~t.A

Proposition 1.2.3. Soit GR un anneau de Galois de caractéristique p", alors les idéaux

de GR sont principaux et sont sous la forme p'GR, i = 0;1;...;n.

Preuve. soit I un idéal propre de GR. posons B = {i € N;p'GR C I}, B est une
partie non vide de N donc admet un plus petit élément ng. On a p"™GR C I. soit
x € I C GR. il existe un unique couple (h;u) € {0;1;...;n} x GR* tel que z = p'u. On
apilgR=a2u"t € I dou p"GR C I on a ng < h et ainsi x = p'u = p™(p'~™) € p™GR
dou I =p™GR.NA

Mémoire de DLP.E.S T [E] MBOK NDEBE JacQues DIviNe@ENS 2016



1.2. Parameétres des anneaux de Galois

Définition 1.2.2. (Modules) Soit A un anneau commutatif, un A- Module (M,+,.) est
un ensemble équipé d’une loi interne + et d’une loi externe . vérifiant :

o (M,+) est un groupe abélien.

e On a en plus les quatre propriétés suivantes :

L. a(m+m') =am+ am'

2. (a+B)m =am+ fm

3. (af)ym = a(pm)

4. 1.m =m.

Pour tous m,m’ € M et tous o, 3 € A.

Définition 1.2.3. Soit M un A-Module, un sous-module N de M est un sous-groupe de
(M, +) qui est stable par la multiplication externe par tout élément de A.
Autrement dit une partie N du A-module M est un sous-module si et seulement s’il

contient 0 et si pour tous x,y de M et pour tout « de A on ax+y € N et am € N.

Définition 1.2.4. Un A-Module M est dit de type fini s’il est engendré par nombre fini

d’élément c’est a dire il existe xq,...,x,, € M tel que M = ZA%' ;oun>1
i=1
Exemple 1.2.2. - On a A = Al c’est a dire A = (1) donc A est A-module fini.
- plus généralement, pour tout n > 1 la somme directe A" = {(ay, ..., a,)/a; € A} est un

A-module de type fini.

Définition 1.2.5. Soit M un A-module un sous ensemble B de M est une partie libre
si tout les éléments de B sont linéairement indépendants sur A. C’est a dire VYn > 1,

VB, ..., Bn, ou les B; sont deux a deux distincts.

Zaiﬂi :O:>ai :O, Vi
=1

Définition 1.2.6. Soit M un A-module un sous ensemble B est une base de M si :

1) B engendre M c’est a dire tout élément non nul m de M est une combinaison linéaire
d’élément fini de B. Ainsi m = Z a;3;

2) B est une partie libre. -

Remarque: 1.2.2. 1) et 2) de la définition précédente entraine que tout élément non nul

m de M s’écrit de facon unique sous la forme :
n

m = Zazﬂi avecn > l.a; € Aet 5; € B.
i=1

Définition 1.2.7. un A-module M est dit libre s’il posséde une base.
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1.2. Parameétres des anneaux de Galois

Exemple 1.2.3. i) A est A-module libre car il posséde la base 1.

it) A" = {(a1, ..., a,)/a; € A} est un A-module libre car il posséde la base B = (ey, ..., €,).
Ot e1 = (1,0,...,0),e5 = (0,1,0, ..., 0)...e, = (0,0, ..., 1).

1

Lemme 1.2.1. Soit GR un anneau de Galois de caractéristique p™,alors GR est une

extension simple de Zyn .

Preuve. GR le corps résiduel de GR est fini d'oit GR = F,[q]
avec F =7y, F,=F 27, F,=F/pF.

Comme GR = F,[a] on {1,@,...,a" '} est une F,- base de GR.
Soit z € GR, alors = + mgr € GR.

r—1

r+mgR = in@i avec Ng, ..., \p_1 € F,
i=0
r—1

()\z + pF)(a + TTLGR)i

™

— o

= g (A" + \imgr + pFa' + pFmgR)
i=0
r—1

D’ou z — Z N € mgr + pZynG, par suite & € Zyn[a] + pZnGR.
i=0
D’aprés le lemme 1.2.1. précédant on a donc GR = Z,»[a]. B

Proposition 1.2.4. Soient GR un anneau de Galois de caractéristique p™ et a« € GR

alors GR = Zyn[a] si et seulement si GR = Zyn[a).

Preuve. <=) Soit GR = Z,[a]. D’aprés la preuve de la proposition on a GR = Z,[a].
=) supposons GR = Z,n|a].
Soit T € GR, alors T = z + mgp, avec © € GR = Zyn[a] d'ott on a :

T = T+ Mmgr

I
>
4
3
N

S
<
£}
+
S
Q
=z

Ly [@]

Donc G_R_
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1.2. Parameétres des anneaux de Galois

Proposition 1.2.5. Soit GR un anneau de Galois de caractéristique p™.

GR est Zyn-module libre.

Preuve. puisque GR = Z,»|o] il est clair que GR est un Z,»-module libre.

Proposition 1.2.6. Soit GR un anneau de Galois de caractéristique p", alors son cardinal

est égal a p"" et on note | GR |=p"", ou r € N*.

Preuve. De ce qui précede GR est un Z,»-module libre.
soit {1gr, @, ...,@" "'} une Zpn-base de GR. Alors GR & (Z,»)" d’ott on a :
|GR| = [(Zp)" ]

- | L |T
= (") car | Zy |=p"
= p".1
On obtient ainsi une représentation additive des éléments de GR pour tout =z € GR,
r—1
T = Z \al, avec \; € Lo .
=0

Proposition 1.2.7. Un anneau de Galois GR de caractéristique p™ et de cardinal p™" est

unique a isomorphisme pres.

Preuve. Soit GR' un autre anneau de Galois de caractéristique p™ et de cardinal p™”
il ressort que GR et GR’ sont des corps finis isomorphes. Soient @ et o/ les générateurs

respectifs de GR et GR, alors GR = Z,»[GR] et GR' = Z,»|GR'] sont isomorphes.

1.2.1 Une description polynomiale des anneaux de Galois
soit
II: GR — GR

r +— I +Mmgr
L. . i ) . ) L.
un épimorphisme canonique d’anneaux de Galois alors on peut ’étendre a un épimor-

phisme canonique d’anneaux des polyndémes définit par :
¢: GR[X] — GR[X]
fooo—= (P
Définition 1.2.8. Un B-polynome g € GR[X] est un polynoéme irréductible unitaire tel
que 7(f) soit primitif sur GR.
L’anneau Zyn [ X]/(f) est un anneau de Galois de caractéristique p™ et de cardinal égal a

nr

p"" ou f est un B- polynome de degré r.
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1.3. Relévement de Hensel ([6])

Notation 1.2.1. Dans la suite on notera par GR(p",r) tout anneau de Galois isomorphe

a Zpn [ X]/(f) ot f(X) € Zyn[X] est un B-polynéme de degré r

1.3 Relévement de Hensel ([6])

Lemme 1.3.1. soient p un nombre premier; k un entier naturel supérieure ou égal a 2
et P € Zy[X] un polynome unitaire, tel que

P = QR(modp)

pour Q, R € Z,[X], deux polynomes unitaire premiére entre eux, il existe un unique couple
(QW, R®) de polynomes unitaires de Z,.[X),tel que

1. P=QWR®,

2. Q™) = Q(modp) et R® = R(modR),

3. QW et R®) sont premiers entre eux.

De plus, on a deg(Q®) = deg(Q) et deg(R*™) = deg(R).

L, = LJ/pZ est un corps car pZ est un idéal maximal de Z ainsi Z,[X] est un anneau
principal et donc factoriel. Par conséquent, tout les polynémes a coefficient dans Z, se
décompose de fagcon unique en produit de facteur irréductibles, c’est a dire, pour tout
polynomes P € Z,:[|X], P s’écrit :

P = flrfk lkl (modp) ou fi, ..., fi sont des polynémes irréductibles de Z,[X] et ki, ..., k
sont des entiers strictement positifs. D’apres ce qui précéde, on peut généraliser le lemme
de Hensel par récurrence sur le nombre des facteurs afin d’obtenir la factorisation de tout

polynome de Z,.[X], a partir de sa factorisation dans Z,[X].

Théoréme 1.3.1. soient p un nombre premier, k un entier supérieure ou €gal a 2 et
P € Z,[X] un polynome irréductible, tel que :

P = flkl...flf(modp) la factorisation de P dans Zy[x], o fi,..., fi sont des polynomes
wrréductibles et kq, ..., k; sont des entiers strictement positifs. Il existe un unique l-uplet
(ggk), ...,gl(k)) de polynomes unitaires de Z,.[X], tel que

1. P= ggk)...gl(k),

2. 9" = " (modp),

3. les gi(k) sont deux a deux premiers entre eux.

Le théoreme ci dessus permet de constater que, les polynomes de Z,x[X] se décomposent
(k)

de fagon unique en produit de polynomes du type des g;"’, sont tel que réduits modulo p
sont des puissances de polynomes irréductibles de Z,[X]. cette propriété va nous permettre

de définir le relevé de Hensel d’un facteur de X™ — 1, ou n et p sont premier entre eux.
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1.3. Relévement de Hensel ([6])

Dans un tel cas, X™ — 1 ne posséde que des facteurs simples.

Définition 1.3.1. soient Q) et R deux polynomes de Z,[X] tels que X" —1 = Q(X)R(X)
ou n et p sont premiers entre eux. On appelle relevé de Hensel d’ordre k du polyndéme @,

le polynome Q¥ du couple (QW, R™).

Proposition 1.3.1. Soit Q € Z,[X], un facteur de X™ — 1. Son relevé de Hensel d’ordre
k divise X™ — 1 dans Z,[X].

Preuve. Ceci découle du fait que X" — 1 = QW (X)R®(X) dans Z,[X]. Dans la suite

le cas p = 2 fera 'objet de notre préoccupation.

Proposition 1.3.2. Soient Q € Zy[X] un facteur de X?>"~' — 1 et QW € ZE[X] son
relevé de Hensel d’ordre k.

Posons QW) (X) = P(X) — I(X) ou P contient les monémes de degré pair et I ceur de
degré impair. On a alors Q*+Y(X) = £(P%(2?) — I*(X)), les opérations étant faites dans

Zg“[X] et le signe étant choisi pour que Q™Y soit unitaire.

Preuve. ([7]) Par construction, P%(X) — Q*(X) n’a que des monomes de degré pair, le
polynome unitaire f(X) € Zy1[X] tel que f(X?) = £(P?(X) — Q*(X)) est bien défini.
Ona f(X?) = +£(P(X?) - Q(X?)) = Q(X?) (mod2)
Car lapplication R(X) — R*(X) se réduit a R(X) — R(X?) sur Zy[X].
Donc f(X) = Q(X)(mod2). il reste a vérifier que f divise X2 ™1 — 1 dans Zos1[X].
f(X?) = £Q™(X)Q™ (X) les opérations faites dans Zor+1 [ X]. Par hypothése , Q) divise
X?2"=1 — 1 dans Zy[X]. On peut écrire
X" 1 = QW(X)A(X) + 28 B(X),
ou A(X) et B(X) sont deux polyndomes de Zgr+1[X]. cela nous donne également
(X)) = 1= QW(-X)A(-X) + 2*B(-X)
Alors
X" 1 = (X)X )

= (X ==X -1

= —QW(X)QW(X)AX)A(=X) — 2(QU(X)A(X)B(~X)

QU= X)A(~X)B(X))

Posons Q%) = P(X) — I(X), A(X) = P(X) — I,(X) et B(X) = P(X) — I,(X),
ou P(X), P,(X)etPy(X) ne contiennent que des monoémes de degré pair et 1(X),
I,(X) et I,(X) ,ceux de degré impair. On a ainsi
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1.3. Relévement de Hensel ([6])

X (Py(=X) = Ip(—X))

H(P(=X) = I(-X))(Pa(—X) — Lo(—=X))
X (Pp(X) — In(X))

= (P(X) — I(X))(Pa(X) — Ia(X))

X (Pp(X) + In(X))

+(P(X) + 1(X))(Pa(X) + La(X))

X (Pp(X) — In(X))

=2(P(X)Po(X)Pp(X) — P(X)Io(X)1p(X)
—Po(X)I(X) 1 (X) + I(X)La(2) Py (X))

Donc on peut écrire

1.3.1 Exemple d’application

Dans Z,[X], X7 — 1 se factorise sous la forme
XT—1=(X3+X+1)(X3+X>+1)(X - 1)
Posons Q) = X3+ X +1€ Z, [X] et appliquons la proposition précédente pour calculer

son relevé d’ordre 3. On a

P(X) = 1 [mod2]

QX)) = X*+X [mod2

Ainsi

QY(X?) =  £(PY(X)-I*(X))  [modd]

= £(1—-X5—2X*— X?) [mod4]
X0 4+2X*4+X2—1  [mod4].
D’ou

QY (X) = X3 +2X2% + X — 1[mod4] est le relevé d’ordre 2 du polynome Q.

Donc
GR(2%3) = Z4[X]/id(X? + 2X? + X — 1). De méme on a
Q(X?) = £((2X7 - 1)? = (X7 = X)?) [modg]
= £AX'—4X? 11— XO—2X' — X?) [mods)]
= +(—X0 42X+ 5X% +1) [mod§]
= X6 —2X14+5X% -1 [mod§]
= X0+ 6X*4+5X2+7 [mods).

Ainsi le relevé d’ordre 3 de X3 + X + 1 est :
f(X)=X346X?+5X + 7 sur Zg[X].
Donc

GR(2%,3) = Zg[X]/id(X?® + 6 X% +5X + 7)

On vérifie aisément que
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1.3. Relévement de Hensel ([6])

F(X) X (X*4+2X? +7TX?*+5X +1) = X" — 1 [mod8].
I ressort que X* +2X3 +7X? +5X + 1 est le relevé d’ordre 3 de (X — 1)(X? + X%+ 1).
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CODES LINEAIRES SUR UN

ANNEAU DE GALOIS

Dans le chapitre précédent nous avons fait une étude sur les anneauzr de Galois. Dans

ce chapitre nous intéresserons aux codes linéaires sur un anneau de Galois.

2.1 Quelques rappels sur les codes

Dans la suite, on considérera GR(p™,r) comme un anneau de Galois de caractéristique

m

p™ et de cardinal p™"

Définition 2.1.1. un code linéaire de longueur n sur GR(p™,r) est un GR(p™,r)-sous
module de GR(p™,r)".
Si C est un code linéaire sur GR(p™,r) alors tout élément de C' est appelé mot de ce code.
Définition 2.1.2. On appelle distance de Hamming toute application définit par :
dy : GR(p™,r)" x GR(p™,r)" —> N
(z,y) — [ {iell Lin(]/zi # yi} |
Avec; © = (21, ..., x,) ety = (Y1, -, Yn)-
Exemple 2.1.1. Soient a = (1,1,1,0,1,0) et b = (1,0,1,1,0,0) de mots de code de

longueur 6 alors leur distance de Hamming est 3,c c’est a dire dg(a,b) = 3.

Définition 2.1.3. On appelle poids de Hamming d’un mot x U'entier naturel noté wy(x),o0t
wy est Uapplication définie par :
wy : GR(p™,r)" — N
x — [{iell Ln|]/z: # 0} |
Exemple 2.1.2. En prenant les mots de codes de 'exemple 2.1.1 on a wy(a) = 4 et

16



2.1. Quelques rappels sur les codes

Remarque: 2.1.1. pour tous z,y € GR(p™,r)" on a :

i) du(z,y) = wp(x — y)

i1) dy(x,0) = wy(x).

Définition 2.1.4. Soit C un code linéaire de longueur n sur GR(p™,r). On appelle dis-
tance minimale ou poids minimal de C' ’entier naturel noté d tel que

d = min{wy(x);x € C;x # 0.}

Nous avons abordé dans le chapitre précédent, les notions de modules de type finis et mo-
dules libres. De plus nous savons que les codes linéaires sur les anneaur de Galois sont
les sous modules de ces anneauxr donc des modules. Le probléme qui se pose est celui de

savoir si les codes linéaires sur un anneau de Galois sont-ils libres ou fini ?

Proposition 2.1.1. Les codes linéaires de longueur n sur GR(p™,r) sont de types finis

Preuve. Soit C' un code linéaire de longueur n sur GR(p™, r) ;par récurrence sur n.
Sin =1, alors, C' est un GR(p™,r)- sous module de GR(p™,r), d’out C est un idéal de
GR(p™,r) donc C = (p'),t € [| 1,n |] par conséquent C' est de type fini.

Supposons le résultat vrai pour tout entier strictement plus petit que n.

Posons M; = {(a,0,0,...,0)} € GR(p™,r)"/a € GR(p™,r)}, alors C; = C' N M; est sous-

module de M; = GR(p™,r) donc C est de type fini . De plus l'application
p: C — GR(P" ) /M
telle que
c — plc)=7¢

Kerp = {ceCJec= M}
= {ceC/ce M}
- CﬂMl

= Cl
GR(p™,r)" /M, = GR(p™,r)" donc ¢(C) sous-module de GR(p™,r)"/M; est de type

fini par hypothése de récurrence.
Soit (771, T3, ..., Tx) une famille finie engendrée par p(C), z; € GR(p™,r) et (y1,...,y,) une
famille finie engendrant Cy comme ¢ est linéaire on a donc (xy, ..., Tk, Y1, ..., yp) engendre
C' il en résulte que C est de type fini.H

Nous avons démontré que tout code linéaire de longueur n sur 'anneau GR(p™, r) est
de type fini. Est-il aussi libre ?
Si n = 1 considérons les GR(p™, r)-sous-modules du GR(p™, r)-module libre GR(p™,r),
c’est a dire les idéaux de GR(pm, T).
ces idéaux sont principaux et sont sous la forme p'GR(p™,r); ou i € [| 1,m || et la

condition p‘A = 0 n’implique pas toujours A = 0. A cause du caractére non intégre de
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2.2. Matrice génératrice et matrice de controle

GR(p™,r) (en effet pour A € mgR(p™,r), \# O on a p™'A=0).

On peut conclure que les codes linéaires n’admettent pas toujours de base. Précisons tout
de méme que le probléme est résolu sur les codes linéaires de longueur n sur un anneau
principal A, mais notre étude sur les codes linéaires de longueur n sur ’anneau non intégre

GR(p™,r) est enrichi par le module GR(p™,r)" qui lui admet un base.

2.2 Matrice génératrice et matrice de controdle

Un code linéaire de longueur n, de dimension k et de distance minimale d sur corps fini
F, noté C'(n, k,d) est sous espace vectoriel de I donc posséde une base, par conséquent
sa matrice génératrice est toute matrice k x n dont les k lignes forment une famille
génératrice et libre de C. Cependant un code linéaire de longueur n sur GR(p™, r) en tant
que GR(p™, r)-sous-module de GR(p™, r)" est de type fini mais n’admet pas toujours une

base. Qu’en est-il de sa matrice génératrice ?

2.2.1 Matrice génératrice

Définition 2.2.1. la matrice génératrice d’un code linéaire C' sur GR(p™,r) est une

matrice dont les lignes forment une famille génératrice minimale de C' (engendrent C' ).

Exemple 2.2.1. Dans GR(22,1),
C = {000,010, 020, 030, 102, 112, 122, 132, 200, 210, 220, 230, 302, 312, 322, 332} est un sous-
module de GR(2%,1)3; donc c’est un code linéaire de matrice génératrice

1 0 2

010

G—

Théoréme 2.2.1. (/6]) Grice au caracteére libre du GR(p™,r)-module GR(p™,r)", tout
code linéaire C' de longueur n sur GR(p™,r) posséde ,a permutation pres, une matrice

génératrice dite de forme normale :

I, Aoax Aog . . . Aom Ao
0 plp, pAis . ) ) pAl,m pA;
O O p2Ik2 pzAg;g . . p2A27m p2A2
G: f—
0 0 . . ) p"”“llk,w1 pmflAm_Lm e W

O les A;; sont des matrices d’ordres k; x [; & coefficient dans {0,1,...,p — 1} et I, est
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2.2. Matrice génératrice et matrice de controle

m—1
la matrice identité de taille k; avec A; = (Iy,, Ai1, ..., Aim) et kp, =n — Z k;
i=0

Ao
Ay

on a associe & G la matrice A = avec A; = (ig;, Ainy ooy Aim),

Amfl
p’LAZ = (O, O, ceey O,pi[ki,piAi7i+1).

Proposition 2.2.1. Soit C' un code linéaire de longueur n sur GR(p™,r).
m—1

Alors rggr(C) = Z k;; ot k; € N*.

=0

Preuve. C admet une matrice génératrice GG sous la formes normale comme ci-dessus et
m—1

ainsi rgarpm ) (C) = Z k;; on k; € N* car les k; lignes sont linéairement indépendants
i=0
ceci découle du fait que GR(p™,7)* est libre .

2.2.2 Matrice de controle
produit scalaire

On définit le produit scalaire sur GR(p™,r) par :

n—1
pour tous z,y € GR(p™, )", x.y = szyz
i=0

Il est appelée produit scalaire par abus car elle n’est pas défini positive.

Exemple 2.2.2. Sur GR(2%,1), ¢ = (202) # 0, mais
ce = 440+4

= 0[mod§]
permet de définir une notion de dualité sur GR(p™, ).

Les opérations étant effectuées dans GR(p™,r). Ce produit scalaire

code dual sur GR(p™,r)

Définition 2.2.2. Soit C' un code linéaire de longueur n sur GR(p™,r). On appelle code
dual du code C' et on note C+, le sous-module de GR(p™, r)" définir par :
Ct={x e GR(™ r)"/Vy € C;z.y =0}

Proposition 2.2.2. C* est un code linéaire de longueur n sur GR(p™, 7).
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Preuve. pour tout x € C, (x,0) =0 dou 0 € C*.
Soient A € GR(p™,r) et y,yy € C* pour tout z € C
(z, Ay) = Az, y) =0
(ry+y) = (z,y) +(2y)
= 0+0
= 0
Donc C+ est code linéaire.

Remarque: 2.2.1. C* étant un code linéaire, alors il posséde une matrice génératrice.

Définition 2.2.3. Soit C' un code linéaire de longueur n sur GR(p™,r). On appelle ma-
trice de controle du code C notée H la matrice génératrice du code dual C+ de C. Lorsque
la matrice génératrice du code linéaire C est sous la forme normale, la matrice génératrice

du code dual se met sous la forme :

BO,O BO,l . . . BO,m—l Ilm
pBl,O . . . pBLm_Q lem—l 0
H—
m—1 m—1
p Bm—l,O P Ill 0 0 0

Ou les Bi, j sont de dimension l,—y X l; a coefficients dans {0,...,p — 1} C GR(p™,r).

cela entraine a la conséquence suivante.
m—1

Proposition 2.2.3. le code dual C+ de C a H i mots.
i=0

Preuve. ([6])

Remarque: 2.2.2. la notion de dualité pour les codes linéaires sur GR(p™, r) est proches

de celle définie pour les codes linéaires sur un corps fini.

Proposition 2.2.4. Soit C' un code linéaire sur GR(p™,r). Le code dual de C* est le

code C luit méme. C’est & dire

(CHt =C.

Preuve. Soit C* le code dual de C' définit tel que

C+ ={z/Vy € C,z.y = 0}. De méme le code (C+)* est définit tel que

(CH)t = {a/¥b € C*,a.b=0}. Or pour tout x dans C et pour tout a dans C*, x.a = 0,
donc C' C (C+)*.

Soit a € (C+)*. alors Vb € Ct,a.b=0
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2.3. Construction des codes linéaires sur un anneau de Galois.

OrVae C,Vbe C*t, ab=0. Car C C (C+)*.
Donc a € C par conséquent (CH)+ C C.1

Exemple 2.2.3. Sur Z,y: posons
C' = {000,010, 020, 030, 102, 112, 122, 132, 200, 210, 220, 230, 302, 312, 322, 332},
C est un code linéaire sur Zy2,s0n code dual est C*+ = {000, 201, 002, 203}

On vérifie aisément que (C+)*+ = C.

2.3 Construction des codes linéaires sur un anneau de

Galois.

connaissant une chaine de codes linéaires de longueur n sur un corps quelconque, nous

allons donner une construction de ce code sur les anneaux de Galois.

Notation 2.3.1. Soient C' un code linéaire de longueur n et A € GR(p™, ),
(C,\) ={z € GR(p™,r)"/ \x € C}.

Proposition 2.3.1. (C,\) = {z € GR(p™,r)"/ \x € C} est un code linéaire de longueur
n sur GR(p™,r).

Preuve. soient x = (21, ...,2,),y = (Y1,---,Yn) € (C, N),
ona Az +y) =AMz + Ay € C car C est un code linéaire. Par ailleurs,
pour x = (x1,....,x,) € (C;A) et a € GR(p™,r),MNazx) = a(Axr) € C car C est code

linéaire. Donc (C, A) est code linéaire de longueur n sur GR(p™, ).

Remarque: 2.3.1. (C,)\) = {Z/x € (C,)\)} est un code linéaire sur GR(p™,r) qui
provient de (C, \).

Lemme 2.3.1. Soit C' un code linéaire de matrice génératrice G dans la forme standard

et A la matrice associée a G . Alors, pour 0 <i <m—1, (C,p’) a une matrice génératrice
Ay
Ay

de la forme ' et dim(C,p*) = ko + ... + k;.

A

Proposition 2.3.2. Soit Ey C E; C ... C E'm — 1 une chaine de codes linéaires de

‘A

longueur n sur corps fini GF(q),q =p".
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2.4. Cardinal d’un code linéaire de longueur n sur GR(p™,r).

Alors il existe un code linéaire C' de longueur n sur GR(p™,r), tel que, (C,p') = E;, pour

touti e[| 1,m—1]].

Preuve. Pour GF(q), ¢ = p" on construit 'anneau de Galois GR(p™,r),

tel que, GR(p™,r) = GF(q)

Posons n; = dim(E;). chaque E; admet une matrice n; X n sous la forme systématique
Ly
Ly

Mg — c’est a dire la sous matrice constituée telle que les n; colonnes soit la

Li
matrice identité I,,,. Ainsi choisissons les matrices A; a coefficients dans GR(p™, ) tel que
A; = L; et définissons le code linéaire C' sur GR(p™,r) de matrice génératrice

Ao
pAy

D’aprés le lemme précédent, (C,p') = E;,i=0,1,....m—1. B

pm_lAmfl
Remarque: 2.3.2. le code linéaire C' n’est pas unique car dépend du choix de s A; et les

coefficients des A; dépendent du choix des représentants des classes modulo P.

2.4 Cardinal d’un code linéaire de longueur n sur GR(p", ).

Définition 2.4.1. Soit C' un code linéaire de longueur n sur GR(p™,r) de matrice géné-
ratrice G. On appelle encodeur lapplication ¢ : GR(p™, r)¥ — GR(p™, r)", telle que
d(u) = uG = (ug, ugAo1 + put, ..., UgAgm + oo + P 1Ay _1m), pour tout

m—1

u = (Ug, .., Um_1) € GR(p™,7)*, avec k = Z ki et u; € GR(p™,r)ki.
i=0

Proposition 2.4.1. Soit C un code linéaire de longueur n sur GR(p™,r). De matrice gé-

m—1
nératrice G sous la forme standard. Alors p(GR(p™,7)*) = C et Ker(¢) = H PTIGR(p™, )k
i=0

Preuve. pour tout u = (ug, ..., Um_1) € GR(p™,7)*, u; € GR(p™, 7)*,
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2.4. Cardinal d’un code linéaire de longueur n sur GR(p™,r).

m—1
on a ¢(u) = uG = ZuipiAi. Donc uGG est combinaison linéaire des éléments p'A;,
i=0
i=0,1,....,m—1, or p’A; € C car ce sont les lignes de la matrice génératrice G de C.
m—1
Ainsi, ¢(u) = uG = Z up'A; € C d’ont ¢(GR(p™,7)*) C C.
i=0

m—1

Par ailleurs, si ¢ € C alors ¢ = Z ap'A;, ot @ = (g, ..., m—1) € GR(P™,7)*,

mflizo
a; € GR(p™,r)ki. Ainsi ¢ = Z ap'A; = oG = ¢(a)
= m—1
Donc, ¢(GR(p™,7)*) = C. 1l reste & montrer que Ker(¢ P 'GR(p™, )k pour
=0

cela :

Soit u = (ug, ..., Um—1) € GR(p™,7)*, u; € GR(p™,r)k, tel que ¢(u) = 0 on sait que

d(u) = uG = (ug,ugAo1 + put, ..., ugAom + o + D" M1 Am_1.m)(x); ainsi ¢(u) = 0
)

implique que ug = 0 d’ott pu; = 0 et don u; € p™ 'GR(p™,r)*, et par itération
m—1

u; € P GR(p™, r)* pour tout i = 0,...;m — 1. Ainsi Ker(¢) C P T'GR(p™, vk le
o

calcul par (%) donne ¢(u) = 0 d’ou x € Ker(¢) et donc Ker(¢) = PTTIGR(p™, ) W
i=0

Théoréme 2.4.1. Soit un code linéaire de longueur n sur GR(p™,r). Alors
1) les paramétres ko, kq, ..., kn_1 sont les méme pour une matrice génératrice G sous la
forme standard.

=P

2) le nombre de mots de ce code est | C |=| GR | (io =0

Preuve. 1) Les k; sont uniques car ky = dim(C, p°) = dimC et
k; = dim(C,p?) — dim(C,p—1) pour i = 0,1, ...,m — 1.
2) Posons k(C') = mz_l(m — 1)k;, puisque G est la matrice génératrice de C, considérons
I’application =
¢: GR(p™ r)* — GR(@™r)"

u — o(u) = uG

avec uG € C

comme Ker(¢) = H P GR(p™, r)* alors
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2.5. Décomposition d’un code linéaire de longueur n sur GR(p™,r)

m—1
C = GRp™, )" ] v GRO™, )"
i=0

,_.

m—

I

r)/p" T GR(p™, 7))

'L:O

m—1
&~ H (p'GR(p
car GR(p™ >/pm—zGR<p 1) = pP'GR(p™, r). comme | p'GR(p™,r) |= | GR(p™,r) [,
alors

m—1
¢ = JIUGRG™ ")
=0

) [N

= | GR(p™,r

m—1
Comme | GR(p™,r) |=p™alors | C |= p(io ).I

Notation 2.4.1. k = k(C) = ng(C) = k’o(C) + ...+ k‘mfl(C) = ko + ...+ k‘m,1 et
ki = ki(C) = dim(C, p') — dim(C,p*~1), on k; est le nombre de ligne divisible par p' et

non par p'*! dans la matrice génératrice sous forme standard.

Proposition 2.4.2. Soient C' et D deux codes linéaires de longueur n sur GR(p™,r). Tel
que C C D et k;(C) =ki(D),i=0,1,....m—1; alors C = D.

Preuve. Comme C C D, alors C' est un GR(p™,r)- sous-module de D. Ainsi on a :

(Zm - zm(m)
p

[C] = p\i=o
m—1
( (m — i)kz‘(D))
— pli=0
= | D |.
DoncC=D. 1

2.5 Décomposition d’un code linéaire de longueur n sur
GR(p™,r)

Proposition 2.5.1. Tout code linéaire C' de longueur n sur GR(p™, 1), peut se décomposer

de facon unique en somme directe comme suz’t

¢= @(GR(pm7 r)/p" T GR(p™, ) @p GR(p ) pour k;(C) >0
i=0
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2.6. Encodage sur les codes linéaire dans un anneau de Galois

m—1 m—1
Preuve. Lasomme directe @ P'GR(p™, )% est un sous-module du H (P'GR(p™, )
i=0 1=0

comme {0, 1,...,m — 1} est fini, alors la somme directe coincide avec le produit direct. B

Remarque: 2.5.1. toute matrice génératrice d’un code linéaire C' peut se mettre sous la

forme standard et posséde k(C') lignes.

2.6 Encodage sur les codes linéaire dans un anneau de

Galois

Le principe de ’encodage voudrait qu’au préalable, on code un message avant de I'en-
voyer. Les codes linéaires présentent plusieurs avantages dans le processus d’encodage,
en ce sens qu’il suffit premiérement de stoker la matrice génératrice G du code C pour
connaitre tous les mots du code. Et deuxiémement, pour envoyer un message envoyer un
mot ¢ = ¢i¢o...c;, = (c1,...,c;) € GR(p™,r)*, ot k < n, on le code en effectuant c.G
qui fait passer le mot ¢ en un mot de code et c’est ainsi que tout mot ¢ = cycs...c, sera

transmis sous la forme codée c¢G. Ainsi on a la définition suivante :

Définition 2.6.1. On appelle encodeur tout homomorphisme défini par :
0: GR(p™,r)k — GR(™, )"

c — cG
Ou G la matrice génératrice du code C' et ¢ est un mot de code de C.

Cependant une fois que le message codé est regu, aprés avoir transité sur un canal bruité
qui est susceptible de perturber le message et donc lui apporter des erreurs des problémes
se posent.

1) comment détecter les erreurs?

2) comment les corriger ?

2.7 Détection/Correction

2.7.1 Détection

Définition 2.7.1. Soit C un code linéaire de longueur n sur GR(p™,r) et d sa distance
minimale. On dit que C détecte t erreurs si le mot y € GR(p™,r)" tel que wy(y) <t ne

sont pas dans C
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2.8. Codes cycliques sur GR(p™,r)

Propriété 2.7.1. Les codes lincaires détectent toujours t erreurs lorsque t < d.

Preuve. Soit y € GR(p™,r)" tel que wy(y) <t .Onawy(y) <t<d(*),siyeC
alors wy (y) >t ce qui contredit (*) donc y n’appartient pas & C.H

2.7.2 Correction

Définition 2.7.2. On dit qu’un code C corrige t erreurs si pour tout y € GR(p™,r)™ tel
que d(y,C) <t , il existe un unique x € C tel que d(y,C) = d(y, x)

Proposition 2.7.1. Un code C de longueur n sur GR et de distance minimale d, corrige

. d—1 . . .
toujours t erreurs lorsque t < E 5 ou E est la partie entiere.

Preuve. Soit y € GR(p™,r)" tel que d(y,C) <t

d(y,G) = min{d(y,z)/x € C}, d’ou il existe z1 € C' tel que d(y,C) = d(Y, x1), sil existe
aussi xy € C, x9 # 11 tel que d(y, C) = d(y, z2) alors

d(x1,22) < d(y,x1) + d(y, x2)

< d(y,C) +d(y, C)

- d—1 d-1
2 2

< d

Ce qui contredit la minimalité de d. Donc x; = x».

Définition 2.7.3. Soit C un code linéaire de longueur n et de distance minimale d. On

d—1
appelle capacité correctrice de C' l'entier naturel e tel que e = F (T)

2.8 Codes cycliques sur GR(p™,r)

Dans toute cette section on se restreint au cas ou la longueur n des codes est premier

avec p

Définition 2.8.1. L’application définie par :

r: GR(p™,r)" — GR(p™,r)"
() () est un automorphisme de GR(p™, )" ap-
(x07$17-~-axn—1) — (xn—laan“-axn—Q)

pelé opérateur de shift.

Définition 2.8.2. Un code linéaire de longueur n sur GR(p™,r) est dit cyclique si C' est
stable par Uopérateur shift c¢’est a dire pour tout ¢ = (cg, ...,cn—1) € C alors I'(c) € C.

Remarque: 2.8.1. Un mot ¢ = cycy...c,—1 de GR(p™,r) peut étre vue comme un po-

lynome c(z) = ¢y + 12 + ... + ¢, 12" de GR(p™, r)[X] et dans la congruence modulo
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2.8. Codes cycliques sur GR(p™,r)

2" —1,0ona " —1 =0 clest a dire 2" = 1. Ainsi zc(z) = c,_ 12" + T + ... + Cp_oz™*

donc we(x) = ¢y + T + ... + Cpox™ L car 2" = 1.

Considérons 'application :
v:  GR(p™r)"r — GR, = GR(p™,r)[X]/id( X" — 1)

c=(coy.Cn_1) > Co+CT+ ...+ <X -1 >
Ou < X™ — 1 > est un idéal de GR(p™, r)[X] généré par X™ — 1. Comme dans les corps

finis ¥ est un morphisme d’anneaux, or W est surjective par définition il est alors un

isomorphisme de GR(p™,r)-modules qui envoie les codes cycliques de GR(p™,r) sur les

idéaux de GR,, = GR(p™,r)[X]/id(X" — 1).

Proposition 2.8.1. Soit C' un code linéaire de longueur n sur GR(p™,r). Alors C est
cyclique si et seulement si C' est idéal de GR,, = GR(p™,r)[X]/id(X"™ — 1).

Preuve. <) Supposons que C soit un idéal de GR,, = GR(p™,r)[X]/id(X™ — 1) et

n—1 1

c(r) =co+crx+ ... + ¢, 12" un mot de code,alors xe(x) = ¢,_1 + cox + ... + ¢z
est également un mot de code vu que C' est idéal donc (¢,_1, ¢, ..., cn_2) € C.

=) Supposons que C' est cyclique. Si ¢(z) € C alors zc(z) € C et par suite z'c(z) € C
pour 0 < i < n — 1.Comme C est linéaire alors, a(z)c(z) € C pour tout polynéme a(x).

D'ou C est idéal de GR,, = GR(p™,r)[X]/id( X" —1). B

Théoréme 2.8.1. (/6])

Soient I un idéal de GR(p™,r)[X]/id(X™ — 1). I existe une unique famille {f;} C
GR(p™,r)[X] de m + 1 polynomes unitaires deur & deux premiers entre eux, vérifiant
ﬁfm = X" — 1, et telle que

I= (f()?pflap2f27 "'apm_lfmfl)
Ou les f; sont définies par flﬁ = X" — 1.D’autre part, l’élément

m—1
g=fo+pfi+pP°fot+ ...+ p" 1 est un générateur de I et | I |= H plm—ideg(fi)
i=0

Corollaire 2.8.1. L’anneau GR, = GR(p™,r)[X]/id(X"—1) a (m+1)" idéaux distincts,
ou | désigne le nombre de facteurs irréductibles de X™ — 1 dans GR(p™,r)[X].

Preuve. Nous savons que tout idéal de GR(p™,r) = Zm[X]/(f), avec f irréductible
de degré r et facteur de X™ — 1,a m + 1 idéaux. Comme [ est le nombre de facteurs
irréductibles et unitaires de X™ — 1, le nombre d’idéaux de GR,, est (m + 1) B.

Dans la suite nous nous intéresserons essentiellement aux idéaux pour lesquels
fimfh==fma=1

cet intérét provient du fait que ces idéaux s’obtiennent par relévement de Hensel des codes
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2.8. Codes cycliques sur GR(p™,r)

cycliques sur GR(p™,r). En effet, le générateur g(z) de tout code cyclique sur GR(p™, r)
est diviseur unitaire de X" — 1 dans GR(p™,r)[X], sans facteur multiple puisque p ne
divise pas n. On peut donc lui appliquer le relévement de Hensel, et obtenir un diviseur

unitaire g (X) de X™ — 1 dans GR(p™, r)[X].

Définition 2.8.3. Soient g(X) € GR(p™,r)[X] un diviseur de X" — 1 et ¢g®)(X) €
GR(p™,r)[X], son relevé de Hensel d’ordre k.

Le code Cpp =< g™ (X) >C GR(p™,r)[X]/id(X" — 1) est appelé code de relevé du code
cyclique C =< g(X) >. Le polynome G*(X) est appelé le générateur de code Copr

Propriété 2.8.1. Soit ¢ € GR(p™,r)[X] un polynéme unitaire divisant X™ — 1. La
famille

{g™(X), Xg®(X), ..., X" 1g®) (X))}, avec d = deg(g™) (X)) est une famille génératrice
du code Cp. = g®(X) € GR(p™,r)[X]/id(X™ — 1), et linéairement indépendante sur
GR(p™,r)[X]. C’est donc une base de Cp.

Preuve. GR(p™,r)[X]/id(X™ — 1) étant principal, alors < g*) > est un idéal principal
ainsi tous ses éléments s’écrivent sous la forme de combinaison linéaire sur GR(p™, ) des
¢éléements de la famille considérée. Cest a dire forment une famille génératrice de < ¢g®) >.
Montrons qu’elle est linéairement indépendante sur GR(p™, r)
posons ¢ (X)h®) (X) = X" — 1, soit (a;) € GR(p™, )"~ tel que ZaiXig(k)(X) =0€
GR,

n—d-1
Alors A(X) = Z a;x" est un multiple de h®). Or deeg(A) < n—d—1 et deg(h®) = n—d.
Done A(X) = 0 Le a; = 0 Vi,

Par conséquent la famille est libre H.

n—d
Propriété 2.8.2. Posons g% = Zg§k)Xi. Alors la matrice

=0
k k k
a” a? . gy 0 o0
k k k
0 g o .. . dPo0 0 0
k k k
0 . . gé) g§) .o g,(l,)d

est une matrice génératrice de dimension n X (n —d) du code cyclique Cp =< g® > et

n—d)

ce code a p™ mots de code.

Propriété 2.8.3. Le dual d’un code cyclique est un code cyclique.
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2.8. Codes cycliques sur GR(p™,r)

Preuve. Soit x = (11,79, ...,x,) € C* vérifions si I'(z) = ['(z1, 22, ..., 7,) € C*
Soit ¢ = (¢1,Ca, ..., ) € C
[(z)e = T(x)I'(T(c))
= (Tp, Z1, o0 T1) (T7HE)n, T7HE) 1, ooy D7) 1)
= z['(e)
0
car '"!(c) € C d’ou le résultat.

Définition 2.8.4. Soit C' un code cyclique sur GR(p™,r). Engendré par g(X).
On appelle polynéme de controle de Cyr le polynome R (X) € GR,[X], tel que,
X" —1=g®(X)hM(X). Le dual C3;, de Gy est engendré par :

A = ExI®(x)

d
_ 1 (k) xri
= w2 X
=0
ce polynome est appelé polynome réciproque de h\®.
Remarque: 2.8.2. deg(h™) = n — deg(g™) = dim(C,x).

Propriété 2.8.4. Soient Cpr =< ¢®) >C GR, un code cyclique et h'*) son polynome de
controle. le code dual C’ch est cyclique et est engendré par le polynome réciproque de h™*).

Par conséquent, la matrice

T N A | .0

o a®, A® . nP 0o . . 0
=

0 . N (I P 1 1 L1

0 . R Y P A 1

est la matrice génératrice de dimension n X d du code dual C’Iﬁ et ce code a p* mots de

code.

Preuve. (|6])

Exemple 2.8.1. prenons ¢®)(X) = 7 + 5X + 6X2 + X® polynome de Zg[X] facteur
irréductible de X7 — 1 et Cys =< ¢®(X) >. Alors sa matrice génératrice est :
7561000
075 6 1
0756
0075

S = O

0
0
1

o O
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2.8. Codes cycliques sur GR(p™,r)

Déterminons le polyndome générateur 7™ de Cy.
Onag®(X*4+2X3 +7X2 +5X +1)=X"—1,
dou A (X) =14+5X +7X% +2X3 + X4,
Ainsi
A = 1x xm®(xe

= XU X +2X 3 4+7X 245X 1 +1) .

= 1+2X +7X%+5X3 + X1
La matrice de controle de Cys est :
1572100

0157210
0015721

D’aprés ce qui précéde Cos a 2'2 mots de code et Cy; a 27 mots de code. Une base de Cj;

est {1572100, 0157210, 0015721}
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CODES QUASI-CYCLIQUES SUR

LES ANNEAUX DE GALOIS

Dans le chapitre précédent il était question pour nous, de définir un codes linaires
sur un anneau de Galois, donner ses paramétres et faire une étude des codes cycliques
sur cet anneau. Dans ce chapitre, nous commencerons par définir et donner les propriétés
générales des codes quasi-cycliques sur les anneaux de Galois avant d’aborder la notion
de codes quasi-cycliques a base cyclique.

Rappelons que l'application I" définie comme suit :

r: GR@™r)" — GR(p™,r)"

(il')o, L1y enny .I'n,1) — (.Z'nfl, Loy ey ‘I'n,Q)
est un automorphisme de GR(p™,r)" appelé opérateur de shift et que tout code linéaire

de longueur n sur GR(p™,r) est un GR(p™,r)-sous-module de GR(p™,r)". On notera
parfois GR(p™,r) par GR, s'il n’y a pas ambiguiteé.

3.1 Définitions et généralités

Définition 3.1.1. Un sous-module U de GR(p™,r)" est dit invariant par I siTY(U) = U.
OuTHU) = {T(u)/u e U} et 1 >0

Exemple 3.1.1. Prenons n =4 et GR(p™,r) = Zy4.

Soit U =< (1,1,0,0),(0,0,1,1) >, alors on a I'*(U) = U .
En effet,soit u € U alors ils existent aq, an € Zy4 tel que

u = a1(1,1,0,0) + a2(0,0,1,1)

= (041,0517062,062)
Ainsi I'(u) = (ag, a1, aq, ag)

% (u) = (a9, g, a1, 1) = a3(1,1,0,0) + ;1(0,0,1,1) € U. D’ou I'*(U) C U et comme I'?
est bijective, alors I'*(U) = U.
Par contre I'(U) € U, car I'(1,1,0,0) = (0,1, 1,0) n’appartient pas a U.

31



3.1. Définitions et généralités

En effet, supposons qu’ils existent oA € Zy tel que (o, a, A\, A) = (0,1,1,0), alors a = 0

et &« = 1 ce qui est absurde d’ou le résultat.

Définition 3.1.2. Un code linéaire C de longueur n = ls, est dit quasi-cyclique sur

GR(p™,r) s’il est un sous-module de GR(p™,r)" invariant par I'* pour un entier

se[|1,n]]. Cst a dire I*(C) = C.

Définition 3.1.3. Soit C'(n, k) un code quasi-cyclique sur GR(p™,r),
s =min{l € N*/TY(C) = C} est appelé indice de cyclicité (index) de C.

Exemple 3.1.2. i) Soit C; le code tel que C; =< (1,1,0,0),(0,0,1,1) >, a 'exemple
précédent on a montrer que I'(Ch) € Cy et I'*(Cy) = C; d’ou indice de cyclicité de C est
2.

i1) Soit Cy =< (1,0,1,0),(0,1,0,1) > alors pour tout u € Cs ils existent vy, s € Zy tel
que

u = a1(1,0,1,0) + (0, 1,0, 1)

— ((]{1,@2,0[1,0[2)
Ainsi I'(u) = (ag, 1, a0,1) = a2(1,0,1,0) + @1(0,1,0,1a) € Cy. D’ou I'(Cy) C Cy et

comme [ est bijectif donc I'(Cy) = Cy par conséquent l'index de Cy est 1.
Remarque: 3.1.1. Un code quasi-cyclique d’index 1 est un code cyclique.

Proposition 3.1.1. si C' est un code quasi-cyclique d’indice de cyclicité | invariant par

', alors | divise n.

Preuve. considérons la division euclidienne de n par [, ¢’est a dire qu’ils existent r, ¢ € N

tels que,n = gl +r avec 0 < r < [.

Ainsi,

) = Tl (C)
= I"(I'(C))
= I"(C) (1)

Car TY(C) = C.

Puisque C est invariant par I'" c’est a dire I'"(C') = C (2) alors (1) et (2) entrainent que
I'"(C) = C ce qui contredit le fait que [ soit minimal. Donc r = 0 c’est a dire n = lq par

[ divise n L.

Définition 3.1.4. Soit | un entier naturel tel que [/n . On appelle T'-sous-module de

GR", un sous-module V de GR" invariant par I'.
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Remarque: 3.1.2. [ étant fixé de méme que n, un code quasi-cyclique C sur GR" sera
un I'-sous-module de GR™ tel son index divise .

Donc tout I'! sous -module est un code quasi-cyclique mais la réciproque est fausse.

Exemple 3.1.3. Pour n = 6 et [ = 3, il est clair que les sous-modules invariant par I'3,
sont les codes quasi-cycliques d’'index 1 ou 3. Mais d’aprés 'exemple 3.1.1 on a montre
que I'?(U) = U et que C est d’index 2.

Par contre I'*(U) ¢ C, en effet I'*((1,1,0,0)) = (1,0,0, 1) qui n’appartient pas a U il en
résulte que U n’est pas un Isous — module.

Notons que I'* est aussi appelé quasi-shift dans ce cas, un code quasi-cyclique d’index s

n’est rien d’autre qu'un code s-quasi-cyclique.

3.1.1 Représentation des codes quasi-cyclique comme code cy-

clique sur GR(p™,r)

Dans cette partie, nous voyons les codes quasi-cycliques comme codes cycliques sur un
anneau, en particulier sur GR. Nous utilisons le quasi-shift particulier suivant.
F=((1s+1,.,(0—-1)s+1),2,s+2,...,(l —1)s +2),...,(s,2s,...,15)).

Ainsi un code C est dit quasi-cycliques si et seulement si I'* € Aut(C').
Autrement dit soit n = [s considérons 'identification
o GR" — GR"
(coy-sCn1) == ((Cos ey Com1)y ey (C1)s) o5 1))
C' C GR™ est un code quasi-cyclique si et seulement si ¢(C') C GR" est cyclique.

Cette permutation correspond & un décalage circulaire par blocs de taille s et, on peut

écrire une matrice génératrice de facon générale sous la forme :

A Ay oA
A A oo A
Ay As . . . A

O les A; sont les matrices de taille j x s avec j < s.
Ici le code est donc vu comme code cyclique par blocs cette représentation est utilisée par
J.Conan et G. seguin. Par cette approche ils voient les codes quasi-cycliques comme codes

sur 'anneau de polynomes F[X]/(X! —1).
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3.2 Codes quasi-cycliques a base cyclique

Définition 3.2.1. Soit C un codes quasi-cyclique sur GR d’indice de cyclicité s. On dit
que C est a base cyclique s’il existe u € Cu # 0, tel que,
C =< {u,T%(u), ...,V (u)} >, avec dim(C) = 1.

Exemple 3.2.1. i) Tout code cyclique est un code quasi-cyclique a base cyclique dont
une base est de la forme (u, I'(u), [%(u), ..., 7 (u)).

i1) Soit C le code de longueur 6 tel que,
C=<(1,1,1,0,0,0),(0,1,1,1,0,0),(0,0,1,1,1,0),(0,0,0,1,1,1) >,

posons v =< (1,1,1,0,0,0) > alors B = (u, ['(u), ?(u),(u)) est une base de C.

Donc C est un code quasi-cyclique a base cyclique.

Représentation polynomiale d’un code quasi-cyclique

Définition 3.2.2. Soit C' un code quasi-cyclique de longueur n = ls et d’indice. Soit
¢ = (coy...y1) € C. On appelle représentation polynomiale de C Uapplication définie

par :

R GR — GRIX]

-1

¢c — R(c)= Z i

i=0
Remarque: 3.2.1. Si C est un code quasi-cyclique a base cyclique c’est & dire

C =< {T%(u);0 <i <I-1} >avecdim(C) = [, alors R(C) =< u(x), x*u(x), ..., °Hu(z) >.
-1

Dou Vv € Cv = Z A% (u), ainsi

=0

v(z) = Z)\la:“u(:c)

= ()
Donc v(x) GZ_GR[xS]u(I)

3.2.1 Codes quasi-cycliques comme module sur un anneau

Soit n = s, on définit 'action d’un polynéme & coefficient dans GR[X] sur GR par :
GR[X] x GR* — GR"
(P(X),u) — P(X)u=P()u

Ou I est le décalage circulaire I'(ug, ..., up—1) = (Up—1, ., Up—2).
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Proposition 3.2.1. Avec laction définit ci-dessus le G R-sous-module de GR" est un
GR[X]-module.

Preuve. 1l suffit de montrer que les propriétés de la loi externe sont vérifiées.

» Pour tout P(X) € GR[X], pour tous u,u’ € GR" :
P(X)(u+u) = P(O)(u+u)

= O AX)(u+ )
l‘—l -1
= O AXMu+ (O NX
7 o
D AT u) + ) AT (W
=0 =0

= PDu+ P(I)w

— P(X)u+ P(X)

» Pour tous P (X), P»(X) € GR[X], pour tout u € GR"
(P(X)+ P(X))u = Pl(F)u + PQ(F)

_ Z)\ Fsz _i_zalrsz
= Z)\X“u—i— ZOQX“

= Pl(X)u + p2(X)u
» On a:
P(X)(P(X)u) = P()(B()u)
) o P(T"))u par composition d’applications

= (P (T
= (P(X)P(X))u.

» lu = idgrn(u) = u ot 1 est le polynéme unité.

Cette proposition nous permet de dire que tout sous espace de GR" est un sous-module
de GR"™ et comme tout I'” sous -module est un code quasi-cyclique il est clair que tout
code quasi-cyclique est un sous-module de GR"™. Donc I’étude des codes quasi-cycliques
reviendra tout simplement a 1’étude des sous-modules de GR".

De plus pour tout vecteur u = (ug,u,...,u_1) € GR! on peut associer un polynéme
-1

u(X) = ZuiXi € GR[X]/ < X' =1 >. Ainsi on a un GR[X]/ < X' — 1 >-module
=0
provenant de I'isomorphisme entre GR' et GR[X]/ < X' —1 >.

Puisque GR!' 2 GR[X]/ < X! — 1 > alors GR" = (GR[X]/ < X! =1 >)*

consequence 3.2.1. Soit C un code quasi-cyclique de longueur n = ls, d’indice s et on

suppose qu’il soit généré par les éléments, uy(X); uz(X), ..., u.(X) € GR[X]/ < X' =1 >,
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ainsi C' = {ay(X)uy(X) + ag(X)uo(X) + ... + ar(X)u,(X)/a;(X) € GR[X]/ < X' -1 >}
1=0,1,...,7.

Pour un GR-sous-module de GR[X]/ < X' —1 >,

C est généré par l'ensemble {u1(X), Xui(X), ..., X7 ug (X)), ooy up (X)), Xup(X), oo, X, (X))}
Si C est généré par un seul élément u(X) € GR[X]/ < X' —1 >, alors C est un code
quasi-cyclique a base cyclique c’est a dire C =< {u,T*(u), ..., 150D (u)} >.

En effet, soit u(z) = up + w1 X + ... + 1 X' un polynéme de GR[X]/X' — 1, ou

Ui = Ujp+ U + oo +uzs®t oui = 0,1,...,0 — 1. Ainsi u(X) devient un s-uplet de
polynomes sur GR de degré inférieure a | — 1 avec une GR-base fize {1, ...,a*"'}.

Par conséquent u(x) devient un élément de (GR[X]/ < X' —1 >)%, il en résulte que C

est un GR[X]/ < X' — 1 >-sous-module de (GR[X]/ < X' —1 >)%.

Définitions 3.2.1. i) On appelle l'ordre du sous-module C de GR™ le polynéme non nul
de plus petit degré et unitaire ¢(X) de tel que ¢(X)c = 0 pour tout cDans C.
it) L’ordre d’un élément c noté ¢.(X) est le polynome non nul de plus petit degré et

unitaire tel que ¢.(X) = 0.
Remarque: 3.2.2. 'ordre de I’élément nul est 1.

Proposition 3.2.2. Pour tout polynémes P(X) de GR[X] et pour tout élément ¢ de GR"
les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) P(X)e=0

ii) ¢.(X)/P(X)

Preuve. <) Supposons que ¢.(X)/P(X) et montrons que P(X)c = 0.
¢.(X)/P(X) alors il existe Q(X) € GR[X] tel que,
P(X) = Q(X)p(X). Ainsi P(X)c = Q(X)o.(X)c et comme ¢.(X) est Pordre de 1'élé-
ment ¢ alors ¢.(X)c = 0, donc P(X)c = 0.
=) Réciproquement supposons P(X)c = 0 et montrons que ¢.(X)/P(X).
Soit P(X) = Q(X)o.(X) + R(X) avec deg(R(X)) < deg(¢p.(X)) la division euclidienne
de P(X) par ¢.(X).

P(X)c=0 <= Q(X)o(X)c+ R(X)e=0

0

= R(X)c=
car ¢.(X)c = 0. Or deg(R(X)) < (¢(X)) ce qui contredit la minimalité de ¢.(X).

eg
Dot R(X) =0, donc P(X) = Q(X)d.(X). Il en résulte que ¢.(X)/P(X) K

Exemple 3.2.2. 1) L’ordre de Z] est X" —1 .

En effet pour tout u € Z7, on a
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(X"=1u = (T"—1)u
= T7(u)—u .
= u—u=0
car I'"(u) = idgr1y7(u) = u, donc lordre de Z, divise X7 — 1 d’aprés la proposition
3.2.2. D’autre part, soit un polynome P(X) tel que deg(P(X)) < 7, mais en prenant
c¢=(1,0,0,0,0,0), on a :
P(X)e = P()c

i=0
= (>\07)\17"'7)\6) #0
Car les ();) sont non tous nuls. Donc 'ordre de Z7 est X7 — 1.
2) De maniére générale on a l'ordre de GR"™ est X™* — 1 . Raison pour laquelle on s’oc-

cupera particulierement de sa décomposition en facteurs premiers, qui, seront les ordres

des sous-modules de GR™ correspondants.

Remarque: 3.2.3. L’ordre d’un module C est aussi appelé polynéme minimal de I'* sur

C

Proposition 3.2.3. Un code quasi-cyclique C de GR™ admet une base cyclique si et

seulement si le degré de son polynéme minimale est égal a la dimension de C.

Preuve. —) Supposons que C admette une base Cyclique, alors il existe un élément non
nul u de C tel que u € Cyu # 0 tel que C =< {u, [*(u),..., 5=} > alors (T%);—0.1,.

est une famille liée. ainsi il existe une famille de coefficient non tous nuls (\;)icqo,1,..13 &
!
valeur dans GR tel que Z Nl (u) = 0.
i=0
Et par suite le degré du polyndéme minimal de I'® est inférieur ou égal a 1.
-1

Si le degré est strictement inférieure a 1 alors Z AT (u) = 0 avec les \; non tous nuls ce
i=0
qui contre dit le fait que (I'*(u));eq0,1,...13 forme une base d’ou le degré est exactement 1.

<) Réciproquement supposons que dimC = [ avec [ > 1

considérons 'application linéaire I'* : C' — C' dont la matrice de I'* par rapport a une
base de C est une matrice carrée [ X [ et donc le polynéme caractéristique de I'* de degré
1. Par conséquent le polynéme minimal de I'* est de degré inférieure ou égal a 1. Soit 6(X)

le polynéme minimal de I'*, supposons que degré de 6(X) soit strictement inférieure a 1.
k

0(X) = ZaiXi, k< 1—1avec ap # 0 et degd(X) = k, alors pour tout u € C,

1=0
-1

ODu = 0 <= ZaiFSi = 0,d’ou pour tout u € C, (I'*");—g 1., est liée, donc n’admet
i=0
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pas de base cyclique Il

Remarque: 3.2.4. GR"™ admet une base cyclique si et seulement si n/s = n c’est a dire
s =1 car dimGR"™ = n et le degré du polyndéme minimal de I'* est n/s.

L’anneau de Galois, est un anneau non intégre, ainsi la factorisation des polynomes dans
ce type d’anneau cause des problémes a cause de ces diviseurs de zero. C’est la raison
pour laquelle dans cette section nous travaillerons sur son corps résiduel. Qui est un cas

particulier d’anneau de Galois.

- N

3.2.2 Composante primaires de (GR/mgr)" = GR
k
Lemme 3.2.1. Pour tout entier non nul I, X' —1 = H(fl(X))t ot fi(X) est irréductible
i=0
pour tout i = 0,1,....k dans GR(p™,r)/mgr ot GR(p™,r)/magr est le corps résiduel de
GR isomorphe a Fyr.

Preuve. - Si pged(p”,1l) =1 alors on a le résultat. -sinon alors il existe un entier naturel
q tel que I = gp" et pged(l,p) = 1, ainsi on a X! — 1 = X% — 1% = (X9 — 1)?" on aura
— pr .
k

Théoréme 3.2.1. Soit s un entier naturel tel que s divise n et X! —1 = H(fi(X))t, avec
i=0
l=n/s d’aprés le lemme 3.2.1 .

On pose g;(X) = X' = 1/(fi(X))" et W; = gi(X)F. et on a les résultats suivant.
) Fp =W WD, ... D Wi
2) lordre de W; est (fi(x))!
3) Wi ={u e Fj/(fi(X))".u =0}
4) VVZ est un code cyclique engendré par g;(X?)
5)dimW,; = skt ot k; = deg f;(X)
) tout sous module U de F}; est de la forme U = Uy @ Ua D ... @ Up ot U; est inclus
dans Wy, U; = g;(X)U. Les W; sont appelés les composantes primaires de Fo.

(1
(
(
(
(
(6

Preuve. (1) Montrons que Iy = W, W2, ..., D Wi

Les polynomes g;(X), i = 0,1,...,k sont premiers entre eux et d’aprés le théoréme de
Bezout il existe a;(X), ..., ax(X) € GR tels que :

o1 (X)g1(X) + ... + ap(X)gr(X) = 1, et pour tout élément u € GR" on aura,
u=a(X)g(X)u+ ...+ ar(X)gp(X)u, donc u € Wy + ... + W,

et par suite, GR = Wi + ... + Wj.

D’autre part si wy + ... + wg = 0, avec w; € W;, i = 1,2, ..., k, en multipliant par g;(X),
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on obtient g;(X)w; = 0, car ¢;(X)w; = o pour tout i # j (f;(X)/g:(X)) et dott w; =0

k
car w; # 0 dans a ordre f;(X)", pour 1 <7 < tet fi(X)/g:(X). Donc GR" = @Wz

(2) montrons que L’ordre de W; est (fi(X))*.
Soit w; € Wy, f;(X)w; = 0 car w; € W; est inclus dans GR" et X! — 1 étant le polynome
minimal de GR", d’ou (f;(X))* est divisible par ordre de W; et par irréductibilité de
fi(X) cet ordre est exactement (f;(X))*.

(3) découle de (2)

(4) Considérons la représentation :

GR" — GR[X]

(Ugy ooy Un—1) > ug+ur X + oo+ Uy X1 '
Par définition W; = ¢;(X)GR = {g;(X)u/u € GR"}.
Soit u GR" montrons que T'(g;(X)u) = Xg:(X)u € GR". On a X g;(X)u = g;(X)(zu), or
zu € GR', Aot ¢;(X)(Xu) € GR", donc w; =< g;(X*®) >.
Il reste a montrer que I'(W;) = W;. Soit W; = (W, ..., Wi—1), on a la correspondance

suivante :
F(U}) = ('lUn,l, W, -, wnf2> — Wp—1 + UJ()X =+ ...+ wn,QX”_l

— X(wo+uw X + ... +w,_1 X"1)
— D(w;) = Xw; € W,
Donc I'(W;) = W; ce qui prouve que W; est un code cyclique.
(5) On a dim(w;) = deg(f;(X))* = nkt, ot k; = deg(fi(X)).
(6) Application immédiate de (1) H.
Dans la suite, on notera < ¢ > le module cyclique engendré par c et définir par :
<e¢>={P(X)¢/P(X) e GR"}

si le degré de 'ordre u est k, alors (¢, Xc, ..., X¥71c) est une base de < ¢ > .

Lemme 3.2.2. (i) < ¢ >=< w > si et seulement siw = P(X)u et pged(P(X), ¢p.(z)) =1
(17) SiC =C1 P ... D Cy, C; sous-modules de GR et soit ¢; € C;, i = 1,..., k alors Uordre
k
de ¢ = Zci est le plus petit multiple des ordres des c; et de méme ['ordre de C est le
i=1
ppem des ordres de c;.

(1i1) Si C =C1 P ... Ck, alors C admet une base cyclique si et seulement si C; admet

une base cyclique et l'ordre des C; sont deux a deux premiers entre eux.

Preuve. (i) Supposons que < ¢ >=< w >, alors w €< ¢ >, donc il existe P(X) €
GR [X], tel que, w = P(X)c, d’ou lordre ¢,(x) de w divise pged(P(X), ¢.(X)). Et
comme deg(¢p.(X)) = deg(¢py (X)), or < ¢ >=<w > d’ott on a pged(¢.(X), P(X)) = 1.
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Réciproquement supposons que w = P(X)e, P(X) € GR'[X], alors < w >C< ¢ > et
comme pged(¢.(X), P(X)) = 1, alors ¢.(X) = ¢,(X), donc w et ¢ ont le méme ordre
d’otl < ¢ >=< w > d’ou le résultat.

(43) Soit C = C1 P ... P Cy et soit ¢; € Ci, i = 1,..., k, posons ¢(X) = ppem(¢e, (X))
pour tout ¢ =1, ..., k.

On a ¢.,(X)/d(X), donc ¢(X)e; = 0, (¥i). D’oit ¢(X)c = 0 et par suite ¢.(X)/d(X) ().
En outre ¢.(X)c = 0 entraine que ¢.(X)cy + ... + ¢ (X)c, = 0, d’ott ¢.(X)c; = 0, (Vi) car
C = é C;. Donc ¢, (X)/p(X), i =1, ..., k,par conséquent ¢(X)/¢.(X) par minimalité

i1

de ¢(c). (xx)
(x) et (x*) entraine le résultat. Par le méme raisonnement, on montre que l'ordre de C
est le ppcm des ordres de C; en remplacant ¢; par C;.

(7i) Supposons que C; =< ¢; > et que ¢;(X) = ¢, (X), i = 1,..., k solent deux & deux
k

k
premiers entre eux. D’aprés (ii) on aura ¢.(X) = H ¢i(X), ot ¢ = Z ¢;. D’otton a:
i=1 i=1

deg(¢e(X)) = Zdeg(@(X))

k
i=1

= dimC

D’ou €' =< ¢ > et admet donc une base cyclique.
k

D’autre part si C' =< ¢ > , alors ¢ = Zci, ¢ € Ci, 1 =1,.... k. Tout élément de C est
i=1

k
de la forme P(X)c = ZP(X)% P(X)e GR [X],douC =<c;>P..P < ¢ > et
i=1
comme ¢; € C;, on a C; =< ¢; > et par la suite ¢.(X) = ppem(¢., (X)), ceci d’apreés (i7)
k

k

et deg(pe(X)) = dimC =Y " deg(¢s(X)), d'ot ppem(ge,) = | [ ¢e,(X). Donc les ¢, (X)
i=1 i=1

sont deux a deux premiers entre eux W

Le théoréeme suivant caractérise les codes quasi-cycliques a base cyclique .

Théoréme 3.2.2. Soit s € N* tel que S divise n et soit Wy, ...,Wy les composantes
primaires de GR' suivant T'¢ et soit C un I*-sous-module de GR", tel que,
C=CP..P0Ck ,avec C; C W; et C; lai™ composante primaire de C alors :

i) C est un code quasi-cyclique si et seulement si chacune de ses composantes C; l’est
aussi.

it) C admet une base cyclique si et seulement si chaque C; admet une base cyclique . et
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k
dans ce cas si C; =< ¢; > alors C' =< c¢> , ot c= E Ci .
i=1

Preuve. 1) Soit C un code quasi-cyclique d’indice de cyclicité s. Puisque C' = C, @ ... @ Cy,
alors I'*(C) = I'*(C;) @ ... P I'*(C;). En effet pour tout ¢ € C il existe des ¢; € C}, tels

car I'® est linéaire .

De plus
Ne= 10} = T()e) =T({0}
— ﬂfs(cz) = {0}

k
Donc I'*(C) = @ T°(Cy).
i=0
Supposons que C soit un code quasi-cyclique d’indice s, c’est a dire I'*(C') = C, et comme

k k k k
r#(C) = @FS(CZ) il suit que @ '(Cy) = @ C; car C' = @C)z
i=0 i=0 i=0 i=0

or Ci C W; d’ou I'*(C;) C I'*(W;) = W, car w; est un code quasi-cyclique d’indice s.
D’ou I'*(C;) € W; et comme C; C W;, par conséquent C; est quasi-cyclique pour tout
i=1,.. k.

Réciproquement supposons que C; est quasi-cyclique d’indice s pour tout ¢ = 1, ..., k, alors

I'*(C;) = C;, (Vi) et donc
k

FS(O) = @ FS(Ci)

i1) est une conséquence immédiate du lemme 3.2.2 puisque les ordres de C; sont deux

a deux premiers entre eux M. Le théoréme 3.2.2 nous permet de construire les codes
. . N . < . . . - N

quasi-cycliques a base cyclique & partir des composantes primaires de GR ', comme on va

le voir dans I’exemple ci-dessous.

Exemple 3.2.3. Puisque GR* = F» prenons p" = 2,n = 14 et s = 2. comme n = [s
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alors | =n/s="Teton a:

X'+1=(X+1)(X*+X +1)(X®+X?+1), ainsi on a :

X)) =X"+1/X+1=1+X+X*+ X+ X+ X°+ X6
BRX)=X"+1/X3+X+1=1+X+ X?+ X*
B(X)=X"+1/X34+X?+1=1+X?+ X3+ X1

Les composantes primaires de F,* sont des codes cycliques engendrés par :

(X)) =1+ X2+ X4+ X0+ X5+ X104 X2

G XY =1+ X2+ X4 X8

g3(X?) =1+ X"+ X6 4 X8

Soient W1,Ws, et W3 respectivement.

Donc F}Y =W, @ W>o @ W5 . Et on aura :

dimWy =2.1.1 =2, dimWsy = 2.3.1 =6 et dimW3 = 2.3.1 =6.

les ordres étant respectivement fi(X) = X+1, fo(X) = X3+ X +1et f3(X) = X3+X2+1.
considérons wy(X) = (1+ X)(1+ X2+ X+ X¥) = 1+ X + X2+ X3+ X'+ X5+ X¥ 4+ X9,
On a wy € Wy et engendre le module suivant :

11 1 0 01 0 0O

O = O = O O = =
o O = = O = O O

1
0
1
1
1
0
0
0

S = = O = O O =
O = = O = O O
o O B O O =B o=

1
0
0
1
0
1
0

SO O = O O ==

1 10
1 11
1 11
001
000
1 10
000

[ T s SR S Gy S G UG o SR St
[ T s SR S Gy GR G WO o S St

0
1
0
1
1
1
0

Sa matrice génératrice est

1111110011000°0
Go=|00111111001T1P00
00001111 1100T1°F0

donc ce module n’est rien d’autre qu’un code quasi-cyclique a base cyclique d’indice
2 et de dimension égal a 3 dont une base est (g, *(c2), [ (ca)) et de poids 8. On le note
tout simplement (14,3, 8).
Cette fois ci considérons
wy = (1+X*)(1+ X+ X%+ X8)
=14+ X>4+ X"+ X1
Alors on a ws € W3 et engendre le module suivant :
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1010100O0O0O01O0O0O
060010101O0O0O0O0O0CT1P®0
1000101O01O0O0O0O0®O0
0010001O01O01O0O0O0
000010O0O0O1O0O1TO0T1O0
1000001O0O0O0O1O0T10O0
1010000O01O0O0O0T1O®O0
0000O0OO0OO0OO0OOOO0OO0O®O0OO0

De la méme fagon que le cas précédent on trouve une matrice génératrice de ce module

qui est :

10101000O0O0OT1O0O0O0
Gz=1001010100000T1°0
1000101010O0O0O0O

on conclut que ce module est un code quasi-cyclique a base cyclique d’indice 2, de
longueur 14 dont une base est (c3, [%(c3), ™ (c3)), avec c3 = 10101000001000 son poids est
¢égal & 4 . Donc on le note (14, 3,4).
D’aprés le théoréme 3.2.2 la somme directe W =< wy > € < w3 > est un codes quasi-
cyclique a base cyclique de dimension 6 engendré par

w(X) =w(X) + ws(X)
=X+ X+ X+ X3+ X%+ X101

dont une matrice génératrice est :

o O = = O O

10
0 0
0 0
11
0 1
10

—_ = O O O O
_ o O O O O
S = == O

1 000
1110
0011
0100
0101
0101

o O V) = = O
o O o o O =

1
1
1
0
0
1

S = O O = o=

une de ces bases est (u, [%(u), T*(u), T%(u), [¥(u), T'%(u)), avec u = 01010100111000,
ce code est de longueur 14 et de poids 6. On le note tout simplement (14,6, 6).

Théoréme 3.2.3. Soit C un code quasi-cyclique de longueur n = ls et d’indice s sur GR.

Alors C se décompose en somme directe des codes quasi-cycliques a base cyclique sur GR.

Preuve. Soit u € C, u#0,si C =< {I*(u),i € [| 1,1l — 1]} > c’est a dire C est a base
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cyclique, alors on a le résultat.

Sinon, soit u; € C, u; # 0, considérons C,, =< {I'*(uy),i € [| 1,1 — 1 |]} >, comme
C n’est pas a base cyclique alors C,, C C. Soit us € C\C,, = K, uy # 0, considérons
Cu, =< {T*(uz),7 € [| 1,1 = 1]} > alors Cy, (Cu, = {0}. Si C = C,, @ C,, alors on a
le résultat. Sinon soit Us € C\ K, uz # 0, considérons C,,, =< {T*(u3),i € [| 1,1—1]} >,
alors Cy, [ Cuy [ Cus = {0}, si C = C,, @ Cu, P C, alors on a le résultat . Sinon on

procéde de facon analogue que précédemment ainsi de suite jusqu’a un ordre k et on arrive

k
aC = @CW Car C est fini. B

=1
3.2.3 Dual d’un codes quasi-cyclique

Définition 3.2.3. Soient v = (ag,...a;_1) et b= (by,...,b_,) des éléments de GR!.
-1

On définit le produit euclidien de a et b comme suit : a.b = Z a;.b;.

i=0
Définition 3.2.4. Soit C' un code quasi-cyclique a base cyclique, de longueur n = ls et
d’indice s sur GR. Son code dual noté C+ est défini comme suit :

Ct={de GR"7"/d.c=0,Vce C}

Proposition 3.2.4. Soit C' un code quasi-cyclique de longueur n = ls, d’indice s sur GR

alors son code dual C*+ est un code quasi-cyclique.

Preuve. Soit C un code quasi-cyclique, d’indice s . Montrons que I'*(Ct) = C+.

Soit z = (z1,...x,) € C*, alors pour tout C' = (cy,...,¢,) € C on a :

Di(re = DO (I=(c)
= T (w)
- )
= 0
d’ot1 I'*(x) € C*, donc C* est un code quasi-cyclique. B
Remarque: 3.2.5. Nous avons démontrer que, tout codes quasi-cycliques s’écrit comme
somme direct des codes quasi-cycliques a base cyclique. Puisque le dual d'un code quasi-
cyclique est quasi-cyclique, alors celui-ci s’écrit comme somme directe de codes quasi-

cyclique a base cyclique.
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& Conclusion &

Parvenu au terme de notre travail basé sur, les codes quasi-cycliques sur un anneau
de Galois, force est de constater que, les corps finis, sont des corps résiduels des anneaux
de Galois. L’utilisation des anneaux de Galois comme Alphabet structuré, nous permet
de généraliser la théorie des codes linéaires, sur des corps finis aux anneaux de Galois.
Dans ce travail, nous avons, utiliser les résultats obtenues des codes cycliques, pour géné-
raliser ceux des codes quasi-cycliques. La notion de codes quasi-cycliques a base cyclique
a été abordé. Nous avons montrer que les codes quasi-cycliques sont des GG R-sous-module
de GR™ et que, tout code quasi-cyclique s’écrit comme somme directe de codes quasi-
cycliques a base cyclique.

Cependant une question se pose "le code dual d’un code quasi-cyclique a base cyclique

est t-il & base cyclique 7" tel est I'objectif visé pour nos recherches futures.
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