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Résumé

Les travaux présentés dans ce mémoire, portent sur la modélisation et l’analyse de la dy-

namique de l’infection à Rotavirus au sein d’une population d’enfants, avec deux contrôles

stratégiques : la vaccination des susceptibles et le traitement des infectieux. Nous travaillons

avec le modèle de HELLEN NAMAWEJJE qui date de 2014. Nous déterminons le point d’équi-

libre sans maladie, et montrons que sa stabilité dépend d’un paramètre seuil : le Nombre de

reproduction de base Re. Nous déterminons le point d’équilibre endémique et montrons que son

existence dépend de ce même paramètre seuil. Re est obtenu en calculant la ’Next Generation

Matrix’, puis en utilisant la méthode de Diekmann-Heesterbeek. Nous montrons la stabilité

asymptotique locale et globale du DFE en utilisant respectivement le théorème de Varga sur

les matrices Metzler stables et le théorème de comparaison de Lakshmikantham. Des simula-

tions numériques faites avec MATLAB permettent de valider ces résultats analytiques et de

prévoir un certains nombre de scénario.

Mots-clés :Système différentiel non linéaire, Disease Free Equilibrium, Équilibre Endémique,

Nombre de reproduction de base, Matrice de Metzler. .
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Abstract

In this paper, we work on modelisation and analysis of the Rotavirus disease inside chil-

dren’s population, with two strategics controls : vaccination of susceptibles and treatment of

infectious children. We work with HELLEN NAMAWEJJE’s model (2014). We determined the

Disease Free Equilibrium Point and show that it’s stability depend on a parameter : the basic

reproduction number Re. This parameter is obtain by next generation matrix and Dieckmann-

Hessterbeek’s méthod. We study asymptotic stability and global stability using respectivily the

Varga’s theorem on stables Metzler’s matrix and Lakshmikantham’s théorem comparison. At

the end, numerical study help us to validate analitics results and to preview some scenario.

Keys words : Non linear differential system, Disease Free Equilibrium point, Endémic Equi-

librium point, the basic reproduction number, Metzler’s matrix.
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Introduction Générale

La formulation en langage mathématique d’un phénomène concret a suscité la curiosité de

beaucoup de mathématiciens depuis des décennies. Les modèles mathématiques décrivant la

dynamique d’une maladie infectieuse remontent à Bernouilli [28] en 1766. D’autres travaux

majeurs en épidémiologie mathématiques sont dûs, à P. D. Enko’o entre 1873 et 1894. Cepen-

dant, on peut dire que les fondations de l’épidémiologie mathématiques basées sur les modèles

compartimentaux sont l’oeuvre de Sir Ronald Ross [5]. D’autres mathématiciens comme Alfred

Lokta et Vito Voltera, ont bâti de façon indépendante, un modèle conceptuel de base (modèle

proie-prédateur) qui demeure une référence aujourd’hui. Yves Cherruault [29] définit la modéli-

sation mathématique comme un processus par lequel un problème du monde réel est interprété

en termes de symboles abstraits.

L’épidémiologie s’intéresse aux problèmes de santé publique. En particulier, à la modélisa-

tion de la propagation des maladies infectieuses (grippe, méningite, choléra, VIH Sida, Tuber-

culose,...) susceptibles de provoquer des épidémies.

Les Gastro-entérites sont avec le paludisme et la pneumonie, l’une des premières causes

de morbidité et de mortalité infantile (Pr Robert Black, OMS ). Cette infection est causée par

différents agents pathogènes (Rotavirus, Adénovirus, Astrovirus, Norovirus,...) ; mais près de

42% de cas de morbidité et de mortalité suite aux gastro-entérites sont causés par des Rotavirus.

Chaque année, on dénombre environ 500 000 décès dont la plus grande proportion est dans les

PEV (Pays en voie de Développement). En 2008, deux vaccins Rotateq et Rotarix à virus actifs,

mais atténués, ont été homologués en vu de prévenir et contrôler la maladie.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons à la propagation de l’infection à Rotavirus au sein

d’une population d’enfants, avec deux contrôles stratégiques : Le traitement des infectieux et

la vaccination des susceptibles. Le but est l’étude de l’impact d’une campagne de vaccination

avec le Rotateq, sur une population d’enfants.

Notre mémoire est organisé comme suit :

Au chapitre un, nous donnons des généralités sur les virus, ainsi que les caractéristiques qui

Mémoire de DI.P.E.S. II 2015-2016. 1
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sont propres au Rotavirus.

Au chapitre deux, nous passons en revue quelques outils mathématiques utiles pour la mo-

délisation de l’infection qui nous occupe ( rappels sur l’analyse compartimentale, loi d’action

de masse, systèmes différentiels et flots, matrice de Metzler, Nombre de reproduction de base,

théorèmes permettant d’établir la stabilité du DFE,...)

Au chapitre trois, nous présentons le modèle de Hellen Namawejje. Nous déterminons les para-

mètres seuils Re, R0 et donnons les conditions de stabilité (du DFE) et d’existence (de l’EE) des

équilibres ; Notamment, nous établissons la stabilité locale du DFE en utilisant le théorème de

Varga sur les matrices Metzler stables. Le théorème de Lakshmikantham nous permet d’établir

la stabilité globale du point d’équilibre sans maladie.

Au chapitre quatre, des simulations faites avec le logiciel MATLAB, permettent de valider cer-

tains résultats analytiques obtenus au chapitre trois. A l’aide des simulations, nous montrons

qu’il existe une valeur seuil du taux de mortalité des virions de l’environnement, qui oblige

à ne pas se restreindre aux seuls contrôles stratégiques utilisés dans le modèle de HELLEN

NAMAWEJJE.

Mémoire de DI.P.E.S. II 2015-2016. 2



Chapitre Un

GÉNÉRALITÉS SUR LES VIRUS ET

CARACTÉRISTIQUES DU

ROTAVIRUS

1.1 Généralités sur les virus

1.1.1 Définition et caractéristiques générales

Les maladies virales telles que la rage, la fièvre jaune, la variole, affectent les humains depuis

des lustres.

Concevoir l’existence d’agents infectieux qui n’étaient ni des bactéries, ni des champignons,

ni des parasites étaient encore difficile.

Entre 1887 et 1892, le botaniste russe Dimitri Ivanovski étudia une maladie végétale,

appelée : la mosaïque du tabac. Il montra la présence d’agent infectieux dans la sève des plans

malades. Mais, Ivanovski pensait qu’il s’agissait d’une toxine ou bien d’une très petite bactérie.

En 1898 suite aux travaux du russe, le chimiste hollandais Martinus Willem Beijerinck

écarta l’hypothèse bactérienne, et il élabore le concept de Contagium vivum fluidum auquel il

donne le nom de virus ; mot latin signifiant « poison ».

Le virus de la fièvre jaune est le premier virus pathogène de l’Homme à être découvert. Ce

dernier est identifié entre 1900 et 1902 grâce à plusieurs chercheurs, notamment, le bactériolo-

giste américain Walter Reed, sur des hypothèses avancées en 1881 par le médecin cubain Carlos

Finlay.

En 1935, Le biochimiste américain Wendell Stanley cristalisa le virus de la mosaïque du

tabac [27]. Il parvint à démontrer qu’il est composé à la fois de protéines et d’acides nucléiques,

ce qui constitue une découverte révolutionnaire. Il parvient finalement à isoler l’acide nucléique

et à prouver que l’activité du virus est fonction de ce dernier. C’est en 1957 que le biologiste

Mémoire de DI.P.E.S. II 2015-2016. 3



1.1. Généralités sur les virus

français Andre Lwoff proposa une définition claire et moderne des virus.

Dès lors, le développement de la biologie moléculaire a permis aux scientifiques de pro-

gresser dans la compréhension des mécanismes de réplication des virus, dans la réalisation de

diagnostiques fiables et dans l’élaboration des vaccins.

1.1.1.1 Définition du mot virus

D’après les 36 dictionnaires et recueils, il s’agit d’un microbe qui véhicule les maladies

contagieuses.

C’est une particules formée par l’assemblage complexe de protéines et d’acide nucléique

(ADN ou ARN) et ayant la propriété de pouvoir se reproduire.

1.1.1.2 Caractéristiques générales

La principale caractéristique d’un virus est liée à son incapacité à se reproduire seul. Il

est obligé d’infecter des cellules dont il utilise le matériel de transcription et de traduction

pour ses propres besoins : L’information apportée par l’acide nucléique du virus provoque un

dérèglement du noyau de la cellule hôte, qui ne synthétise plus son propre acide nucléique, mais

celui du virus [24].

1.1.1.3 Contamination et réplication

Les modes de contamination

Ils dépendent à la fois du virus et de l’hôte. Chez les végétaux, Les virus se transmettent

surtout par des insectes. Il peut arriver que la plante contaminée infecte l’autre de proche en

proche, par un réseau de contact de feuilles. Chez l’homme et chez les animaux, La plupart des

contaminations virales se font par les voies respiratoires (virus de la grippe ou de la rougeole)

ou sexuelles (VIH, ou se produisent par transmission du virus de la mère à l’embryon à travers

la barrière placentaire. Un grand nombre d’infections (exemple de la rage) sont consécutives

à des morsures d’animaux ou à des piqûres d’insectes (virus de la fièvre jaune). Le mode de

contamination par contact ne concerne que les papillomavirus (virus infectant la peau et les

muqueuses).

Réplication des virus

Dès que le virus est au sein de la cellule, il répand son génome contenu dans la capside

viral, et peut dès lors commencer sa réplication. Puisque les virus n’ont pas les outils indispen-
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sables à leur réplication, ils utilisent pour leurs propres besoins ceux de la cellule hôte qu’ils

envahissent, de même que le matériel transcriptionnel et traductionnel de cette dernière (ARN

de transfert, bases, acides aminés, et énergie sous forme d’ATP). Le mode de reproduction des

virus, extrêmement varié, repose essentiellement sur le fait que le matériel génétique du virus

peut être de l’ADN ou de l’ARN, simple ou double brin.

Si le génome est constitué d’ADN double brin, il passe d’abord dans le noyau (s’il infecte une

cellule eucaryote), où il constitue une sorte de chromosome surnuméraire, qui pourra être trans-

crit en ARN messager (ARNm). Dans le cas de cellules procaryotes, ce matériel supplémentaire

reste libre dans le cytoplasme (tout comme celui de la bactérie infectée).

En même temps que se réplique le matériel génétique du virus, les protéines nécessaires à

la formation de la capside sont synthétisées, par le procédé de transcription en ARNm, puis de

traduction de ce dernier. Lorsque l’acide nucléique a été multiplié un grand nombre de fois et

que les unités protéiques constituant l’enveloppe virale sont synthétisées, ces composés s’auto-

assemblent selon un mécanisme encore inconnu et forment de nouveaux virus. Ainsi, un seul

virus peut en générer des milliers d’autres.

Libération des virus

Après l’assemblage de leurs composants, les virus se rassemblent dans le cytoplasme, sous la

surface de la membrane. Deux issus sont envisageables :

- Le processus de libération peut s’accompagner d’une destruction de la cellule hôte. Dans

ce cas, survient la lyse de la cellule (cas des bactériophages)

- Des bourgeons peuvent se former sur la membrane cellulaire sans détruire cette dernière

(cas des infections silencieuses où les virus se répliquent dans l’hôte sans l’endommager.) Mais

il peut arriver que la sortie par bourgeonnement détruit qu’en même la cellule.

1.1.1.4 Maladies virales

Une très grande variété de virus provoquent des maladies graves, contagieuses, qui prennent

le nom de viroses chez les végétaux. Chez les animaux, les principales maladies d’origines virales

sont : Le rhume, la grippe, la varicelle, la rougeole, la mononucléose infectieuse, les oreillons,

l’herpès, le zona, la poliomyélite, la fièvre jaune, les verrues, les hépatites. Des maladies plus

sévères comme le SIDA, la grippe aviaire, la variole,l’encéphalite, la rage, certaines fièvres

hémorragiques comme Ebola sont aussi causées par des virus ; Les rotavirus entraînent une

gastro-entérite, infection du tube digestif. Dans la section suivante, il sera question de donner

les caractéristiques des Rotavirus.
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1.2 CARACTÉRISTIQUES DES ROTAVIRUS

1.2.1 Historiques

Les Rotavirus appartiennent à la famille des Reoviridae. Le virus a été identifié en 1973

par Ruth Bishop à Melbourne.

Les Rotavirus sont la première cause de diarrhée aiguë sévère du jeune enfant dans le monde ;

près de 500 000 décès sont enregistrés chaque année chez les enfants de moins de 5 ans, et cela,

à plus de 85 pour cent dans les pays en développement.

En 2001, l’OMS a montré que près de 42% des hospitalisations pour diarrhée de l’enfant

de moins de 5 ans sont dues à des Rotavirus (Le pourcentage restant revenant aux Astrovirus,

Adenovirus, Norovirus et autres, lesquels causent aussi des diarrhées).

1.2.2 Structure

Les Rotavirus sont des virus non enveloppés de forme icosaédrique, ce sont des virus à ARN

double brin et leur capside est formée de trois couches de protéine. Au microscope électronique ;

comme on peut le voir à la figure (1.1), ces virus ont la forme d’une roue, d’où leur nom.

Leur génome est constitué de onze segments codant douze protéines. Sept groupes antigé-

niques ont été identifiés. La protéine VP6 de la couche intermédiaire de la capside détermine les

sérogroupes, A à G. Trois d’entre eux (A, B et C) infectent les humains, surtout le groupe A. Les

protéines de la couche externe, VP4 et VP7, induisent la production d’anticorps neutralisants.

La couche interne est formée par VP2, et les protéines VP1 et VP3 sont associées au génome [2].

1.2.3 Transmission et évolution du virus dans l’organisme

La transmission du virus se fait par voie oro-fécale ; essentiellement d’humain à humain. le

virus est résistant dans les milieux extérieurs pendant des mois entre 4 et 20 degrés Celsius.

La dose pathogène est estimée à environ 10 à 100 particules virales. Un malade excrète près

de 108 − 1010 particules par ml de selles, pendant environ 10 jours. l’infection peut survenir par

des mains contaminées, les objets, les aliments, l’eau. L’excrétion asymptotique est possible et

joue un rôle dans la persistance de la maladie[2].

Les Rotavirus sont très résistants au PH acide de l’estomac et aux enzymes digestives (li-

pases et protéases). Ils infectent les cellules épithéliales matures de la muqueuse des villosités
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Figure 1.1 – Structure du Rotavirus

de l’intestin grêle (entérocytes) ; la destruction partielle de ces dernières entraine un raccour-

cissement des villosités, laissant la place à des entérocytes immatures avec une diminution de

l’activité enzymatique. Par ce processus, les virus sont absorbés par les cellules épithéliales

digestives par endocytose dans une vésicule appelée endosome[2].

L’ARN polymérase va permettre la transcription de l’ARNm viral. Cette action se fait

aisément dans l’enveloppe protéique du virus, car l’environnement aqueux des cellules hôtes

ralentit le détachement des 2 brins d’ARN, phase initiale de l’ARNm. Le fait que l’ARN viral

reste entouré d’une capside à ce stade, est utile pour déjouer les réponses immunitaires de

l’hôte, réponses déclenchées par la présence d’un double brin d’ARN.

Au cours de l’infection, le Rota-virus va ainsi produire un ARN messager à la fois pour

leur traduction en protéine, mais également pour la réplication de son génome. La majorité des

protéines du Rotavirus vont s’accumuler dans des structures appelées viroplasmes (Structures

cytoplasmiques formées au cours de l’infection) où l’ARN est répliqué [2]. Le cycle du Rotavirus

dans l’organisme est présenté dans la figure (1.2).

1.2.4 Signes cliniques

Les Rotavirus entrainent une gastro-entérite.

Après une période d’incubation (24 à 72 h), des selles fréquentes et liquides apparaissent sou-

dainement. Le virus pouvant atteindre le foie, ces selles peuvent être claires et accompagnées

d’urines foncées. La fièvre s’accompagne parfois de vomissements, surtout chez les nourrissons.

La guérison complète survient après 4-7 jours. Mais, une diarrhée sévère sans ré-hydratation
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Figure 1.2 – Cycle du Rotavirus

adaptée(en eau et électrolytes) peut entraîner la mort [2]. L’association à d’autres pathogènes

du système digestif peut jouer un rôle dans la sévérité de la maladie.

1.2.5 Traitement

Il n’existe pas d’agent antiviral spécifique.

Le traitement symptomatique vise à éviter la déshydratation par une ré-hydratation précoce,

le plus souvent orale à l’aide de solutions glycoélectrolytiques [2].

1.2.6 Prévention

- Lavage systématique des mains (après être allé aux selles, après nettoyage des fesses d’un

nourrisson, avant de préparer, avant de manger) et des surfaces souillées.
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- Utilisation de solutions hydro-alcooliques.

- Utilisation d’eau bouillie pour reconstituer le lait en poudre

- Éviter de partager les verres d’eau ou les couverts à table

-Éviter des rapprochements tactiles avec des personnes saines quand on se sait infecté.

Un Vaccin oral anti-rotavirus, le Rotashield, a été breveté en 1991 et homologué en 1998

[12]. 1.5 millions de doses ont été administrées avant l’interruption de sa commercialisation :

quelques cas d’occlusions intestinales fatales par invagination intestinale avaient été associés à la

vaccination anti-rotavirus. Depuis 2004, deux nouveaux vaccins ( à virus actifs) qui ne montrent

plus de risque d’occlusions intestinales fatales, lorsqu’ils sont utilisés chez les nourrissons, sont

commercialisés :

- Le Rotateq, du laboratoire Merck. Ce vaccin pentavalent, protège contre 5 souches de

Rotavirus, dont 4 souches humaines et une d’origine bovine. Le Rotateq est efficace à 98%.

Mais il est cher et pas vraiment accessible pour les PED. [25]

- le Rotarix, du laboratoire GlaxoSmithKline. Ce dernier vaccin prévient contre une seule

souche de Rotavirus, la souche A, la plus virulente. Le Rotarix est efficace à 84,7%. [25] Tous

administrés par voie orale. Ils sont indiqués dans l’immunisation active des nourrissons à partir

de six semaines.

pour le Rotateq, trois doses sont administrées de préférence avant l’âge de 20-22 semaines

et terminées avant l’âge de 32 semaines.

pour le Rotarix, deux doses sont administrées à partir de l’âge de 6 semaines et doivent être

terminées avant l’âge de 24 semaines.

La vaccination des nourrissons âgés de plus de 6 mois n’est pas recommandée[12].

Le Cameroun a inclus le Rotarix au PEV(Programme élargi de vaccination) le 28 Mai

2014. C’est le onzième vaccin du PEV. Ce vaccin est administré aux bébés de 0 à 11 mois. Il

est gratuit, résultat d’une collaboration entre le pays et certains organismes tels que l’OMS.

Les premières campagnes de vaccination concernaient les régions du Centre, Est et Adamaoua.

1.2.7 Couverture géographique de la maladie dans le monde

Le Rotavirus est présent dans tous les pays du monde. La figure 1.3 donne une vue synop-

tique de sa répartition dans le monde.

La figure (1.3) montre une concentration de la maladie en Asie (particulièrement en Inde),

en Afrique et en Amérique latine. Cela est dû en partie à la médiocrité de l’hygiène et à une

faible accessibilité aux soins hospitaliers, par rapport aux habitants des pays développés.
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Figure 1.3 – Répartition du Rotavirus dans le monde[23],[21]
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Chapitre Deux

OUTILS MATHÉMATIQUES

2.1 Rappels sur l’analyse compartimentale

La modélisation épidémiologique conduit presque toujours à l’analyse des systèmes dyna-

miques. Pour mieux faire cette analyse, il est important de maîtriser quelques notions mathé-

matiques de base.

Dans ce chapitre, nous mettons en place des notions nécessaires à une bonne compréhension

de l’étude des modèles.

Dans un modèle compartimental, on répartit les individus d’une population en plusieurs classes

ou compartiments (depuis les modèles de Ross(1911), de Kermack et Mac Kendrick(1929)), en

désignant par (S), le compartiment des Susceptibles, (E) celui des Exposés ou infectés, (I)

celui des Infectieux, par (R) celui des Rétablis....[?]

Un Compartiment, est une réservoir dans lequel chaque individu est identique à un autre

du point de vue épidémiologique. Dans un compartiment, les individus sont considérés comme

des particules. La modélisation va donc consister à décrire le flot de particules entre les différents

compartiments. Cela se fait sous l’hypothèse d’homogénéité ; c’est à dire que toute particule

qui entre dans un compartiment forme immédiatement un bloc avec celles qui s’y trouvaient

déjà, en acquérant les mêmes habitudes [?].

2.2 Rappel sur la Loi d’action de masse

Les maladies infectieuses (Tuberculose, Gastro-entérite, Paludisme, Hépatite B, VIH SIDA...)

sont provoquées par des micro-organismes tels des virus et bactéries. L’épidémiologie permet

de modéliser la dynamique de l’infection, afin de comprendre les causes de ces maladies, de les

prévenir et d’esquisser une action réparatrice. Pour modéliser, On divise la population en trois

principaux groupes.
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- Susceptibles

- Infectieux

- Immunisés(Rétablis).

Figure 2.1 – modele SIR

Où St, It et Rt sont respectivement le nombre d’individus susceptibles, infectieux, rétablis au

temps t.

D’après Kermack et MacKendrick, dans les intervalles de temps, seule une proportion déter-

minée d’infectieux va guérir. On suppose que l’apparition de nouveaux cas est proportionnelle

au nombre d’individus susceptibles et d’individus infectieux. C’est la loi d’action de masse.

Si on note β le coefficient de proportionnalité, lequel mesure le degré de contagion, γ la vitesse

de guérison, et en faisant le bilan de ce qui entre et sort de chaque compartiment,

on obtient que le nombre de nouveaux cas est : βStIt

La proportion des infectieux qui guérissent est : γIt.

On obtient le diagramme (2.2), montrant le flux des individus d’un compartiment à l’autre :

Figure 2.2 – modele SIR avec les flux d’individus

On obtient le Système d’équations différentielles suivant, dû à Kermack et MacKendrick :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

˙St+1 = St − βStIt
˙It+1 = It + βStIt − γIt
˙Rt+1 = Rt + γIt

L’épidémie se développera si It+1 ≥ It, c’est-à-dire, si le nombre d’infectés augmente avec le

temps.

Ce qui signifie que : βStIt ≥ γIt
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Ce qui entraîne : βSt ≥ γ

Et donc, que : St ≥
γ

β
D’après ce modèle de Kermack et MacKendrick, l’épidémie ne se déclenchera pas si

S0 ≥
γ

β

2.3 Quelques définitions et théorèmes

Définition 2.3.1 Matrice de Metzler

Une matrice réelle A = (aij) ∈Mn(R) est dite de Metzler si aij ≥ 0 pour tout i ≠ j.

Les matrices de Metzler sont utiles en analyse compartimentale, pour répondre aux exigences

de la biologie.

Définition 2.3.2 Fonction de Lyapunov [6]

Soit un système différentiel (S). Une fonction V ∶ Ω→ R est une fonction de Lyapunov pour le

système (S) si elle est décroissante le long des trajectoires du système. Si V est de classe C1,

cela revient à dire que V̇ (x) ≤ 0 pour tout x ∈ Ω.

Théorème 2.3.1 Théorème de Lyapunov[6]

- Si la fonction V est définie positive et V̇ semi-définie négative sur Ω, alors le point d’équilibre

x0 est stable pour le système (S).

- Si la fonction V est définie positive et V̇ définie négative sur Ω, alors x0 est un point d’équilibre

asymptotiquement stable pour le système (S).

Théorème 2.3.2 Matrice de Metzler stable

Si A = (aij) ∈Mn(R) est une matrice de Metzler, les assertions suivantes sont équivalentes :

1. La matrice de Metzler A est stable,

2. la matrice A est inversible et −A−1 est à termes positifs,

3. Si b >> 0, alors l’équation Ax + b = 0 admet une solution x >> 0,

4. Il existe un vecteur c > 0, tel que Ac << 0,

5. Il existe un vecteur c >> 0, tel que Ac << 0.

Nous donnons une preuve de ce théorème trouvée dans [4]

Preuve :
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1.⇒ 2.

La matrice A est stable, alors elle est inversible et le module de stabilité α(A) < 0 ; il existe un

scalaire k tel que pour tout x0 ∈ Rn, ∣∣etAx0∣∣ ≤ keα(A)t∣∣x0∣∣

On en déduit que l’intégrale ∫
∞

0 etAx0 dt est normalement convergente pour tout point x0. Par

suite, la matrice ∫
∞

0 etA dt est absolument convergente :

En effet, la fonction t ∈ R+ → etA ∈Mn(R) est dans L1(0,∞) et B = ∫
∞

0 etA dt = −A−1.

Nous allons déterminer le signe de chacun des coefficients de B = (bij) ; pour cela considérons

la base canonique (ei) de Rn ; nous remarquons que :

bij = ⟨Bej, ei⟩ = (Bej)i = ⟨∫
∞

0 etA dtej, ei⟩ = ∫
∞

0 ⟨etAej, ei⟩dt = ∫
∞

0 (etAej)i dt ≥ 0

d’où la matrice −A−1 = B est positive.

2.⇒ 3.

Soit b un vecteur tel que b >> 0 ; soit x = −A−1b ; alors, x >> 0 comme produit de deux matrices

strictement positives. D’où Ax + b = 0.

3.⇒ 4.

Soit b >> 0 un vecteur de Rn
+ ; soit c = −A−1b ; il est clair que Ac = −b << 0. On peut donc

conclure qu’il existe un vecteur c >> 0 tel que Ac << 0.

4.⇒ 5.

Soit ε > 0 et c1 = c + ε∑i=ni=1 ei >> 0. Ainsi Ac1 = Ac + ε∑i=ni=1 Aei. Par continuité, on peut choisir

ε > 0 suffisamment petit tel que Ac1 << 0.

5.⇒ 1.

Considérons dans l’orthant positif l’équation différentielle ẋ = ATx. On choisit la fonction

V (x) = ⟨c, x⟩. Comme par hypothèse c >> 0, alors V est définie positive sur Rn
+ et on a V̇ (x) =

⟨c,Ax⟩ = ⟨AT c, x⟩.

V̇ (x) = 0 si et seulement si x = 0. Ce qui prouve, en vertu du théorème de Lyapunov que la

matrice AT est asymptotiquement stable et par suite que A est stable puisque A et AT ont les

mêmes valeurs propres. Ce qui achève la démonstration du théorème.

Proposition 2.3.1 Caractérisation des matrices de Metzler stables.

Soit M une matrice de Metzler se mettant sous la forme
⎛
⎜
⎝

A B

C D

⎞
⎟
⎠
M est stable si A et

D −CA−1B sont Metzler stables.

Remarque Une matrice de Metzler en dimension 2 se mettant sous la forme
⎛
⎜
⎝

−a b

c −d

⎞
⎟
⎠

avec a, b, c, d tous positifs, est dite de Metzler stable si et seulement si son déterminant est

positif.
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Définition 2.3.3 Décomposition régulière

Soit A une matrice réelle. On dira que A = D +M est une décomposition régulière de A, si D

est une matrice de Metzler stable et M est une matrice positive.

2.4 Les systèmes autonomes

2.4.1 Systèmes différentiels et flots

Soit un système différentiel :

ẋ = f(x), x ∈ U ⊂ Rn. (2.1)

Une solution du système (??) est une fonction d’un intervalle I de R à valeur dans U , dérivable

sur I et telle que ẋ = f(x(t)), t ∈ I.

Le problème de Cauchy de (??) est le recherche d’une solution de (??) vérifiant une condition

initiale x(t0) = a, t0 ∈ I, a ∈ U .

Cette solution est notée x(t, t0, a) et si t0 = 0, elle est simplement notée x(t, a).

Flot.

On pose ϕt(a) = x(t, a), pour t fixé. ϕt Ð→ Rn.

Définition 2.4.1 Flot de (??).

Le flot de (??) est une famille de paramètres {ϕt}t∈R d’applications définies de U Ð→ Rn par

ϕt(a) = x(t, a).

Définition 2.4.2 Système dynamique.

Un système dynamique sur un espace métrique M est la donnée d’une application ϕ ∶ T ×M Ð→

M où T est l’espace des temps et vérifiant les conditions :

(a) ϕ(0, x) = x,∀x ∈M

(b) ϕ(t + s, x) = ϕ (t, ϕ(s, x)) = ϕ (s,ϕ(t, x)).

ϕ est appelé le flot du système.

2.4.2 Orbite et trajectoire

2.4.2.1 Orbite

Une orbite du système dynamique est une classe d’équivalence par la relation ∼ telle que :

x ∼ y ←→ ∃ t tel que y = ϕ(t, x).

γ(x) = {ϕ(t, x), t ∈ T} orbite de x.
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M est une réunion disjointe d’orbites.

2.4.2.2 Trajectoire

Soit x ∈ M , la trajectoire de x est l’application notée ϕx ∶ T Ð→ M , définie par ϕx(t) =

ϕ(t, x).

On alors γ(x) = ϕx(T ).

2.4.2.3 Orbites spéciales

Un point.

C’est-à-dire γ(x0) = x0. Un tel point est appelé point fixe, point d’équilibre ou point stationnaire

du système. En conséquence, pour un système dynamique continu ẋ = f(x), ( ici le temps t est

dans R. Si t ∈ Z, le système est dit discret) x∗ est un équilibre si et seulement si f(x∗) = 0.

Orbite fermés, périodiques

Un point x∗ de M est périodique de période p si, ∀t ∈ T, t + p ∈ T et ϕ(t + p, x) = x∗ = ϕ(t, x∗).

x∗ est périodique de période p si et seulement si ϕ(p, x∗) = x∗. C’est équivalent de dire que

sa trajectoire est une fonction p-périodique. ϕx∗(t + p) = ϕx∗(t).

Définition 2.4.3 Ensemble invariant

Un sous-ensemble K de U est dit positivement(respectivement négativement) inva-

riantpar rapport à (??) si x(t,K) ⊂K ∀ t ≥ 0 (resp. t ≤ 0).

K est dit invariant si x(t,K) =K ∀t.

Définition 2.4.4 Stabilité d’un point d’équilibre

Soit x0 ∈ U un point d’équilibre du système (??).

x0 est un point d’équilibre stable pour (??) si ∀ ε > 0, ∃ δ > 0, ∀x ∈ U avec ∣∣x(0) − x0∣∣ < δ,

la solution Xt(x(0)) = x(t) est définie pour tout t ≥ 0 et satisfait ∣∣Xt(x(0)) − x0∣∣ < ε pour tout

t > 0.

Si de plus il existe δ0 tel que 0 < δ0 < δ et

∣∣x(0) − x0∣∣ < δ0 Ô⇒ lim
t→∞

x(t) = x0

alors, x0 est asymptotiquement stable.

Le système est dit instable en x0 s’il n’est pas stable en x0.

Ces notions de stabilité sont illustrées ci-dessous, par le mouvement d’une boule sur un plan

convexe (fig.a) et sur un plan concave (fig.b) :
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Définition 2.4.5 Point d’équilibre attractif

Un point d’équilibre x0 est dit attractif s’il existe un voisinage D ⊂ U de x0 tel que pour toute

condition initiale de x commençant dans D, la solution correspondante Xt(x) de (??) est définie

pour tout t ≥ 0 et

lim
t→∞

Xt(x) = x0

;

Le point x0 est dit globalement attractif si

lim
t→∞

Xt(x) = x0

pour toute condition initiale x ∈ U .

Définition 2.4.6 x0 est un point d’équilibre asymptotiquement stable pour le système (??)

s’il est attractif.

2.5 Quelques méthodes utiles pour montrer la stabilité d’un

système différentiel

2.5.1 Méthode de Lyapunov[28]

Définition 2.5.1 Fonction de Lyapunov

Soit L ∶ U ⊂ Rn → R une fonction continue ;

- La fonction L est définie positive si L(x0) = 0 et L(x) > 0 dans un voisinage Ux0 de

x0, pour tout x ∈ Ux0, on a x ≠ x0.

- La fonction L est définie négative si −L est définie positive ;

- La fonction L est semi-définie positive si L(x0) = 0 et L(x) ≥ 0 dans un voisinage

Ux0 de x0.

- Une fonction L de classe C1 définie positive et dont la dérivée L̇ par rapport au système

(??) est définie négative sur U est une fonction de Lyapunov stricte pour le système (??).
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Si la fonction L est de classe C1, semi-définie positive et L ≤ 0 pour tout x ∈ U , alors L est

une fonction de LaSalle pour le système (??).

Théorème 2.5.1 Stabilité au sens de Lyapunov

Soit L une fonction de Lyapunov pour le système (??).

- Si la fonction L est définie positive et L̇ semi-définie négative sur U , alors le point

d’équilibre x0 est stable pour le système (??).

- Si la fonction L est défini positive et L̇ définie négative sur U , alors x0 est un point

d’équilibre asymptotiquement stable pour le système (??).

En général, en fonction du système auquel on a à faire, déterminer la fonction de Lyapunov L

peut s’avérer très fastidieux. La condition sur la dérivée L̇ peut être allégée en employant le

principe d’invariance de LaSalle.

Théorème 2.5.2 Principe d’invariance de LaSalle

Soit U un ouvert positivement invariant de Rn pour le système (??). Soit L ∶ U → R une

fonction de classe C1 pour (??) en x0 telle que :

- L̇(x) ≤ 0 sur U ;

- On pose A = {x ∈ U ; L̇(x) = 0} et B le plus grand ensemble positivement invariant par

X et contenu dans A.

Alors, toute solution bornée commençant dans U tend vers l’ensemble B lorsque le temps va à

l’infini.

Á la différence du théorème de Lyapunov, le théorème d’invariance de LaSalle n’exige pas que

L soit définie positive, ni que L̇ soit négative. Mais, il ne fournit que des informations sur

l’attractivité du système considéré au point d’équilibre considéré.

2.5.2 Critère de Routh-Hurwitz

Définition 2.5.2 Critère de Routh-Hurwitz

Soit D(s) le dénominateur de la fonction de transfert d’un système H(s) = N(s)
D(s)

avec D(s) =

ansn + ... + a1s + a0.

Le critère de Routh-Hurwitz permet de déterminer si les racines de l’équation caractéristiques

D(s) = 0 du système sont à parties réelles positives ou non, sans être obligé de calculer explici-

tement ces racines.

Principe du critère de Routh-Hurwitz

Condition nécessaire :
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Une condition nécessaire de stabilité est que tous les coefficients de D(s) soient strictement de

même signe.

Condition nécessaire et suffisante :

Si la condition nécessaire est vérifiée, il faut construire le tableau de Routh.

Théorème 2.5.3 Routh-Hurwitz

Le système est stable si et seulement si tous les termes de la première colonne sont strictement

positifs

- Il y’a autant de racines à partie réelle positive que de changement de signe dans la première

colonne.

- L’apparition de lignes de zéros indique l’existence de racines imaginaire pures.

2.5.3 Principe de comparaison de Lakshmikantham et al [14]

Cette approche repose sur le principe de comparaison pour les systèmes dynamiques impul-

sionnels. Cette approche consiste à trouver un système de comparaison dynamique

pour en déduire la stabilité du système d’origine.

Considérons le système dynamique impulsionnel contrôlé suivant :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ(t) = f(x(t)); t ≠ tk
x(t+k) = ρ(x(tk)); t = tk
x(t+0) = x0

(2.2)

Posons θk = tk+1 − tk. Le système (??) est supposé vérifier :

Hypothèse 1

1. f ∶D ⊂ Rn → Rn est continue localement Lipschitzienne, ρ ∶D ⊂ Rn → Rn est continue.

2. ∀i ∈ N ∶ ti < ti+1 avec lim
k→+∞

tk → +∞

Cette hypothèse assure qu’une solution pour le système (??) existe et est définie de manière

unique sur un intervalle de temps [t0, t0 + a[, a > 0.

Théorème 2.5.4

Soit V ∶ Rn → R+ une fonction localement Lipschitzienne. Si :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

D+V (x) ≤ ϕ(V (x)); t ≠ tk
V (ρ(x)) ≤ η(V (x)); t = tk

(2.3)
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où ϕ ∶ R+ → R est continue, η ∶ R+ → R+ supposée non décroissante. Soit X(t, x0) la solution

maximale définie sur [t0,+∞[ du système impulsionnel suivant :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ẋ(t) = ϕ(X(t)); t ≠ tk
X(t+k) = η(X(tk)); t = tk
X(t+0) =X0

(2.4)

Alors , V (x0) ≤X0 ⇒ V (x(t)) ≤X(t), ∀t ≥ t0 où x(t, x0) et la solution du système (??) définie

sur [t0,+∞[.

Soit le système :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ẋ(t) = f̃(X(t)); t ≠ tk
X(t+k) = η̃(X(tk)); t = tk
X(t+0) =X0

(2.5)

vérifiant l’hypothèse 1, où η̃ ∶ R+ → R+. On a le résultat suivant :

Théorème 2.5.5

Si les trois conditions suivantes sont vérifiées,

1. Il existe une fonction localement Lipschitzienne V ∶ B(0, δ) → R0 tel que : D+V (x) ≤

f̃(V (x)) pour tout t ≠ tk où f̃R+ → R vérifie l’hypothèse 1 ;

2. Il existe δ0 > 0 tel que x ∈ B(0, δ0) ⊂ B(0, δ) implique que :

ρ(x) ∈ B(0, δ0) et V (ρ(x)) ≤ ρ̃(V (x)), pour tout k ∈ N∗ ;

3. Il existe a, b > 0, tels que b∣∣x∣∣ ≤ V (x) ≤ ∣∣x∣∣ sur B(0, δ0). Alors, les propriétés de stabilité

du système (??) impliquent les propriétés de stabilité du système (??)

2.6 Nombre de reproduction de base

Définition 2.6.1 [28] Ro, le Nombre de reproduction de base.

Soit J la matrice jacobienne du système d’équations différentielles décrivant un modèle com-

partimental. On peut décomposer J comme somme d’une matrice F (matrice de transmission)

et d’une matrice V (matrice de transfert). On appelle Nombre de reproduction de base et

on note Ro, le rayon spectrale de la matrice −FV −1.

Il est impératif de déterminer au préalable, la Next Generation Matrix de van Den Dreiessche

et Watmough, dont nous exposons la méthode lue dans [28].
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2.6.0.1 La Next Generation Matrix

On fait le bilan de ce qui entre et de ce qui sort de chaque compartiment, comme le montre

la figure 2.3.

Figure 2.3 – Le bilan

Fi(x) est le taux d’individus nouvellement infectés rejoignant le compartiment i.

V+i (x) est le taux de transfert des individus dans le compartiment i par tout autre cause

que l’épidémie (Déplacement,vieillissement, guérison...).

V−i (x) est le taux de transfert des individus hors du compartiment i.

xi est le nombre (ou concentration) d’individus dans le compartiment i. La différence entre les

taux de transfert des individus sortant et entrant dans le compartiment i par d’autres moyens

que l’infection est Vi(x).

La dynamique définie dans le compartiment i est :

ẋi = Fi(x) + V+i (x) − V−i (x)

On suppose que les fonctions sont au moins C1. Si on pose Vi(x) = V+i (x)−V−i (x) le système

précédent devient

ẋi = Fi(x) + Vi(x)

Un état du système x0 est sans maladie, si les compartiments des infectés sont vides. C’est

le « Disease Free Equilibrium »(DFE). On pose

F = [∂Fi
∂xj

(P 0)] et V = [∂Vi
∂xj

(P 0)] avec 1 ≤ i, j ≤m.

On calcule FV −1, qui est définie comme la next génération matrix. Le rayon spectral de

cette matrice est le Nombre de reproduction effectif : Re = ρ(FV −1).
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Remarque :

Étant donné un modèle épidémiologique comportant n compartiments ordonnés de tel sorte que

les derniers sont des infectés et les m premiers compartiments, les individus libres de l’infection,

l’interprétation suivante est donnée à la matrice −FV −1 :

Considérons un individu infecté introduit dans un compartiment k > m d’une population sans

maladie. L’entrée (i;k) de la matrice −V −1 est le temps moyen que l’individu passera dans le

compartiment i au cours de sa vie, en supposant que l’on a bloqué la ré-infection. L’ entrée (j; i)

de la matrice F est la vitesse à laquelle un infecté dans le compartiment i produit des infections

dans le compartiment j. Ainsi l’entrée (j;k) de −FV −1 est le nombre espéré de nouvelles

infections dans le compartiment j produit par un individu infecté introduit originellement dans

le compartiment k. Le rayon spectral de la matrice −FV −1 est le Nombre de reproduction de

base. C’est-à-dire R0 = ρ(−FV −1).[6]

Théorème 2.6.1 Théorème de Varga.

Soit une matrice de Metzler A inversible. Pour toute décomposition régulière de A de la forme

A = F + V , les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1- A est une matrice stable.

2- ρ(−FV −1) < 1

Preuve[6]

Supposons que A est une matrice stable, alors d’après le théorème 2.3.2, on a −A−1 ≥ 0 Les

matrices V = A − F et A étant inversibles, on peut écrire :

−FV −1 = −F (A − F )−1 = −FA−1(I − FA−1)−1

On note G = −FA−1. C’est une matrice positive. Pour chercher son rayon spectrale, d’après

Perron-Frobenius, il suffit de se restreindre aux vecteurs propres positifs. Soit donc v > 0 un

vecteur propre de G correspondant à une valeur propre λ ≥ 0, soit Gv = λv. On a

−FV −1v = G(I −G)−1v = λ

1 + λ
v

La matrice −FV −1 est positive.

Réciproquement, soit µ ≥ 0 une valeur propre relativement à un vecteur propre v > 0. Alors

G(I −G)−1v = µv. Les matrices G et (I +G)−1 commutent, on en déduit que Gv = µ(I +G)v.

Cela entraîne que nécessairement µ ≠ 1 et v est un vecteur propre de G relativement à la valeur

propre µ
1+µ .
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La fonction de R+ dans [0,1[, définie par x↦ x
1+x est une bijection entre les valeurs propres

de G = −FA−1 sur celles de −FV −1. C’est une fonction monotone. Par conséquent on a

ρ (−FV −1) = ρ(G)
1 + ρ(G)

< 1.

Réciproquement supposons ρ (−FV −1) < 1. Alors la matrice −I − FV −1 est inversible, c’est en

plus une matrice de Metzler. Puisque ρ (−FV −1) < 1, on a α (−I − FV −1) < 1. C’est donc une

matrice de Metzler stable. Son inverse est positive et par conséquent

−A−1 = (−I − FV −1)−1
V −1 ≥ 0

Ce qui montre que A est une matrice de Metzler stable d’après le théorème 2.3.2. Cela termine

la démonstration.
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Chapitre Trois

Modélisation mathématique de la

maladie

3.1 Quelques modèles existant contrôlant le rotavirus

3.1.1 Modèle de Castillo-Chavez et al [20]

3.1.1.1 Description du modèle

Il s’agit d’un modèle décrivant l’infection du rotavirus à deux souches. Dans ce modèle, la

population est divisée en 8 compartiments. La fraction des individus susceptibles est donné

par X. Si on appelle S le nombre total de susceptibles dans la population et N , l’effectif total

des individus formant la population, alors X = S

N
. La fraction Yi correspond au pourcentage

des individus de la population infectés par la souche i. λi est la force de l’infection inhérente à

la souche i. La fraction Zi correspond au pourcentage des individus de la population qui sont

guéris de l’infection causée par la souche i avec un taux γi. La fraction Ii correspond à la fraction

d’individus de la population qui sont déjà guéris de l’infection causée par la souche j, (i ≠ j).

L’effectif de la population est constante, et la somme de toutes les fractions est 1. σi désigne le

paramètre d’immunité croisé ; σi ∈ [0,1]. Si σj = 0, dès qu’un individu est infecté par la souche

i, il est complètement immunisé contre la souche j. Après la double infection et guérison, les

individus migrent vers le compartiment des guéris. On désigne par W le compartiment des

guéris. On suppose que la population est constante, le taux de natalité est donc constant, égale

au taux de mortalité µ.

Le tableau ci-dessous présente les différentes variables utilisées dans le modèle :
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Figure 3.1 – Diagramme montrant le flux entre les compartiments

Variables Définition

X Proportion des individus susceptibles

Yi Proportion des individus infectés par la souche i

Zi Proportion des individus guéris de la première infection de souche i

Ii Proportion des individus infectés par la souche i après l’avoir été par la souche j, i ≠ j

W Proportion des individus guéris après les deux contaminations
La figure (3.1), donne une vue synoptique du flux entre les différents compartiments. La mo-

délisation conduit au système d’équations différentielles suivant :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ẋ = µ(1 −X) − (λ1 + λ2)X,

Ẏi = λiX − (γi + µ)Yi,

Żi = γiYi − (σjλj + µ)Zi,

İi = σiλiZj − (γi + µ)Ii,

Ẇ = γ1I1 + γ2I2 − µW

Les différentes forces d’infection sont λi = βi(Yi + Ii) pour i = 1,2. βi est le taux de contact

adéquat par unité de temps entre une personne infectée et un individu susceptible au sein de

la population. Un contact adéquat est un contact suffisant pour qu’un infectieux transmette

l’infection à un individu susceptible.
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3.1.1.2 Résultats

Nombre de reproduction de base

Puisque l’infection est à deux souches, on calcule respectivement R1 et R2, le Nombre de repro-

duction de base de chacune des infections. On étudie les conditions portant sur R1 et R2 pour

savoir si les deux infections persisteront ou si l’une ou l’autre persistera ou si aucune des deux

ne persistera.

Analyse des Stabilités

On a Ri =
βi

γi + µ
. Ce modèle présente 4 équilibres Gi, i = 1,2,3,4. G1 est le disease free equili-

brium. Ce point est localement asymptotiquement stable quand R1 < 1 et R2 < 1 ; Autrement,

c’est un point selle. On montre la stabilité globale du point d’équilibre sans maladie en utilisant

la fonction de Lyapunov Y1 + I1 + Y2 + I2 et le théorème de Lyapunov-LaSalle.

Si R1 > 1 et R2 <
R1

1 + σ2(R1 − 1)γ1/(γ1 + µ)
,

l’équilibre G2 = ( 1
R1
, µ
γ1+µ

(1 − 1
R1
,0, γ1

γ1+µ
(1 − 1

R1
,0,0,0) est localement asymptotiquement stable.

Ce point est instable si on n’a pas ces conditions. On a un équilibre analogue si R1 > 1.

Si R1 > 1, R2 > 1 et

R2 >
R1

1 + σ2(R1 − 1)γ1/(γ1 + µ)

R1 >
R2

1 + σ1(R2 − 1)γ2/(γ2 + µ)
il y’a un équilibre G4 où les deux souches coexistent.

3.1.2 Modèle de E.shim et Castillo-Chavez[26]

L’influence de l’allaitement sur la dynamique de l’infection du rotavirus chez l’enfant est

décrit par le modèle de E.Shim, Banks et Castillo-Chavez[26]. le modèle (voir fig(3.2) comprend

les seins de la mère M(t), les susceptibles S(t), les infectieux latents L(t), les infectieux I(t) et

les guéris temporaires R(t). On suppose que l’effectif total N =M +S +L + I +R est constant.

Le rôle des antigènes maternels est de protéger l’enfant contre l’infection à rotavirus. Le

taux d’infection au rotavirus est réduit par un facteur π avec 0 < π < 1. En fait, on suppose que

seule une proportion q de nouveaux nés allaitée par le sein de leurs mères bénéficient de la petite

période d’immunité 1
ρ . β est le taux de transmission ; on a β(t) = β0[1 + β1cos(2pi(t − τ))] où,

β0 est le taux de transmission significatif, β1 l’amplitude, τ la latence associée à la transmission

saisonnière. α le taux des latents qui deviennent infectieux, γ le taux de guérison des infectieux,

δ le taux de perte d’immunité des guéris. On obtient le système d’équations différentielles non

Mémoire de DI.P.E.S. II 2015-2016. 26



3.1. Quelques modèles existant contrôlant le rotavirus

Figure 3.2 – schéma représentant le flux des individus

linéaire suivant : ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ṁ = qµN − πβMI/N − (ρ + µ)M

Ṡ = µ[(1 − q)N − S] + ρM − βSI/N + δR

L̇ = πβMI/N + βSI/N − (α + µ)L

İ = αL − (µ + γ)I

Ṙ = γI − (µ + δ)R

Résultats

Le Nombre de reproduction de base peut être facilement calculé quand β = β0 et β1 = 0. On a :

R(q, ρ) = αβ0[ρ + µ(1 − q(1 − π))]
(ρ + µ)(α + µ)(γ + µ)

. On R0 = R(0,0).

On montre que siR(q, ρ) < 1 alors le point d’équilibre sans maladie est stable. Il est instable

quand R(q, ρ) > 1. En conséquence, les rotavirus périront si R0 < 1 et prolifèreront si R0 > 1.

On remarque que R(q,0) < R0 pour q ∈ [0,1].

On observe que même si l’allaitement n’est pas utilisé pour contrôler la maladie, il est capable

de réduire la prévalence de l’infection à rotavirus.
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3.2 Présentation du modèle à étudier

3.2.1 Hypothèses et Description

Dans notre modèle, nous faisons les hypothèses suivantes :

– Le taux de recrutement des enfants susceptibles est constant, et se fait via la naissance.

– La vaccination donne une immunité temporaire.

– Les infectieux, s’ils ne sont pas traités, guérissent ou meurent.

Dans notre modèle, il y’a deux modes de contrôle stratégique : la vaccination et le traitement.

Il y’a 6 classes au total : La classe des susceptibles S, la classe des vaccinés V , la classe des

infectieux I, la classe des traités T , la classe des guéris R et l’environnement pathogène E. La

population des enfants est divisée en 11 compartiments comme suit :

– La classe des susceptibles est divisée en 3 compartiments :

S1(t) : Nombre de susceptibles recrutés sans vaccination.

S2(t) : Nombre de susceptibles recrutés parmi ceux qui ont perdu leurs immunités après

la première dose de vaccin.

S3(t) : Nombre de susceptibles recrutés parmi ceux qui ont perdu leurs immunités après

la seconde dose de vaccin.

– La classe des Vaccinés est divisé en 3 compartiments :

V1(t) :Nombre d’enfants vaccinés ayant reçu la première dose de vaccin.

V2(t) : Nombre d’enfants vaccinés ayant reçu la seconde dose de vaccin.

V3(t) : Nombre d’enfants vaccinés ayant reçu la troisième dose de vaccin.

– La classe des infectieux est divisée en 3 compartiments :

I1(t) : Nombre d’enfants infectieux non vaccinés.

I2(t) : Nombre d’enfants infectieux qui ont perdu leurs immunités après la première dose

de vaccin.

I3(t) : Nombre d’enfants infectieux qui ont perdu leurs immunités après la seconde dose

de vaccin.

– T (t) est le nombre d’enfants traités.

– R(t) est le nombre d’enfants guéris.

– E(t) est la concentration des rotavirus dans l’environnement pathogène, à l’instant t.

Dans ce modèle, Λ désigne le taux de recrutement des enfants susceptibles. Il est constant.

Une proportion 1− ρ des recrutés dans S1 ne sont pas vaccinés, tandis que l’autre proportion ρ

rejoint le sous-groupe des vaccinés V1.
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Le rotavirus peut passer d’un enfant à un autre via des mains contaminées ou par le toucher

des surfaces ou d’objets souillés (Buts et al., 1993 ; Shim et al.,2001 ). Le mode de transmission

est essentiellement oro-fécale (Hochwald et al.,1999 ).

Les enfants de S1 rejoignent le compartiment I1 quand ils sont exposés à un environnement

souillé, ou en effectuant un contact adéquat avec des enfants infectieux. Ils peuvent propager

le virus avant et après avoir développé les symptômes (Parashar et al., 1995 ). Ils acquièrent

l’infection avec un taux Ψ(S1,E, Ij) où

Ψ(S1,E, Ij) = ε1S1

3

∑
j=1

(θjIj) +
ν1ES1

K +E
, j = 1,2,3.

Ici, ε1 est le taux de contact entre les susceptibles et l’environnement, K est la concentration

des virions pathogènes dans l’environnement.

Les paramètres εi et νi i = 1,2,3, mesurent le taux de susceptibilité à contracter la maladie.

les compartiments Si interagissent avec les compartiments Ij et on peut supposer que ε1 >

ε2 > ε3 et ν1 > ν2 > ν3.

θ1, θ2 et θ3 traduisent le degré d’infectuosité de I1, I2 et I3. On a θ1 > θ2 > θ3 et θ1+θ2+θ3 = 1.

Une fraction r d’enfants est traités à un taux ω1 et rejoignent le compartiment T , tandis

que l’autre fraction 1 − r est supposée guérir naturellement avec un taux α1 grâce à l’allaite-

ment,endurance,...(WHO, 2009 ; Buts et al., 1993 ).

En outre, une proportion ρ d’enfants recrutés rejoignent V1 pour prendre la première dose

de vaccin. Après 4 semaines, ces enfants doivent prendre la seconde dose. Mais à cause du

coût du vaccin, du relatif accès aux hôpitaux ou de l’oubli, tous les enfants ne prennent pas la

seconde dose. Une fraction η d’enfants de V1 prend la seconde dose et est vaccinée au taux τ1

et l’autre fraction 1 − η ne prend pas ; il s’en suit une perte d’immunité. Ces enfants rejoignent

le compartiment S2 au taux κ1. Ces derniers contractent l’infection au taux Ψ(S2,E, Ij) où

Ψ(S2,E, Ij) = ε2S2

3

∑
j=1

(θjIj) +
ν2ES2

K +E
, j = 1,2,3.

Dans I2, une proportion a est traitée au taux ω2, tandis que l’autre proportion 1 − a guéri par

d’autres voies aux taux α2.

Après la première dose, une proportion η rejoint V2 pour la deuxième dose. Une fraction

φ prend la troisième dose au taux τ2 tandis que l’autre proportion ne prend pas ; il y’a perte

d’immunité et les enfants rejoignent le compartiment S3 au taux κ2. Ils acquièrent l’infection

au taux Ψ(S3,E, Ij) où

Ψ(S3,E, Ij) = ε3S3

3

∑
j=1

(θjIj) +
ν3ES3

K +E
, j = 1,2,3.
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Quand ces enfants deviennent infectieux, une proportion b d’entre eux est traitée au taux ω3,

tandis que les enfants de l’autre proportion 1 − b guérissent naturellement au taux α3. Une

proportion β d’enfants de V3 perdent leurs immunités et reviennent dans S1.

Tous les enfants traités dans le compartiment T migrent vers R au taux α4. Compte tenu

que le traitement peut conférer une certaine immunité comparativement à quand il est absent,

on suppose que α4 > α3 > α2 > α1. En outre, les enfants du compartiment R perdent leurs

immunités au taux ε4.

dj est le taux de mortalité des infectieux du compartiment Ij à cause du rotavirus.

µ est le taux de mortalité naturel des enfants.

γ est le taux de régénération des virions pathogènes dans l’environnement.

Le taux d’excrétion des virions dans l’environnement par les enfants infectieux du compar-

timent Ij est σj.

µ1 est le taux de mortalité naturel des rotavirus.

La dynamique de l’infection à rotavirus du modèle de HELLEN NAMAWEJJE est résumée

par le diagramme de la figure 3.3

3.2.2 Équations du modèle

La description des flots entre les différents compartiments permet d’avoir le système d’équa-

tions suivant :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ṡ1 = (1 − ρ)Λ −Ψ(S1,E, Ij) + ε4R − µS1 + βV3

V̇1 = ρΛ − (1 − η)κ1V1 − ητ1V1 − µV1

Ṡ2 = (1 − η)κ1V1 −Ψ(S2,E, Ij) − µS2

V̇2 = ητ1V1 − (1 − φ)κ2V2 − φτ2V2 − µV2

V̇3 = φτ2V2 − βV3 − µV3

Ṡ3 = (1 − φ)κ2V2 −Ψ(S3,E, Ij) − µS3

İ1 = Ψ(S1,E, Ij) − α1(1 − r)I1 − ω1rI1 − (µ + d1)I1

İ2 = Ψ(S2,E, Ij) − α2(1 − a)I2 − ω2aI2 − (µ + d2)I2

İ3 = Ψ(S3,E, Ij) − α3(1 − b)I3 − ω3bI3 − (µ + d3)I3

Ṫ = ω1rI1 + ω2aI2 + ω3bI3 − α4T − µT

Ṙ = α1(1 − r)I1 + α2(1 − a)I2 + α3(1 − b)I3 + α4T − µR − ε4R

Ė = γE − µ1E + σ1I1 + σ2I2 + σ3I3

(3.1)
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Figure 3.3 – Diagramme de transmission du rotavirus avec les deux contrôles stratégiques. Le

vaccin utilisé ici est le Rotateq, qui se prend en trois doses.
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où,

Ψ(Si,E, Ij) = εiSi
3

∑
j=1

(θjIj) +
νiESi
K +E

, pour i=1,2,3 ; avec les conditions initiales : S1(0) = S10,V1(0) = V10, S2(0) = S20, V2(0) = V20,

V3(0) = V30, S3(0) = S30, I1(0) = I10, I2(0) = I20, I3(0) = I30, T (0) = T0, R(0) = R0 et N(0) = N0.

3.2.3 Région invariante

Nous supposons que toutes les variables et tous les paramètres du modèle sont positifs à

tout instant t ≥ 0. Pour simplifier, nous prenons ici : d = d1 = d2 = d3. La population N(t) des

enfants vérifie :

dN(t)
dt

= Λ − µN(t) − d(I1 + I2 + I3). (3.2)

En l’absence de rotavirus, d = 0 donc ,

dN(t)
dt

≤ Λ − µN(t) (3.3)

En intégrant (??), on obtient successivement, avec les conditions initiales :

Λ − µN(t) ≥ (Λ − µN0)e−µt (3.4)

N(t) ≤ Λ

µ
− (Λ − µN0

µ
) e−µt (3.5)

En faisant tendre t→∞ dans (??), on obtient :

0 ≤ N(t) ≤ Λ

µ
(3.6)

La population des enfants est donc globalement et asymptotiquement stable.

Les solutions du système (3.1) sont donc dans la région

Ω′ = ((S1, V1, S2, V2, S3, V3, I1, I2, I3, T,R) ∈ R11
+ /S1 ≥ 0, V1 ≥ 0, S2 ≥ 0, V2 ≥ 0, S3 ≥ 0,

V3 ≥ 0, I1 ≥ 0, I1 ≥ 0, I2 ≥ 0, I3 ≥ 0, T ≥ 0,R ≥ 0,N ≤ Λ
µ )

En considérant la dernière équation du système (3.1) :

Ė = γE − µ1E + σ1I1 + σ2I2 + σ3I3

Ė ≤ γE − µ1E + (σ1 + σ2 + σ3)N (3.7)
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Mais d’après (??), on a N(t) ≤ Λ
µ . Cette majoration permet d’écrire que :

Ė ≤ γE − µ1E + (σ1 + σ2 + σ3)
Λ

µ
(3.8)

En intégrant les deux membres de l’inégalité (3.8), on obtient :

E(t) ≤ Ae(γ−µ1)t + (σ1+σ2+σ3)µ(µ1−γ)
Λ

≤ [ Aµ(µ1−γ)
(σ1+σ2+σ3)Λ

e−(−γ+µ1)t + 1] (σ1+σ2+σ3)µ(µ1−γ)Λ

En faisant tendre t→∞, on obtient :

0 ≤ E(t) ≤ (σ1 + σ2 + σ3)
µ(µ1 − γ)

Λ

pourvu que µ1 ≥ γ.

Ainsi, l’ensemble :

Ω = ((S1, V1, S2, V2, S3, V3, I1, I2, I3, T,R) ∈ R11
+ /S1 ≥ 0, V1 ≥ 0, S2 ≥ 0, V2 ≥ 0, S3 ≥ 0,

V3 ≥ 0, I1 ≥ 0, I1 ≥ 0, I2 ≥ 0, I3 ≥ 0, T ≥ 0,R ≥ 0,0 ≤ N ≤ Λ
µ ,0 ≤ E(t) ≤ (σ1+σ2+σ3)µ(µ1−γ)

Λ)

est positivement invariant.

Le système (3.1) est donc biologiquement et mathématiquement bien posé dans le domaine

Ω.

3.2.4 Point d’équilibre sans maladie (DFE)

Nous notons ce point :

P 0 (S0
1 , V

0
1 , S

0
2 , V

0
2 , S

0
3 , V

0
3 , I

0
1 , I

0
2 , I

0
3 , T

0,R0,E0) .

En l’absence de maladie, on a : I1 = I2 = I3 = T = R = E = 0.

En annulant les dynamiques :

Ṡ1 = 0, V̇1 = 0, Ṡ2 = 0, V̇2 = 0, Ṡ3 = 0, V̇3 = 0, İ1 = 0, İ2 = 0, İ3 = 0, Ṫ = 0, Ṙ = 0 et Ė = 0

le système (3.1) s’écrit alors :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(1 − ρ)Λ − µS0
1 + βV 0

3 = 0

ρΛ − (1 − η)κ1V 0
1 − ητ1V 0

1 − µV 0
1 = 0

(1 − η)κ1V 0
1 − µS0

2 = 0

ητ1V 0
1 − (1 − φ)κ2V 0

2 − φτ2V 0
2 − µV 0

2 = 0

φτ2V 0
2 − βV 0

3 − µV 0
3 = 0

(1 − φ)κ2V 0
2 − µS0

3 = 0

(3.9)
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V 0
1 = ρΛ

(1 − η)κ1 + ητ1 + µ

S0
2 = (1 − η)κ1V 0

1

µ
= (1 − η)κ1

µ

ρΛ

(1 − η)κ1 + ητ1 + µ

V 0
2 = ητ1

(1 − φ)κ2 + φτ2 + µ
V 0

1 = ητ1

(1 − φ)κ2 + φτ2 + µ
ρΛ

(1 − η)κ1 + ητ1 + µ

V 0
3 = φτ2

β + µ
V 0

2 = φτ2

β + µ
ητ1

(1 − φ)κ2 + φτ2 + µ
ρΛ

(1 − η)κ1 + ητ1 + µ

S0
1 = (1 − ρ)Λ + βV 0

3

µ
= (1 − ρ)Λ

µ
+ β
µ

φτ2

β + µ
ητ1

(1 − φ)κ2 + φτ2 + µ
ρΛ

(1 − η)κ1 + ητ1 + µ

S0
3 = (1 − φ)κ2

µ
V 0

2 = (1 − φ)κ2

µ

ητ1

(1 − φ)κ2 + φτ2 + µ
ρΛ

(1 − η)κ1 + ητ1 + µ

3.2.5 Le Nombre de reproduction de base effectif Re et Nombre de

reproduction de base R0

Nous calculons le Nombre de reproduction effectif en utilisant laNext Generation Matrix

de Van Den Driessche et Watmough.

Pour calculer Re, nous réarrangeons les équations du modèle (3.1), en commençant par les

dynamiques des infections İ1, İ2, İ3 puis celle de la classe environnement Ė. Ensuite, celles des

susceptibles Ṡ1, Ṡ2, Ṡ3 puis celles des vaccinés V̇1, V̇2, V̇3. Enfin, celle des traités Ṫ suivie de

celle des guéris Ṙ.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

İ1 = Ψ(S1,E, Ij) − α1(1 − r)I1 − ω1rI1 − (µ + d1)I1

İ2 = Ψ(S2,E, Ij) − α2(1 − a)I2 − ω2aI2 − (µ + d2)I2

İ3 = Ψ(S3,E, Ij) − α3(1 − b)I3 − ω3bI3 − (µ + d3)I3

Ė = γE − µ1E + σ1I1 + σ2I2 + σ3I3

Ṡ1 = (1 − ρ)Λ −Ψ(S1,E, Ij) + ε4R − µS1 + βV3

Ṡ2 = (1 − η)κ1V1 −Ψ(S2,E, Ij) − µS2

Ṡ3 = (1 − φ)κ2V2 −Ψ(S3,E, Ij) − µS3

V̇1 = ρΛ − (1 − η)κ1V1 − ητ1V1 − µV1

V̇2 = ητ1V1 − (1 − φ)κ2V2 − φτ2V2 − µV2

V̇3 = φτ2V2 − βV3 − µV3

Ṫ = ω1rI1 + ω2aI2 + ω3bI3 − α4T − µT

Ṙ = α1(1 − r)I1 + α2(1 − a)I2 + α3(1 − b)I3 + α4T − µR − ε4R

(3.10)
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On a :

Fi(x) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ε1S1

3

∑
j=1

(θjIj) +
ν1ES1

K +E

ε2S2

3

∑
j=1

(θjIj) +
ν2ES2

K +E

ε3S3

3

∑
j=1

(θjIj) +
ν3ES3

K +E

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ε1S1(θ1I1 + θ2I2 + θ3I3) +
ν1ES1

K +E
ε2S2(θ1I1 + θ2I2 + θ3I3) +

ν2ES2

K +E
ε3S3(θ1I1 + θ2I2 + θ3I3) +

ν3ES3

K +E
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(3.11)

et :

Vi(x) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(α1(1 − r) + ω1r + (µ + d1))I1

(α2(1 − a) + ω2a + (µ + d2))I2

(α3(1 − b) + ω3b + (µ + d3))I3

µ1E − γE − σ1I1 − σ2I2 − σ3I3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(3.12)

Ainsi,

F =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ε1S1θ1 ε1S1θ2 ε1S1θ3
ν1S1K
(K+E)2

ε2S2θ1 ε2S2θ2 ε2S2θ3
ν2S2K
(K+E)2

ε3S3θ1 ε3S3θ2 ε3S3θ3
ν3S3K
(K+E)2

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(3.13)

En évaluant la matrice (3.13) au DFE P 0, On obtient :

F =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ε1S0
1θ1 ε1S0

1θ2 ε1S0
1θ3

ν1S
0
1

K

ε2S0
2θ1 ε2S0

2θ2 ε2S0
2θ3

ν2S
0
2

K

ε3S0
3θ1 ε3S0

3θ2 ε3S0
3θ3

ν3S
0
3

K

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(3.14)

On détermine également la matrice de transfert V :

V =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ξ1 0 0 0

0 ξ2 0 0

0 0 ξ3 0

−σ1 −σ2 −σ3 µ1 − γ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(3.15)

Où

ξ1 = α1(1 − r) + ω1r + (µ + d1)

ξ2 = α2(1 − a) + ω2a + (µ + d2)

ξ3 = α3(1 − b) + ω3b + (µ + d3)
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Compte tenu de la forme de V , on cherche V −1 sous la forme : V −1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a 0 0 0

0 b 0 0

0 0 c 0

d e f g

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

L’écriture :
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ξ1 0 0 0

0 ξ2 0 0

0 0 ξ3 0

−σ1 −σ2 −σ3 µ1 − γ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a 0 0 0

0 b 0 0

0 0 c 0

d e f g

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

conduit à :
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

aξ1 0 0 0

0 bξ2 0 0

0 0 cξ3 0

−aσ1 + d(µ1 − γ) −bσ2 + e(µ1 − γ) −cσ3 + f(µ1 − γ) g(µ1 − γ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

On en déduit que

V −1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
ξ1

0 0 0

0 1
ξ2

0 0

0 0 1
ξ3

0

σ1
ξ1(µ1−γ

) σ2
ξ2(µ1−γ

) σ3
ξ3(µ1−γ

) 1
µ1−γ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(3.16)

Dès lors, on calcule la Next Generation Matrix :

FV −1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ε1S0
1θ1 ε1S0

1θ2 ε1S0
1θ3

ν1S
0
1

K

ε2S0
2θ1 ε2S0

2θ2 ε2S0
2θ3

ν2S
0
2

K

ε3S0
3θ1 ε3S0

3θ2 ε3S0
3θ3

ν3S
0
3

K

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
ξ1

0 0 0

0 1
ξ2

0 0

0 0 1
ξ3

0

σ1
ξ1(µ1−γ

) σ2
ξ2(µ1−γ

) σ3
ξ3(µ1−γ

) 1
µ1−γ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(3.17)

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ε1S
0
1θ1
ξ1

+ ν1S
0
1σ1

Kξ1(µ1−γ)

ε1S
0
1θ2
ξ2

+ ν1S
0
1σ2

Kξ2(µ1−γ)

ε1S
0
1θ3
ξ3

+ ν1S
0
1σ3

Kξ3(µ1−γ)

ν1S
0
1

K(µ1−γ)

ε2S
0
2θ1
ξ1

+ ν2S
0
2σ1

Kξ1(µ1−γ)

ε2S
0
2θ2
ξ2

+ ν2S
0
2σ2

Kξ2(µ1−γ)

ε2S
0
2θ3
ξ3

+ ν2S
0
2σ3

Kξ3(µ1−γ)

ν2S
0
2

K(µ1−γ)

ε3S
0
3θ1
ξ1

+ ν3S
0
3σ1

Kξ1(µ1−γ)

ε3S
0
3θ2
ξ2

+ ν3S
0
3σ2

Kξ2(µ1−γ)

ε3S
0
3θ3
ξ3

+ ν3S
0
3σ3

Kξ3(µ1−γ)

ν3S
0
3

K(µ1−γ)

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(3.18)

3.2.5.1 Le Nombre de reproduction de base effectif Re

Le calcul des valeurs propres étant très complexe, pour déterminer le Nombre de reproduc-

tion de base effectif, nous allons utiliser la méthode de (D. Diekmann, JAP. Heesterbeek et
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M. G. Robert ; The construction of next-generation matrices for compartment épidemic model ;

2009 ).

On pose K = FV −1.

On a det(K) = 0 car, la dernière ligne de K est nulle. Diekmann et Heesterbeek proposent

[14] de réduire la matrice K en une matrice KS de dimension inférieure. Pour cela, on détermine

deux matrices R et C telles que F = RC. La matrice KS = RV −1C et la plus grande valeur

propre de KS est Re, qui doit coïncider avec la trace de K.

F =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ε1S0
1θ1 ε1S0

1θ2 ε1S0
1θ3

ν1S
0
1

K

ε2S0
2θ1 ε2S0

2θ2 ε2S0
2θ3

ν2S
0
2

K

ε3S0
3θ1 ε3S0

3θ2 ε3S0
3θ3

ν3S
0
3

K

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Les première, deuxième, troisième et quatrième colonnes de F s’obtiennent en multipliant
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

ε1S0
1

ε2S0
2

ε3S0
3

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

respectivement par θ1, θ2, θ3 et a
K . Où a = ν1

ε1
= ν2
ε2
= ν3
ε3
. Cette hypothèse est appelée

Separable mixing in Diekmann. Cette hypothèse conduit à det(K) = 0 puis à Re = trace(K).

D’autres parts, les première, deuxième, troisième et quatrième lignes de F s’obtiennent en

multipliant ( θ1 θ2 θ3
a
K

) respectivement par ε1S0
1 , ε2S0

2 , ε3S0
3 et 0.

En posant

R = ( θ1 θ2 θ3
a
K

) et C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

ε1S0
1

ε2S0
2

ε3S0
3

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

On obtient alors :

KS = ( θ1 θ2 θ3
a
K

)V −1

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

ε1S0
1

ε2S0
2

ε3S0
3

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

(3.19)

= ( θ1 θ2 θ3
a
K

)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1
ξ1

0 0 0

0 1
ξ2

0 0

0 0 1
ξ3

0

σ1
ξ1(µ1−γ

) σ2
ξ2(µ1−γ

) σ3
ξ3(µ1−γ

) 1
µ1−γ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

ε1S0
1

ε2S0
2

ε3S0
3

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

= ( S0
1θ1ε1
ξ1

+ ν1S
0
1σ1

Kξ1(µ1−γ)
+ S0

2θ2ε2
ξ2

+ ν2S
0
2σ2

Kξ2(µ1−γ)
+ S0

3θ3ε3
ξ3

+ ν3S
0
3σ3

Kξ3(µ1−γ)
)
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La plus grande valeur propre de la matrice (3.19) est

Re = (S
0
1θ1ε1

ξ1

+ ν1S0
1σ1

Kξ1(µ1 − γ)
) + (S

0
2θ2ε2

ξ2

+ ν2S0
2σ2

Kξ2(µ1 − γ)
) + (S

0
3θ3ε3

ξ3

+ ν3S0
3σ3

Kξ3(µ1 − γ)
)

Posons

∆1 = (S
0
1θ1ε1
ξ1

+ ν1S
0
1σ1

Kξ1(µ1−γ)
)

= S0
1

ξ1
(θ1ε1 + ν1σ1

K(µ1−γ)
)

où

S0
1 =

(1 − ρ)Λ
µ

+ β
µ

φτ2

β + µ
ητ1

(1 − φ)κ2 + φτ2 + µ
ρΛ

(1 − η)κ1 + ητ1 + µ
que :

(i) β
µ
φτ2
β+µ

ητ1
(1−φ)κ2+φτ2+µ

ρΛ
(1−η)κ1+ητ1+µ

est le nombre d’enfants qui ont reçu la troisième dose de

vaccin, mais qui sont redevenus susceptibles.

(ii) (1−ρ)Λ
µ est le nombre d’enfants non vaccinés.

(iii) S0
1 est constitué du nombre d’enfants non vaccinés et de ceux qui sont devenus susceptibles

après la troisième dose de vaccin.

(iv) ∆1 est le Nombre de reproduction de base des enfants non vaccinés et le Nombre de

reproduction effectif des enfants ayant perdu leur immunité après la troisième dose de

vaccin.

De même, on pose :

∆2 = (S
0
2θ2ε2
ξ2

+ ν2S
0
2σ2

Kξ2(µ1−γ)
)

= S0
2

ξ2
(θ2ε2 + ν2σ2

K(µ1−γ)
)

où :

S0
2 =

(1 − η)κ1

µ

ρΛ

(1 − η)κ1 + ητ1 + µ
On note que :

(i) ρΛ
(1−η)κ1+ητ1+µ

estlenombred′enfantsquiontreulapremiredosedevaccin.

(ii) (1−η)κ1
µ

ρΛ
(1−η)κ1+ητ1+µ

est le nombre d’enfants qui n’ont pas reçu la seconde dose de vaccin

après avoir reçu la première.

(iii) ∆2 est le Nombre de reproduction effectif des enfants qui n’ont pas reçu la seconde dose

de vaccin après avoir reçu la première.
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Enfin, on pose :
∆3 = (S

0
3θ3ε3
ξ3

+ ν3S
0
3σ3

Kξ3(µ1−γ)
)

= S0
3

ξ3
(θ3ε3 + ν3σ3

K(µ1−γ)
)

où :

S0
3 =

(1 − φ)κ2

µ

ητ1

(1 − φ)κ2 + φτ2 + µ
ρΛ

(1 − η)κ1 + ητ1 + µ
On note que :

(i) (1−φ)κ2
µ

ητ1
(1−φ)κ2+φτ2+µ

ρΛ
(1−η)κ1+ητ1+µ

est le nombre d’enfants qui ont reçu la première, puis la

deuxième dose de vaccin, mais pas la troisième.

(ii) ∆3 est le Nombre de reproduction effectif des enfants qui ont reçu les deux premières

doses de vaccin, mais pas la troisième.

On a Re = ∆1 +∆2 +∆3

3.2.5.2 Le Nombre de reproduction de base R0

Le Nombre de reproduction de base R0 s’obtient en revenant au modèle de base SIRS avec

environnement pathogène. Pour cela, il faut prendre :

ρ = τ1 = τ2 = β = ω1 = r = 0

et on obtient :

R0 =
Λ

µ(α1 + µ + d1)
(ε1θ1 +

ν1σ1

K(µ1 − γ)
)

3.2.5.3 Le Nombre de reproduction de base effectif avec Traitement RT

Le Nombre de reproduction de base effectif avec traitement RT , s’obtient en prenant ρ =

τ1 = τ2 = β = 0 ; ω1 ≠ 0 et r ≠ 0. Ainsi, S0
1 = Λ

µ , S
0
2 = 0 et S0

3 = 0.

RT = S0
1θ1ε1

ξ1

+ ν1S0
1σ1

Kξ1(µ1 − γ)

= θ1ε1Λ

µ(α1(1 − r) + ω1r + (µ + d1))
+ ν1Λσ1

K(α1(1 − r) + ω1r + (µ + d1))µ(µ1 − γ)

3.2.5.4 Le Nombre de reproduction de base effectif avec traitement et première

dose de vaccin R1V T

R1V T est le Nombre de reproduction effectif des enfants qui ont reçu la première dose de

vaccin, mais pas la seconde. De l’analyse de Re faite ci-dessus, il ressort que :
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R1V T = ∆2

= (1−η)κ1
µ(α2(1−a)+ω2a+(µ+d2))

ρΛ
((1−η)κ1+ητ1+µ)

(ε2θ2 + ν2σ2
K(µ1−γ)

)

3.2.5.5 Nombre de reproduction de base effectif avec traitement et seconde dose

de vaccin R2V T

R2V T est le Nombre de reproduction effectif des enfants ayant reçu la première, puis la

seconde dose de vaccin, mais pas la troisième. De l’analyse de Re faite plus haut, on peut écrire

que :
R2V T = ∆3

= (1−φ)κ2
µ(α3(1−b)+ω3b+(µ+d3))

ητ1
((1−φ)κ2+φτ2+µ)

ρΛ
((1−η)κ1+ητ1+µ)

(ε3θ3 + ν3σ3
K(µ1−γ)

)

3.3 Stabilité du point d’équilibre sans maladie P 0

3.3.1 Stabilité asymptotique

La jacobienne du système au DFE est :

J(DFE) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

µ 0 0 0 β 0 −ε1S1θ1 −ε2S2θ2 −ε3S3θ3 0 0
ν1S1
K

0 −h1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 (1 − η)κ1 −µ 0 0 0 −ε2S2θ1 −ε2S2θ2 −ε3S3θ3 0 0 − ν1S1
K

0 ητ1 0 −h2 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 φτ2 −(β + µ − φτ2) 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 (1 − φ)κ2 0 −µ −ε3S3θ1 −ε3S3θ2 −ε3S3θ3 0 0 − ν3S3
K

0 0 0 0 0 0 ε1S1θ1 − ξ1 ε1S1θ2 ε1S1θ3 0 0
ν1S1
K

0 0 0 0 0 0 ε2S2θ1 ε2S2θ2 − ξ2 ε2S2θ3 0 0
ν2S2
K

0 0 0 0 0 0 ε3S3θ1 ε3S3θ2 ε3S3θ3 − ξ3 0 0
ν3S3
K

0 0 0 0 0 0 ω1r ω2a ω3b −α4 0 0

0 0 0 0 0 0 α1(1 − r) α2(1 − a) α3(1 − b) α4 −µ 0

0 0 0 0 0 0 σ1 σ2 σ3 0 0 γ − µ1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

avec h1 = (1 − η)κ1 + ητ1 + µ et h2 = (1 − φ)κ2 + φτ2 + µ.

En développant par rapport à des lignes et à des colonnes appropriées, on obtient :

∣J(DFE) − λI12∣ = (−µ − λ)4(−h1 − λ)(−h2 − λ)(−β − µ − λ)(−α4 − λ)M(λ) (3.20)

Avec :

M(λ) =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

ε1S1θ1 − ξ1 − λ ε1S1θ2 ε1S1θ3
ν1S1

K

ε2S2θ1 ε2S2θ2 − ξ2 − λ ε2S2θ3
ν2S2

K

ε3S3θ1 ε3S3θ2 ε3S3θ3 − ξ3 − λ ν3S3

K

σ1 σ2 σ3 γ − µ1 − λ

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
De l’équation (??), on a :

(−µ − λ)4(−h1 − λ)(−h2 − λ)(−β − µ − λ)(−α4 − λ) = 0 (3.21)
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Ou RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

ε1S1θ1 − ξ1 − λ ε1S1θ2 ε1S1θ3
ν1S1

K

ε2S2θ1 ε2S2θ2 − ξ2 − λ ε2S2θ3
ν2S2

K

ε3S3θ1 ε3S3θ2 ε3S3θ3 − ξ3 − λ ν3S3

K

σ1 σ2 σ3 γ − µ1 − λ

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= 0 (3.22)

De l’équation (??), on obtient les 8 valeurs propres suivantes (Comptées avec leur ordre de

multiplicité), lesquelles sont toutes négatives :

λ1 = −((1 − η)κ1 + ητ1 + µ)

λ2 = −((1 − φ)κ2 + φτ2 + µ)

λ3 = −β − µ

λ4 = −α4

λ5,6,7,8 = −µ

Dès lors, il ne reste plus qu’à trouver des conditions pour lesquelles les quatre autres valeurs

propres données par l’équation (??), ont leurs parties réelles négatives.

Par la méthode de Faddeev on obtient à partir de l’équation (??), le polynôme caractéris-

tique suivant :

Aλ4 +Bλ3 +Cλ2 +Dλ +E = 0 (3.23)

Avec :

A = 1

B = −Tr(M)

= − ((ε1S1θ1 − ξ1) + (ε2S2θ2 − ξ2) + (ε3S3θ3 − ξ3) + (γ − µ1))

C = (ε1S1θ1 − ξ1)(ε2S2θ2 − ξ2) + (ε1S1θ1 − ξ1)(ε3S3θ3 − ξ3) + (ε1S1θ1 − ξ1)(γ − µ1)

+(γ − µ1)(ε3S3θ3 − ξ3) + (ε2S2θ2 − ξ2)(ε3S3θ3 − ξ3) + (γ − µ1)(ε2S2θ2 − ξ2)

−(ν3S3

K σ3 + ε1S1θ3ε3S3θ1 + ε2S2θ3ε3S3θ2 + σ1
ν1S1

K + σ2
ν2S2

K + ε1S1θ2ε2S2θ1)

D = (ε1S1θ1 − ξ1)ν3S3

K σ3 + ν2S2

K (ε1S1θ1 − ξ1)σ2 + (ε2S2θ2 − ξ2)ν3S3

K σ3

+(ε2S2θ2 − ξ2)ε1S1θ3ε3S3θ1 + ε2S2θ1ε1S1θ2(γ − µ1) + ν1S1

K σ1(ε2S2θ2 − ξ2)

+(ε1S1θ1 − ξ1)ε2S2θ3ε3S3θ2 + ε2S2θ1ε1S1θ2(ε3S3θ3 − ξ3) + (γ − µ1)ε2S2θ3ε3S3θ2

+(γ − µ1)ε1S1θ3ε3S3θ1 + ν1S1

K σ1(ε3S3θ3 − ξ3) + ν2S2

K (ε3S3θ3 − ξ3)σ2

−(σ1ε1S1θ3
ν3S3

K + σ2ε2S2θ3
ν3S3

K + (ε2S2θ2 − ξ2)(ε1S1θ1 − ξ1)(ε3S3θ3 − ξ3)

+(γ − µ1)(ε3S3θ3 − ξ3)(ε1S1θ1 − ξ1) + (γ − µ1)(ε1S1θ1 − ξ1)(ε2S2θ2 − ξ2)

+ε2S2θ1ε1S1θ3ε3S3θ2 + ν1S1

K σ3ε3S3θ1 + ν2S2

K σ1ε1S1θ2

+ε1S1θ2ε3S3θ1ε2S2θ3 + (γ − µ1)(ε3S3θ3 − ξ3)(ε2S2θ2 − ξ2) + ν1S1

K σ2ε2S2θ1 + ε3S3θ2
ν2S2

K σ3)
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et,

E = det(M)

= (ε1S1θ1 − ξ1)(ε2S2θ2 − ξ2)(ε3S3θ3 − ξ3)(γ − µ1) + (ε1S1θ1 − ξ1)ν1S1

K ε3S3θ2σ3

+(ε1S1θ1 − ξ1)ε2S2θ3σ2
ν3S3

K + ε1S1θ2ε2S2θ1σ3
ν3S3

K + ε1S1θ2ε2S2θ3ε3S3θ1(γ − µ1)

+ε1S1θ3ε2S2θ1ε3S3θ2(γ − µ1) + ε1S1θ3(ε2S2θ2 − ξ2)σ1
ν3S3

K + ε1S1θ3
ν2S2

K ε3S3θ1σ2

+ν1S1

K ε2S2θ1(ε3S3θ3 − ξ3)σ2 + ν1S1

K (ε2S2θ2 − ξ2)ε3S3θ1σ3 + ν1S1

K ε2S2θ3σ1ε3S3θ2

−((ε1S1θ1 − ξ1)(ε2S2θ2 − ξ2)σ3
ν3S3

K + (ε1S1θ1 − ξ1)ε2S2θ3ε3S3θ2(γ − µ1)

+(ε1S1θ1 − ξ1)ν2S2

K (ε3S3θ3 − ξ3)σ2 + ε1S1θ2ε2S2θ1(ε3S3θ3 − ξ3)(γ − µ1)

+ε1S1θ2ε2S2θ3σ1
ν3S3

K + ε1S1θ2
ν2S2

K ε3S3θ1σ3 + ε1S1θ2
ν2S2

K σ1(ε3S3θ3 − ξ3)

+ε1S1θ3ε2S2θ1σ2
ν3S3

K + ε1S1θ3(ε2S2θ2 − ξ2)ε3S3θ1(γ − µ1) + ε1S1θ3
ν2S2

K σ1ε3S3θ2

+ν1S1

K ε2S2θ1ε3S3θ2σ3 + ν1S1

K (ε2S2θ2 − ξ2)σ1(ε3S3θ3 − ξ3) + ν1S1

K ε2S2θ3ε3S3θ1σ2)

Le critère de Routh-Hurwitz pour ce polynôme de degré quatre est : B > 0, D > 0, E > 0

et BCD >D2 +B2E.

La difficulté à établir des conditions propices à la viabilité de ce critère, nous amène à

explorer d’autres voies que le critère de Routh-Hurwitz, afin de prouver que les quatre valeurs

propres restantes sont à parties réelles négatives.

Nous allons montrer que la matrice :

M =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

ε1S1θ1 − ξ1 ε1S1θ2 ε1S1θ3
ν1S1

K

ε2S2θ1 ε2S2θ2 − ξ2 ε2S2θ3
ν2S2

K

ε3S3θ1 ε3S3θ2 ε3S3θ3 − ξ3
ν3S3

K

σ1 σ2 σ3 γ − µ1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

est Metzler stable.

On peut remarquer que les termes extra diagonaux de la matriceM sont positifs. La matrice

M est donc de Metzler.

Soit F et V les matrice de transmission et de transfert définies respectivement en (3.14) et

en (3.15), On peut remarquer que :

M = F + (−V )

est une décomposition régulière de M . En effet, F est une matrice à termes positifs et −V est

une matrice de Metzler. On peut écrire :

M =
⎛
⎜
⎝

A B

C D

⎞
⎟
⎠
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avec :

A =
⎛
⎜
⎝

ε1S1θ1 − ξ1 ε1S1θ2

ε2S2θ1 ε2S2θ2 − ξ2

⎞
⎟
⎠

B =
⎛
⎜
⎝

ε1S1θ3
ν1S1

K

ε2S2θ3
ν2S2

K

⎞
⎟
⎠

C =
⎛
⎜
⎝

ε3S3θ1 ε3S3θ2

σ1 σ2

⎞
⎟
⎠

D =
⎛
⎜
⎝

ε3S3θ3 − ξ3
ν3S3

K

σ3 γ − µ1

⎞
⎟
⎠

(3.24)

Avec les conditions

ξi > 2εiSiθi pour i = 1,2,3, et µ1 > γ. (3.25)

la matrice A est Metzler stable ; car elle est d’ordre 2, à termes diagonaux négatifs etDet(A) > 0.

D’autres parts, on montre que la matrice :

D −CA−1B =
⎛
⎜
⎝

ε3S3θ3 + ε1S1θ1ε3S3θ3ξ3
Det(A) − ξ3

ν3S3

K + ν1S1ε3S3θ1ξ2+ν2S2ε3S3θ2ξ1
KDet(A)

σ3 + σ1ε1S1θ3ξ2+σ2ε2S2θ3ξ1
Det(A) γ + ν1S1σ1ξ2+ν2S2σ2ξ1

KDet(A) − µ1

⎞
⎟
⎠

est Metzler stable.

Les matrices A et D−CA−1B étant Metzler stables, en vertu de la proposition (2.3.1), on peut

conclure que la matrice M est Metzler stable ; ses valeurs propres sont donc à parties réelles

négatives.

De plus, le théorème de Varga (2.6.1) assure que Re = ρ (FV −1) < 1.

Nous avons donc le résultat suivant :

Théorème 3.3.1 Le point d’équilibre sans maladie P0 du système (3.1) est localement et

asymptotiquement stable si Re < 1 et instable si Re > 1

3.3.2 Stabilité Globale

Théorème 3.3.2 Le point d’équilibre sans maladie P 0 est globalement asymptotiquement stable

si R0 < 1 et instable si R0 > 1.

Preuve

Pour la preuve, nous allons adopter les notations de Berman-Plemmons [4] :

Pour deux matrices réelles A = (aij) et B = (bij), nous considérons que : A ≤ B ←→ aij ≤ bij
pour tout (i, j).
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Pour établir la stabilité globale du DFE quand R0 < 1, nous allons utiliser le théorème de

comparaison de Lakshmikantham [14] dont nous avons donné un aperçu à la sous-section 2.5.3

. Nous considérons les compartiments des infectés et celui de l’environnement. Nous avons

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

dI1(t)
dt

dI2(t)
dt

dI3(t)
dt

dE(t)
dt

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= (F − V )

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

I1(t)

I2(t)

I3(t)

E(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

−

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ν1E ( (1−ρ)ΛµK + β
µK

φτ2
β+µ

ητ1
(1−φ)κ2+φτ2+µ

ρΛ
(1−η)κ1+ητ1+µ

− S1

K+E)

ν2E ( (1−η)κ1µK
ρΛ

(1−η)κ1+ητ1+µ
− S2

K+E)

ν3E ( (1−φ)κ2µK
ητ1

(1−φ)κ2+φτ2+µ
ρΛ

(1−η)κ1+ητ1+µ
− S3

K+E)

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

où F et V les matrice de transmission et de transfert définies respectivement en (3.14) et en

(3.15).

Au DFE, S1 ≤ (1−ρ)Λµ + β
µ
φτ2
β+µ

ητ1
(1−φ)κ2+φτ2+µ

ρΛ
(1−η)κ1+ητ1+µ

,

on a l’inégalité S1

K+E ≤ (1−ρ)ΛµK + β
µK

φτ2
β+µ

ητ1
(1−φ)κ2+φτ2+µ

ρΛ
(1−η)κ1+ητ1+µ

pour tout t ≥ 0.

De même, S2 ≤ (1−η)κ1µ
ρΛ

(1−η)κ1+ητ1+µ
entraîne S2

K+E ≤ (1−η)κ1µK
ρΛ

(1−η)κ1+ητ1+µ
. Et aussi,

S3 ≤ (1−φ)κ2
µ

ητ1
(1−φ)κ2+φτ2+µ

ρΛ
(1−η)κ1+ητ1+µ

entraîne S3

K+E ≤ (1−φ)κ2
µK

ητ1
(1−φ)κ2+φτ2+µ

ρΛ
(1−η)κ1+ητ1+µ

pour tout

t ≥ 0 dans l’ensemble positivement invariant Ω

Par conséquent,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

dI1(t)
dt

dI2(t)
dt

dI3(t)
dt

dE(t)
dt

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

≤ (F − V )

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

I1(t)

I2(t)

I3(t)

E(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(3.26)

D’après le paragraphe précédent, toutes les valeurs propres de la matrice F −V ont des parties

réelles négatifs ; cela implique que (3.26) est stable si R0 < 1 et en faisant tendre t→ +∞, nous

aurons I1 → 0, I2 → 0, I3 → 0, et E → 0.

Ainsi, par le théorème de Lakshmikantham et al [14], il suit que que (I1, I2, I3,E) →

(0,0,0,0) quand t→ +∞.

En évaluant les équations du système (3.1) pour I1 = I2 = I3 = E = 0, on obtient

S1 → (1−ρ)Λ
µ + β

µ
φτ2
β+µ

ητ1
(1−φ)κ2+φτ2+µ

ρΛ
(1−η)κ1+ητ1+µ

, S2 → (1−η)κ1
µ

ρΛ
(1−η)κ1+ητ1+µ

et

S3 → (1−φ)κ2
µ

ητ1
(1−φ)κ2+φτ2+µ

ρΛ
(1−η)κ1+ητ1+µ

pour R0 < 1. Ainsi donc,

(S1, V1, S2, V2, S3, V3, I1, I2, I3, T,R)→ P 0 quand t→ +∞, pour R0 < 1.

Par conséquent, le point d’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable.
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3.4 Existence du point d’équilibre Endémique avec traite-

ment et vaccination P ∗

Pour trouver P ∗, on annule les dynamiques du système (3.1) :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

İ1 = 0

İ2 = 0

İ3 = 0

Ė = 0

Ṡ1 = 0

Ṡ2 = 0

Ṡ3 = 0

V̇1 = 0

V̇2 = 0

V̇3 = 0

Ṫ = 0

Ṙ = 0
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(1 − ρ)Λ −Ψ(S1,E, Ij) + ε4R − µS1 + βV3 = 0

ρΛ − (1 − η)κ1V1 − ητ1V1 − µV1 = 0

(1 − η)κ1V1 −Ψ(S2,E, Ij) − µS2 = 0

ητ1V1 − (1 − φ)κ2V2 − φτ2V2 − µV2 = 0

φτ2V2 − βV3 − µV3 = 0

(1 − φ)κ2V2 −Ψ(S3,E, Ij) − µS3 = 0

Ψ(S1,E, Ij) − α1(1 − r)I1 − ω1rI1 − (µ + d1)I1 = 0

Ψ(S2,E, Ij) − α2(1 − a)I2 − ω2aI2 − (µ + d2)I2 = 0

Ψ(S3,E, Ij) − α3(1 − b)I3 − ω3bI3 − (µ + d3)I3 = 0

ω1rI1 + ω2aI2 + ω3bI3 − α4T − µT = 0

α1(1 − r)I1 + α2(1 − a)I2 + α3(1 − b)I3 + α4T − µR − ε4R = 0

γE − µ1E + σ1I1 + σ2I2 + σ3I3 = 0

(3.27)

On pose :

Ψ∗
1 = Ψ(S∗1 ,E∗, I∗j ), Ψ∗

2 = Ψ(S∗2 ,E∗, I∗j ), Ψ∗
3 = Ψ(S∗3 ,E∗, I∗j )

.
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On obtient successivement en fonction des forces d’infection Ψ∗
1, Ψ∗

2 et Ψ∗
3 :

S∗1 = 1

µ
[(1 − ρ)Λ −Ψ∗

1 + ε4R
∗ + βV ∗

3 ]

V ∗
1 = ρV

(1 − η)κ1 + ητ1 + µ
S∗2 = (1 − η)κ1

µ

ρV

(1 − η)κ1 + ητ1 + µ
− Ψ∗

2

µ

V ∗
2 = ητ1

(1 − φ)κ2 + φτ2 + µ
ρV

[(1 − η)κ1 + ητ1 + µ]
V ∗

3 = φτ2

[(1 − φ)κ2 + φτ2 + µ]
ρΛ

(1 − η)κ1 + ητ1 + µ
S∗3 = (1 − φ)κ2

µ

ητ1

(1 − φ)κ2 + φτ2 + µ
ρV

[(1 − η)κ1 + ητ1 + µ]
− Ψ∗

3

µ

I∗1 = Ψ∗
1

ξ1

I∗2 = Ψ∗
2

ξ2

I∗3 = Ψ∗
3

ξ3

T ∗ =
(ω1r

Ψ∗
1

ξ1
+ ω2a

Ψ∗
2

ξ2
+ ω3b

Ψ∗
3

ξ3
)

α4 + µ

R∗ =
(α1(1 − r)

Ψ∗
1

ξ1
+ α2(1 − a)

Ψ∗
2

ξ2
+ α3(1 − b)

Ψ∗
3

ξ3
) + α4T ∗

ε4 + µ

E∗ =
(σ1

Ψ∗
1

ξ1
+ σ2

Ψ∗
2

ξ2
+ σ3

Ψ∗
3

ξ3
)

µ1 − µ

Avec :
ξ1 = α1(1 − r) + ω1r + (µ + d1)

ξ2 = α2(1 − a) + ω2a + (µ + d2)

ξ3 = α3(1 − b) + ω3b + (µ + d3)

Pour établir l’existence et l’unicité de l’équilibre endémique P ∗ du système (3.1), nous allons

seulement considérer deux cas :

– Le cas avec prise en compte du traitement et première dose de vaccin.

– Le cas avec prise en compte du traitement et seconde dose de vaccin.

La méthode étant la même pour les autres cas.
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3.4.1 Premier cas : Équilibre endémique avec traitement et première

dose de vaccin P ∗1V T

P ∗
1V T est obtenu quand Ψ∗

1 = Ψ∗
3 = 0. Car Ψ∗

1 est la force d’infection sans traitement ni

vaccination et Ψ∗
3 la force d’infection sous traitement et seconde dose de vaccin.

On a

Ψ∗
2 = ε2S∗2

3

∑
j=1

(θjIj) +
ν2E∗S∗2
K +E∗

= ε2S∗2 θ2I∗2 +
ν2E∗S∗2
K +E∗

(3.28)

Car I∗1 = I∗3 = 0

En remplaçant I∗2 = Ψ∗
2

ξ1
, S∗2 = S0

2 −
Ψ∗

2

µ et E∗ = σ2Ψ∗
2

ξ2(µ1−γ)
dans (3.28), on obtient :

Ψ∗
2(A(Ψ∗

2)2 +BΨ∗
2 +C) = 0 (3.29)

où
A = ε2θ2σ2

B = µξ2σ2 − (µε2σ2S0
2σ2 − ε2θ2Kξ2(µ1 − γ) − ξ2ν2σ2

µ )

C = µξ2
2K(µ1 − γ) − [µε2θ2S0

2Kξ2(µ1 − γ) + µξ2ν2S0
2σ2]

On a :

C = µξ2
2K(µ1 − γ) − [µε2θ2S0

2Kξ2(µ1 − γ) + µξ2ν2S0
2σ2]

= µξ2
2K(µ1 − γ) [1 − (µε2θ2S

0
2Kξ2(µ1−γ)

µξ22K(µ1−γ)
+ µξ2ν2S

0
2σ2

µξ22K(µ1−γ)
)]

= µξ2
2K(µ1 − γ) [1 − ( ε2θ2S

0
2

ξ2
+ ν2S

0
2σ2

ξ2K(µ1−γ)
)]

= µξ2
2K(µ1 − γ) [1 − S0

2

ξ2
(ε2θ2 + ν2σ2

K(µ1−γ)
)]

= µξ2
2K(µ1 − γ) [1 − (1−η)κ1

µ(α2(1−a)+ω2a+(µ+d2))
ρΛ

(1−η)κ1+ητ1+µ
(ε2θ2 + ν2σ2

K(µ1−γ)
)]

= µξ2
2K(µ1 − γ) [1 −R1V T ]

La résolution de l’équation (3.29) conduit à :

Ψ∗
2 = 0 ou A(Ψ∗

2)2 +BΨ∗
2 +C = 0

– Ψ∗
2 = 0 correspond au DFE car on a alors Ψ∗

1 = Ψ∗
2 = Ψ∗

3 = 0. La stabilité du DFE a été

établie.

– A(Ψ∗
2)2 +BΨ∗

2 +C = 0 correspond à l’équilibre Endémique.
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On a A = ε2θ2σ2 > 0

Le produit des solutions est C
A ; la somme des solutions est −BA

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

Ψ∗
21Ψ∗

22 = C
A

Ψ∗
21 +Ψ∗

22 = −BA

Nous avons les cas suivants :

– Si C<0 et B< 0, l’équation (3.29) admet deux solutions de signes opposés. Il existe donc

un unique équilibre endémique.

– Si C>0 et B< 0, et B2-4AC> 0 l’équation (3.29) admet deux solutions positives. Il existe

donc deux équilibres endémiques. Il est alors possible d’observer des bifurcations.

– Les autres cas (C<0 et B>0) et (C>0 et B>0) ne sont pas intéressants pour des raisons

biologiques. Nous ne retenons que les deux précédents.

On peut remarquer que C > 0⇐⇒ R1V T < 1 et C < 0⇐⇒ R1V T > 1.

Nous pouvons émettre les résultats suivants :

Théorème 3.4.1 Le modèle avec traitement et première dose de vaccin admet :

(i) Un unique équilibre endémique si C < 0 et B < 0

(ii) Deux Équilibres endémiques si C > 0, B < 0 et B2 − 4AC > 0.

Théorème 3.4.2 Existence et unicité du point d’Equilibre Endémique P ∗
1V T

Le point d’équilibre endémique P ∗
1V T existe et est unique si et seulement si R1V T > 1

3.4.2 Second cas : Équilibre endémique avec traitement et seconde

dose de vaccin P ∗2V T

P ∗
2V T est obtenu quand Ψ∗

1 = Ψ∗
2 = 0. Car Ψ∗

1 est la force d’infection sans traitement ni

vaccination et Ψ∗
2 la force d’infection sous traitement et première dose de vaccin.

Ψ∗
3 = ε2S∗3

3

∑
j=1

(θjIj) +
ν3E∗S∗3
K +E∗

= ε3S∗3 θ3I∗3 +
ν3E∗S∗3
K +E∗

(3.30)

Car I∗1 = I∗2 = 0

En remplaçant I∗3 = Ψ∗
3

ξ3
, S∗3 = S0

3 −
Ψ∗

3

µ et E∗ = σ3Ψ∗
3

ξ3(µ1−γ)
dans (3.30), on obtient comme

précédemment :

Ψ∗
3(A(Ψ∗

3)2 +BΨ∗
3 +C) = 0 (3.31)
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Où :
A = ε3θ3σ3

B = µξ3σ3 − (µε3σ3S0
3σ3 − ε3θ3Kξ3(µ1 − γ) − ξ3ν3σ3

µ )

C = µξ2
3K(µ1 − γ) − [µε3θ3S0

3Kξ3(µ1 − γ) + µξ3ν3S0
3σ3]

On a :

C = µξ2
3K(µ1 − γ) − [µε3θ3S0

3Kξ3(µ1 − γ) + µξ3ν3S0
3σ3]

= µξ2
3K(µ1 − γ) [1 − (µε3θ3S

0
3Kξ3(µ1−γ)

µξ23K(µ1−γ)
+ µξ3ν3S

0
3σ3

µξ23K(µ1−γ)
)]

= µξ2
3K(µ1 − γ) [1 − ( ε3θ3S

0
3

ξ3
+ ν3S

0
3σ3

ξ3K(µ1−γ)
)]

= µξ2
3K(µ1 − γ) [1 − S0

3

ξ3
(ε3θ3 + ν3σ3

K(µ1−γ)
)]

= µξ2
3K(µ1 − γ) [1 − (1−φ)κ2

µ((1−b)+ω3b+(µ+d3))
ητ1

((1−φ)κ2+φτ2+µ)
ρΛ

(1−η)κ1+ητ1+µ
(ε3θ3 + ν3σ3

K(µ1−γ)
)]

= µξ2
3K(µ1 − γ) [1 −R2V T ]

En appliquant la même procédure qu’au premier cas, on obtient que C > 0⇐⇒ R2V T < 1 et

C < 0⇐⇒ R2V T > 1.

Une analyse similaire à celle faite au premier cas permet d’aboutir aux résultats suivants :

Théorème 3.4.3 Le modèle avec traitement des infectieux et seconde dose de vaccin admet :

(i) Un unique Équilibre Endémique si C < 0 et B < 0

(ii) Deux Équilibres Endémiques si C > 0, B < 0 et B2 − 4AC > 0.

Théorème 3.4.4 Existence et unicité du point d’équilibre Endémique P ∗
2V T

Le point d’équilibre Endémique P ∗
2V T existe et est unique si et seulement si R2V T > 1

On raisonne de la même manière pour prouver l’existence et l’unicité des points d’équilibre

Endémique P ∗
T ( uniquement traitement des infectieux),P ∗

3V T ( traitement des infectieux et

troisième dose de vaccin). Ce qui permet d’énoncer :

Théorème 3.4.5 Le point d’équilibre Endémique P ∗ avec les deux contrôles stratégiques existe

si et seulement si Re > 1.
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Chapitre Quatre

SIMULATION NUMÉRIQUE DU

MODÈLE

Dans la partie précédente, notre modèle dynamique a été explicité de manière théorique.

Dans ce chapitre, nous allons vérifier numériquement, certains résultats analytiques du modèle

(3.1).

Pour l’implémentation du modèle de HELLEN NAMAWEJJE que nous avons présenté,

plusieurs types de valeurs initiales doivent être renseignées :

1. les stocks initiaux (effectifs) dans les différents compartiments, qui sont définis à partir

des données épidémiologiques (prévalences, cas de diarrhées causées par des Rotavirus...)

2. Les flux entre les compartiments, correspondant à des paramètres de l’histoire des infec-

tions à Rotavirus. Parmi ceux-ci, on distingue :

i- les paramètres issus de données publiés (comme les paramètres de vaccination) qui

sont utilisés comme paramètres d’entrée.

ii- les paramètres, peu ou mal connus, estimés dans l’étape de calibration des modèles

comme le taux de clairance virale, le taux de transmission de l’infection, les taux de

susceptibilité, les taux de perte d’immunité...

Nous avons travaillé avec les stocks initiaux suivants :

S1(0) = 10000, V1(0) = 5000, S2(0) = 4000, V2(0) = 1500, V3(0) = 500, S3(0) = 3000,

I1(0) = 100, I2(0) = 50, I3(0) = 10, T (0) = 0,R(0) = 0 et E(0) = 0.

Le cameroun ne disposant pas d’une veritable base de données sur les prevalences du Rota-

virus, les données relatives à la prévalence du rotavirus proviennent de l’OMS et de l’article

de HELLEN NAMAWEJJE [16]. Certains paramètres comme la force d’infection, la vitesse de

guérison et la proportion d’individus vaccinés, traités ou guéris ont été supposées.

Le tableau suivant présente toutes les valeurs des paramètres de notre modèle.
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Paramètres Description Value

ρ Proportion des vaccinés 0.4

Λ Taux de natalité 0.0018 par jour

ε1 Degré de susceptibilité entre S1 et Ii 0.0002

ε2 Degré de susceptibilité entre S2 et Ii 0.0002

ε3 Degré de susceptibilité entre S3 et Ii 0.0001

θ1 Degré d’infectiosité entre S1 et Ii 0.5

θ2 Degré d’infectiosité entre S2 et Ii 0.4

θ3 Degré d’infectiosité entre S3 et Ii 0.1

ν1 Degré de susceptibilité entre S1 et E 0.002

ν2 Degré de susceptibilité entre S2 et E 0.002

ν3 Degré de susceptibilité entre S1 et E 0.002

ε4 Taux de perte d’immunité 0.0027 par jour

µ Taux de mortalité naturel 0.0018 par jour

β Taux de perte d’immunité du vaccin 0.01667 par jour

σ1 taux d’excrétion de I1 10-100 virions par litre

σ2 taux d’excrétion de I2 5-100 virions par litre

σ3 taux d’excrétion de I3 0-100 virions par litre

τ1 taux de la seconde dose de vaccination 0.0059 par jour

τ2 taux de la troisième dose de vaccination 0.0018 par jour

K taux de concentration des virions 10000 vibrions par litre

γ taux de régénération des virions 0.0001 par jour

d1 taux de mortalité dû au rotavirus venant de I1 0.00004466 par jour

d2 taux de mortalité dû au rotavirus venant de I2 0.000004466 par jour

d3 taux de mortalité dû au rotavirus venant de I3 0.0000004466 par jour

µ1 taux de mortalité des rotavirus 0.0667 par jour

α1 taux de guérison des I1 0.2 par jour

α2 taux de guérison des I2 0.5 par jour

α3 taux de guérison des I3 0.9091 par jour

ω1 taux de traitement des I1 0.2554 par jour

ω2 taux de traitement des I2 0.1783 par jour

ω3 taux de traitement des I3 0.1116 par jour

r proportion des I1 traités 0.4

a proportion des I2 traités 0.3

b proportion des I3 traités 0.2Mémoire de DI.P.E.S. II 2015-2016. 51
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α4 taux de guérison des traités 0.5 par jour

κ1 taux de transfert de V1 à S2 0.0201 par jour

κ2 taux de transfert de V2 à S3 0.0384 par jour

η proportion des vaccinés pour la seconde dose 0.3

φ proportion des vaccinés pour la troisième dose 0.1

4.1 Impact du traitement

4.1.1 Impact du traitement sur les infectieux

Afin d’étudier l’impact du traitement sur les infectieux, nous allons dans ce paragraphe,

considérer les compartiments S1, I1, T,R et E du modèle sans vaccination des susceptibles.

La figure 4.1 montre l’influence du traitement sur le nombre des infectieux.

La figure montre que le pic de la courbe des infectieux est d’autant moins élevé que ω1 est

grand (ω1 ∈ [0,1]).

Cela implique que plus les enfants infectieux sont traités, moins la maladie se propagera.

Figure 4.1 – Évolution des infectés en fonction du taux de traitement
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4.2. Impact des deux contrôles stratégiques

4.1.2 Impact indirect du traitement des infectieux sur l’environne-

ment

Comme on peut le voir sur la figure (4.2), le nombre de virions est d’autant moins critique

que ω1 est grand. En effet, en l’absence de traitement, le taux d’excrétion des rotavirus par

les infectieux sur l’environnement est important. Avec le traitement, ce taux est faible et a

pour conséquence, une réduction du nombre de virions présents dans l’environnement. Cette

analyse préconise un traitement efficient des infectieux pour contribuer à l’assainissement de

l’environnement.

Figure 4.2 – Effet du traitement sur l’Environnement

4.2 Impact des deux contrôles stratégiques

Ici, nous étudions l’effet des deux contrôles appliqués ensemble, sur la dynamique du rota-

virus.

4.2.1 Impact sur les classes des infectieux

La figure (4.3) montre que le pic de la courbe des infectieux diminue avec la prise des

différentes doses de vaccins. Sans vaccination, la courbe est très haute. Mais après la première

dose de vaccin, le pic de la courbe diminue. La prise de la deuxième dose rend ce pic encore
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4.2. Impact des deux contrôles stratégiques

plus petit. On peut en déduire qu’avec les trois doses de vaccins, l’infection du rotavirus sera

amoindrie de manière significative.

Les deux contrôles stratégiques appliqués ensemble peuvent donc aider à contenir l’épidémie.

Figure 4.3 – Impact de la vaccination sur les compartiments des infectieux

4.2.2 Impact de la vaccination sur les susceptibles

La figure (4.4) montre que le nombre de susceptibles non vaccinés sera globalement su-

périeur à celui des susceptibles ayant reçu la première dose de vaccin. De même, le nombre

de susceptibles ayant reçu la seconde dose est moins important que le nombre de susceptibles

n’ayant reçu qu’une seule dose de vaccin. Cela montre que la prise du vaccin diminue le nombre

de susceptibles et donc, le nombre d’infectieux.

Figure 4.4 – Impact de la vaccination sur les susceptibles
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4.3. Étude de trajectoires planes

4.3 Étude de trajectoires planes

Dans cette partie, nous présentons quelques trajectoires planes des solutions du système

(3.1). Plusieurs conditions initiales sont testées sur les paramètres de Re.

4.3.1 Premier cas : Re < 1

La figure 4.5 est une capture de la commande Windows de MATLAB, obtenue avec les

paramètres du tableau.

Figure 4.5 – Capture présentant les valeurs de Re, R0 et les valeurs propres de la matrice M

définie au (??)

La figure (4.6) présente quatre trajectoires distinctes correspondant à quatre conditions

initiales différentes ; avec en abscisse les infectieux et en ordonnées la population des virions.

Nous avons considéré plusieurs combinaisons pour les valeurs des paramètres qui satisfont la

condition Re < 1 Nous remarquons, comme l’ont prédit les résultats analytiques, que :

– les trajectoires sont dans l’orthant positif ;

– les trajectoires vont vers un équilibre. C’est le DFE.

Des remarques similaires peuvent être faites sur les autres clichés.
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4.3. Étude de trajectoires planes

Figure 4.6

Figure 4.7 – Quelques trajectoires dans le plan des phases (S1, I1) pour plusieurs conditions

initiales testées sur les paramètres de Re telles que Re < 1 ; Les trajectoires se dirigent vers

(S0
1 ,0)

4.3.2 Deuxième cas : Re > 1

La figure 4.11 est une capture de la commande Window de MATLAB, obtenue en modifiant

les paramètres du tableau. Pour obtenir Re > 1, une des conditions forte pour ce scénario est

qu’il faut suffisamment abaisser le taux de mortalité des virions.

La figure (4.12) présente quelques trajectoires dans le plan de phase (I1, I2) pour plusieurs

conditions initiales testées sur les paramètres de Re le rendant plus grand que 1 ; Les trajectoires

semblent bien se diriger vers (I∗1 , I∗2 ). Ce qui montre l’existence de l’EE.
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4.3. Étude de trajectoires planes

Figure 4.8 – Pour plusieurs condition initiales de l’état S1, il existe un temps t à partir duquel

toutes les courbes entre dans un "tuyau". Ceci traduit la stabilité du système.

Figure 4.9

Figure 4.10 – Quelques trajectoires dans le plan des phases (S2, I2). Plusieurs conditions

initiales testées sur les paramètres de Re telles que Re < 1 ; Les trajectoires se dirigent vers

(S0
2 ,0)

La figure (4.13) montre comment le taux de mortalité des virions influence les valeurs des

paramètres seuils.
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4.3. Étude de trajectoires planes

Figure 4.11 – Capture présentant les valeurs de Re, R0 et les valeurs propres de la matrice M

définie au (??)

Figure 4.12 – Quelques trajectoires dans le plan de phase (I1, I2) pour plusieurs conditions

initiales testées sur les paramètres de Re telles que Re > 1

Figure 4.13 – Variation des paramètres seuils en fonction du taux de mortalité µ1 des virions
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Résultats et Discussions

Dans ce mémoire, nous avons analysé le modèle de HELLEN NAMAWEJJE contrôlant la

dynamique de l’infection à Rotavirus. Après avoir montré que ce modèle était mathématique-

ment et biologiquement bien posé, nous avons déterminé le DFE et l’EE. Nous avons calculé le

Nombre de reproduction de base Re, lequel détermine si l’épidémie va disparaître ou non.

On a montré que si Re < 1, le modèle avec prise en compte du traitement et de la vaccina-

tion atteindra un point d’équilibre sans maladie qui est localement asymptotiquement stable

et le point d’équilibre endémique n’existe pas ; alors que si Re > 1 le modèle atteindra un point

d’équilibre endémique (qui existe et est unique). Cette étude théorique et les simulations réali-

sées nous permettent de considérer que les prédictions concernant l’impact de la vaccination et

du traitement issus de ce modèle sont fiables. En effet, L’étude des graphiques montre qu’en ap-

pliquant significativement les contrôles, l’épidémie, ainsi que tout ce qui l’entretient, diminuent

rapidement avec le temps. Cela montre qu’il faut au moins vacciner les enfants pour espérer

contenir une épidémie à Rotavirus, le traitement n’étant pas encore disponible ( Ce dernier

consistant principalement pour le moment, en une ré-hydratation constante des infectieux, et

un contrôle rigoureux de la fièvre).

Les simulations montrent que quelque soit la façon avec laquelle la vaccination des suscep-

tibles et le traitement des infectieux est effectuée, il existe toujours une valeur seuil du taux

de mortalité des Rotavirus en dessous duquel l’épidémie ne peut s’arrêter. En effet, la figure

4.13 montre que l’équation Re(µ1) = 1 admet "presque toujours" une unique solution. Par

conséquent, en plus de ces deux contrôles que sont la vaccination et le traitement, Il faut que

l’homme agit sur l’environnement de manière à augmenter le taux de mortalité des virions. En

d’autres termes, l’homme ne doit pas ignorer l’aspect hygiénique.
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Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire, nous avons travaillé sur la modélisation de la diarrhée à Rotavirus. Pour

ce travail, nous nous sommes appuyés sur le modèle de HELLEN NAMAWEJJE ; dans ce

modèle, l’auteur définie deux contrôles stratégiques : La vaccination des susceptibles avec le

Rotateq et le traitement des infectieux. Nous avons calculé le Nombre de reproduction de base

effectif Re du modèle avec contrôle et déduit le Nombre de reproduction de base R0 du modèle

sans contrôles. Nous avons également déterminer les points d’équilibre sans maladie (DFE) et

d’équilibre endémique (EE) du modèle avec contrôle ; Nous avons établit que le point d’équilibre

sans maladie est localement et globalement asymptotiquement stable, lorsque Re < 1 et instable

lorsque Re > 1. Pour ce qui est du point d’équilibre endémique, nous avons seulement montrer

qu’il existe quand Re > 1. Des simulations faites avec le logiciel MATLAB ont conforté nos

différents résultats.

Pour rendre notre modèle plus réaliste, nous pouvons par exemple ajouter un contrôle

supplémentaire tel que l’hygiène environnementale et étudier le comportement du modèle qui

en résulte. Cet aspect sera fait dans un travail futur, si l’occasion de le faire se présente. Nous

pouvons également reprendre ce travail avec le Rotarix comme vaccin (lequel se limite à deux

doses) et faire une analyse comparative, pouvant influencer les décideurs dans leurs choix du

vaccin contre le Rotavirus.

Mémoire de DI.P.E.S. II 2015-2016. 60



Intérêt Pédagogique

Dans ce mémoire, il a été question de modéliser la dynamique de l’infection à Rotavirus au

sein d’une population d’enfants ; donc d’appliquer les mathématiques à un problème de santé

publique.

Dans nos collèges et Lycées, il serait très intéressant d’amener les élèves à appliquer les

mathématiques (utiliser les outils mathématiques) pour résoudre des problèmes simples de la

vie courante. Créer un lien entre la théorie et la pratique, peut modifier la perception que

nos élèves ont des mathématiques. Les mathématiques ne seront plus vues comme une matière

rébarbative, mais comme une discipline attrayante qui aurait alors de nombreux adeptes.

Ce mémoire nous a aussi permis d’améliorer notre façon de collecter des données en vu

d’élaborer un bon cours.
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