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& Résumé «

L’un des problémes posés dans la résolution des équations aux dérivées partielles quand les
données de celles-ci sont moins réguliéres est ’existence et 1'unicité de solution de solution.
L’objectif visé dans ce mémoire est de démontrer 'existence et 1'unicité de solution d'un
probléme elliptique semi-linéaire. Pour y parvenir, nous présentons un apercut sur la théorie
des distributions , les espaces de Sobolev hilbertiens et la minimisation des fonctionnelles
dans les espaces de Banach réflexifs. Les méthodes classiques consistent a établir I’équivalence
entre le probléme aux limites , le probléme variationnel et le probléme de minimisation ou
encore elle consiste a établir une équivalence entre le probléeme aux limites, le probleme
variationnel et un probléme de point fixe. Il en ressort via le théoréme fondamental que le

probléme aux limites admet une unique solution

Mots clés :Probleme aux limites elliptiques, Distributions, Espaces de Sobolev hilbertiens,

probléme variationnel, Probléme de minimisation.

Mémoire DIPES II, 2018-2019 iv PABAME GOUARA ©ENS



& Abstract «

One of the problems in solving partial differential equations when data from them are
less regular is the existence and uniqueness of solution.The objective aims in this memory
is to demontrate the existence and the uniqueness of the solution of semi-linear elliptic pro-
blem. To achieve this, we presented an overview on the theory of distributions, the spaces
of sobolev and the minimisation of the functinal ones in spaces of banach reflexifs.The clas-
sical methods consist in establishing the equivalence between the problem with the limits,
variational problem and a problem of minimisation or they consist inn establishing the equi-
valence between the problem with the limits, the problem variational and the problem of fixe
point. It emerges from the fundamental theorem that the problem at the limits of a single

solution.

Keys words : Elliptic problem of limit, Distribution, sobolev hiltian space, variational

problem, Minimisation problem.
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& notations «

Conventions

On donne ci-dessous I’ensemble des diverses notations et espaces fonctionnels utilisés tout

au long de ce travail.

<,>  Crochet de dualité entre E’ et E.

() le produit scalaire dans L*(Q)

’

1
p Exposant conjugué de p, c’est-a-dire —+ — = 1.
p p

p-p- presque partout.

dx Mesure de Lebesgue sur RY.
Q désigne un ouvert borné et de classe €' (au moins) de RY muni de la mesure de
Lebesgue.

mes(£)) Mesure de Lebesgue de ’ensemble Q.
Q est la fermeture de Q dans RV.

I'=0Q la frontiére de Q.

a = (ay, ...... ,ay) € NV un multi-indice de longueur |o|= a; + ... + ay.

Supp f={xeQ: f(x) # 0} est le support de la fonction f.
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Opérateurs différentiels

Vu:(au ou ou

—_— e, — | = dient de u.
o o 8xN) gradient de u

0
divu = Z 8_u = divergence de u.

=1 o

N

ol
D%u = - la| = Z @;.

aq (0%) an ?
0x|'0x, Oxy —

Espaces fonctionnels

E’  Espace dual topologique de E.
Z(E,F) Espace des opérateurs linéaires continus de E dans F.
E” Le bidual topologique de E.
F(Q) est l'espace des fonctions continues sur Q.
LP(Q) = {u: Q — R fonction mesurable : fQ lulPdx < +00,1 < p < +o00}.
L= (Q)={u : Q — R fonction mesurable tel qu’il existe 4 > 0 tel que [u(x)] < A p.p x € Q}.

Ll

loc

(Q)={u:Q—R fonction mesurable : fK lu(x)ldx < +o0o YK compact de €J}.
EXNQ) ={f: Q— C de classe ¢*}.

EXQ) = {f: Q— C de classe €}

DE(Q) = {f € E4Q) tel que Suppf c K}.

D Q)={p € 2(Q) : suppy c K, K compact de Q }.

D(Q)={p € €*(Q) : suppp compact dans Q }.

2'(Q) est le dual topologique de Z(Q).

2(Q) ={p € €°(Q) : ¢ = Yo, € ZRY)).
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7'Q) = lp e CVQ): ¢ = Yo, ¥ € Z'RM).
P'RN={ ¢ € €"(Q) :Suppy est compact dans RI'}
H'(Q) ={ueclX(Q): g_ € *(Q), 1<i<N}

HY)(Q) ={ue H(Q):u=0surT}.

H™(Q) = (Hy(Q)) l'espace dual de Hy(Q).

H %(F) = yo(H'(Q)) ol y est un opérateur trace sur I.
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& Introduction

Les équations aux dérivées partielles sont des branches mathématiques qui modélisent
plusieurs phénomeénes physiques et économiques. L’un des problémes posés dans la résolu-
tion de ces équations aux dérivées partielles est I'existence et l'unicité de solution quand
les données de celles-ci sont moins réguliéres. Dans ce mémoire, nous allons démontrer, via
deux approches, 'existence et 1'unicité de solution d’un probléme elliptique semi-linéaire.
Une équation aux dérivées partielles de type elliptique semi-linéaire quant a elle, est une
équation aux dérivées partielles quasi-linéaire dont la forme quadratique associée est défi-
nie positive ou négative et le terme de degré de dérivation le plus élevé est linéaire. Pour
mieux comprendre les sens que prennent les équations étudiées ici, nous rappelons d’abord
les notions de la théorie des distributions dont le pére est le mathématicien frangais Laurent
Schwarz, lauréat de la médaille fields en 1950.

Au cours des année 30, Sergel Lvovitch Sobolev a introduit des notions qui sont sont fonda-
mentales dans le développement de plusieurs domaines de mathématiques. Etant & Moscou,
Sobolev a construit la méthode standard pour résoudre les problémes aux limites elliptiques
en introduisant ses espaces fonctionnels et il a de plus appliqué ses méthodes pour résoudre
les problémes difficiles de la physique mathématique.

Dans ce mémoire, les espaces de distributions, les espaces de Sobolev hilbertiens puis le pro-
bléeme de minimisation permettent de répondre a la question en utilisant 1’équivalence entre
le probléme aux limites, le probléme de minimisation et le probléme variationnel qui nous
fournira 'existence et (éventuellement) ["unicité de solution dans un espace de Sobolev.
Par ailleurs, les travaux présentés dans ce mémoire concernent les équations aux dérivées
partielles du type elliptique semi-linéaire.

On considére ’équation aux dérivées partielles elliptique semi-linéaire de type Dirichlet sui-

vante :

Au(x) + glul(x)
u(x)

f(x) dans Q (E))
0 sur I (E»)

(PL)
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ol Q désigne un ouvert borné de R de classe €' ( au moins), f € L*(Q) et
N
0 ou
1) Au=—Y ~(ajmm);
(2) aij = aji, aj; € LM(Q), 1< l,] < N;
N

(3) 1l existe @ > 0 tel que : Z a;j(x)&E; > alé)?, V€ = (&) e RY et p.p.x € Q et la fonction

ij=1
(x, ) — g(x, ) est continue de QxR dans R vérifiant certaines relations de continuités et de

monotonie. Démontrer ’existence et unicité de (PL), c’est prouver l'existence d’une unique
fonction u dans un espace de Sobolev. Une telle solution existe sous réserve que Q soit
suffisamment régulier, nous pouvons invoquer la notion de dérivée au sens des distributions
et démontrer que u vérifie :

S Jo a0 ERdx + [ glule(xdx = [ fop(ndx Ve € 2(Q) 4)

L’intervention des espaces de Sobolev vient introduire les notions des fonctions u € L*(Q) et

(ﬂ_u ou .. Ou
0x1° dxp° > 0xn

) € (L*2(Q))V, qui est un espace intéressant pour la recherche de solution au
probléme initial et démontrer I'existence d’une unique fonction u de cet espace qui vérifie
la relation (4) et u = 0 sur I'. Une telle solution est dite solution faible de 'EDP elliptique
semi-linéaire (PL).

Toute la démarche consiste a se placer dans un cadre fonctionnel tel que :

i)Les équations (E) et (E,) aient un sens;

ii)Le probléme (PL) admet une unique solution .

Pour y parvenir, nous allons d’abord au chapitre premier, donner quelques définitions et
résultats fondamentaux que nous utiliserons dans la suite, au deuxiéme chapitre nous allons
étudier les espaces de Sobolev, le chapitre trois sera consacré a la présentation du probléme
de minimisation des fonctionnelles dans des espaces de Banach réflexifs et enfin au chapitre
quatre, nous allons démontrer 'existence et 'unicité de solution du probléme elliptique
semi-linéaire en utilisant un résultat d’existence et d’unicité de solution d’un probléme de
minimisation puis un résultat de point fixe. Nous terminons par I'implication pédagogique

tant pour ’enseignant que pour 1’éléve.
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SR M Chapitre un‘ *x *

Espaces fondamentaux et Distributions

Dans cette section, nous rappellerons les définitions et espaces fondamentaux puis les
notions de distribution. Nous ferons une présentation sommaire de la théorie des distributions
en nous limitant aux notions essentielles comme la dérivation et la convergence aux sens des
distributions dans le but de mieux comprendre les espaces de Sobolev et les sens que prennent
les équations (E) et (E) de (PL).

Pour un traitement plus complet, nous referons le lecteur dans le livre de L.Schwartz(voir

bibliographie).

1.1 Deéfinitions et espaces fondamentaux

Définition 1.1.1. (Espaces &%(Q) et &(Q))
Soit f: Q — C. On dit que f est de classe €*, k € N si Va € NV tel que |a| < k, D*f existe
et est continue.

f est de classe € si f est indéfiniment différentiable.
Définition 1.1.2. Soit f: Q — C. On appelle support de f, 'adhérence de I’ensemble
{xeQ: f(x)#0}.

On note suppf si Oy est le plus grand ouvert dans lequel f s’annule, alors suppf = CQOf :

Oy est appelé ouvert d’annulation de f.

Définition 1.1.3. (Topologie faible )
Soit E un espace topologique. La topologie faible de E est la topologie la moins fine pour

laquelle toutes les formes linéaires continues ¢ € E’ restent continues.

Définition 1.1.4. Pour k € N = N | J{co}, 'espace &*(Q) est 'espace des fonctions
f:Q — C de classe €% sur Q. On pose £%(Q) = £(Q). &(Q) est I'espace des fonctions

indéfiniment différentiables sur Q.

Mémoire DIPES II, 2018-2019 6 PABAME GOUARA ©ENS



1.2. Distributions

1.2 Distributions

Définition 1.2.1. (Distributions)
On appelle distribution sur Q toute forme linéaire et continue sur Z(Q). L’ensemble des
distributions sur Q est noté 2’(Q).

T € 2'(Q) signifie que T est une forme linéaire continue sur Z(Q).

1.2.1 Caractérisation d’une distribution

T : 2(Q) — R est une distribution sur Q si :
(i) T est linéaire;

(ii) YK compact de Q, dAp € N, dc > 0 tel que :|T(p)| < ¢ sup [D%(x)|, Yo € Z()

xeK |a|<p
Remarque 1.2.1. D’aprés la remarque précédente, p = p(K), ¢ = c(K).
Si 'entier p est choisi de maniére indépendante de K, on dit que T est une distribution

d’ordre fini, et la plus petite valeur de p est I'ordre de T.
Notation 1.2.1. Si T € 2'(Q) et ¢ € Z(Q), on conviendra de noter T(p) =< T, ¢ >

Exemple 1.2.1. L’application

Oa: 9(Q) — R
@ 0a(p) = p(a)
est une distribution d’ordre fini sur Q.
(i)Linéarité

Soient ¢, ¢, € Z(Q),A€R, on a :

0a(p1 + Ag) (¢1 + Ap2)(a)

ei(a) + A.gpa(a)

6a(‘)01) + /léa(‘pZ)

D’ou la linéarité.
(ii) continuité
Soient K un compact de Q, ¢ € Zx(Q).

-Si a € K, alors [6,(¢)l=le(a)] < sup |p(x)].

xeK
-Sia ¢ K, alors 6,(¢)l = lp(a)l = 0 < sup|(¢(x))|-
xeK
Dans tous les cas, [0,(¢)| < sup |o(x)|. Avec c =1,p = 0.

xeK
0, appelé distribution Dirac, ¢’est une distribution d’ordre 0.
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1.2. Distributions

Définition 1.2.2. (Fonctions localement intégrables)
L’espace des (classes de) fonctions f : Q — C qui sont localement intégrables sur Q (pour
la mesure de Lebesgue), c’est-a-dire telles que f.lx € L'(Q) pour tout compact K € Q,

L’ensemble des fonctions localement intégrables sur Q est noté L; ().

Lemme 1.2.1.

(i) Pour tout f € L} (Q), Papplication

loc

T, : 2(Q) — R

¢ [, fedx
est une distribution sur Q .

(ii) En outre, 'application

v L (Q) — 7'(Q)

loc

f — Ty

est une injection canonique linéaire et continue de sorte que
L}UC(Q) — 2'(Q).

Preuve .

(i) Linéarité : Soient ¢, ¢, € Z2(Q),A€R, on a :

fQ (f(0)(@1(x) + Ap2(x))dx fg JO@1(x)dx + fg Af(X)pa(x)dx

f Fer (X)dx + A f Fea(0dx
Q Q
T#(p1)(x) + AT ¢(2)(x)

D’otu la linéarité.

Soit K compact de Q, soit ¢ € Zk(Q),

Ti)l = | [, fedx]
Jo LfO)lle()ldx
J Lf)lle(0)ldx

(suple()D) | 1f(x)ldx
K

IN A

IA

xeK

IA

Il f ey (sup le(x)l)
xeK

Donc T est bien définie, linéaire et on a

|<Tre>|<c|l¢llo avecc=| f ok +1.

Ainsi pour tout f € L; (Q), on a T € 2'(Q).

loc

Mémoire DIPES II, 2018-2019 8 PABAME GOUARA ©ENS



1.2. Distributions

(ii) Soit

v L, Q) — 7

f I—)Tf

¢ ainsi définie est injective et continue. On identifie T, & f, donc L, (Q) ’identifie & un

s.e.v de 2/(Q), de sorte que L} (Q) — 2'(Q).

loc

Remarque 1.2.2. Ona 2(Q) C € (Q) CL! (Q) — 2'(Q) et L'(Q) C L!
tout élément de 2(Q), de €(Q) et de L'(Q) peut s’identifier & une distribution

(Q) = Z2'(Q2). Donc

loc loc

sur Q.

Définition 1.2.3. Soit (T,) une suite dans 2'(Q) et T € 2’(Q). On dit que (T,) converge vers
T dans 2'(Q) si

Yoe P(Q), <T,,¢ >—><T,p >

1.2.2 Dérivation au sens des distribuions

Soit Q un ouvert non vide de RY, x = (xq, X2, ..., xy) € Q, soit f une fonction numérique
) N )

définie sur Q. On sait dériver f suivant les composantes de x, pourvu que f jouisse des

e L. . . . of 0% f
propriétés de dérivation au sens classique : T Tnam

Définition 1.2.4. Soit T € 2’(Q). On appelle dérivée partielle de T au sens de Z’(Q) suivant

la direction x;,i = 1,2, .., N, la distribution

T.,: 2(Q) — R
@ — —-<T, g)f >
Notation 1.2.2. T, ainsi définie est notée ‘W . Donc < H—T,go >=—-<T, gf >

Définition 1.2.5. (Dérivée partielle d'une distribution ) La dérivée partielle de la distribution

T par rapport au multi-indice a est :
<DT,p >= (-1 < T, D% >, Vo € 2(Q).

Remarque 1.2.3. T, ainsi définie est une distribution sur Q.

Remarque 1.2.4. Soit T € 9'(Q), D°T = % € 7'(Q).
En particulier < z>~— L >=—< ng, gf >=< T, —% a a > Yo € 2(Q).
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1.3. Espaces de fonctions

Lemme 1.2.2. Pour i =1,...,N, 'application de 2'(Q) — 2'(Q), T +— g—fi envoie linéaire-
ment et continument 2’(Q) dans lui-méme pour la topologie faible et forte

sur 2'(Q).

Proposition 1.2.1. Soit (T,,) ¢ 2'(Q) tel que T, — T dans 2’(Q). Alors Vi € {1,2,3, ..., N},

T, or ’
Dx — on dans (Q)

Preuve . Soit (T,),anv une suite d’éléments de 2’(Q) telle que T, — T dans Z2’(Q).
Soit i € {1,2,3,..., N}. Montrons que % — % dans 2’'(Q).
Soit g€ Z2(Q). Ona:VneN<L o> —— <T, 25

ox; > Ox;

Mais % € F7(Q) et supp(g—;) C suppe donc g—)‘fi € 2(Q)

. . d
lim <?9§’_’,<,0> = lim -<T,3% >
n—-+00 ! n—-+o0 !
. a
= —-< lim T, 3 >
n—s+00 Xi
- — (2]
= <T, o
— or
= < a_x,"p >

Donc 662’? — 2L dans 2'(Q).

1.3 Espaces de fonctions

Proposition 1.3.1. ([6]p,.12)
Soit (E,||.llg) et (F,|l.llr) deux espaces normés et soit T : E —> F une application linéaire.

Alors T est continue si et seulement s’il existe une constante ¢>0 telle que :
Tl < cllxllz Vx € E (1.1)

Définition 1.3.1. Soit V un espace vectoriel norme de norme ||.||y
On dit qu’'une forme bilinéaire a : VXV — R est :

(i) symétrique si a(u,v) = a(v,u) Yu,v € V

(ii) continue, s’il existe une constante ¢ > 0 telle que :

|la(u, v)| < cllully.IVIlv, Yu,v e V

(iil) coercive, 8’il existe une constante a > 0 telle que : a(u, u) > a.|lull}, Yu € V

1.3.1 Espaces de Banach, Espaces de Hilbert
Espace de Banach

Définition 1.3.2. (Espace de Banach)

On dit qu'un espace normé est complet si toute suite de Cauchy est convergente. On appelle
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1.3. Espaces de fonctions

espace de Banach tout espace normé complet.

1.3.2 Espaces réflexifs

Soit E un espace de Banach, soit E” son dual topologique muni de la norme duale définie

par :

Ifll= sup |< f,x>]et E” son bidual c’est-a-dire le dual de E’, muni de la norme :
xeE,||x||g<1

lEll="sup | <& f>1|
SFEE NIl <1

On a l'injection canonique J : E — E” définie comme suit : soit x € E, fixé. L’application
f < f,x>de E’ dans R est une forme linéaire continue sur E’ c¢’est-a-dire est un élément
de E" noté J,.

On a <Jof>pp=<f,x>pp, VxeE, VfekFE.

Définition 1.3.3. (Espace réflexif)
Soit E un espace de Banach, E est dit réflexif si J(E) = E”.

Remarque 1.3.1. Lorsque E est réflexif, on identifie implicitement E et E” (a l'aide de

l'isomorphisme J).

Proposition 1.3.2. (|6],page 213)
Soit E un espace de Banach réflexif et M C E un sous espace vectoriel fermé. Alors M muni

de la norme induite par E est réflexif.

Corollaire 1.3.1. ( [6],page 213)

Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif si et seulement si E” est réflexif.

1.3.3 Espaces séparables

Définition 1.3.4. (Espace séparable)
On dit qu'un espace métrique est séparable s’il posséde un sous ensemble dénombrable

partout dense.

Théoréme 1.3.1. ([4] ,page 47)
Soit E un espace de Banach tel que E’ soit séparable. Alors E est séparable.

Corollaire 1.3.2. ([4], page 48)
Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif et séparable si et seulement si E” est réflexif

et séparable
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1.3. Espaces de fonctions

Espace de Hilbert

Définition 1.3.5. (Espace de Hilbert)

Un espace pré-hilbertien est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire <, > .

Définition 1.3.6.
Un espace de Hilbert est un espace pré-hilbertien (H, <,>) qui est complet pour la norme

hilbertien associée a ce produit scalaire.

Lemme 1.3.1. (|4] , page 51)

Soit V un espace de Hilbert. Alors V est uniformément convexe donc réflexif.

Théoréme 1.3.2. (Théoréme de représentation de Riesz)([5], page 52)
Soit H un espace de Hilbert et f € H'. Alors il existe un et un seul élément 7, de H tel que;
<f,g>=(Ty,g) VgeH.

De plus, on a [[T¢lly = lflla-

Théoréme 1.3.3. (Théoréme de Hahn-Banach)([6],page 156)
Soit E un espace vectoriel normé sur C. M un sous espace vectoriel de E.
Toute forme linéaire continue sur un sous-espace M de E se prolonge en une forme linéaire

continue sur E tout entier, avec la méme norme.
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* *
Espaces de Sobolev Hilbertiens

Un espace de Sobolev est un espace vectoriel sur R de fonctions muni de la norme obtenue
par combinaison de la norme L?(Q) de la fonction elle-méme et ses dérivées jusqu’a un certain
ordre. Les dérivées sont comprises aux sens faible afin de rendre I’espace complet. Les espace s
de Sobolev sont donc des espaces de Banach de fonctions pouvant étre dérivées suffisamment
de fois, pour donner sens par exemple & une équation aux dérivées partielles et muni d’une

norme qui mesure a la fois la taille et la régularité de la fonction.

2.1 Les espaces LP(Q), (1 < p < +0)

Dans cette section, les fonctions considérées sont a valeurs réelles.

Définition 2.1.1. Soit f :Q — R mesurable. On dit que f est sommable (ou inté-

grable au sens de Lebesgue), si on a :

flf(x)ldx < 400,
Q

L’ensemble des (classe de ) fonctions sommables (ou intégrables) est noté L'(Q).

Définition 2.1.2. On désigne par :
(a) LP(Q) l'espace des (classe de ) fonctions mesurables sur Q telles que la fonction
x — |f(x)P, x € Q soit intégrable sur Q. c’est un espace de Banach pour la

norme : .

P

Al = [ fg If(x)l”dx] el

(b) L*(Q) est 'espace des (classe de ) fonctions mesurables sur Q telles que la fonction

x + |f(x)| soit essentiellement bornée.
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2.1. Les espaces LP(Q), (1 < p < +00)

C’est un espace de Banach pour la norme :

IfOllz= Esssup|f(x)|

xeQ
Infla eR: : |f(x)| <a p.p x € Q}.

Lemme 2.1.1. (Inégalité de Young) Pour tous a,b € R, et 1 < p,p’ < +o0,

1 1,
ab < —.a” + —,b”'
p p

Preuve . Soit a,b € R} et p,p’ € [1;+00[, on a : ln(% + l;i,’) > LZP) + 1"(;’[] = In(ab) en

composant avec la fonction exponentielle de part et d’autre de I'inégalité on a le résultat.
Théoréme 2.1.1. (Inégalité de Holder) Soient f € LP(Q) et g € LP (Q) avec 1 < p < +oo tel

que L + L1 =1, alors :
pp

f-ge LI(Q) et f|f gldx < ||f||LP(Q)||g||Lp’(Q)

Q

Preuve . Soient f et g mesurables sur Q

f |fllgldx
Q

hS f 1fllz=lgldx = ||f||L°°(Q)||g||L1(Q)
Q

1" cas: Sip=+4c0et p=1,0ona:

||f'g||L1(Q)

A

2¢ cas : Sil < p,p’ < oco. On suppose d’abord que :

* [ Al = gl =1

P I
Wf- gl = f|f||g|d <‘[(|f| lgl )dxdapres I'inégalité de Young

f fPdx+ ~ f g dx

_Hf”Ll’(Q) + —||g||Ln’(Q)
p P

1 1
P P

Car || fllzr@ = gl @) Pour [|fllr@ = 0 ou ligll.» ) = 0 p.p, on peut conclure.
** Supposons que || fllr@llgll @) > 0.

Dans ce cas, 0 <||fllzr@) - 18l @) < +oo. Alors :

_ Ml

”f”L”(Q) LP(Q) ”f”L/’(Q)

' g ”g”LP’(Q)
gl @) LY (©) ||g||u Q)
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2.2. Quelques espaces de Sobolev

et

f-g

”f”Ll’(Q)Hg”LP’(Q)

If - &llei o) WA llr @8l

LY(Q)

IA

||f||LP(Q)||g||Lp’(Q)

Car <1

LY(Q)
Dans tous les cas, on a : f-g € L'(Q) et fQ If - gldx < || fllrollgllr @)

fg
171 @llell

Remarque 2.1.1. L’inégalité de Holder se rameéne a I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour

p=p=2

2.2 Quelques espaces de Sobolev

Dans cette partie, sauf mention contraire on suppose toujours Q un ouvert borné de classe
%' (au moins). De plus les fonctions considérées sont a valeurs réelles et les dérivées sont au

sens de distribution.

2.2.1 Les espaces H'(Q) et Hé(Q)

Définition 2.2.1. (Espace H'(©) ) On note H'(Q) I'espace fonctionnel linéaire défini par :

H' Q) = {u e LX(Q): eLl’(Q),1<i< N}

(9x

on le munit d’un produit scalaire noté (.,.) et défini par :

N
Oou v

,V) = dx + ——dx, VY H' (Q

(u,v) fguvx ;f@x,ax,x u,v e H(Q)

et la norme est :

1

lellr@) = (u,u)2 (2.1)
N S 3
= 2d f—zd , Yue H'(Q 2.2
[Q|u| x+; g Pdx)| s vue H'@) (22)
1
= [I|u||L2(Q)+Z” ||L2(Q)] VMGHI(Q) (23)

Remarque 2.2.1. H'(Q) = L*(Q); H'(Q) est un sous-espace vectoriel de L*(Q).

LX(Q) = {u : Q — R mesurable telle que : flu(x)|2dx < +oo}
Q

Mémoire DIPES II, 2018-2019 15 PABAME GOUARA ©ENS



2.2. Quelques espaces de Sobolev

L*(Q) est un espace de Sobolev hilbertien dont le produit scalaire associé est défini par :

(u,v) = fQ uvdx et la norme induite est donnée par :

%
llull2) = [f lu(x)* dx] , ue L*(Q) (2.4)
Q
Théoréme 2.2.1. Muni de la norme (2.1), H'() est un espace de Hilbert.

Preuve .

. ou 0
Etape 1 : (u,v) = f uvdx + Z f a—u—vdx est un produit scalaire sur H'(Q).
- xl Xi

Etape 2 : (Homogénéiteé) Smt u € H'(Q), 1 € R, montrons que ||Aullgiqy = |Allullm o

”/lu”i]l(g) = fl/lul
AP (nuniz(g)+2 f

N

AP [nunm) Z

=1

A ) |?
ox;

ou |?
—| d
5x,- x)

LZ(Q)J

6xl
D’ou

||/1M||H1(Q) = M”l””Hl(Q)

Etape 3 :(sous-linéarité) soient u,v € H'(Q). Montrons que |l + vllgiq) < lullgi o) + Mg @

ou  ov|?
e+ VIR = I+ vIE, Z — (2.5)
H Q) L@ P ax,‘ ax,- 12(Q)
Mais
e+ VP < Nl + I ) + 2l (2.6)
w | < au alf u o
6)6,' ﬁx,' LZ(Q) - Bx; LZ(Q) 6)5,' Lz(Q) 6x,~ LZ(Q) 8x; LZ(Q)
Ou
N N N
u  ov 2 ou A
2 Z ]t e of Lt g Tt @
= Hx, ax,- I2(Q) (9x, L2(Q) P Gx, I2(Q) P 0x,~ 12(Q) axi 12(Q)
Et
N N
2 2
(2.6) et (27) domnent : lu+vlZ,, < (Ilulle(m Z ] [llvlle(Q) Z o ]
= il = 10Xillr2)
ov 2.8)
axl L2(Q) ax, I2(Q) '
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2.2. Quelques espaces de Sobolev

D’apreés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

ov ’
< 2, +ZH v, +Z‘
ax, I2(Q) 0)(:, I2(Q) ( L@ (9 I2(Q) L@ ax,
o (TS I |
[(ll ||L2(Q) ’aXt LZ(Q)) [” ||L2(Q) axl
i
< 2(Il) (M)
< 2ullg ol @)
Done (2.8) = llu+vilyo < Il + NP g + 2 (lullm@) (V@)
2
= Mg < (bl + M)

= |lu+vllg @

IA

el @) + VIl
Etape 4 :

Soit u € H'(Q). Montrons que ||u||H1(Q) =0 & u=0

lulliey =0 = lull}; g, + Z axll 2 =0

=

ou ||

Bx,- LZ(Q)

u = 0
(==

g—; = 01<i<N.car |.|[2@) est une norme
— U= :997” = 0
— u=0

Par conséquent, [|.||g1q) est une norme associée au produit scalaire définie plus haut.
Etape 5 : Montrons que (H'(Q), |I.]| H(©@) est un espace complet.
Soit (t)pen une suite de Cauchy d’éléments de H'(Q), alors :

Ve>0,ANe N/ Vp,ge N,p>N,qg> N = |lu, — ugllm <&

2 2
= |lu, - ”qllyl(g) <eg

ou,, c’)uq
6x,~ (9xl

< &?

= [l — gy, + Z 2
L(Q)

Donc (u,),en €t (%)%N sont des suites de Cauchy dans le complet L*(Q),
donc Ja, b € L*(Q) tels que u, — a dans L*(Q) et % — b dans L*(Q) car L*(Q) est complet.

Par conséquent, (u,),en converge vers a et (Z—L)‘C'lf)neN converge vers b, 1 <i < N dans

2’ (Q)-faible et comme 'opérateur de dérivation (% envoie continument 2’() dans
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2.2. Quelques espaces de Sobolev

lui-méme, on a :
lim < gb)‘;,go> = lim —<u,2%>

n—s+00 n—s+00 Oxi

. O
- < lim u,, 3= >
n—+00 Xi

d
= —<a,a—)‘i>

= <§e> Voe AQ)
D’otui, on obtient % — % dans 2’(Q) et par unicité de la limite dans 2’(Q), on a :
= p e [X(Q) c’est-a-dire a € H'(Q).

Dot (H'(Q), |I.lliz1(q)) est complet donc de ce qui précede (H'(Q), ||/l @) est un espace de
Hilbert.

Théoréme 2.2.2. Muni de la norme (2.1), H'(Q) est un espace séparable.
Preuve . Soit A une application définie de H'(Q) dans (L*(Q))M*! par :

A H(Q — L™

_ Ju Ju
u — Au = (u,%,...,m

Munissons (L?(Q))M*! de la norme canonique

1
[N+1

2
2 : 2

||Z||(L2(Q))N+l = ||Zi||Lz(Q)] 2= (215 0 TN41)
i=1

JTERRE:
|2 | = Ml 2.8)

L’application A est un isomorphisme isométrique de H'(Q) dans (L2(Q))V*! car A est linéaire

. _ 2 N
On a : [|Aull 2@y = ||u||Lz(Q) + 2t

et en vertu de (2.8), A est continue sur H'(Q). De plus (2.8) montre aussi que l'opérateur
A conserve la norme, par conséquent A est une isométrie de H'(Q) dans (L*(Q)M*'. Il en
résulte que A(H'(Q)) = ImA c (L*(Q))V*! est un sous espace vectoriel de (L>(Q))N*!. Puis que
(L*(Q))M*! est séparable comme produit fini d’espaces séparables, alors H'(Q) est séparable

comme partie d’un espace séparable.

Définition 2.2.2. (Espace Hy(Q))

On définit I'espace H(l)(Q) comme la fermeture de 2(Q) dans H'(Q) pour la norme ||.||g1q)-

Remarque 2.2.2. 2(Q) est dense dans Hy(Q) pour la norme H'(Q).

Alors on a la propriété suivante :

Proposition 2.2.1. 2(Q) est dense dans Hé(Q). Il en découle que Hé(Q) est un sous espace

vectoriel fermé de H'(Q). Muni de la norme induite, Hé (Q) est un espace de Hilbert séparable.
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2.2. Quelques espaces de Sobolev

Définition 2.2.3. (Espace H™'(Q))
On appellera H™1(Q) I'espace dual ( topologique ) de Iespace H&(Q) c’est-a-dire
H™'(Q) = (Hy(Q))'.

Remarque 2.2.3. Comme Z(Q) — Hg(Q) avec densité, il en résulte que
H Q) — 2'(Q). Donc H'(Q) est un sous espace vectoriel de 2’(Q).
On muni H'(Q) de la norme canonique de dual suivante :

Wfllg-1q = sup I< fov>|, avec [Vlg-1q) <1
veH ) (Q)

oul <, > est le crochet de dualité entre H™'(Q) et Hy(Q). Alors, on a :

2.2.2  Quelques injections remarquables

Nous rappelons que : Z2(Q) est dense dans L*(Q) et 2(Q) Hé(Q) c H(Q) c L*(Q) cela
étant, en identifiant L2(Q) = (L*(Q))’ a son dual, on a les injections suivantes :
H)(Q) — LXQ) — H'(Q) — 2'(Q) et chaque espace étant dense dans le suivant. Ainsi,
si on désigne par (.,.) le produit scalaire de L*(Q), pour tout u, v dans L*(Q), (u,v) = fg uvdx.
Il en résulte qu’en notant (.,.) la dualité entre H'(Q) et Hé(Q)7 on a : soit f € H(Q),
feH(Q) & Tc>0, KL, <clVllm@ Y veH) Q).
Alors (f,v) = [ fvdx, ¥ v e H)Q).

2.2.3 Notion de trace sur H'(Q)

Soit Q un ouvert de RY. On suppose que :
i) Q=RY= {x = (X1, Xy) ERY 1 Xy > 0}

(i) Q est borné de classe €' (au moins ).

On note
I = 90Q
= {x =(x1, .., xy) ERY 1 xy = O}
= R¥Ix{0)

Définition 2.2.4. Soit ¢ € (5) On appelle trace naturelle de ¢ sur I, la restriction de ¢
au bord T.

Soit Q du type (i) ou (i) . Pour ¢ € 2(Q), on a gl € €(I) car ( Z(I) c F(I) ). De
plus comme 2! (ﬁ) est dense dans H'(Q) et €(I') est dense L*(I'), alors on a la proposition

suivante :
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2.2. Quelques espaces de Sobolev

Proposition 2.2.2. I'opérateur de trace

2'(Q) — <)
2 — gl
se prolonge en un unique opérateur linéaire continu de H'(Q) vers L*(I') qu’on note

encore yyp.

Preuve . Désignons par ¢ la correspondance

7'(Q) — %O
2 > 9lr
Montrons ¢ est bien définie.
Soit ¢ € 2! (ﬁ) Alors g—ﬁ e P! (ﬁ) Yie{l,2,3,..., N} implique g—;lr e ¢
Vie(l,2,3,..,N} car I c Q donc ¢|r € 2'(). Ainsi ¢|r € €(T).

Montrons ¢ est linéaire.

Soient ¢, ¢, dans 2! (ﬁ), a€R

Y1 + apr) (p1 + apo)lr

@1lr + apalr

U(pr) + a(pr)

Soit ¢ € H'(Q). Puisque 2! (ﬁ) est dense dans H'(Q), il existe une suite (¢,)nan d’éléments
de 2! (ﬁ) telle que ¢, — ¢ dans H'(Q).

Mais existe ¢ > 0 telle que pour tout ¢ € 2! (5), ()l 12y < cll@llaq)- De ce qui précede,
on déduit que ¥ est un opérateur linéaire et continu pour les normes respectives de H'(Q) et
de L*(I), ainsi comme ¢, — ¢ dans H'(Q), alors y(¢,) — ¥(p) dans L2(Q) donc ¢,|r — ¢lr

dans L*(T"). Par conséquence 1'opérateur
v: 7'(Q) — €O
2 — ol

est linéaire et continu sur 2! (ﬁ) d’aprés le théoréeme de Hahn-Banach, ¢ se prolonge de
facon unique en une forme linéaire continue y,: H'Q) — L*T) .

Donc yy € Z(H'(Q), L*()).

Remarque 2.2.4. y, est appelé opérateur trace d’ordre 0. On convient de noter encore

ulp := you pour u € H'(Q). On pose

H'™(T) = yo (H'(Q)) ¢ LA(D).
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2.2. Quelques espaces de Sobolev

Théoréme 2.2.3. Hé(Q) ={u e H'(Q) : yo(u) = 0}

Preuve .

Montrons que H&(Q) C{ue H(Q) : yo(u) = 0}

Yo étant continue, y5'({0}) = {u € H'(Q) : yo(u) = 0} est un fermé contenant Z(Q). Effet, soit
p e Z(Q), pour tout x e I'; p(x) =0 car T Nsuppe Cc I'NQ =0, il contient Z(Q) par passage
a Padhérence, il vient que Hy(Q) C {u € H'(Q) : yo(u) = 0}

Montrons que {u € H'(Q) : yo(u) = 0} € Hy(Q)

soit u € H'(Q) tel que yo(u) = 0 par densité de Z(Q) dans H)(Q), il existe une suite (u,)nerr
d’éléments de Z(Q) telle que u,, — u dans Hé(Q) d’ou

{ue H'(Q) : yo(u) = 0} ¢ Hy(Q)

Théoréme 2.2.4. (Inégalité de Poincaré) Soit Q un ouvert de RY. Si Q borné dans au moins
une direction, alors il existe une constante ¢ strictement positive qui ne dépend que de Q et
telle que :

leellz2 ) < cllVullzp Vv € H(])(Q) (2.5)

De plus la semi-norme u + ||Vul|;2qn définie une norme sur Hé (Q) équivalent a celle induite

par H'(Q).

Preuve . Sans nuire a la généralité supposons Q C [—a,a] X Q" ou a > 0.

Soit ¢ € Z(Q), pour tout x € Q, notons x = (xl,x') = (X1, X2, "+ Xp) .

f D g x)dt = o) car we D (D).

axl
Alors
X1 P
o) | < f | (e ) | di
—a X1
X1 % X1 8()0 %
< (f 1dt) (f | (’)_(t’ Xo, - xn) P dt) (inégalité de Holder)
—a —a X1
| X1 a 2
< (xt+a) (f I—"D(I,Xz,--- LX) | dt)
—a 6x1
a 3
< (2a)%(f 198 e ) P dt) .
—a (')xl
D’ou

¢ 0
| p(x) [2< 2af | 2L (2, x0) |2 dt
_ 0)61

a
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2.2. Quelques espaces de Sobolev

En intégrant cette derniere inégalité par rapport a (x,- - - x,), on obtient

f | go(xl,x') |2 dx
o

IA

2af | —(t x) | drdx’

2a f |—(x) I* dx.
o 0x

IA

Ainsi
’ 2 ’ a¢ ’ 2 ’
| (x1,x) [ dx |dxy < 2a | — (@, x) " dx
—a \JQ' o 0x)
Oy 2
< 2a | —(x) |* dx
o 0x
D’ou
fIQO(x)Izdx < f —¢x)| dx
I 0x;
< 2all =
< all o ||
S 2a || VQD ||L2(Q)N .
Donc

lellz) < cll Ve llpqy Yo e 2(Q).

avec ¢ = V2a. Puisque les fonctions ¢ + [l¢ll2q) et ¢ — [IV@ll2@y sont continues par la

densité de 7 (Q) dans H} (Q) on obtient :
lull2) < ¢ Il Vil Yu € Hy (Q).

Montrons que la semi-norme u + [|Vul|;2qn définie une norme sur H(l)(Q) équivalent a celle
induite par H'(Q).

Soit u € Hy(Q), |Vullzqy =0 & Ic eR: c =u(x) VYxeQ.

Or u € Hy(Q) D’ou ¢ = you = 0 donc u = 0.

Ainsi la semi-norme u +— ||Vul|;2qn définie une norme sur Hé (Q).

Montrons qu’elle est équivalente & celle induite par H'(Q). Pour cela cherchons a, 8 positifs
tels que : allullm@q) < IVullz@y < Bllullgiqy  Yu € Hy(Q).

Par définition de ||.||g1q), on a :

IVull 2y < llullgq) Yu € HI(Q). On prend g = 1.

Vv € Hy(Q)

Vv € Hy(Q).

D’apres (2.5) , on a : < Avv|)?

Alors

”V“Lz(g) LZ(Q)N

+ 19Vl o < VYT + IV

”v”LZ(Q)
< (& + D)vv|?

12 (Q)N — 12 (Q)N

Vv e H\(Q).

L2 (Q)N

ie [IvII;

HY(Q) L2(Q)N

donc [Vllg1 ) < (*+ 1)2||VV||L2(Q)N Vv e Hé(Q) en prenant a = on a le résultat voulu.

(1+02)2
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L3R @ Chapitre Trois‘ * K*

Minimisation de fonctionnelles dans des

espaces de Banach réflexifs.

Dans ce chapitre, E désignera toujours un espace de Banach réflexif, K C E une partie
de E qui est convexe et J une application de E dans ] — co; +0o0].

Le probleme étudié ici est celui de la minimisation de J sur K, c’est -a-dire

trouver u € K

J(u) = yellg J(v)

(PM)

S’il existe une solution u de (PM), on dit que u minimise J sur K.
Le but de ce chapitre est d’établir I’équivalence entre le probléme de minimisation (PM) et

un probléme variationnel que 1’on précisera.

3.1 Fonctions semi-continues inférieurement

On notera sci pour dire semi-continue inférieurement. Soit E un espace topologique .

Soit f :E —] — o0; +00] une fonction.

Définition 3.1.1. On dit que f est sci au point a € E si pour tout réel @ < f(a) il existe V

voisinage de a tel que a@ < f(x) Vx e V.

Remarque 3.1.1. On dit que f est sci sur A (A une partie de E) si f est sci en chaque point

acA.
Remarque 3.1.2. La notion de sci conduit & la notion de minimisation d’une fonctionnelle.
Proposition 3.1.1. Si f: E —] — o0; +00] est continue en a € E alors f est sci en a.

Preuve . Soit € > 0 . Cherchons V voisinage de x, tels que

VxeVona: fla)—e < f(x).
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3.1. Fonctions semi-continues inférieurement

puisque f est continue en a, alors

AW eda) YVxeW = |f(x)-fla)l<e
& —e<f(x)-fla)<e
= fl@)-e< f(x)

Prendre V=W pour conclure.

Proposition 3.1.2. Soit f: E —] — c0; +00]
fscienae E ©Ve>0,3dV eda) tel que fla)—e< f(x)VxeV.

Preuve . Supposons f soit sci en a. Montrons que Ye > 0, AV € 9(a) tel que
fla)—e< f(x)¥xeV.
Soit & > 0 . Cherchons V voisinage de a tel que
fl@)—e< f(x) VxeV.
Par hypothése pour tout réel @ < f(a) AV, € Ha) tel que a < f(x) Vx € V,
pour 8 = f(a) —& = B < f(a) donc AV, € Ha) tel que
B < f(x) VxeV, clest-a-dire f(a) —e< f(x) VxeV,
Prendre V =V, pour conclure.
Supposons que Ye > 0,AV € #(a) tel que f(a) —e < f(x) Yx e V.
Montrons que f sciena € E
Soit @ < f(a) alors pour & = f(a) —a > 0, AV, € Ha) tel que f(a) — e < f(x) Vx € V.
=S a< f(x)VxeV,

Prendre V = V,. D’ou le résultat recherché.

Proposition 3.1.3. Si f et g sont sci en a, alors
(i) YAeR:, Af est sci en a.

(ii) f+ g est sci en a.

Preuve . (i) Supposons que f est sci en a. Montrons que Af est sci en a.

Soit & > 0. Cherchons V; € #(a) tel que pour tout x € V; , (1f)(a) — & < Af(x)
Puisque A4 > 0 alors £ > 0 donc pour £ > 0, AV € ¥(a) tel que f(a) - 2 < f(x) Yxe V.
Prendre V, =V

(ii) Supposons que f et g sci en a. Cherchons V € ¥#(a) tel que
(f+8)a)—e<(f+8)(x) VxeV.

Soit € > 0 alors il existe V| € 9(a), V, € H(a) tels que
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3.1. Fonctions semi-continues inférieurement

fla)—e< f(x) carxeV,
soit x € ViNV; Par conséquent (f + g)(a) —& < (f + g)(x)

gla)y—e<gx) carxeV,
YxeVinNnV, Prendre V=V, NV, pour conclure.

Proposition 3.1.4. Soit f: E —] — 00} +00]

festscisur E © Ya € R, 'ensemble E, = {x € E : f(x) < a} est fermé.

Preuve . Supposons que f est sci sur E et montrons que E, = {x € E : f(x) < @} est fermé.
Soit a € R, E, est un fermé dans E.Pour cela, montrons que ES est un ouvert .

Soit xo € ES. Alors xg € E et a < f(xp). Comme f est sci en xp; AV € $(xp) :

a< f(x)VxeV.

D’ott V C ES. V étant un voisinage de xy, AU ouvert de E; xo € U C V C E€ .

Donc xp € U C ES

et U est un ouvert de E. Ainsi ES est un voisinage de xq. Par suite
ES est voisinage de chacun de ses points donc ES est un ouvert donc E, est fermé comme
complémentaire d’un ouvert.

Supposons que Ya € R 'ensemble E, est fermé .

Montrons que f est sci sur E. Soient a € E et @ € R, @ < f(a). Alors a € ES qui est un ouvert

, il existe V voisinage de a tel que V C ES c’est-a-dire Yx € V, @ < f(x). D’ou f est sci en a.

Par conséquent, f est sci sur E .

Définition 3.1.2. Soit (E,O) un espace topologique et f : (E,O) — R une forme linéaire
sur E. On dit que f est sci faible si f est sci pour la topologie faible.

Proposition 3.1.5. On suppose que E est un espace de Banach réflexif réel et f est convexe

et sci dans E. Alors f est sci faible.

Preuve . Soit @ € R. Définissons E, tel que E, = {x € E : f(x) < a}. Cet ensemble est
convexe. Comme f est sci sur E alors E, est fermé en vertu de la proposition (3.1.4). Donc

E, est faiblement fermé, par suite f est sci faible.

Théoréme 3.1.1. (|7],page 3)
Soient K C E un compact (non vide ), et J une application de E dans ]—oo; +00]. On suppose

que J est sci sur K. Alors (PM) admet une solution (au moins).

Théoréme 3.1.2. (|7],page 3)
Soit K C E un convexe fermé non vide. On suppose de plus que K est borné et J est faiblement

sci sur E. Alors (PM) admet au moins un solution.
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3.2. Fonctionnelles Gateaux-dérivables

Théoréme 3.1.3. On suppose K C E convexe, fermé et borné non vide et J convexe , sci
sur E. Alors (PM) admet une solution. Si de plus J est strictement convexe, alors (PM) a

exactement une solution dans K.

Preuve .

D’aprés la proposition (3.1.5) J est faiblement sci sur E. D’ott le résultat en vertu du théoreme
(3.1.2) . On suppose en outre J est strictement convexe. Par I’absurde supposons que (PM)
posséde deux solutions u; # u, . On a :u = %(ul +up) € K (K est convexe). D’autre part J est

strictement convexe, on a :
J ! J J =L fJ inf J(v)) = inf J
() < S @) + J(up)) = 5(inf J(v) + inf J(v)) = inf J(v).
ce qui est absurde.

Définition 3.1.3. Soit E un espace de Banach. Soit K une partie non borné de E, et

J : E —] — 00; +00] une fonction. On dit que J est K-elliptique si :

lim J() = +oc0

[IVllg—>+00

Théoréme 3.1.4. (|7],page 4)

On suppose J : E —] — co0; +00] une fonction convexe et sci. On suppose en outre que 'une
des conditions suivantes est satisfaite :

(i) K est un fermé borné non vide de E;

(i) K est un convexe, fermé non borné de E, et J est K-coercive (elliptique). Alors le probléme
de minimisation (PM) admet au moins une solution. Si de plus J est strictement convexe

alors la solution est unique.

3.2 Fonctionnelles Gateaux-dérivables

Définition 3.2.1. Soit J : E — R ou E est un espace de Banach réflexif (réel). Soit u € E,

S’il existe J'(u)e E’ tel que 'on ait

o Ju+k)y—=Jw)
lim
t—0 t

= (S (w),v)

alors, on dit que J est Gateaux-dérivable au point u € E, et la dérivée au sens de Gateaux

en u est J'(u) et {,) est le crochet de dualité entre E’ et E
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3.2. Fonctionnelles Gateaux-dérivables

Remarque 3.2.1. Supposons J Gateaux-dérivable dans E. Pour u,v € E,

soit ¢ : R —] — 00; +00], () = J(u + tv) Yt € R. Alors ¢ est partout dérivable avec
@' () =(J"(u+tv),v)Vt € R.

En effet, on a :

@ty + 5) —p(to)  J(u+1tov + sv) — J(u + 1ov)
s s

pour tout réels s #0 .

o) —p(to)  Jw+1v) = J(u+ tov)
r—ty t—1o :

Posonst=t—-ty;t=1+1

o) —p(to)  Jw+(t+1)v) = J(u+ tyv)
r—ty T

(3.2).

Quand T — 0; (3.2) tend vers (J'(u + tyv), v) car J est Gateaux-dérivable en t, avec

@' (t) = (J'(u + tov), v)

Théoreme 3.2.1. On suppose que J est convexe et Gateaux-dérivable sur E. Alors les deux
conditions suivantes sont équivalentes pour u € K.

(a) u est solution de (PM)

(b) (J'(w),v—u) >0VveK

Preuve .

e Montrons que (a)implique (b).

On suppose donc a) satisfait .

Soient v € K et t €]0; 1] .Comme K est convexe, alors

u+t(v—u)e K et Ju) < J(u+t(v—u)) (car d’apres (3.1)) donc

Jw+t(v—u))—Ju) 50
t
c’est-a-dire (J'(u),v — u) > 0 quand t tend vers 0. D’ou b).

, O<r<1

e Montrons que b) implique a).

Jw+t(v —u))

J((1 =DHu+tv)

IA

1-0Jw)+tJ(v), 0<t<1 donc

Jw+tv—u)—Jum
t
0<{J'(w),v—u)y < JWw)—Ju).

IA

JO)=Jw)avec 0 <t <1

A

Jw) < Jv) ¥Yvek
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3.3. Fonctions quadratiques , Inéquation variationnelle Elliptique.

Il en résulte que :

J(u) = 1215 J) .

Corollaire 3.2.1. Les hypotheéses sont celles du théoréme (3.2.1) et on suppose en plus que
K est un sous-espace vectoriel de E. Alors, u € K est solution de (PM) si et seulement si

(J'(w),v) =0Vv e K.

Preuve . 11 suffit ici de prouver la condition b) du théoréme (3.2.1) équivaut a :
(J'(w),v) =0Vv eK.

Posons ¢ =u+tv, t € R.

on a évidement ¢ € K.

D’aprés b) du théoréme (3.2.1) (J'(u),tv) > 0, et cela pour tout € R.

Pour t = -1, (J'(u),—v) > 0 ¥Yv € K implique (J'(u),v) < 0.

Pour t =1, (J'(u),v) > 0.

D’ou (J'(u),v) = 0.

Réciproquement (J'(u),v) =0 Vv e K en particulier pour u—ve K ,on a:
(J'(w),v—uy=0.

Ainsion a : {(J'(u),v—uy>0VYveK.

Définition 3.2.2. Une fonction T : E — E’ est dite :
(i) Monotone si (Tu — Tv,u —v) >0 VYu,v e K

(ii) Strictement monotone si (Tu — Tv,u —v) > 0, Yu,v € K

Théoréme 3.2.2. ([7] ,page 6)
On suppose que J est Gateaux-dérivable et J' : E — E’ est monotone (respectivement

strictement monotone ). Alors J est convexe (respectivement strictement convexe).

3.3 Fonctions quadratiques , Inéquation variationnelle Elliptique.
Ici V désigne un espace de Hilbert réel, a(.,.) est une forme bilinéaire continue sur V X'V,

et € une forme linéaire elliptique sur V.

3.3.1 Minimisation de fonctionnelles Quadratiques

Donnons d’abord quelques définitions de base.

Définition 3.3.1. (i) La fonctionnelle J: V — R donné par
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3.3. Fonctions quadratiques , Inéquation variationnelle Elliptique.

J(u) = %a(u, v) =, V)Vv e V.
est dite quadratique.
(ii) On dit que a(.,.) est V-coercive, s'il existe une constante & > 0 telle que
a(v,v) = a|V|} Vv e V.
Remarque 3.3.1. La fonctionnelle J est continue sur V.
Proposition 3.3.1.
(i) Sia(.,.) est symétrique, alors J est Gateaux-dérivable et
J'(w),v) =alu,v) —{,v), u,veV.
(i) Sia(.,.) est symétrique et positive, J est convexe.
(iii) Sia(.,.) est symétrique et définie positive, J est strictement convexe.

Preuve .

(i) Fixonsu e V. Pour ve Vet pourt e R* ,on a:

o Ju+)=JW)
lim
t—0 t

d’ou (J'(u),v) = a(u,v) —{£,v) VYvev

t
= lim —a(u, v) + a(u,v) — (£, v).
t—0 2

(i) Pour Yu,ve V,on a :
J'(w)=J W), u—v)=au—-v,u—v)>0Il en résulte que J est monotone . D’ou la convexité
de J.
(iii) Pour Yu,ve V,on a :
J'(w)=J V), u—v)=au—-v,u—v)>0Il en résulte que J est monotone . D’ou la convexité
stricte de J.
Théoréme 3.3.1. On suppose en outre que a(.,.) est symétrique et V-elliptique. Alors, pour
tout convexe fermé non vide K C V, le probléme (PM) admet une solution unique u € K. De
plus cette solution est caractérisée par

vy au,v—u)=>{,v—uy VYveKk.
Preuve . D’aprés la proposition 3.3.1, J est continue donc sci sur V , strictement convexe et
V-elliptique d’autre part

(01
JO) 2 MG vlly = lielly) - v eV

D’ou l'existence et 'unicité de (PM), d’aprés le théoréme 3.1.4. Enfin d’apres le théoreme
3.1.5 et la proposition 3.3.1, u € K est solution du probléme (PM) si et seulement si (IV) a

lieu.
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@R Ml Chapitre Quatre R

Existence et unicité de solution d’'un probléme

elliptique semi-linéaire.

Dans ce chapitre, il est question pour nous de prouver 'existence et (éventuellement)

I'unicité de solution du probléme aux limites semi-linéaire de type Dirichlet suivant :

Au + glu] = f dans Q
(PL) :

u=0surll =90Q

Avec N entier (N > 1) et Q un ouvert borné de RV de classe €. Soient f € L*(Q) et (a; )1<i j<v
est une matrice dont les coefficients vérifient :

(4.1) a;j =a;; et aj; € L%(Q), 1 <i,j < N.

(4.2) 11 existe @ > 0 tel que ZQ’FI aij(0)&EE > aléP, VE= (&) eRN et p.px e Q.

Soit g :(x, 1) — g(x, A) est continue de QxR dans R x € Q, 1 € R vérifiant :

(4.3) (g(x, ) — g(x, ) A —p) >0Vx e QYA ueR

(4.4) 11 existe k > 0 |g(x, ) — g(x, )| < klA — ul, pour tout x € Q, YA, u€R.

Remarque 4.0.1. On pose g(x, 1) = 0(x).h(1) .x € Q, 1€ R avec 8 € €(Q), 6 > 0 et h comme

dans 'une des situations suivantes :

(a) h(D) = 4,
() b = 4 = 1
(¢) h(1) = |A|7.A. Si A # 0 et h(0) = 0.

Remarque 4.0.2. En effet, pour u = 0 dans (4.4) on a :

lg(x, D) — g(x,0)] < k|| = [g(x, V)|

IA

lg(x, 0)] + k.14
(Ig(x, 0) + k)2 (1 + 2%)7

IA

donc |g(x, )| < C.(1 + %)z (4.5)
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4.1. Approche 1 : Existence et unicité par minimisation

ott C > sup(g(x, )P + k)2
x€Q

Nous proposons deux approches dans la suite.

4.1 Approche 1 : Existence et unicité par minimisation

4.1.1 Equivalence entre probléme aux limites et probléme variationnel

Théoréme 4.1.1. Sous les hypothéses (4.1), (4.2), (4.3) et (4.4), il existe une fonction et une
seule u € H'(Q) solution de (PL).

Preuve .

cadre fonctionnel.

Le cadre fonctionnel consiste en la justification du sens de chaque équation (PL).

Comme g € CK(QXR), alors pour u fixé dans L*(Q), on a pour presque tout x € Q g(x, u(x)) € R,
(x,y) — (x,u(y)) — g(x,u(y)). On veut prendre y = x cela est assuré par la continuité de g
sur les deux variables x et A.

Donc g(x, u(x)) est bien définit pour presque tout x € Q; et on pose glul(x) = g(x, u(x))
(x € Q). Ce qui définit une application

glul: Q — R

x> glx, u(x))

glu] est mesurable comme composée de deux fonctions mesurables . En outre

lg(x, u(x))| < c(1+ u(x)[?)z2 d’apres (4.5)

Donc |g(x, u(x)*> < (1 + [u(x)]?).

Ainsi [ lg(x, u(x)Pdx < (mes(Q) + llull}, )-

D’oti glu] € LX(Q), Yu € L*(Q)

Soit u € HY(Q) tel que (PL) ait lieu, alors la premiére équation Au + glu] = f est comprise
au sens des distributions sur Q c’est-a-dire Au + glu] = f dans 2'(Q) et u = 0 sur I est
comprise au sens des traces précisément < you = 0> ou yy € L(H'(Q), H %(F)).

Formulation variationnelle :

Montrons que (PL) implique un probléme variationnel & déterminer.

Soit u € H'(Q) solution de (PL). Alors comme Au + glu] = f dans 2'(Q), on a :

(fre) Yoe 2(Q)

(fip) Yoe2(Q)

(Au + glul, @)

N ou 0y
<Z aija—xj, (9_)ci> + (glul, ¢)

ij=1
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4.1. Approche 1 : Existence et unicité par minimisation

ceci équivaut & :

al ou 0p

Z faija_-a_dx'i'fg[u]sodx = (fL) et (f,@) = (f,9) avec (,.) = (., Yy-1@.u)@ le crochet
imive Xj 0X; Q

de dualité entre H Q) et Hé(Q).

définissons donc
a:H'(@Q xH'(Q) — R

(u,v) — a(u,v) = Zfaugu;:
J

i,j=1

t:H(Q) — R
vi— L(v) = (f,v) = fovdx.

Il est clair que a(.,.) est une forme bilinéaire sur H'(Q) x H'(Q) et

Zfa ou 8\1
Uaxl (9xj

i,j=1

la(u, v)l

- Zf ou 8\/
< a;j—
= 0x; 6xj
< 3 [lul|2
i,j=1
ov
< Z ||azJ||Lm(Q) 6x dx. (avec |aij| <llaifllis@ ¢ = SUP ”alj”L""(Q))
i,j=1 i,j=l,...,
< ¢ Z IVull 2y IVVIi2v o (Inégalité de Cauchy-Schwarz )
ij=1
< ullgie-IVllgi @), avec ¢’,c,> 0  (Uinegalité de Poincaré)

Donc a(.,.) est une forme bilinéaire continue sur H'(Q) x H'(Q).
Montrons que € est une forme linéaire continue sur H'(Q)
Vil est claire que € est linéaire a cause de l'intégrale.

v Montrons que € est continu sur H'(Q) : Soit v € H'(Q), on a :

It

fvdx
Q

IA

||f||L2(Q)||V||L2(Q)

IA

||f||L2(Q)||V||L2(Q) ||f||L2(Q)||V”H1(Q)

IA

Vg, (c=1+|fll2q)

Donc ¢ est continue sur H'(Q).

Soit u € Hé(Q) fixé. Soit v € H(l)(Q) . Comme Z2(Q) est dense dans Hé(Q). Alors, il existe une
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4.1. Approche 1 : Existence et unicité par minimisation

suite (v,), d’éléments de Z(Q) telle que v, — v dans Hé(Q).
De plus a(u,.) et (g[u],.) sont continues sur H(l)(Q) et u=0surI'ieyou=0.
Donc (PL) implique

ueE Hé(Q)
(PV)
a(u,v) + fQ glulvdx = (f,v)Vve Hé(Q)

Réciproquement montrons que (PV) = (PL).

Siue Hé (Q) est solution de (PV), alors you = 0. Il reste donc la premiére équation de (PL)
On a : a(u,v) + ng[u]vdx =(f,v) Vve Hé(Q).

En particulier {(Au, @) + (glul,¢) = {f,¢) Yo € 2(Q) (4.6)

L0, 0
@6) = (- gz + o) = (o) Ve e 7@

ij=1

L0 8
= <—Z%<ai,;;)+g[u],¢>:<f,¢> Vg € A(Q)

ij=1

N
0 ou ’
= - Z 8_x,»(aijc9_xj) +glul = f dans 7'(Q).

ij=1

D’ou (PL) = (PV).

4.1.2 Equivalence entre probléme variationnel et probléme de minimisation

On va montrer que (PV) équivaut & un probléme de minimisation & déterminer. Pour cela

introduisons
G(x, ) = foﬂ glx,wydu x e Qet A eR.

Evidement, G € €(Q x R) et dérivable par rapport au second argument A pour tout x € Q,
G(x,.) € €'(R) de fonction dérivée g(x,.) on a :
En posant u = At, on a du = Adt

G(x,d) = A [ g(x, A)dt, D'aprés (4.5), on a aussi

A

GO, < A1 f) lgCx, An)ldr
Al [ (1 + 22 dr
Al [ (1 +A2)ds
IAlc(1 + 2%)2

IN A

cest-a-dire |G(x, D) < cJAl(1 + 122, x € Q, A1 € R.
Donc pour v € L*(Q), la trace G(.,u) définie par G(.,u)(x) = G(x,u(x)) est un élément de
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4.1. Approche 1 : Existence et unicité par minimisation

LY(Q) : En effet x — G(x, v(x)) est mesurable comme composée de deux fonctions mesurables
et [0 IG(x, v(x)ldx < ¢ [ ()I(1 + p(x)P)7dx < +o0  car v € L2(Q) et Q est borné.

Posons donc I(v) = fg G(x,v(x))dx,v € L*(Q).

i) I:H'(Q) — R est continue. On étudie la continuité au sens classique.

Soit u € H'(Q); et k € H'(Q) destiné a tendre vers 0. On peut donc choisir les k tels-que

Ikl 1) < 1.

I(u+k)—I(u) = fQ[G(x, u(x) + k(x)) — G(x, u(x))ldx
Or G(x, u(x) + k(x)) — G(x, u(x)) = k(x)g(x, c(x)) avec u(x) < c(x) < u(x) + k(x)
(théoréme des accroissements finis). Comme c(x) €]u(x); u(x) + k(x)[, 30, €]0, 1] tel que

c(x) = (1 = 0u(x) + O (u(x) + k(x)) = u(x) + 6k(x)
ainsi,
|G(x, u(x) + k(x)) — G(x, u(x))| lk(x)|lg(x, u(x) + 0k(x))ou0 <6, <1

k(ONg(x, u(x) + 6k < k@I + Ju(x) + 6k(0)PD)?  (voir (4.5))
clk(OI(1 + (u(x)] + k(X))

A

IA

Posons F(x) = (1 + (|u(x)| + |k(x)))?)?, on a :

Jo 1+ (u)l + k(0)DAdx = [ Tdx + (lul, o) + IKIE, o, + 2 Jo, lu(Olk(x)ldx

L2(Q) LX(Q)

IA

mes(Q) + lull g, + Wl g + 2lerlzz oIkl 2

IA

mes(Q) + (||ull;2q) + ||k||L2(Q))2

IA

meS(Q) + (Hu”LZ(Q) + 1)2

Ona: FeL*Q) et ||F||iz(9) < mes(Q) + (1 + |Jull2)* par conséquent,

Hu+k)—Iu)| < c fQ |k(x)F (x)|dx

A

IA

cllkll 21 Fl2@)

clmes(Q) + (1 + |lull2)2)12 Kl 11 -

IA

Donc, k”iirg_) I(u + k) = I(u) et la continuité de I sur H'(Q) en découle.

ii) I est Gateaux-dérivable sur Hé(Q) et (I'(u),v)y = fQ g(x, u(x))v(x)dx Yu,v € Hé(Q).

Fixons u,v € H(l)(Q) et —1 <t < 1. Posons ¥(x,t) = G(x, u(x) + tv(x)), x € Q

et ¢(t) = fglp(x, Ndx = I(u+1tv) -1 <t <1 ppxeQ lafonction t — Y(x,1) est dans

€'(J0-1,1) et on a :

2 (x, 1) = v(x)g(x, u(x) + tv(x))
Pour -1 <t < 1, la fonction x +— ‘Z—‘f(x, t) est mesurable avec

|%(x, D) < @I+ [u)] + @)P)? p.pxe Q.

ot
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4.1. Approche 1 : Existence et unicité par minimisation

Donc d’aprés le résultat classique de dérivation sous le signe somme, on a : ¢ € €'(] -1, 1])

et

¢'(1) = [, Fxndt, -1 <t<l.

En particulier, ¢’(0) = fQ v(x)glu](x)dx
g 2000 Hr ) ) _

t—0 t t—0

¢’ (0).

La fonction v +— fQ glulvdx est évidement une forme linéaire et continue sur Hé (Q). Donc I
est Gateaux-dérivable sur Hy(Q) et (I'(u),v) = ng[u]vdx Y u,v € H(Q).

(iii) T est convexe.
Yu,v € Hé(Q), Vee[0,1],ona: I(tu+ (1 —-1)v) <tl(u)+ (1 —0)I().

Mais comme [ est Gateaux-dérivable, il suffit de montrer que I’ est monotone
c’est-a-dire

(I'w)—=T'W);u-vy >0 VYu,ve HyQ)

') =T W);u—v) = [ (glul(x) - gVI())w(x) = v(x)dx Yu,v € Hy(Q).

Or (g[u] — g[vD)(u —v) = 0 d’aprés (4.3) D’ou le résultat.

(iv) On a: (4.7) 1(v) = =lIg(., O)ll 2Vl Vv e Hé(Q)-

(g(x, ) —g(x,0))(1-0)=>0 = g(x, V1 > g(x,0)1 x € O, 1eR

Donc si v e H'(Q), on a p.p x € Q et pour tout 0 < < 1,

g(x, w)tv(x) > g(x, 0)rv(x), t € [0; 1[ = v(x) fol g(x, tv(x))dt > fol g(x, 0)v(x)dt

ainsi G(x, v(x)) > g(x, 0)v(x)

Dot I(v) > fQ g(x, 0)v(x)dx.

Mais | [, g0x, 0)v(x)dx| < llgC, OllzzaIVllize) < lgC. OllzelMlincoy

Donc, 1(v) > [ g(x, 0)v(x)dx > —llg(., O)ll 2Vl -

Posons J(v) = Q) + I(v), v € Hé(Q); oi Q(v) = %a(v, v) — (f,v). Q est la fonctionnelle

quadratique associée & a(.,.) et & f € L*(Q) donc Q est Gateaux-dérivable et

(Q'(w),v)y =a(u,v)—(f,v) Vve Hé(Q). Puis que

Q)= (W), u—v)

au,u—v)—(fu—v)—a(v,u—v)+ (f,u—v)

= alu—v,u—v)

> 0.

Alors Q est strictement convexe. Donc J est strictement convexe comme la somme de deux

fonctionnelles convexes dont 'une est strictement convexe.
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4.2. Approche 2 :Existence et unicité par un opérateur monotone

J est Gateaux-dérivable sur H(l) (Q) comme la somme de deux fonctionnelles Gateaux-dérivables
avec (J'(u),v) = a(u,v) + fg glulvdx — (f,v); donc J'(u) = Q'(u) + I'(u). Ainsi (PV) équivaut :

trouver u € Hy(Q)
(EV)

(J'(u),v) = 0¥v € Hy(Q)

Or d’apreés corollaire 3.2.1, cette équation variationnelle équivaut au probléme de minimisa-

tion :

trouver u € Hy(Q)
(PM)
Jw) = inf J(v)

veH ) (Q)

Ou J(w) = Q(u) + I(u) (4.8)

4.1.3 Existence et unicité de la solution du probleme de minimisation

Il reste & vérifier que J est strictement convexe, sci et H(l)(Q)—Coercive :
J est strictement convexe car Q est strictement convexe et I est convexe (voir (4.8));
J est continue dont sci sur Hé(Q) car Q et I sont continues;
J est coercive. En effet, J(v) = %a(u, v) — (f,v) + I(v). On sait que :
a(v,v) = alVll 2@y = & IVllgiq) ((4.2) et I'inégalité de Poincaré)
J(u) > g”VMHiz(Q)N - ”f”H*l(Q)”u”Hl(Q) + I(w). d’apres (4.7), on a :

J(w) = EllquiZ(Q)N = I -1 @llull @) = 118 Ol 2llull i @)-

Il en résulte que J(u) > (%HMHHI(Q) = a1 — I8¢ Ol @)ull @) -

Donc ”u”Hllig)l_m J(m) = +oo et J est H&(Q)—coercive. Ainsi en vertu du théoréme 3.1.4, le
probléme de minimisation (PM) admet une unique solution u € Hé(Q). Et comme (PM),
(PV) et (PL) sont équivalentes, alors il existe un unique u € H'(Q) solution de (PL). Ainsi le

théoréme 4.1.1 est prouvé.

4.2  Approche 2 :Existence et unicité par un opérateur monotone

Nous avons besoin du théoréme fondamental suivant :

Théoréme 4.2.1. Soit V un espace de Hilbert réel, pour simplifier (.|.) le produit scalaire

dans V, et ||.|| la norme correspondante. Soit 7' un opérateur de V dans lui-méme tel que

Tu—Tv|| < Ml|ju-v|, Yu,v € V (4.9)
et
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4.2. Approche 2 :Existence et unicité par un opérateur monotone

(Tu—Tvlu—v) > m|lu—v|* Yu,veV  (4.10)

ou M >m >0 . Alors, pour tout f € V donné, il existe un unique u € V tel que Tu = f.

Preuve .

Fixons feV.Soite>0et A, : V—Vitelque Aqu=u—e(Tu—f),uecV

Au—AVAu—Ay) = w—v—e(Tu-Tv)lu—v—e(Tu-Tv))

llu = vI* + |Tu — T|I* = 2&(Tu — Tvju —v)

Or d’aprés (4.10), —2&(Tu — Tvlu —v) < —2em||lu —v||*> Yu,v € V
Aussi d’aprés (4.9) on a : &||Tu — TV|* < &€M*||u —v|]> Yu,v € V

En additionnant membre & membre les deux inégalités on a :
lAcu — AevI* < (MP&* = 2em + Dlu — vIf?

M?g* — 2em + 1, étant un polynome en &, le discriminant est : A, = 4(m> — M?) < 0. Donc
M?*&?—2em+1 > 0 pour tout &. Il vient que M?g>—2em+1 < 1 si et seulement si e(M?e—2m) <
0. On obtient alors que, pour & € ]0; %[, ona:k’®=Me-2em+1<1. Dot

[Aqu — Av|| < kllu — v|| avec k €]0; 1[. Alors A, est une contraction stricte. En conséquence il

existe un unique u € V tel que A,u = u ce qui équivaut a Tu = f.

Théoréme 4.2.2. Sous les hypothéses (4.2), (4.3) et (4.4). Si f est donné dans H'(Q), alors
il existe un unique u € H'(Q) solution faible de (PL) :

(PL) Au+glul = f dans Q

u=0 sur T

Preuve .
Nous avons vu dans la section précédente que, le probléme (PL) se rameéne a ’étude du (PV)

et cela ne dépend pas de (4.1) dont (PV) est donnée par :

trouver u € Hy(Q)

(PV)
a(u,v) + Glu,v] = £(v) Vv € H)(Q)
avec,
N
ou ov
alu,v) = Z Lai’jé)—x,ﬂ_xjdx

ij=1

{(v) = ffvdx, pour tout v € Hy(Q);
Q
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4.2. Approche 2 :Existence et unicité par un opérateur monotone

Glu, v] :fg[u]vdx.
Q

Soit (,) le produit scalaire dans H(l)(Q) tel que

N
(u,v) = f uvdx + f %ﬂdx
Q =] YO Ox; Ox;

Soit u € Hé(Q); alors I'application v — a(u,v) + Glu,v] est une forme linéaire continue sur
Hé (Q). Il vient du théoréme de représentation de Riesz qu’il existe un unique Tu € H(I) (Q) tel
que a(u,v) + Glu,v] = (Tu,v) pour tout v € Hé(Q). Ainsi pour chaque u € H(l)(Q) correspond
un unique Tu € Hy(Q) tel que

a(u,v) + Glu,v] = (Tu,v) pour tout v € Hy(Q).
Ce qui nous permet de définir une application

T:H)(Q) — H) Q)

u +— Tu.

De méme comme f € L*(Q) et L*(Q) — H~'(Q) donc I'application v — £(v) étant une forme

linéaire et continue sur Hé (), il existe z5 € Hé(Q) unique tel que
) = (z7lp) pour tout ¢ € Hy(Q).

Alors (PV) implique

trouver u € Hy(Q)

(4.11)

Tu=z
Réciproquement supposons que Tu est 1'unique forme linéaire continue sur Hy(Q). Pour
ue Hé(Q) fixé, posons (B,,v) = a(u,v)+Glu, v], 'application v +— a(u, v)+Glu, v], est linéaire
et continue sur Hé (Q). Mais comme Tu est I'unique forme linéaire continue sur Hé(Q), alors
B, = Tu. Il en résulte que (PV) équivaut a (4.11). Il suffira donc de prouver 'existence et

I'unicité de la solution du probléme (4.11).

D’une part, pour tout u,v € HOI(Q), On a:

(Tu-Tvlp) = au—v,p) + fQ(g[u] — glvDe.dx Yu,v, ¢ € H)(Q)

En utilisant la continuité de a(.,.) et en prenant ¢ = Tu — Tv, on est conduit a :

Tu-TvITu—-Tv)=a(u—-v,Tu—-Tv)+ Glu,Tu—Tv] - G[v,Tu—Tv]
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4.2. Approche 2 :Existence et unicité par un opérateur monotone

ou encore ||Tu — Tv||> = a(u —v,Tu —Tv) + fQ(g[u] — g[v)(Tu — Tv)dx. D’autre part, on a :
pour tout u,v € Hg(Q), alu—v, Tu—-Tv) < collu — vllHé(Q)llTu - TvllHé(Q), co>0

(puisque a(.,.) est bilinéaire et continue sur Hy(Q) x Hy(Q)) et

fg (glu] — glvD(Tu — Tv)dx

< kellu = Vil 1T = TVlig )

(en utilisant (4.4) et 'inégalité de Cauchy-Schwarz et Iinégalité de Poincaré), alors pour
tout u,v € Hy(Q), |Tu - TV||§{(1)(Q) < (co + c)llu = Vil olITu = TVl q)- Donc

| Tu— TVIIH(;(Q) < Ml|u - vllH(l)(Q), pour tout wu,ve Hé(Q) (avec M = co + ck)
D’autre part, pour tout u,v € H(l)(Q), on a :

Tu-Tvu-v) = alu—v,u—v)+Glu,u—v] —Glv,u —v]

alu—v,u—v)+ f(g[u] —glvD(u —v)dx
Q

> alu—v,u—v)

car fg(g[u] —g[vD(u — v)dx > 0 (d’apreés 4.3)

2

Mais, a(u —v,u =v) = allu = VIl ,
0

» bour tout u,v € H,(Q) donc
(Tu—Tv|lu—-v) > a|lu-— V”iﬂ(g)’ pour tout u,v € Hé(Q) avecm=a <M
0

D’aprés le théoréme 4.2.1, il existe un unique u € Hé(Q) solution du probléme (4.11) et par
conséquent (PL) admet une unique solution u € H'(Q).

Et le résultat attendu est ainsi obtenu. [
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» Implications pédagogiques «

Dans le cadre de la rédaction du mémoire de D.I.P.E.S II, il nous a été demandé de
donner l'intérét pédagogique de notre travail : Rappelons que le théme soumis a notre étude
s’'intitule Existence et unicité de solution d’un probléme elliptique semi-linéaire. C’est un

sujet important tant chez I’enseignant que chez 1’éléve. Ainsi :

4.3 Pour I'enseignant

Il permet :

v de se rendre compte qu’il y a une théorie des EDPs plus générale qui prolonge celle
de dérivée ordinaires rencontrées au Lycée.

d’avoir une bonne critique face aux problémes du niveau Lycée.

I'interdisciplinarité.

d’apprendre & concevoir et & présenter un document scientifique.

d’accentuer la logique mathématique.

NN

aussi de se familiariser avec le logiciel de programmation “Latex” qui fait une trés
bonne mise en page et une bonne lisibilité donc trés utile pour la rédaction des
épreuves d’évaluation de mathématiques et permet de résoudre les problémes d’in-
compatibilité de certains versions de’Microsoft word” qui endommagent les documents

pendant la phase d’impression.

4.4  Pour I'éléve

v/ Il permet a I'éléve d’animer sa curiosité, d’enrichir sa culture et va le pousser a la
recherche.
v il permet de se rendre compte que d’autres sciences font recours a plusieurs notions

mathématiques :la physique par exemple utilise les dérivées ordinaires et partielles.
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+ Conclusion s

Parvenu au terme de ce travail dans lequel il était question pour nous de prouver l'exis-
tence et 'unicité de la solution du probléme elliptique semi-linéaire ot nous avons dans un
premier temps défini les espaces fonctionnels dans lesquels nous avons mené ce travail ainsi
que les propriétés associées, ensuite nous avons établi ’équivalence entre le probléme aux
limites elliptiques semi-linéaire (PL) et un probléme de minimisation (PM), il en ressort que

tout probléme aux limites elliptiques du type (PL) posséde une unique solution.
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