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Résumé

Dans ce travail, nous analysons la dynamique spatio-temporelle de deux modeéles "proie-
prédateur" avec fonction réponse de Holling type II dans lesquels des interactions non lo-
cales sont introduites. Ces interactions non-locales expriment principalement la compéti-
tion intra-spécifique : entre les proies pour la consommation des ressources environ-
nementales présentes, et la consommation non locales des proies par les prédateurs.
Elles sont modélisées au travers d’une fontion noyau et d’'un produit de convolution expri-
mant la probabilité qu'une des espéces étudiées puisse interagir avec une autre et que cette
interaction ait un impact positif ou négatif. Pour chacun des modéles étudiés, nous arrivons a
expliciter I’analyse de stabilité linéaire. De cette analyse de stabilité linéaire, nous précisons
les conditions d’apparitions des structures spatiales périodiques sur la population des proies
et sur celles des prédateurs. Nous montrons qu’il est nécessaire dans les deux modéles étudiés
de considerer les interactions non locales pour qu’il y ait émergence de structures spatiales.
En effet, sans ces interactions non -locales, nous constatons que les conditions de Turing
pour 'apparition des patterns ne sont pas remplies. Grace aux simulations numériques, nous
arrivons & illustrer les conditions d’apparitions des patterns établies théoriquement. Le choix
de la méthode numérique est celle du non standard aux différences finies, ceci pour étre
sur de conserver la positivité de nos solutions numériques.

Mots clés : Proies, Prédateurs, Pattern, fonction réponse de Holling type I, interactions non

locales, différences finies
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Abstract

In this work, we analyze the spatio-temporal dynamics of two prey-predator models with
Holling’s Type II response function in which non-local interactions are introduced. These
non-local interactions primarily express the intra-specific competition : between prey for
consumption of the environmental resources present, and non-local consumption of
prey by predators. They are modeled through a kernel function and a convolution product
expressing the probability that one of the species studied can interact with another and
that this interaction has a positive or negative impact. For each of the models studied,
we let us explain the linear stability analysis. Of this linear stability analysis, we specify the
appearances conditions of periodic spatial structures on the population of prey and predators.
We show that he is necessary in both models to consider non-local interactions for emergence
of spatial structures . Indeed without these non-local interactions, we find that the conditions
of Turing for the appearance of patterns are not met. Thanks to numerical simulations, we
let’s illustrate the conditions of appearance of the patterns established theoretically. The
choice of the numerical method is the one of non-standard to finite differences this to
be on to maintain the positivity of our numerical solutions.

Key words : Prey, Predator, Pattern, Holling II function response, non-local interaction,

nonstandard finite differences schemes
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Introduction générale

La théorie de la formation des structures spatiales (patterns), date des travaux d’Alan
Turing qui, en 1952 étudiait dans un modéle de réaction diffusion, la dynamique spatio-
temporelle de deux espéces chimiques qu’il appela activateur et inhibiteur (Borgogno et al.
(2009)[6]). Turing découvre dans ce travail que, lorsque les deux espéces ont des coéfficients
de diffusion différents (plus précisement, lorsque la diffusion de l'espéce inhibitrice est su-
périeure a celle de 'espéce activatrice), on a ’émergence des patchs ou de motifs des deux
populations qui s’étendent sur I'étendu du domaine considéré et ses motifs ont pris le nom
de "Turing Pattern". Dés lors, les études sur la formation de structures spatiales (pat-
terns) ont intéréssées plusieurs chercheurs; une variété de structures spatiales ressortent de
ces travaux : les Turing patterns et les non Turing patterns(par exemple les ondes voyageuses
connu sous 'appelation anglo saxon "traveling wave"). En écologie des plantes par exemple,
plus précisement dans les régions arides et semi-arides, des travaux ont été réalisés par plu-
sieurs chercheurs a I'instar de R.Lefever(2012 [10]),Pierre Couteron (2001 [3]) et montrent la
présence de motifs de végétations qui alternent entre des zones de sols nus et sont appelés
"patterns de végétation".

Remarquons qu’en dynamique des populations, les études sur la structuration spatiale
des populations prend une place de plus en plus importante. Notons qu’au préalable, dans
ces modeles purement temporels, il est supposé que les populations en interactions ont une
distribution homogéne sur le domaine considéré (Tewa et al. (2012)[22]),(Tankam et al.
(2017)[21]).Cependant, il est possibile que les populations modélisées effectuent des mou-
vements & l'intérieur du domaine qui impact leur dynamique. On fait donc recours aux mo-
deéles spatio-temporels (plus précisement aux équations de réaction-diffusion) pour prendre
en compte les mouvements a l'intérieur du domaine, qui peuvent étre causés par exemple par
la reproduction, la compétition entre les espéces. De ce fait, plusieurs travaux sur I’apparition
des patterns dans les modéles proies-prédateurs ont été effectués (Baumann et al. (2016) [5]),(
Fuentes et al. (2004) [9]). Initialement, dans les modéles spatio-temporel "proie-prédateur",

les interactions entre les éléments du systémes sont supposées locales dans le domaine consi-
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Introduction générale

déré. En d’autres termes, un individu peut interagir juste avec ceux qui se trouvent dans la
méme position spatiale que lui. Or le devenir d’un individu situé a un point x d’un domaine
peut étre influencé par un second individu situé en un point y autre de x. D’ou 'ajout dans
ces modeles spatio-temporels de la notion "d’interactions non locales qui se modélisent
généralement au travers d’un produit de convolution entre une fonction noyau et la densité
de la population considérée (Tian et al. (2017) [23]),( Nimomiya et al. (2017) [19]).

Dans le cadre de notre mémoire de DIPES II, il nous a été proposé de travailler sur la
formation des patterns dans un modéle proie-prédateur. Ce modéle est une extension d’un
travail de Banerjee et volpert paru en 2016 dans le Journal scientifque Elsevier [1]. L’objectif
étant de donner a travers ’analyse mahématique du modéle, les conditions d’apparitions
des structures spatiales (patterns) et d’illustrer numériquement ces conditions grace a des
simulations numériques. Pour ce faire, nous avons subdivsé notre travail en trois chapitres :

e Au chapitre 1, nous faisons une révue de la littérature sur I’étude des modéles proies
prédateurs. Ensuite nous présentons le processus d’étude de certains modeéles "spatio-
temporel" aboutissant a la formation des patterns et enfin nous donnons quelques outils
mathématiques.

e Au chapitre 2, nous analysons mathématiquement d’une part le modéle de Banerjee et
volpert 2016 [1]| , et d’autre part, nous proposons une extension de ce modeéle ot nous
faisons ressortir la condition d’apparition des patterns.

e Au chapitre 3 nous illustrons numériquement les conditions d’apparition des patterns

sur les deux modeles étudiés au chapitre 2.
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1.1 Introduction

Dans un écosystéme, aucune espéce ne vit réellement de fagon complétement isolée. Il y

a, en général, des interactions avec d’autres espéces qui d’une fagon ou d’une autre, ont un
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1.2 Génése des modéles Proie-Prédateur

impact plus ou moins considérable dans I’évolution de chacune des espéces. La modélisation
mathématique, principalement celle basée sur ’étude des phénomeénes naturels et artificiels
permet de rendre compte des interactions qui peuvent exister entre différentes espéces d’un
écosystéme(Augier et al. (2006) [1]). L’étude de la dynamique de deux populations ou espéces
et leurs interactions dans 'espace a dés lors, fait 'objet de plusieurs études de la part des
chercheurs dans les domaines de 1’écologie, de la dynamique des populations (démographie),
de I’épidémiologie et bien d’autres encore. Dans ce chapitre, nous présentons la génése de
I’étude des modeéles "proie-prédateur". Ensuite, nous présentons des modéles spatio-temporel
étudiés pour la formation des patterns. Nous nous attarderons dans la suite sur la méthode
d’analyse des modéles spatio-temporel proie-prédateur pour la formation des patterns et enfin

nous donnerons quelques outils mathématiques.

1.2 Génese des modeles Proie-Prédateur

Dans la premiére moitié¢ du X X%®™¢ siécle, I'étude de la dynamique de plusieurs espéces
en interactions a connu un essor considérable. Parmis ces interactions ont peut citer, entre
autres :

e La symbiose : relation dans laquelle les espéces ont un bénéfice réciproque. Comme

I'orchidée et l'abeille (Augier et al. (2006)[1]).

e Le parasitisme : relation dans laquelle le parasiste profite de son hote. Comme entre
les puces et les chiens (Augier et al. (2006)[!]).

e La compétition : relation dans laquelle les espéces agissent défavorablement 1'une
evers l'autre. Il y’a compétition au niveau des ressources disponibles (Augier et al.
(2006)[1])-

e La prédation : de prime a bord, ’on peut ’assimiler au parasitisme, mais la différence
réside au niveau de 'espéce qui tire profit de 'autre. En effet, dans le parasitisme, le
parasite est, en général, plus petit que I’hote alors que dans la prédation, le prédateur
est, en général, plus grand que la proie. (Augier et al. (2006)[1])

C’est a cette époque appelée " ’age d’or de I’écologie théorique " que furent développés les pre-
miers modeéles basés sur des comportements de type compétition et des relations prédateur-
proie. La paternité du premier modeéle con¢u pour transcrire ce genre d’interactions a fait
I'objet d'une querelle de priorité entre Alfred J. Lotka et Vito Volterra (Ginoux (2006)
[10]). G. Israel établi dans ces travaux que c’est & V. Volterra que revient le mérite de 1’éla-

boration du premier modéle de type prédateur-proie appliqué a une situation biologique. En
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1.2 Génése des modéles Proie-Prédateur

effet, I'intérét de Volterra pour les problémes d’équilibre entre les espéces animales dans les
écosystémes fut suscité par son beau-fils, le zoologiste Umberto d’Ancona qui s’occupait
depuis quelques années de statistiques portant sur la péche dans le nord de la mer Adriatique.
Ces données concernaient le pourcentage de poissons prédateurs (Sélaciens) péchés dans trois
ports italiens : Trieste, Fiume et Venise pendant la période 1905 — 1923 (Ginoux (2006) [10]).
Elles prouvaient que pendant la période 1915 — 1920, ou la péche était moins intense a cause
de la guerre, il y avait eu un accroissement relatif de la classe des Sélaciens. Selon 1'hypo-

thése de D’Ancona, la péche perturbait I’équilibre naturel entre les espéces. Elle favorisait

! n

une augmentation relative des espéces " proies ", c¢’est-a-dire des poissons qui se nourrissent

! "n

seulement de plancton, et une diminution des espéces " prédatrices ", c’est-a-dire des pois-
sons qui se nourrissent d’autres poissons. La diminution de la péche due a la premiére guerre
mondiale avait donc rétabli, au moins en partie, ’équilibre naturel. D’Ancona s’adressa a

Volterra en lui demandant de trouver une démonstration mathématique de son hypotheése.

La réponse de Volterra publiée en 1926 prit la forme du célébre modéle " prédateur-proie
Considérant deux espéce, la premiére, la proie x(t), aurait si elle était seule une croissance
malthusienne. La seconde, le prédateur y(t), se nourrit exclusivement de la premiére et en
I’absence de proie " s’épuiserait progressivement et disparaitrait ". La mise en équation de la
fonction représentant la prédation est basée sur la méthode des rencontres et sur I’hypothése
des équivalents élaborées par Volterra. La premiére considére que pour qu’il y ait prédation
entre une espéce prédatrice et une espéce proie, il faut tout d’abord qu’il y ait rencontre
entre ces deux especes et que le nombre de rencontres entre ces deux espéces est proportion-
nel au nombre des individus qui la compose. Le coefficient de proportionnalité étant égal a
la probabilité de rencontre. La seconde consiste a supposer qu’il existe " un rapport constant

n

entre les disparitions et apparitions d’individus que provoquent les rencontres ", i.e., que la

prédation de la proie est équivalente a la croissance du prédateur. Ceci conduit au systéme :

~—

dx(t) _ az(t) — ba(t)y(t),

i (1.1)
dy_&) = —cy(t) + dz(t)y(t),

dt
ou a représente le tauxr de croissance de la proie en l'absence de prédateur,b le tauz de
prédation du prédateur sur la proie,c le tauzr de mortalité du prédateur en ’absence de proie
et d le taux de croissance du prédateur du fait de sa prédation (Ginoux (2006) [10]).
Le phénomeéne observé par D’Ancona est ainsi expliqué : 1'accroissement du nombre de

prédateurs et la diminution du nombre de proies résultaient de la disparition de la péche
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1.2 Génése des modéles Proie-Prédateur

" association biologique ". En

qui, avant la guerre, avait modifié I’équilibre naturel de cette
péchant moins, on favorise les espéces plus voraces aux détriment des autres.

Dans ce modéle, deux types de comportements sont représentés : ceux liés a la croissance
et ceux liés a la décroissance. La natalité et la prédation sont liées a la croissance
alors que la mortalité naturelle et la mortalité par prédation correspondent & une
décroissance du nombre d’individus. Chacun de ces comportements posséde une forme
mathématique, appelée réponse fonctionnelle(Ginoux (2006) [10]).

La croissance naturelle, c’est-a-dire, par natalité de la proie représentée par une réponse
fonctionnelle de type Malthus a été modifiée par Verhulst afin de rendre compte d’une certaine
limitation. La décroissance par mortalité naturelle a été envisagée de maniére symétrique de
celle de la croissance naturelle. Nous résumons ces réponses fonctionnelles dans le tableau

suivant : La réponse fonctionnelle choisie par Volterra pour décrire la prédation était propor-

Auteurs\ Modéles | croissance naturelle | mortalité naturelle
Malthus ra(t) —ma(t)
t t
Verhulst rz(t) ( — %) —ma(t) (1 + %)

TABLE 1.1 — Réponses fonctionnelles pour la croissance et la décroissance naturelle

tionnelle au produit du nombre d’individus de chaque espéce : bz (t)y(t). A la fin des années
cinquante, ’entomologiste C.S. Holling élabora deux nouvelles réponses fonctionnelles pour
la prédation visant également & transcrire une certaine satiété du prédateur vis-a-vis de ses
proies : la fonction de Holling type 1I et la fonction de Holling type I1I. Cette formulation
suppose que le prédateur divise son temps en deux sortes d’activités : la recherche de sa proie
et sa capture qui comprend le temps mis pour la chasser, la tuer, la dévorer et la digérer. La
fonction de Holling type II est une réponse fonctionnelle dans laquelle le taux " d’attaque "
du prédateur augmente lorsque le nombre de proies est faible puis devient constant lorsque
le prédateur atteint la satiété. En d’autres termes, le prédateur cause une mortalité
maximum a de faibles densités de proies. La fonction de Holling type II est représentée

par :
Bax(t)y(t)

1+ Bpx(t)’
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ou « et 3 représentent respectivement le temps de recherche et de capture de la proie et B
le taux de prédation par unité de temps.

La fonction de Holling type III est une réponse fonctionnelle dans laquelle le taux "
d’attaque " du prédateur augmente tout d’abord lorsque le nombre de proies est faible puis
ralentit lorsque le prédateur atteint la satiété. En d’autres termes, le prédateur augmente
son activité de recherche lorsque la densité des proies augmente. La fonction de

Holling type III est représentée par :

Baz*(t)y(t)
1+ BB22(t)’

ol « et 3 représentent respectivement le temps de recherche et de capture de la proie et B
le taux de prédation par unité de temps (Ginoux (2006) [10]).

Toutes ces réponses fonctionnelles sont résumées dans le tableau suivant :

Auteurs Volterra | Holling type I | Holling type I11
Bou(t)y(t) Boa®(t)y(t)
1 4+ Bpz(t) 1 4+ BBx2(t)

Réponses fonctionnelles | bz (t)y(t)

TABLE 1.2 — Réponses fonctionnelles pour la prédation

Cependant d’autres réponses fonctionnelles pour la prédation peuvent étre rencontrées
dans la littérature (Augier et al. (2006)[1]). Par exemple nous avons :

e La fonction réponse dite "ratio-dependente". Elle est obtenue en substituant dans

la réponse fonctionelle de Holling type II le terme désignant la densité des proies (x)

par le ratio (z/y). On obtient :
Bax(t)y(t)

y(t) + BBz (t)

e Beddington et De Angelis propose de maniére générale une réponse fonctionnelle

ratio-dépendente :
az(t)y(t)
1+ bx(t) + cy(t)
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proie-prédateur pour la formation des patterns

1.3 Présentation et méthode d’analyse des modeles spatio-

temporel proie-prédateur pour la formation des patterns

1.3.1 Description des modeles proie-prédateur pour la formation des

Patterns

Dans la continuité des modeéles temporels proies-predateurs, les chercheurs dans le do-
maine le 1’écologie se sont rendus compte que, se restreindre a une étude purement temporelle
ne permettait pas de rendre compte de toutes les interactions qui se passent dans le systéme
étudié. En effet, le mouvement des espéces dans 'espace considéré n’intervient pas dans la
précédente modélisation. Or, il est important d’intégrer dans la modélisation une composante
spatiale pour rendre compte de la propagation des espéces dans le domaine.

On a donc aboutit a la conception des équations dites de réaction-diffusion pour décrire
le comportement temporel et ’évolution spatiale des espéces dans le domaine considéré. Les

équations de réaction-diffusion sont de la forme :

ou
5 = DAu+f(u) (1.2)

ot u =u(z,t) = (ui(z,t)),_, , estlevecteur d’état décrivant la densité ou la concentration
de la population en une position x €  C R™ a un instant ¢, (2 est une partie ouverte).

A désigne l'opérateur de Laplace (Au = (Au;);i=1...») et D une matrice carrée d’ordre n de

diffusion. La fonction vectorielle f est un terme généralement non linéaire décrivant toutes
les interactions et réactions considérées.

Dans cet optique, A.Turing dans ses travaux sur les systémes chimiques linéaires (Turing(1952)
[24]) découvre que la diffusion de deux substances avec des coéfficients de diffusion différents
aboutit a la formation de motifs périodiques appélés communément pattern ou structures
spatiales périodiques. En effet Turing montre qu’en absence de diffusion, le mélange des
deux substances doit converger vers un état stationnaire stable et dés lors, la différence de
diffusion sera capable de destabiliser I’état stationnaire initialement stable conduisant & la
formation de patterns. Ce phénoméne menant au pattern est connu sous le nom de Instabi-
lité de Turing ou "diffusion driven-instability" ou instabilité briseuse de symétrie.
Il s’est donc avaré important, dans I’étude des modéles proies predateurs d’introduire une
composante spatiale. Plusieurs travaux dans cette optique ont été mené par les chercheurs.
L’objectif étant de pouvoir rendre compte de la propagation effective des espéces dans 1’espace

et de 'origine de cette propagation.
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1.3.2 Méthode d’analyse des équations de reactions diffusion pour la

formation des patterns

Considérons I'équation de réaction-diffusion suivante dans le cas de deux substances u et

v diffusant en un domaine infini de dimension 1 :

0%u
du Z -
ot f(u7v) + 8.1'2 (1 3)
P dﬁzv :
o= glu,v) + prel

ou t est le temps, f, g la dynamique locale, d = Z—f le ratio entre les taux de diffusion dy et d;
de v et u respectivement.

Turing démontre que le systéme (1.3) présente (sous certaines conditions) en l'absence de
diffusion un état homogeéne linéairement stable et quand la diffusion entre en jeu, I'état
homogeéne stable devient instable. On parle d’ instabilité de Turing. L’équation obtenue

en ’absence de diffusion est dans ce cas :
ou __
5 = g(u,v).

Il s’agit d'une équation différentielle ordinaire. On considére (ug, vg) ’état stationnaire uni-
forme homogéne. Pour qu’il y ait instabilité briseuse de symétrie, on se doit en premier lieu
d’étudier la stabilité de I’état stationnaire (ug,vy) en recherchant les conditions pour les-
quelles cet état stationnaire est linéairement stable en 'absence de diffusion. Pour ce faire on

linéarise I’équation (1.4) au voisinage (ug, vo). En considérant une pertubation

W:(u_“0>:<w1). (1.5)
vV — g Wao
L’equation linéarisée de (1.4) est :

oW g (w0, vo) - (o, vo) a1 a2
el JW, avecJ = % % = . (1.6)
ou (o, vo) v (0, v0) 21 22

Deés lors (ug, vp) sera linéairement stable(Augier et al. (2006)[1] page 35) lorsque :
a1 + ags < 0 et ajjasg — ajaas; > 0. (17)

En second lieu, on doit étudier l'effet de la diffusion sur la stabilité de (ug, vg). Pour ce faire

nous devons linéariser I’équation (1.3) au voisinage de (ug, vp). Ainsi, comme précedement,
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() -(n)

L’équation linéarisée de I’équation (1.3) est :

posons :

811)1 82w1
W = G11W1 + a12Ws + W

921 W1 + A22W9 + d

ot 0x?

Le probléme aux valeurs propres associé au systéme linéaire (1.8) est :

O'(I)l($) = (ZH(I)1<I> + a12<I>2(ac) + q)l” (ZL’) (1 9)
O'CI)Q(ZL‘) = a21<1>1(x) + CLQQCDQ(ZE) + d@g”(l’)
Avec & = (P, P,) la fonction propre associée a la valeur propre o.
En passant a la transformée de Fourier sur I’équation (1.9)
o (k) = an®i(k) + a1n®a(k) — k*®y (k) (1.10)
oPo(k) = asn®i(k)+ an®:(k) — dk*®: (k)
C’est a dire : o o
b (k by (k
o B g B (1.11)
2(k) P, (k)
Avec :
G — all — k2 a2
21 Q29 — dk?
Le polynéme caractéristique associé a (1.11) est :
o? + {—tr(J)#—(d—i—l)k’Q}a—{—M(k’) =0 (1.12)

avec M (k) = det(G) = dk*+det(J)— [dan +a22} k% et tr(J), la trace de la matrice jacobienne
J et det(J) le déterminant de la matrice J.

Pour que (ug; vp) soit linéairement instable il faut qu’il existe un réel k pour lequel o > 0. Or
d’apres ce qui précede tr(J) < 0. Ainsi : | —tr(J) + (d + 1)k*| > 0.

Donc pour avoir o > 0 a partir de I’équation (1.12) on doit avoir M (k) < 0.

Or M (k) = dk*+det(J) — {dan +a22} k? et d’aprés ce qui précede on a det(J) > 0 et dk* > 0.

Ainsi, M (k) < 0 si et seulement si :

dCL11 4+ ag9 > O et |:dCL11 + CL22:| k’2 > dk’4 + det(J) (1.13)
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Pour récapituler, & ce niveaux, on a les conditions suivantes :

[ det(J) > 0,
da11 + 99 > O,
a11 + a9 < 0,

k2 > dk* + det(J).

(1.14)

|:da11 + 929

\

De plus en analysant la fonction M (k) on se rend aussi compte qu'une condition nécessaire

pour que M (k) < 0 est que :

dayy + agy > 2\/8\/ det(J) (115)

On peut donc, résumer les conditions d’apparition de structures spatiales (patterns) pour

une équation de reaction diffusion par le systéme ci-dessous :

det(J) > 0,
dai1 + ass > 0,
a1 + ag <0,

da11 + a9y > 2\/&\/ d6t(J)

Il faut donc que d # 1. Ainsi, les espéces ne doivent pas avoir le méme taux de diffusion.

(1.16)

L’analyse du systéme (1.16) permet de dire que aj; et ase sont de signes contraires. On
suppose donc que a;; > 0 et axn < 0. On dit que la substance u est activatrice et la
substance v inhibitrice. On aboutit finalement a d > 1. Donc pour qu’il y ait apparition de

patterns il faudrait que la substance inhibitrice se diffuse plus vite que celle activatrice.

1.3.3 Modeles spatio-temporel proie-prédateur non locaux

Initialement, dans I’étude des équations de réaction-diffusion, plus précisement dans
I’étude des modéles spatio-temporel proie-prédateur sus évoqués, il est supposé que les deux
populations interagissent entre elles dans la méme position spatiale (on parle d’interactions
locales). Cependant dans la réalité, les interactions peuvent se produire a des positions spa-
tiales différentes (adjacentes). On parle d’interactions non locales (Nimomiya (2017) [19]).
Ainsi depuis une quinzaine d’années, les modéles non locaux ont requ une attention parti-
culiére dans plusieurs domaines tels que I’écologie, la génétique, la neurologie. Des exemples
typiques de structuration spatiale tenant leur origine d’interactions non locales sont : la dis-

persion spatiale d’espéces animales, végétations en taches(Lefever et Turner (2012)[10]),les
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cellules de pigments sur la peau du poisson zébre, les décharges neurales dans le cerveau
(Kondo et al. (2009) [15]), (Huston et al. (2003)[13]). Ces interactions sont caractérisées ma-
thématiquement par un produit de convolution qui représente génréralement la probabilité
que l'interaction ait lieu.

Un exemple de modéle proie-prédateur non local est donné par le modele de Tiang et al.

(2017) [23] :

ou

aﬁ_tl = diAuy +uy (a1 — b * ug — biadd x uz),

it? = daAuy + Uy (—ag + ba1d * Uy — by * uz), (1.17)
& _Ow

on —om 7

avec. u1(0,2) = ujp(x),u2(0,2) = ug(x). t > 0 et x € Q@ C R™

uy(t, x) et us(t, ) représentent respectivement la densité de la population des proies et usy
celle des prédateurs a l'instant ¢ et & la position z. 2 est une partie bornée de R™ avec
0f) comme frontiére. Les interactions non locales sont representées ici par un produit de
convolution entre la fonction noyau ¢ et la densité de la population. Cette fonction noyau,
mesure l'intensité a laquelle un individu donné peut interagir avec d’autres a des positions
spatiales différentes.

Le terme de convolution dans l'équation (1.17) est representé mathématiquement par :
¢ xu;(v) = . o(x — y)ui(t,y)dy, (1.18)
ou ¢ est la fonction noyau satisfaisant :
- o(y)dy = 1. (1.19)

Deux exemples, de fonctions noyaux généralement utilisées dans les modéles "proie-predateur"
non locaux sont :
e Step Function (Banerjee and Volpert (2016) [1]) :

— <M
oz)={ 27 0 1S (1.20)
0 .zl > M
¢(z) est une fonction paire vérifiant : fjozo o(z)dz = 1.
e The parabolic segments (Segal et al. (2013) [20]) :
3
M? - 22 M
o(z) =4 M=) < (1.21)
0 , |z > M
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Considérons un modéle assez simple intégro-différentiel et explicitons la méthode d’analyse
de stabilité linéaire pour la formation des patterns. On désigne par u et v deux espéces
quelconques dont la dynamique est décrite par le modeéle (systéme) suivant :

ou(t, ou(t, oo
b = D ) + [ ) a0~ wl dy
8t 81‘ —00 (122)
du(t,r)  Ov(t,x)
ot - o2

+g(v(t, z))

avec f(u) et g(v) désignant respectivement la dynamique de u et v en absence d’interactions
spatiales entre les différents points du domaine et f(ug) = g(vg) = 0. Le terme intégrale
exprime les interactions spatiales qui ont lieu et dépend d’une fonction noyau w.

Le principe conduisant & la formation de structures spatiales périodiques est le méme que
celui des modéles de Turing. En effet, I’émergence de structures spatiales vient de la desta-
bilisation d’un état stationnaire homogéne en occurence (ug,vp), stable dans la dynamique
en 'absence d’interaction. Ainsi pour étudier la stabilité de 1 ’état stationnaire (ug,vp), on

linéarise I’équation (1.22) au voisinage de (ug,vo). Pour ce faire, on considére une légére

déviation :
n(t’x) = u(t, 17) —ug et p(t, l’) = U(t, I) — p;
on obtient :
on(t on(t 400
n(&; ) — na(x,;t) + f'(uo)n(z,t) +/ w(y)n(x + vy, t)dy,
> 1.23
Opltie) _ 0P | sy (1.23)
ot 0x? 0 Ve

Le probléme aux valeurs propres associé au systéme linéaire (1.23) est donné par :

—+00

() = dn’(@)+ )@+ [ w(@n(e+ o)y -
Ap(x) = p"(x) + g (vo)p(z).

En passant a la transformée de Fourier sur le systéme (1.24) on obtient :

(1.25)

{)\ﬁ(k:) = —dk*n(k) + f'(uo)n(k) + w(k)n(k),
Xp(k) = —k*B(k) + g (vo)B(k).

Ainsi,
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avec

0 g (vg) — K?
Dans la suite on désignera par Tr(G) et Det(G) respectivement la trace et le déterminant
de :

o ( —dk? + f'(uo) + w(k) O ) |

Tr(G) =Tr(k) = —(d+ 1)k* + f'(uo) + ¢'(vo) + w(k)
et
Det(G) = Det(k) = dk* — [f'(uo) + ¢ (vo) + (k)] k> + ¢ (v0) (F (uo) + W(k)).

L’équation caractéristique est donnée par :
AN — Tr(k)A+ Det(k) = 0, (1.26)

avec A la valeur propre associée a I’état stationnaire (ug, vp), elle depend de k appelé nombre
d’onde. Lorsque R.(A(k)) < 0 pour tout k , alors (ug,vg) est stable. Dans le cas contraire, il
est instable.

L’état stationnaire (ug,vg) est stable si
VE e Ry, Tr(k) <0 et Det(k)>0 (1.27)

Dans le cas contraire (ug;vg) est instable.

Si la condition sur la trace n’est pas remplie, mais celle sur le déterminant oui, on a droit a
une bifurcation de Hopf.

A contrario, si la condition sur la trace est remplie, et que celle sur le déterminant n’est
pas remplie, on a une bifurcation de Turing. Ainsi 'instabilité de Turing provient du
changement de signe du déterminant. On cherche donc le seuil k7 pour lequel, le déterminant

Det (k) initialement positif devient négatif. Donc kp vérifie :

Tr(kr) <0 et Det(kr)=0 (1.28)

1.4 Quelques outils mathématiques

1.4.1 Généralités sur les systemes dynamiques continus

Définition 1.4.1. (Systéme dynamique a temps continu)[!7]
On appelle systéeme dynamique a temps continu sur un ensemble (), une famille d’applications
{ ¢t € A}, paramétrée soit par Uensemble Ry des réels positifs ou nuls (A = R,), soit par

lensemble R de tous les réels (A = R), et vérifiant les propriétés suivantes :
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1. chaque application ¢, est définie sur une partie Uy de €2 et a valeurs dans €2 ;

2. Uapplication ¢¢ définie sur Q tout entier est lapplication identité sur 2, (idg );

3. 510 <ty <tg, alors U, C Uy ;

4. soient t et s deux éléments de l’ensemble A qui paramétrent la famille des applications

considérées, soit x € Us ; alors ¢s(x) est un élément de U, si et seulement si x est un

élément de Ugyy et , lorsque c’est le cas, on a :

¢t(¢s (ZE)) = ¢s+t(x) .

L’ensemble §2 est appelé espace de phases du systéme dynamique et ¢ est le flot du

systeme dynamique.

Définition 1.4.2. (Systéme dynamique monotone)[l]
Soit un systeme dynamique dont le flot est ¢y : x — ¢y(x).
Ce systeme dynamique est dit monotone s’il est défini sur un espace métrique ordonné et s’il

possede la propriété suivante :

t>0, z<y= ¢i(zr) < di(y)

1.4.2 Systéme dynamique autonome

Soit 2 un sous ensemble de R"™. Considérons I'équation différentielle autonome définie

par :
i= f(x). (1.29)

On suppose que f : @ C R — R" est continue et satisfait des conditions telles qu’une
solution du systéme (1.29) existe en tout point, est unique et dépend de maniére continue des
conditions initiales, c’est a dire qu’on suppose que f est lipschitzienne. Pour chaque x € (2,
nous notons par X;(z) la solution du systéme (1.29) satisfaisant Xo(z) = x. L’équation
différentielle (1.29) définit ainsi un systéme dynamique continu {¢; , t € Ry} ou ¢, est égal
a X;.

Définition 1.4.3. (Point d’équilibre)[17]
Un point & est un point d’équilibre, ou point critique, ou encore point singulier pour le systéme
(1.29) si on a f(x) =0.

Définition 1.4.4. (Point d’équilibre stable)[!]

On dit qu’un point d’équilibre T du systéme (1.29) est stable (au sens de Lyapunov) ou que
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le systéeme (1.29) est stable en T si pour tout voisinage U de T, il existe un voisinage V' de T
tel que pour tout y € Vet pour toutt >0 on a X;(y) € U.

Dans le cas contraire, on dit que T est instable.

Définition 1.4.5. (Point d’équilibre neutralement stable)[17]
On dit qu’un point d’équilibre T du systéme (1.29) est neutralement stable si pour tout
voisinage U de T, il existe un plus petit voisinage U C U de T tel que toute trajectoire

traversant U’ reste dans U lorsque t augmente.

Définition 1.4.6. (Point d’équilibre attractif)[!7]
On dit qu’un point d’équilibre T est attractif s’il existe un ouvert V contenant T tel que pour

touty eV, on a

lim X,(y) = z.

t—+o00

Définition 1.4.7. (Stabilité asymptotique)[17]

On dit que T est localement asymptotiquement stable s’il est stable et attractif.

Remarque 1.4.1. L’attractivité n’implique pas la stabilité. Cependant, c’est vrai pour les

systémes linéaires © = Ax.

Définition 1.4.8. (Systéme Linéarisé)[!]
Soit T un point d’équilibre de (1.29). Si f est de classe Ct, on appelle systéme linéarisé de
(1.29) en Z le systéme linéaire

= Df(z)z, (1.30)

ou Df(x) est la différentielle de f au point .

Proposition 1.4.1. [17/
Si T est asymptotiquement stable pour (1.29), son bassin d’attraction est un sous-ensemble

ouvert de U et contient un voisinage de T.

Définition 1.4.9. (Stabilité globale)[17]
Un point d’équilibre est dit globalement asymptotiquement stable ou simplement globalement
stable par rapport a un ouvert Uy sl est asymptotiquement stable et son bassin d’attraction

contient U; .

Remarque 1.4.2. Notons que si T est globalement stable par rapport a Uy alors T est néces-
sairement le seul point d’équilibre stable dans Uy. De plus, il existe un voisinage compact K
de T tel que chaque sous ensemble compact ' C Uy vérifie Xi(F) C K pourt suffisamment
grand. Un tel K est dit absorbant dans U;.
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Théoréme 1.4.1. (de linéarisation de Poincaré-Lyapunov )[17]
On considere le Systéeme (1.29) ou f est de classe C' et T un point d’équilibre.

1. Si Df(z) a toutes ses valeurs propres a partie réelle strictement négative alors T est
localement asymptotiquement stable.

2. 51 Df(Z) a (au moins) une valeur propre a partie réelle strictement positive alors T

est instable.

Les fonctions de Lyapunov jouent un grand role dans la stabilisation des systémes dyna-

miques. Dans la section qui suit, nous donnons quelques résultats liés a ces fonctions.

Théoréme 1.4.2. (Principe de comparaison )[17]

Soient les équations
et

Si de plus on a f(x) < g(z) et que yo est un équilibre globalement asymptotiquement stable

. < o
pour (2) alors t£+moo sup z(t) < yo

Considérons le systéme dynamique suivant :

T = f(ili',y),
{?J = g(z,y). -3y

Soient un point d’équilibre X = (Z;9) de (1.31) et Ay, Ay les valeurs propres du linéarisé de
(1.31) au voisinage de X.

Définition 1.4.10. (Point d’équilibre non-hyperbolique)/[17]

X est un point non-hyperbolique, si l'une des conditions suivantes est vérifiée :
(1) A\ =0et X #0,

(1)) A\ =X =0,

(11i)) Re(N;)=0,i=1,2

Définition 1.4.11. (Bifurcation)/!7]
Une bifurcation est un changement qualitatif de la structure topologique des orbites d’un

systeme.

Mémoire DIPES II 17 Tega 11© ENS 2019



1.4 Quelques outils mathématiques

Remarque 1.4.3. Lorsqu’un tel changement se produit pour une valeur précise d’un para-
metre du systéme, on dit que cette valeur est une valeur de bifurcation.

Les changements qualitatifs considérés peuvent étre :
(1) une perte de stabilité pour un point d’équilibre ou un cycle,

(i1) une naissance ou une disparition de points d’équilibre ou de cycle.

Lorsqu’ un point d’équilibre est non-hyperbolique, la théorie de la linéarisation ne peut
plus s’appliquer a ce point. Cependant pour étudier la stabilité de ce point d’équilibre, on

peut utiliser le théoréme suivant :

Théoréme 1.4.3. (Variété centrale)/!/]
Soit @ = f(x) un systeme différentiel ot f est un champ de vecteur de classe C* sur R®. On
suppose que f(0) =0 et on pose A = df(0). On désigne par o le spectre de A, par og, 0., 0y
respectivement les sous-ensembles de o tels que :
<0 si A€ o
Re(A)¢ =0 si A€ o,
>0 st A€ oy
Alors,
1. 1l eziste deus variétés invariantes stable et instable noté W* et W, de classe C*, passant
par 0 et tangentes en ce point aux espaces propres généralisés E° et E".
2. Il existe une variété invariante centrale W* de classe C*~', passant par 0 et tangent

en ce point a [’espace propre généralisé E°. Les variétés stable et instable sont uniques,

mais la variété centrale ne l’est pas.

Théoréme 1.4.4. (Stabilité)[17]

Supposons que (0,0) est point d’équilibre non hyperbolique de (1.31) tel que les valeurs propres
du systéme linéarisé au voisinage de 0 sont A\ = 0 et A\y < 0. Alors, il existe une variété
centrale

We = {y = h(z)[h(0) = h'(0) = 0},

et l’équation réduite a la variété centrale s’écrit

&= [z, h(z)) ()
telle que,
1. x =0 est solution de (*)

2. Le point d’équilibre (0,0) de (1.31) est asymptotiquement stable (instable) si et seule-

ment si x = 0 est un point d’équilibre asymptotiquement stable (instable) de (%)
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1.4 Quelques outils mathématiques

1.4.3 Quelques notions sur les E.D.P

Il est question ici de présenter un théoréme d’existence et d’unicité des solutions d’une
E.D.P.
Soit 2 une partie ouverte de R", n € N*
Soit H un espace de Hilbert, B et K deux espaces de Banach.

Définition 1.4.12. Pour m € N. On désigne par H™(SY), l’espace des classes de fonctions f
de Q) dans C admettant des dérivées au sens de distributions jusqu’a l'odre m, qui sont (des

classes) de fonctions de carrée intégrable.
H™Q)={f € L*(Q), D*feL*(Q), YaeN"|af <m}. (1.32)

Définition 1.4.13. (Opérateur linéaire)[ 0]
On appelle opérateur linéaire de B dans K toute application linéaire A : B — K definie sur
un sous espace vectoriel D(A) de B appelé domaine de A défini par :

D(A)={ue B tel que Auec K}.

Définition 1.4.14. (Fonction propre, Valeur Propre)[ 0]

v est une fonction propre d’un opérateur A avec A comme Valeur propre si : Ap = \p.

Définition 1.4.15. (Opérateur m-acrrétif )/ 0]

Un opérateur est A: D(A) C H — H dit m-accretif s’il posséde les propriétés suivantes :
e Yue D(A), (Au,u) > 0.
e D(A) est dense dans H.
o YA>0, (I+ AA) est bijectif de D(A) dans H avec ||(I + NA) ||z < 1 avee (., .)u

le crochet de dualité entre H et son dual H'

Définition 1.4.16. (Opérateur monotone)[ 0]
Soit A : D(A) C H — H wun opérateur linéaire non borné. A est monotone si pour tout
ue D(A) :

(Au,uyy >0

avec (.,. )y le crochet de dualité entre H et son dual H'

Définition 1.4.17. (Maximal monotone)[ (]

Soit A: D(A) C H — H un opérateur linéaire non borné. A est mazimal monotone si :

VfeH il eviste ué€ D(A) tel que u+ Au= f.
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1.4 Quelques outils mathématiques

Définition 1.4.18. ( Opérateur Symétrique)[ (]
Soit A: D(A) C H — H un opérateur linéaire non borné. A est Symétrique si :

(Au,u)g = (u, Au)y
ceci Yu,v € D(A).

Proposition 1.4.2. [7/
Soit A: D(A) C H — H un opérateur mazximal monotone. Alors :
o D(A) est dense dans H.
o A est un opérateur fermé.
o YA>0, (I +\A) est bijectif de D(A) dans H, (I + A)™! est un opérateur bornée et
I+ AA) e <1

Théoréme 1.4.5. (Cauchy,Lipschitz, Picard)[ 0]
Soit B un espace de banach et soit F' : B — B une application Lipschitzienne alors : Yuy € B,
il existe un unique u € C*([0; +oo[, B) telle que :

du
- W (1.33)
uw(0) = ug

Théoréme 1.4.6. (Théoréme de Hille Yosida)[ 0]
Soit B un espace de Banach, soit A un opérateur linéaire (non bornée) de B dans B. On
suppose que :

— A est fermé.
— D(A) est dense dans B.

1
— VA > 0 A=A est une bijection de D(A) sur B avec (\—A)™' € L(B) et ||(A\-A)7| < T
alors A est générateur infinitésimal d’un sémi-groupe de contraction G sur B.

Dans cette partie nous considérons le probléme d’évolution semi-linéaire suivant :

du

— 4+ Au = F

a T () (1.34)

u(0) =

ol A est un opérateur défini de 'espace D(A) C B vers un Banach B, et F' un opérateur
non linéaire de B dans B .

L’objectif étant de donner un théoréme d’existence et d’unicité du probléme (1.34).

A partir des théorémes de Hille Yosida et Cauchy lipschitz, on aboutit au théoréme suivant

d’existence et d’unicité des solutions du probléme donné par le systéme (1.34).
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1.5 Conclusion

Théoréme 1.4.7. [20]
Supposons que A est un opérateur m-accrétif et ' un opérateur non linéaire et localement
lipschitzien de ’espace de Banach B dans lui méme. Alors :
1 il existe une constante T dependant de ||ug||p tel que le probleme (1.34) dans [0;T]
admet une unique solution locale faible telle que u € C([0;T]; B) si ug € B.

2 Pour ug dans D(A) le probléme (1.34) admet une unique solution locale forte u telle
que u € C([0; T]; B) N CY([0; T}; D(A))

1.5 Conclusion

Parvenu au terme de ce chapitre, nous avons premiérement fait une présentation de ma-
niére générale des modeéles proie-prédateur, ensuite nous sommes passé a la présentation d’une
version non locale des modéles proie-prédateur. Deuxiémement, nous avons montré comment
s’effectue I'analyse de stabilité linéaire pour les modéles spatio-temporel locaux et non lo-
caux ceci dans le but d’obtenir les conditions d’apparitions de patterns et enfin nous avons
donné quelques outils mathématiques nécessaire a I’analyse des modéles proie-prédateur. Au
prochain chapitre nous ferons une analyse mathématique de deux modéles spatio-temporel

dans l'optique de donner les conditions d’apparitions des patterns.
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2.1 Introduction

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons et analysons deux systémes proie- prédateur intégro-
différentiels permettant d’expliquer l'appartition de structures spatiales périodiques (pat-
terns). Le premier systéme a été formulé par les chercheurs Banerjee et Volpert, et publié
dans le journal scientifique Ecological complexity (Elsevier) le 7 Mai 2016 [1|. Dans ce papier,
il est supposé que les proies compétissent de maniére non locale pour la ressource nutritive
disponible. Le second systéme est une extension (que nous proposons ) de la précedente
formulation, a la différence qu’ici, & la compétition non locale de la part des proies pour
les ressources nous rajoutons premiérement un éffet allée (Banerjee et al. (2018)[2]) sur la
croissance des proies et ensuite une prédation non locale liée & la compétition des predateurs
pour la consommation des proies (Banerjee and Volpert (2016) [3]). Pour chacun des deux
systémes nous ferons une analyse mathématique permettant a terme, de donner une condition

d’apparition de patterns .

2.2 Etude d’'un modele proie-prédateur avec compétition non

locale pour la formation des patterns

2.2.1 Construction du modele

Ce modele, comme nous ’avons dit plus haut, a été construit par Banerjee et Volpert en
2016 [1]. Ils se sont basés sur le modéle proie-prédateur de Rosenzweig-MacArthur dont les
hypothéses de construction étaient les suivantes : On désigne par u(t) et v(t) respectivement,
la densité des proies et des prédateurs & un instant ¢ (Rappelons que u est normalisée par la
capacité de charge du domaine ( Halsmith (2008) [12]).

e Hypothése 1 : En absence de prédateur, les proies ont une croissance logistique.

e Hypothése 2 : La réponse fonctionnelle des prédateurs est celle de Holling type II.

e Hypothése 3 : La croissance des prédateurs est proportionnelle a leur prédation.

Sous ces hypoyheése : Rosenzweig et MacArthur ont aboutit au modeéle temporel suivant (
Halsmith (2008) [12]) :

d_u = wu(l—u)— auy

at B+u’

v ow (2.1)
dt — B+u ’

ou :
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2.2 Etude d’un modéle proie-prédateur avec compétition non locale pour la
formation des patterns

x « est le taux de consommation des proies par les prédateurs,

x [ est constante de saturation,

x 0 est le taux de mortalité des prédateurs.
En désignant maintenant par u(z,t) et v(x,t) respectivement la densité des proies et des
prédateurs a l'instant ¢ et & un point x, le modéle (2.1) peut étre réecrit, en un systéme de

réaction-diffusion :

ou 0%u auv

e L 1—u) —

b _ o aw |
o 022 B4u v

avec u(z,0) = up(z) > 0 et v(z,0) = vo(z) > 0, x €] — M; M[C R, t > 0, et les conditions
aux bords de Newman homogéne c’est -a-dire :

ou_ov_

or Ox '
d est le ratio entre le coéficcient de diffusion des proies et celui des prédateurs.
Dans cette version locale (2.2), la compétition entre les proies pour les ressources se fait entre
celles qui sont situées sur le méme point x.
Banerjee et volpert dans leur papier proposent de supposer que cette compétition est non
locale. En effet, ils émettent 'idée selon laquelle, les proies situées en un point quelconque
x de ’espace peuvent avoir acceés a la ressource située en un autre point quelconque y autre
que z. Ainsi pour introduire cette consommation non locale, le terme —u?(z,t) dans (2.2)

est remplacé par ’expression :

u(z,t) o oy, M)u(x + y,t)dy (2.3)

—00

ou le noyau ¢(y, M) représente l'intensité de la consommation des ressources suivant la dis-
tance M. En d’autre terme ce produit de convolution est vu comme étant la probabilité
qu’une proie située en un point y puisse compétir pour la méme ressource avec la proie située
au point x. En injectant le terme (2.3) dans le systéme (2.2) on obtient le systéme d’équations

non-lineaires intégro-différentielles (Banerjee and Volpert (2016) [1]) :

u(x 2u(x too au(z, t)v(x
% = d% + u(z, t) (1 -/ oy, Mu(x + y,t)dy) — W
ov(z,t)  Pv(z,t)  au(z,t)v(z,t)

o o2 Bru(ml) i) (2.4)
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2.3 Analyse mathématique du modéle

2.2.2 Propriété de la fonction noyau

Pour que I’équation (2.4) soit compléte, il faudrait que la fonction noyau ¢ soit précisée.
La forme mathématique, de la fonction noyau dépend du systéme et ne peux donc étre fixée
pour tout modéele spatio-temporel non local proie-prédateur. Néanmoins, certaines propriétés
doivent étre vérifiées de maniére générale.

(1) Elle est positive : ¢(z, M) > 0, pour tout z € R, VM € R,.

(77) Lorsque M tend vers 0 la dynamique devient strictement locale. Ainsi la fonction

poids ¢ est réduite a une fonction de dirac sur R.

lim o(y, M) = d(y)

(7i1) La fonction ¢ est intégrable sur R et :

/R<b(y,M)dy =L

Cette condition exprime le fait que toutes les interactions générées dans le domaine

prennent fin dans le domaine.

Dans le cadre de ce travail, la fonction noyau suivante a été choisie :

— <M
sy =4 om0 W=
0 ;x| > M

(2.5)

Cette fonction noyau exprime le fait que hors du domaine [—M; M| les interactions non
locales n’ont aucune intensité. Cependant a l'intérieur du domaine 'intensité de I'interaction
est proportionelle a la longueur du domaine. De plus, pour un point x € [—M; M| Uintensité

de l'interaction est la méme avec tous les points y € [—M; M] autre que x.

2.3 Analyse mathématique du modele

Mémoire DIPES II 25 Tega 11© ENS 2019



2.3 Analyse mathématique du modéle

2.3.1 Analyse du modele temporel

Proposition 2.3.1. (Systéme temporel)

Le systéeme temporel du modeéle donné par (2.4) est :

% = u(l—u) auy

dt Bt

dv . auw (2.6)
dt — B+u

Preuve: Il s’agit du systéme obtenu en négligeant la variabilité spatiale du systéme (2.4).
On obtient donc :

du oo au(t)v(t)
— = w@®)(1-ut M)dy | — ———2
= w0 (100 [ ot andy) - G
dv au(t)v(t)
— = ———= — vt
dt Fran 000
or d’apreés la condition de normalisation :
+oo
oy, M)dy = 1.
Donc : p
u auv
b — 1 — ) —
dt u(l—u) B+u’
@ _ ow
dt — BH+u v
]

Proposition 2.3.2. (existence et unicité des solutions)

Etant donné les conditions initiales u(0) et v(0) le systéme (2.6) admet une unique solution.

Preuve: Posons U = (u,v)" € R2 | F(U) = (F1(U), F5(U)), avec :

auv
FLU) = u(l—u)—
() = w1 =)= 5,
EU) = — v.
(V) B+ u !
Le systéme (2.6) peut donc se mettre sous la forme :
au
— =FU 2.7
= F(U), (27)

avec U(0) = (u(0),v(0)).
F est de classe C* sur R3 car Fy et F; le sont. Ainsi, d’aprés le theoréme de Cauchy-Lipschitz,

le systéme (2.6) avec la condition initiale U(0) admet une unique solution maximale. m
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2.3 Analyse mathématique du modéle

Proposition 2.3.3. (Etats stationnaires)

Le systéme (2.6) admet au plus trois équilibres :

o
Ey=(0,0), By = (0,1) et pour a > 9 on pose Ry = ———.
0 =(0,0), By =(0,1) et p p15(5+1)
Si Ry > 1, on a Uapparition du troisiéme équilibre E* = (u*,v*) avec :
._ 0B
a—90

et

. (1 —u")(B+u")

«

Preuve: Les états stationnaires de (2.6) sont donnée par la relation :

d

% — 0

gt L (2.8)
dt

c’est a dire :

ainsi,
1
u=0 ou —(1—w)(B+u)=v
«Q
op
v=0 ou u=——
a—0
On aboutit donce a :

u=0 et v=0

ou
u=1 e v=0
ou 5 .
e 98 _(A-wBty)
a—0 «
La derniére solution est écologiquement acceptable si :a > § et ﬁ >1. =

Proposition 2.3.4. (Stabilité des équilibres)
(1) Eq est un point col, donc instable.

(ii) E) est localement asymptotiquement stable si R, < 1, instable si Ry > 1.
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2.3 Analyse mathématique du modéle

Preuve: La matrice Jacobienne associée au systéme (2.6) est donnée par :

| — 9y — afv _ow
J(u,v) = aBo (84 u)? ag T u5 . (2.9)
(B +u)? B+u

Ainsi :

e Pour E; = (0,0) la matrice jacobienne est donnée par :

J(0,0)z((l) _05>

Ainsi,les valeurs propres sont de signes contraires. Donc Ej est un col avec instabilité
des proies et stabilité des prédateurs. Ce qui signifie qu’a long terme la population des
prédateurs va tendre vers I'extinction si rien n’est fait. On en deduit que Ej est un
point d’équilibre instable.

e Pour E; = (1,0) la matrice jacobienne est donnée par :

J(1,0) = L1 RS
0 m—fs 0 6Ri—1)

Donc si Ry < 1 alors F; est asymptotiquement stable, si R; > 1 F; est instable.
Si Ry = 1, E; est un point non hyperbolique stable. En effet,comme la théorie

de linéarisation n’est plus valable dans ce cas, on va utiliser le théoréme de la variété

centrale.
Les valeurs propres de J(F7) sont A} = —1 et Ay = 0 et les sous espaces associés & ces
valeurs propres sont :
BN =((1,0))
et
E* = {((~c, 1)),
Q@
avec ¢ = ST

Le théoréme de la variété centrale stipule qu’il existe une variéte centrale qui est tangente a
E* au point E; = (1,0).

Approximation de la Variété Centrale :

Tout d’abord désignons par x = u et y = v. La variété centrale est donnée par :

E¢={z=h(y) tel que h(0)=1 et h'(0)=—c}.
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2.3 Analyse mathématique du modéle

Supposons que h est analytique; alors on a :

=14 ay + azy® + O(y®)

Ainsi :
r="Nny) & =N"(y)y
& 2l =2)(B+x) =N (y) [(a - Bry — Boy| + axy.
On a
t(1—z)(B+2)=—(B+Dary — [(B+ Daz +af + (B + 1)ai] y° (2.10)
et

1 (y) [(o = 0)zy — Boyl+azy = [ar((a — 6) — B9) + o y+[2ax((a — 8) — B9) + ai(o — 0) + aan] y*.

(2.11)
OrRy=1< (a—0) =p9.
On obtient :
W (y) [(o = 8)zy — Bdy] + axy = ay + (a16B + aar) y°. (2.12)
En identifiant les relations (2.10) et (2.12) on obtient :
a
a; = —
1 i1
et
Y = Qe t (a2 + 0)3 + 2a?]
2 B+l :
L’équation réduite a la variété centrale est :
. a(y + ay?
g —oy+ ) g (2.13)

B+1+ay+ay?

Une étude du signe de g au voisinage de 0 donne le résultat suivant :
i) siy >0 alors g(y) <O0.
i1) siy <0 alors g(y) > 0.

Ainsi le point d’équilibre F; = (1,0) est un noeud stable =

Proposition 2.3.5. (Stabilité locale de l’équilibre de coexistence)

(Z) Sil< R <

1
-1 alors E* est foyer localement asymptotiquement stable.

T alors E* est foyer instable
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2.3 Analyse mathématique du modéle

(1i1) Si Ry = alors E* est un point de type centre. Donc neutralement stable.

1
p-1

Preuve: La matrice jacobienne en E* = (u*,v*) est donnée par :

w4+ au*v* _ —au®
J(u*,v*) = aﬁv*w tu)r Bt : (2.14)
B+ ’

Désignons par Det(.J) et Tr(.J) respectivement le déterminant et la trace de la matrice donnée
en (2.14). Alors :

auv*

et i

u
(6 +u*)(a = 0)
Puisque Det(J) > 0 alors E* est un foyer. Sa stabilité dépendra du signe de Tr(J). On

Tr(J) =

[a(1 = B) = o(1+B)] .

remarque que :

1
Ir(J)<0 « a[(l—ﬁ)—ﬁ <0
1
1
& R1<m.
De méme : .
1
1
& R1>1—5’
et )
1
1
= RIZT
|

Théoréme 2.3.1. (Stabilité globale)
(1) Si Ry <1, alors Ey est un neud globalement asymptotiquement stable.
(1i) Si Ry > 1, alors Ey est un point de type col, donc instable et I’équilibre E* existe.

(1it) Si Ry =1, alors Ey est un neud globalement asymptotiquement stable.

Preuve:
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2.3 Analyse mathématique du modéle

(1) SiRy < 1, alors E; est un noeud localement asymptotiquement stable. De plus il est
sous cette condition I'unique équilibre du systéme (2.6) qui soit localement asympto-
tiquement stable. On en déduit que F; est un nceud globalement asymptotiquement
stable.

(1) D’apres la proposition (2.3.4).

(77) Se fait comme dans l'article de Ying yen and Chin kuei (2008) [25].

]

Théoréme 2.3.2. (stabilité gobale de l’équilibre de coeristence)

(1) Sil<Ri< T alors E* est foyer globalement asymptotiquement stable.

B —
1
(1) Si Ry > 1 alors E* est un foyer instable et le systéme (2.6) admet un cycle
limite stable.

Preuve: Voir l'article de Ying yen and Chin kuei (2008) [25]. =

est connue

Remarque 2.3.1. L’apparition du cycle limite lorsque R4 traverse la valeur

sous le nom de bifurcation de Hopf. Le cycle limite étant stable, on dit que la bifurcation

de Hopf est super critique. Dans le cas contraire elle est dite sous critique.

2.3.2 Analyse du modele spatio-temporel

Dans cette section, on s’intéresse juste a I’analyse de stabilité linéaire permettant de don-
ner les conditions d’apparition de structures spatiales périodiques (patterns). En d’autres
termes, on recherche les conditions de l'instabilité de Turing provoquée par 'état station-
naire homogéne E* = (u*,v*) lorsqu’il est stable dans la dynamique locale. De maniére
simple on recherche les conditions pour lesquelles E* stable (sous certaines conditons) dans
la dynamique purement temporelle devient instable dans la dynamique spatio-temporelle
pour former les patterns.

Cette étude de stabilité linéaire sera faite en deux parties. La premiére consistera a ’analyse
de la dynamique spatio-temporelle locale puis la seconde la dynamique spatio-tempotelle non

locale.
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2.3.2.1 Analyse de stablité linéaire du modéle spatio-temporel local

Le modéle spatio-temporel du modéle temporel (2.6) est donné par :

ou 0%u auv
R i 1— ) —
ot Ox? Full —u) B+u’ (2.15)
Jv _820+auv s '
o — o2 Bru U
avec u(x,0) = up(z) > 0 et v(z,0) = vo(z) > 0,z € & =] — M;M[e R, t > 0, et les
conditions aux bords de Newman homogeéne c’est -a-dire :
Qu_ov_y
or Oz
; T d 0 2(()))2
Notons qu’en posant u = (u,v)" D = 01 , X = (L*(Q2))* et F(u) = (Fi(u,v), Fy(u,v)),
avec : o
Fi(u,v) = uo(iw— u) — T
Fy(u,v) = 51 u — v
le systéme (2.15) devient :
88_1; = F(u) + DAu.
En définissant 'opérateur A :D(A) C X — X par :
Au = —DAu,
avec :
D(A) = (Hy(92))*,
et : 5 ;
H2(Q) = {u € HX(Q) : “éi’ )0 sur 09}.

Donc :A m-accrétif et F' est localement lipschitzienne, donc le théoeérme (1.4.7) assure l'exis-
tence d’une unique solution locale faible.
Pour effectuer I'analyse de stabilité linéaire, nous allons linéariser le systéme (2.15) au voisi-

nage de F*. Pour cela on va poser une légére déviation :
n u—u*

W = = :
P v —v*

Mémoire DIPES II 32 Tega 11© ENS 2019




2.3 Analyse mathématique du modéle

Proposition 2.3.6. (Systéme Linéarisé)

Le systeme linéarisé au voisinage de E* est :

%—‘;V =JW + DV*W, (2.16)

avec J la matrice jacobienne associée au systéme temporel (2.6) en E*,

D= d 0 I e I
0 1 a21 A2

- au*v*
a = —u —_—
. (B +ur)?
au*
a = ——,
. B+ u*
afv*
a = —
T (Btuw)
o2 — 0.

Théoréme 2.3.3. (Absence de structures spatiales périodiques)

Le systeme (2.15) ne produit aucune structure spatiale périodique.

Preuve: D’aprés la condition (1.16) trouvée au chapitre 1 pour qu'il y ait apparition de

structures spatiales dans un systéme de réaction diffusion, on doit avoir simultanément :

a1y + ag <0,
a11Q29 — G91QA12 > 0, (217)
a1 + dasg > 2\/3\/66116122 — (12021

Or, ce systéme de conditions donné par (2.17) ne peut étre vérifié simulatement car ass = 0.
On conclut donc qu’il est impossible d’avoir apparition de patterns. m
Nous allons dans la suite passé a ’analyse de stabilité linéaire du modele non local.

2.3.2.2 Analyse de stabilité du modéle spatio temporel non local.

Rappelons que, le modéle non local est donné par le systéme suivant :

3u(81;7t) — d% + u(x,t) (1 - /_: oy, M)u(x + Wdy) - wﬁ(ii—w
Ov(z,t) _ O0%v(z.t)  ou(w,t)v(e,t) Su(z,t)
ot Ox? B+ u(z,t) o (2.18)

Dans la sous section précedente on recherche les conditions pour lesquelles E*, qui est stable

dans la dynamique purement temporelle, va se déstabiliser dans la dynamique non locale
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pour former les patterns. Pour ce faire, on fera une analyse de stabilité linéaire du modéle

non local en considérant une déviation :
n(z,t) = u(z,t) — u*

et
p(z,t) =v(x,t) —v*

Proposition 2.3.7. (Systéme linéarisé)

Le systéme linéarisé du systéme intégro-différentiel (2.18) est donné par :

on(z,t *n(x,t oo
(8t )~ d% + (a1 + u”) n(z,t) + ap(, t) — U/ o(y)n(z + y)dy,
opla.t) _ Pplr.1) -
T = W +a21n<l',t).
(2.19)
?n  0%u
Preuve: n =u —u* = u=n+u* dou Oyn = du et 922 = o
De méme,
Pp 0%
atp: at?] et @ = @
Ainsi, :
9n +oo a(n +u)(p+v*)
= d>Z 11— Vdy| — .
on daxQ—l—(n—l—u){ - o(y) (n(z +y) +u*)dy R
(2.20)
Remarquons que :
1 ! 1
B4+n+u  Bru | "
o (2.21)
= SR O(n?).
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Ainsi, en injectant (2.21) dans (2.20) on a :

’n [ +oeo au*v* av* au*v*
on = d—— ) 1= dy| - -
au* )
Bru’ _ .
o°“n « X > au*v* afv*
on = d@ + (n + u*) _(1 —u*) — N gb(y)n(x—l—y)dy} - (5+u* [(ﬂ+u*)2_] n+
au® )
Fru’ N
0“n . . au*v* § afv* . e
on = dw—i- {u (1—u*)— 5+u*] + {(1—71 >_W] n—u N o(y)n(z +y)dy
B au®
Bt
(2.22)
Puisque (u*,v*) est un état stationnaire du systéme (2.18) alors on a :
au*v*
et Bu* %
afv au*v
1—u*) — = = an +u’.
R R R AT
On obtient donc :
on 0’n oo
i d@ + (a1 +u*) n + appp — u” N o(y)n(z + y)dy.

De la méme maniére, on a :

ap 82n+ au*v*_év* N afv* - au’ s
ot 0x? B+ u* (B + u*)? B+ u* p:

Puisque (u*,v*) est un état stationnaire, alors :

au*v*
— " =0,
e
et 9 92
p p
— = o5 T aan.
ot  0x2 21
]

Proposition 2.3.8. (Probléme Aux Valeurs Propres)

Le probleme auz valeurs associé au systeme linéaire (2.19) est donné par le systéme suivant :

—+00

An(x) = dn”(z) + (a1 + u”) n(x) + arzp(x) — u* - elyInle +y)dy, (2.23)

Ap(x) = p7(x) + az:n(z),
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ot A\ est la valeur propre associée a l’état stationnaire E*.

Preuve: A partir du systéme linéaire (2.19) posons :
n= (nv U) G(n) = G(n,v) = (Gl(nav)7 GQ(na U))

avec
—+00

Gi(n,v) = (ann +u*)n+app —u* P(y)n(x +y)dy,

—00

Gz(n, U) = aan,

et définissons les opérateurs :
A:DA)CX—=X et L:DA)C X =X

tel que :
An =—-DAn et Ln= An+ G(n)

L’équation linéaire (2.19) devient :
on
ot

Le probléme au valeur propre revient a chercher une valeur propre A de 'opérateur L. Ainsi

Ln (2.24)

en considérant n comme fonction propre, on peut ecrire :
Ln = An

il en résulte que :
+o00
An(z) = dn”(x) + (a1 + u*) n(x) + apep(z) — u* o(y)n(z + y)dy,

Ap(z) = p’(x) + agn(x), -

Proposition 2.3.9. (Equation caractéristique)

L’équation caractéristique 1ssue de la linéarisation est donnée par :

N+ [=(a +u*) + o (k) + (d + DE*] A—arpam + (u*@(k) — (a1 +u*)) k> +dk* = 0, (2.25)

ot ¢(k) correspond a la transformée de Fourier de la fonction ¢ appliquée au point k.

Mémoire DIPES II 36 Tega 11© ENS 2019



2.3 Analyse mathématique du modéle

Preuve: En appliquant la transformée de Fourier au systéme (2.23) on obtient :
Mi(k) = —dk*n(k) + (ay +w*)n(k) + ap(k) — u*o(k)n(k),
Mo(k) = aun(k) — k*p(k),

c’est-a-dire :

avec . .
oo ( —dk? + (ag; + u*) — wo(k)  ar )

21 —]{32
Posons Tr(G) et Det(G) respectivement la trace et le déterminant de G. Alors :
Tr(G) = (a; +u*) — u*é(k) — (d + 1)k*
et
Det(G) = —Q120a91 + (U*a(/{?) — (CL11 + U*))k’Q + dl{?4;

d’ou I’équation caractéristique :
)\2 - [_(all + U*) + U*Q_b(k') + (d + 1)]{32} A — a12G921 + (U*EU{?) — (lll)l{}Q + d/{j4 = 0.

Posons
Tr(k, M) = (a1 +u*) — u*¢(k) — (d + 1)k
et
Det(k, M) = —aysaz; + (u*é(k) — (a1 +u*))k* + dk* = 0

I’équation caractérisque devient :
A2+ Tr(k, M)\ + Det(k, M) =0 (2.26)
Ainsi, I'équilibre (u*,v*) sera stable si :
VE e Ry, VM ecR} Ak, M) <O0.

Dans le cas contraire (u*,v*) est instable. Comme nous 'avons vu a chapitre 1 ceci revient a
discuter sur le signe de T'r(k, M) et celui de Det(k, M)

Notons que, lorsque M = k = 0, on revient au modeéle temporel et E* est un noeud stable
donc 7'r(0,0) < 0 et Det(0,0) > 0.

De ce fait, on veut trouver les seuils kr et Mpr au dela desquels, Det(k, M) initialement

positif devient négatif.
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Lemme 2.3.1. Les seuils kr et My au dela desquels on a [’apparition des structures

spatiales sont les solutions du systéeme( D’apres Banerjee et Volpert (2016)[/]) :

Det(k, M) = 0,

0Det

(kM) = 0, (2.27)
O0Det

Preuve: Remarquons que la valeur propre A dépend de k. De plus k est appelé nombre
d’onde ou mode permettant de déterminer la périodicité de la structure spatiale observée. En
outre, chaque mode k est associé a une distance M au dela de laquelle la structure spatiale
périodique est observée.

Le pattern apparait lorsque Det(k, M) initialement positif devient négatif. Donc Det(ky, Mr) =
0. De plus Det(k, M) redevient positif car on doit avoir un nombre fini de modes instables
pour que la distribution périodique n’intégre pas les hautes fréquences. En effet, comme

Limg— oo M —+o0oDet(k, M) = 400 nous avons un changement de concavité. On conclut que
ODet ODet

———(kp, M7) =0 et kr,M7)=0. m
(%(T, T) e aM(T, T)
Théoréme 2.3.4. (Conditions d’apparition des patterns)
Si
1
dr. 4
M > My, =z (L) 4 (2.28)
—@21012
alors, on a Uapparition des patterns avec zj, j = 1,2, ..., les solutions positives strictement
croissante de l’équation tanz = z, de plus on pose
o sin z;
J Zj :
on a
1
kr, = (M) 4 : (2.29)
dr,
avec
(u(0; — 1) —an)
d<dp = 2.30
b —4aioan ( )

Preuve: on a

Det(k, M) = —apaz + (u (k) — (a1 +u*))k* + dk* =0

“ sin kM
o) = T
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En différentiant Det(k, M) par rapport & M on obtient

o2 (COSkM — sinkMY\
wk ( mr e ) Y

et par suite on obtient :
tan kM = kM.

En posant z = kM, 'expression précédente nous donne :

tanz = z (2.31)
L’équation (2.31) admet une infinité de solution (sur R), z; satisfaisant :
0<2 <29 <., <z<..j7=12 ...
Posons )
sin z;
0; = 2
j 2
De l'équation Det(k, M) = 0 on obtient :
a1 —u*(0; — 1 —|—\/ u*(0; — 1 — a1 2+4da12a21
P A U R A OR | )
g 2d
ODet(k, M
En utilisant le fait que % = 0, on obtient :
(U*(GJ — 1) — a11)2 = —4(1@12(121. (233)
Ainsi :
ap —u*(6; — 1) [ —a21a12
L2 = J = 2.34
T; 2d d ( )
et la valeur de M associée est :
1
2 d 4 .
M,:—j:z-( ) ,Jg=1,2,.... 2.35
b ]ij T\ —as1a12 / ( )
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2.4 Extension du modeéle de Banerjee et Volpert

Le modéle de Banerjee et volpert que nous avons analysé précédement, montre qu’il
est nécessaire de considerer la compétition de maniére non locale entre les proies pour les
ressources, pour qu’il y ait apparition des patterns. Dans cette optique, nous allons construire
un modéle de méme type en rajoutant dans la croissance des proies I’effet allée(prise de
maniére additive) ; nous allons supposer que la prédation se déroule de maniére non
locale. L’objectif dans la construction et ’analyse de ce nouveau modéle est de montrer qu’il
conduit (lui aussi) a 'apparition de structures spatiales (patterns), ceci au voisinage de ’état

stationnaire de coexistence.

2.4.1 Construction du modele

Rappelons qu’en dynamique des populations, plusieurs fonctions de croissance ont été
utilisées dans la littérature. Nous avons par exemple la croissance logistique :
du
i

ou r désigne la croissance intrinséque de la population et k la capacité de charge.

ru(k — u), (2.36)

D’un autre coté nous avons la loi de croissance avec "effet allée" de type multiplicatif :
du
dt

L’équation (2.37) exprime deux effets : la retroaction positive sur la croissance di a la

ru(k —w)(u —1). (2.37)

coopération a basse densité de la population et la retroaction négative sur la croissance
di & la compétition a forte densité de population. Dans cette formulation k£ —wu représente le
terme de compétition et u—1, le terme de coopération avec [ le seuil de I'éffet allée satisfaisant
la relation 0 < [ < k.

Un inconvénient survient lorsqu’on considére 1’éffet Allée de maniére multiplicative. En effet,
avec cette configuration la compétition et la coopération s’influencent mutuellement ce qui
ne permet pas de rendre compte de 'importance de chacune d’elles dans le modéle (Jankovic
et Petrovskii (2014)[11] dans Banerjee et al. (2018)[2]).

Jankovic et Petrovskii, proposent une formulation additive de cette croissance avec effet
allée :

du
S = () = o1~ g(w) (2.39)

ou f(u) désigne la croissance de la population liée a la reproduction, g(u) désigne la mortalité

liée aux effets de compétition et oq la mortalité naturelle.
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Nous allons donc nous servir de ’équation (2.38) pour construire notre modéle.

e Nous considérons une croissance avec effet allée (prise de maniére additive) avec dans
la formulation de Jankovi et Petrovskii f(u) = au et g(u) = au? [2]. On suppose comme
dans le modéle analysé précedemment que la reponse fonctionnelle des prédateurs est
celle de Holling type II, ensuite que la croissance des prédateurs est proportionnelle a
leur prédation, et enfin que la densité des proies est normalisé par la capacité de charge.

Sous ces hypothéses, on obtient le modéle temporel suivant :

du 9 auv

— = au(l —u) —ou— :

dt

dv Ouv btu (2.39)
i ~ Bt+a

e On désigne maintenant par u(x,t) la densité des proies a 'instant ¢ en un point x et

v(x,t) celle des prédateurs. Le modéle (2.39) peut étre réecrit en un systéme de réaction

diffusion :
ou(z,t)  u(x,t) ) au(x, t)v(x,t)
T = al2 902 + au®(z,t) (1 —u(z,t)) — oyu(z, t) — 3+ (e 1)
ov(z,t)  O%w(x,t)  Ou(x,t)v(x,t)
ot 022 * B+u(z,t) o20(2, 1),
(2.40)
avec u(z,0) = ug(x) > 0, et v(z,0) = vo(z) > 0,2 € @ =] - M;M[C R, t > 0, et

les conditions aux bords de Newman homogéne. d est le ratio entre le coéficcient de

diffusion des proies et celui des prédateurs.

e Nous considérons que la compétition entre les proies pour les ressources ne se déroule

pas de maniére locale mais de maniére non locale comme dans le modéle de Banerjee et

Volpert (2016) [4] que nous avons analysé dans la section précédente. On a 1'équation
suivante :
( Ou(x,t Ou(x,t oo
% — d% + au(z,t)? (1 - o(y, M)u(x + y,t)dy) — oyu(x,t)—
au(x, t)v(x,t) =
B+ u(w,t)
(x,t)  Pu(a,t) | Oulz, t)u(r,t) o(e.1)
L Ot B Ox? B+ u(z,t) GINE, B

(2.41)
e Nous allons supposer que, la prédation se déroule de maniére non locale. En d’autres

termes, un prédateur situé en un point x de ’espace peut consommer les proies qui sont
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situer en un point quelgconque y du domaine (Banerjee et Volpert (2016) [3]). Ainsi le
taux de consomation des proies au point x devient :

au(x,t) [T
B+ u(x,t) J_o

e D’un autre coté la reproduction des prédateurs au point x est proportionnelle a leur

o(y, M)v(x + y,t)dy. (2.42)

concentration en ce point et aux ressources disponibles. Ainsi la quantité de ressources
consumées est (Banerjee et Volpert (2016) [3]) :
+oo
u(z +y,t)
oy, M)
. B+ u(x+y,t)
En remplagant (2.42) et (2.43) dans le systéme (2.41) on obtient notre modéle donnée par :

(2.43)

(Ou(z,t)  O%u(x,t) ) oo
ot - dW +au ([L’, t) 1— . ¢(y7 M)U(JT + Y, t)dy - 0'111,(1', t)_
au(x,t) [T
— M
$ 52‘1‘ awd) ) o(y, ! Yo(z + y,t)dy,
ov(z,t) 0%v(z,t) > u(x +y,t)

= — 17 M — .

| o 922 + Ov(x,t) - o(y, )ﬁ+u(x+y,t)dy oov(x,t)
(2.44)
avec :

x a est le taux de croissance intréseque.

% 07 le taux de mortalité naturelle des proies

x « est le taux de consommation des proies par les prédateurs.

* 0 est le taux de conversion de la biomasse des proies en biomasse des prédateurs.
x [ constante de saturation.

x 09 la mortalité naturelle des prédateurs.

* d est le ratio entre le coéfficient de diffusion des proies et celui des prédateurs.

2.4.2 Propriétés de la fonction noyau

La fonction noyau choisie pour cette analyse est la méme que celle du modéle précédent,
donc vérifie les propriétés suivantes :

(1) Elle est positive : ¢(z, M) > 0, pour tout z € R.

(1) Lorsque M tend vers 0, la dynamique devient strictement locale. Ainsi la fonction

poids ¢ est réduite a une fonction de dirac sur R.

lim ¢ (y, M) = 6(y)-
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(737) La fonction ¢ est intégrable sur R et :

/R oy, M)dy = 1.

Cette condition exprime le fait que toutes les interactions générées dans le domaine

prennent fin dans le domaine.

Dans le cadre de ce travail, c’est la fonction porte qui a été choisie :

1
— <M
o )= anr 0 (2.45)
0 , |zl > M.
2.4.3 Analyse mathématique du modele
2.4.3.1 Analyse du modéle temporel
Proposition 2.4.1. (Systéme temporel)
Le modeéle purement temporel est donné par le systéme suivant :
du 9 auv
— = au*(l —u) —ou— :
dt
dv Ouv pu (2.46)
% = 5 + w — O92U.

Preuve: Il s’agit du systéme obtenu en négligeant la variabilité spatiale dans le systéme
(2.44) c’est-a-dire

( du O?u(t oo
L Ll (1— B ¢<y,M>u<t>dy)—alu<t>—
au(t) (1>
_— t)dy,
T ] PO
dv  0%(t) > u(t)
o T + 0u(t) N ¢(y)5+u<t>dy—5v(t).
En utilisant la condition de normalisation :
+oo
(y, M)dy = 1,
on obtient :
d_u = 21 —wu) — oyu — auy
a " ! f+u’
dv B Ouv B
i B+u O
]
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Proposition 2.4.2. (Existence et unicité des solutions)
Etant données les conditions initiales u(0) et v(0), le systéme (2.46) admet une unique solu-

tion.

Preuve: Posons U = (u,v)" € R, F(U) = (Fy(U), F>(U)) avec :

F(U) = a;tz(l —u) — o — Baj—vu’
uv
EU) = — O9U.
2( ) 6 TPy 02U
Le systéme (2.46) peut donc se mettre sous la forme :

au
— =FU 2.47
= F(U), (2.47)

avec U(0) = (u(0),v(0)).
F est de classe C sur Ri car Fy et F; le sont. Ainsi d’apreés le theoréme de Cauchy-Lipschitz

le systéme (2.46) avec la condition initiale U(0) admet une unique solution maximale. m

Proposition 2.4.3. (Equilibres)
Les équilibres du systéme (2.46) sont :
v Ey=(0,0) l’équilibre trivial.
a++va? — 4ao
2a

a
v Sioy < = alors on a lezistence de deux équilibres sans prédateurs Ey = ( ,0)

a++va? — 4ao 0)

€tE2:(

2a
1
v Siop= & alors on a un unique équilibre sans prédateurs Fig = (5, 0).
0
vV 510 < o0y < 1 et 0 < 01 < Hafajg (1 — 96_022) alors on a un équilibre de
coezistence (U, v,) donné par :
_ Pos
Us = o
3 +(1Z (2.48)
Ve = [auy (1 — uy) — oy .
o
Preuve: Les équilibres du systéme (2.46) sont donnés par la relation :
d
dv Ou 0 (2.49)
a 6+u_02] -
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cecl entraine :

av
u=0 ou au(l —u)= + o1,
( ) B+u !
Ou
v=0 ou = 09,
B+u
c’est-a-dire : i
u=0 ou v= u[au(l—u)—al],
v=0 ou u:egia;.

On aboutit a
u=0 e v=20

ou
av’  —au+o,=0 et v=0
ou
u*
u=u"= fo, etvzv*:5+ [au*(1 — u*) — oy]
0 — o9 o
L’equation :
au® — au+ oy =0 (2.50)
admet au plus deux solutions selon les cas. En effet, I’équation (2.50) :
a
— n’a aucune solution si oy > 1

. . . a .
— a une unique solution si o1 = 1 qul est ug = B

. . a .
— a deux solutions si 07 < 1 Ces deux solutions sont :

a++va? — 4ao;

Uy =
2a
et
a —+va? — 4daoy
U = .

2a

1
On a donc au plus 5 équilibres qui sont : (0,0); (ug,0), (us,0), (5, 0), (ts,vy). W
On s’intéresse principalement a la stabilité de 1’équilibre de coexistence. Néanmoins nous

allons donner les conditions de stabilité des autres équilibres.

Proposition 2.4.4. (Stabilité asymptotique de l’équilibre de trivial)
L’équilibre trivial Eq = (0,0) est asymptotiquement stable.
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Preuve: La matrice Jacobienne associé a 1’équilibre trivial est :
—o; O
J(0,0) = ! . (2.51)
0 —09
Ainsi, les valeurs propres associées a ’équilibre Fy sont : —o; et —oo. Ainsi I'équilibre Ey =

(0,0) est localement asymptotiquement stable. m

Proposition 2.4.5. (Stabilité des équilibres sans prédateurs )

a
v Supposons o1 < 1 ;alors Uéquilibre sans prédateurs Fy est :

0 [a +Va? — 4a01}
(1+28)a + a® —4dao,

— localement asymptotiquement Stable si oo >

0 [a ++Va? — 4a01}
(1+28)a+ va*—4ao,

v Supposons o1 < Z. L’équilibre Ey est :

— instable si 09 <

0 [a —va? — 4a01]
(1+2B)a — va? — 4aoy

— localement asymptotiquement Stable si oo >
0 [a —+Va? — 4aoy
(1+28)a — Va2 — dao;

a . . TR
Preuve: Supposons que o; < 1 La matrice Jacobienne associée a 'équilibre £y = (uq,0)

a++va?— 4ao, st

— instable si 09 <

avec : u; = o
o
auy (2 — 3uy) — oy _ﬂ n 161
J(ur,0) = . bus . (2.52)
-0
B+ uy 2

En remarquant que :

(401 — a) — V/a? — daoy

<0
2

au1(2 — 3U1) — 01 =

et

Ou, 0 [a —Va? — daoy

B+ uy -2 (14 28)a — va? — 4ac,’

0 [a ++Va? — 4&01]
(1+28)a + Va® —4dao,’

On fait de méme pour (ug,0) avec

alors les valeurs propres de J(uy,0) sont de méme signe négatif si oy >

0 [a +Va? — 4a01]
(1+28)a+ va®—4ao,

et de signe contraire si gy <

a —+va? — 4aoy
]

2a

Ug =
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Proposition 2.4.6. (Stabilité locale de l’équilibre de coexistence)

7

(B+1) <— - 02) (0 + 02)
p+1 el Ro; = B2abo

BOoy 01(0 — 09)?
v SiRo <1 alors (u,v,) est localement asymptotiquement stable.
vV SiRgg > 1 alors :
T st Ro1(Roo — 1) > 1 alors (u4,vs) est instable.
T 88 Ro1(Roo — 1) < 1 alors (u.,v.) est stable.
T si Ro1(Roo — 1) = 1 alors (us,v.) est un point de type centre donc neutralement

stable.

On suppose 0 > o4. Posons Ry =

Preuve: La matrice jacobienne associée a 'équilibre F, = (u., v,) est :

B, QU
au*(2—3u*)—a——01 -
T = | g, (5+u.) g (2.53)
B+ us ’

Désignons par Det(J) et T'r(.J) respectivement le déterminant et la trace de matrice donnée
en (2.53). Alors

Det(J) = ﬁ—“:’)*; >0 (2.54)
et
B Uy B2abos _ 5
Trid) = B+Z: {(9 — 03)? <ROO 1) 1} ’ (2.55)
Tr(J) = B [Ro1(Roo — 1) —1].

Puisque Det(J) est strictement positif, la stabilité de (u.,v.) dépendra du signe de Tr(J).
Ainsi :
si Roo < 1 alors T'r(J) < 0 car Ry, > 0.

De méme si Rgg > 1 alors :

TT(J) <0< RO]_(RO[) — 1) < 1,

et

T’I“(J) >0< ROl(ROO — 1) > 1.
On a aussi :

T?”(J) =0& ROl(ROO — 1) =1.
]

Mémoire DIPES II 47 Tega 11© ENS 2019



2.4 Extension du modéle de Banerjee et Volpert

Remarque 2.4.1. Lorsque Roo > 1 et Ro1(Roo— 1) = 1, alors on a une bifurcation de Hopf.

Dans la section suivante on s’intéresse aux structures spatiales périodiques produites par
I’état stationnaire de coexistence F, = (u,, v,). Pour cela, on va rechercher cette apparition de
structures spatiales premiérement sur le systéme spatio-temporel local, ensuite sur le systéme

saptio-temporel non local.

2.4.3.2 Analyse de stabilité du modéle spatio-temporel local

Rappelons que le systéme spatio-temporel local dans ce cas est donné par le systéme

suivant :
Ou(z,t) 0*u(z,t) au(x, t)v(z,t)
= d—= 2(z,t) (1 — t)) — t) — ——————=
ot Or2 +au (ZE, )( u(ajv )) Olu('r’ ) B—i—u(x,t) ) (2 56)
oz, t) _ PPu(a,t) | Oulz, t)v(z,t) oy (1) '
ot B Ox? B+ u(z,t) R
avec u(x,0) = up(x) > 0, et v(z,0) = vo(z) > 0, x € Q =] — M;M[C R, t > 0, et les
conditions aux bords de Newman homogeéne c’est -a-dire :
ou_ov_,
or  dr
T d 0 2(()))2
En posant u = (u,v)" D = 0 1) X = (L%(Q))? et F(u) = (F1(u,v), Fy(u,v)) avec :
Fi(u,v) = a;ﬂ(l —u) —ou— Ba—lzfvu
Fy(u,v) 3 :L_Uu — 090
le systéme (2.15) devient :
g—ltl =F(u) + DAu.
En définissant opérateur A : D(A) C X — X par :
Au = —DAu,
avec :
D(A) = (Hy())*
et : 5 ,
H2(Q) = {u c H*(Q) : “éi’ )0 sur 89}.
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On a :A m-accrétif et F' est localement lipschitzienne, donc le théoérme (1.4.7) assure l'exis-

tence d’une unique solution locale faible.

Comme pour le modéle de Banerjee et Volpert que nous avons étudié plus haut, le systéme

(2.56), est incapable de produire des structures spatiales. En effet, en considérant la déviation :

"))

Proposition 2.4.7. (Systéme Linéarisé)

Le systéme linéarisé au voisinage de E* est :

%—‘;V =JW + DV*W (2.57)

Avec J la matrice jacobienne associée au systéme temporelle (2.6) en E*.

p_ (40 I B T
01 a21 Q22

afu, afu*v*
a = auy(2—3uy) — —mm — o1 =au" (1 — 2u*) + ———,
B ( T O G
ou®
Q12 = —o
Bt
0pv*
asy = ———,
1 Bty
o2 — 0.

Comme as = 0, il est impossible que les conditions de d’instabilité de Turing soient

remplies. Nous allons passer présentement au systéme non local.

2.4.3.3 Analyse de stabilité du modéle Spatio-temporel non Local

Le modéle non local est donné par le systéme suivant :

) o2 oo
u(;;’t) = d—g(;’ ) + au?(z, t) (1 -/ oy, M)u(z + yat)dy) — ovu(z, )=
“+o00
;ﬁi—% d(y)v(x +y, t)dy,
ov(z,t)  %v(x, tj - e u(r +y,t)
( ot - WJer(x,t) /_OO ¢(y)5+u(:p+y,t)dy_UQU(x’t)‘

(2.58)
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I est question a travers 'analyse de stabilité linéaire au voisinage de E, = (u.,v,) de dé-
terminer une condition nécéssaire d’apparition de structures spatiales périodiques. Pour cela

posons :

et

D =U— U4

Proposition 2.4.8. (Systéme Linéarisé)

Le systéme linéarisé au voisinage de E, = (u,,v.) est :

on aQn ) +o0 +o0
5 = g2 T (antaw)n—ay o(y)n(z +y,t)dy + a1 o(y)p(r +y,t)dy,
8p - aZp Yoo —o0 —o0
a = d@ + a9y . (b(y)n(a: + v, t)dy
(2.59)
ou  On Ou  0*n
Preuve: Comme n = u — u, alors N = 5 et 92 = 92
Deméme'—v—@ e @—8—2])
ot ot 0x2 0z
D’ou :
0 82 +o0
o = et (1 [ ottt ) +udy) - outn )~
a(ntu) [T d(y)( (;)jr t) +v.)d (260
Remarquons d’une part que :
1 B 1 1
1 31w (2.61)
n
= — + O(n?),
e @rae o)
et d’autre part que :
(n+u,)* = u? + 2nu, + O(n?). (2.62)
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En injectant (2.61) et (2.62) dans (2.60), on obtient :

on 9*n oo
5 = d@ + a (u? + 2nu,) {(1 — Uuy) — /_OO o(y)n(x + vy, t)dy} —omn
QU an QULTL Foo
—O1Uy — — . 1)d
o Pt Kl [ otmta s ]
= d% + (au? + 2anu,) (1 — u,) — (au? + 2anu,) / o(y)n(z +y, t)dy
€ —0o0
QUL Uy QU Foo QUM QULVLT
_ — o, — _ ) dy —
a;n e s, T Bt o Ply)p(z +y.1)dy B+u*+(ﬁ+u*)2
0“n QUL Uy afu,
= d@ + |:CLU/2(1 — U*) - 5—{—1[,* — O'lu*:| + {Qau*(l — U/*) — m — 01| n—
+0o0 [e'¢)
wi [ o+ uidy =5 [ ol + v 0y
Puisque (us,v,) est un équilibre, alors :
au?(1l —u,) — gqu** — orus = 0,
2au,(1 — u,) — % — 0 = ay + au?,
et
au
Btu. 7
Ainsi, :
on 92n +00 +oo
=+ e+ —aid [ ottty 0y [ oo+ .0y
De la méme maniére :
op *p +oo n Us u*n
— = d— +¥6 . - dy — .
T oz T O+ v N o(y) Tru Brw Grap| ¥ oa(p + )
— d3_2]?+9( + ) X Ue 4 P /+OO¢( n(z +y,t)dy| — oap — o9v
- axQ b * B+U* (6+u*)2 . Y Y, Yy 2p 2Ux

0*p Ou, Bov, oo
= do5+ Lﬂu* - 02} p+ —u/ P(y)n(z +y, t)dy.

Puisque (u.,v4) est un équilibre, alors :

Ou,
B+u., 0
et
BOv, "
B+u)?
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Ainsi : 5 o o
p 0%
ot = d—axz “+ a9 . ¢(y)n(3: + Y, t)dy

Proposition 2.4.9. (Probléme aux Valeurs Propres)

Le probléeme au valeurs propre associé au systéme linéaire (2.59) est :

+o0 +oo
wnfa) = dn’ () + (o + aw)nia) = au? [ oyl -+ o)y +an [ St + gy,
Yoo —o0 —o0
Ap(z) = p’(z) +an o(y)n(z + y)dy,
(2.63)
ou A\ est la valeur propre associée a l’état stationnaire F,.
Preuve: A partir du systéme linéaire (2.59) posons :
n= (nu U) G(”? U) = (Gl (n7 U)? G2(n7 U))
avec :
“+oo +0o0
Gi(n,v) = (a1 +aus)n — au; o(y)n(z +y,t)dy + ar2 / o(y)p(z +y,t)dy,
+oo —0o0 —0o0
Ga(n,v) = an P(y)n(z +y,t)dy,
et définissons les opérateurs :
A:DA)CX =X et L:DA)CX =X
tel que :
An = —-DAn et Ln= An+ G(n)
L’équation linéaire (2.59) devient :
on
— =1L 2.64
o~ " (264)

Le probléme au valeur propre revient a chercher une valeur propre A de 'opérateur L. Ainsi

en considérant n comme fonction propre, on peut ecrire :

Ln=)n
il en résulte que :
—+o0 —+o0
Mnfa) = dn’ () + (o + aw)nia) ~an? [ oyl o+ o)y +an [ Slwpte+ gy,
Yoo —00 —00
Ap(z) = p’(x) +ax o(y)n(z + y)dy,
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Proposition 2.4.10. (Equation caractéristique)

L’équation caractéristique est donnée par la relation :

N+ [k (d+ 1) — (a1 + au?) + aul(k)] Mdk*+ [auld(k) — (an + au?)] k2 —a15a016 (k) = 0,
(2.65)

avec k le nombre d’onde associé & la valeur propre \ et ¢ la transoformée de Fourier de ¢.

Preuve: En appliquant la transformée de Fourier au systéme (2.63), on obtient :

{ Na(k) = —dk*R(k) + (a1 + au?) (k) — auZg(k)a(k) + arnp(k)p(k),
Mp(k) = —k*B(k) + and(k)a(k).

C’est-a-dire :
()-<()
p(k) p(k)

_ —dk? + (a11 + au?) — auld(k)  aip(k)
(1215(]{7) —k’2 ‘
Posons Tr(G) et Det(G) respectivement la trace et le déterminant de G. Alors :

avec

Tr(G) = —k*(d + 1) + (a1, + au?) — aule(k)
et
Det(G) = dk* + [auza(k) — (a1 + aul)] k* — a12a2152(k).
D’ou I'équation caractéristique est donnée par :
N[k (d + 1) — (a11 + au?) + av?G(k)] A-dk'+ [au?d(k) — (a11 + av?)] K2—a1za01 9 (k) = 0.

Posons :
Tr(k, M) = —k*(d + 1) + (a11 + au?) — aup(k)

et
Det(k, M) = dk* + [au?3(k) — (a1 + au?)] k* — arpand (k).

Alors I'équation caractéristique devient :
N — Tr(k, M)\ + Det(k, M) = 0. (2.66)

Maintenant, nous cherchons les conditions sur k& et M pour que les valeurs propres issues de

I'équation (2.66) soient toutes de parties réelles positives. Ainsi il suffit que Det(k, M) < 0 a
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partir de certaines valeurs de k et M respectivement. En d’autres termes comme D(0,0) > 0,
nous cherchons les valeurs des sueils kr et My pour lesquels Det(k, M) initialement positif

devient negatif.

Lemme 2.4.1. Les seuils kr et My pour lesquels on a l'apparition des structures spa-

tiales périodiques sont données sont les solutions du systéme ( D’apres Banerjee et Volpert

(2016)]]]) :

Det(k,M) = 0.
0Det
0Det
a—M(k, M) — 0.

Preuve: Remarquons que la valeur propre A dépend de k. De plus k est appelé nombre
d’onde ou mode permettant de déterminer la périodicité de la structure spatiale observée. En
outre, chaque mode k est associé a une distance M au dela de laquelle la structure spatiale
périodique est observée.

Le pattern apparait lorsque Det(k, M) initialement positif devient négatif. Donc Det(ky, Mr) =
0. De plus Det(k, M) redevient positif car on doit avoir un nombre fini de modes instables

pour que la distribution périodique n’intégre pas les hautes fréquences. En effet, comme

0Det
Limig—s 400 M—+o0o Det (k, M) = +o00 donc nous avons un changement de concavité. Donc 81: (kp, Mr) =
ODet
0 et kpr,M7p) =0. m
€ oM (kr, Mr)
Théoréme 2.4.1. (Conditions d’apparitions des patterns)
Pour que les structures spatiales périodiques émergent, il est nécessaire que :
1
Zj de Z
M > My, = , (2.68)
VIl \ =,

et

1
k> ky, = (\/w <$j“21)> 4 (2.69)

avec z; les solutions strictements positives de l’équation tanz = z ;

sin z;
=" (2.70)
Zj

et
(aup; — (a1 + au?))”

2
—4dai2a21 14

d<dp, = ceci Vj=1,2,.. (2.71)
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Preuve: On a :
Det(k, M) = dk* + [aufg_b(k) — (an + auf)] L2 a12a2152(k)

et :
— B sin kM

k) —
En différentiant Det(k, M) par rapport & M on obtient d’aprés le lemme précédent :

= ¢k, M).

ODet(k, M) _ 9o (k, M)

[aufk;z - 2@120/215(]{3, M)] = 0.

oM oM
Supposons que :
- au,k?
k, M .
o(k, M) # Sarain
Alors on obtient : _
ook, M) _

oM
c’est a dire :

cos kM B sin kM ~0
M kM2 )
On aboutit a :

tanz =z avec z = kM. (2.72)
Désignons par z; les solutions positives de 'équation (2.31), 0 < z; < 29 < ...,et posons
Sin Zj .
= , 3 =1,2,...
Z.
On a donc :

Det(k, M) = dk* + [auZp; — (a11 + aul)] k? — arzag 145 = 0.

Ceci conduit & :

, (an +au? = auZpy) + (auzu; — (an + au))? + A Pdanas

2 = =12 (2.73)
3 2d

ODet
ok

En utilisant le fait que : (k, M) = 0 on aboutit a

2 .
(auzﬂj - (all + CLUE)) = _4da12a21ﬂgaj = 17 27 sy

Il en résulte que :

2 92 —
/f%j _ an +au£d AU pty /14 /%J —1,2,.., (2.74)
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et la valeur de M associée est :

1
Y ( d )1]:12 (2.75)
Tk Vgl \maea) o
) .= au,k’ .
En début de preuve, nous avons supposé que ¢(k, M) # . En effet, si :
A12G21

- au, k>
o(k, M) =

( ) 2a12a9;

alors :
a’u?(2u — 1)

dajpag

Det(k, M) = (d + ) k' — (an + au?) K

D M
comme Det(k,M) =0 et ODet(k, M)

équations k = 0 ce qui est absurde car k € R} =

= 0, alors on obtient de la resolution de ces deux

Notons que, le théoréme (2.4.1) nous donne la distance (au dela de laquelle) et le coéfficient de
diffusion (en dessous duquel) la population des proies et celle des prédateurs sont dispersées

de maniére périodique sur tout I’étendu du domaine.

2.5 Conclusion

Au terme de ce chapitre ol nous avons modélisé et analysé deux modéles proie prédateur
non locaux, il en ressort que les modéles sont capables de produire des structures spatiales
périodiques ceci au voisinage de 'équilibre de coexistence. En effet, grace a 'analyse de
stabilité linéaire au voisinage de ’équilibre de coexistence de chacun des modéles nous déter-
minons les conditions permettant de destabiliser (rendre instable) ’equilibre de coexistence,
stable dans la dynamique temporel(non spatiale). Au prochain chapitre, nous allons illus-
trer numériquement les conditions obtenues pour 'apparition des patterns ceci pour chaque

modéle.
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3.1 Introduction

Les équations aux dérivées partielles (E.D.P), apparaissent trés souvent dans la modé-
lisation de phénoménes physiques ou écologiques. Trouver la solution d’'une E.D.P est un
probléme courant, souvent difficile & résoudre de fagon analytique. Il est donc nécessaire de
recourir, aux méthodes numeériques (Goncalves (2005) [11]). Généralement les modéles ma-
thématiques sont approximés numériquement en utlisant des methodes dites "standard", par
exemple la méthode d’Euler, ou les méthodes de Runge Kutta incluses dans les logiciels sci-
lab et Matlab. Malheureusement, ces méthodes peuvent parfois présenter des comportements
qui ne sont pas adéquats avec les propriétés du systéme (ou de I’équation) en continu qu’ils

visent & approximer. Plus précisement, les méthodes standards peuvent conduire soit a des
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solutions négatives présentant des instabilités numériques, soit a des solutions qui convergent
vers le mauvais équilibre pour certaines valeurs du parametre qui traduit la discrétisation du

temps. Pour corriger cela, on utilise un formalisme dit non "non standard" (Mickens (1994)

[18]).

3.2 Principe de construction des méthodes numériques non-

standards.

3.2.1 Principe de construction d’un schéma non-standard.

Pour construire une méthode non-standard, 1’on a besoin de respecter un certain nombre
de régles a savoir :
régle 1 : L’ordre de la dérivée discrete doit étre égal a 'ordre de la dérivée correspondante
qui apparait dans le probléme continu.
Commentaire 1 : Si 'ordre de la dérivée discréte est plus grand que celui de la dérivée dans
le probléme continu, des situations d’instabilité du schéma numérique construit peuvent se
produire.
régle 2 : La représentation discrete des dérivées doit, en général, ne pas avoir au dénomina-
teur, des fonctions triviales du genre f(h) = h.
Commentaire 2 : Considérons la dérivée d’ordre 1 de x(t). Ses représentations discrétes ont

la forme générale suivante :

d_ff N U(h)xy,

dt ohy
ou ¢ et ¢ sont des fonctions du pas h = At et sont appelées, respectivement, fonction
"numeérateur" et fonction "dénominateur"; ¢, = hk et z(ty) — xx. (¢,1) ont les propriétés

suivantes :

Y(h) =1+ 0(h) et ¢(h) =h+ O(h?).

Il faut noter que les méthodes standards prennent ¥(h) = 1 et ¢(h) = h. Si par contre les
solutions du probléme continu sont bornées, alors on peut prendre ¥ (h) = 1.

régle 3 : Les termes non linéaires doivent, en général, étre remplacés par une approximation
non locale.

Commentaire 3 : Pour illustrer cette régle, considérons I’équation logistique

T =uz(l —x).
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Alors,

2 — Tr+1Tk

régle 4 : Si les solutions du probléme continu vérifient certaines propriétés, alors les solutions

produites par le schéma numérique doivent aussi vérifier ces conditions.

Définition 3.2.1. [/5/
Un schéma non-standard aux différences finies est donc toute représentation discréte d’un

systeme d’équations différentielles dont la construction intégre les régles précédentes.

3.2.2 Exemples

Exemple 1
Soit I'équation
t=-Xr, (0)=xz9 et A>0. (1)

La solution de cette équation a les propriétés suivantes :
— P;) z(t) =0 est un point d’équilibre.
— P,) pour zy > 0, z(t) > 0 pout tout ¢ > 0.
— P3) pour zg # 0, z(t) — 0 quand t — +o0.

Le schéma standard décentré avant d’Euler donne :

Tt1 — Tk

. ==z, & T = (1= Ah)zy,

qui viole les propriétés Py et P, si Ah est grand.
Un schéma numérique non-standard peut donc étre :

1 — e—)\h

Thtl — Tk _ =z avec ¢(h) = —

¢(h)
et pour h > 0, P;, P, et P3 sont vérifiées.
En effet, la solution explicite de (1) est

z(t) = xoexp(—At).
Par suite,

x(t + h) — x(t) = exp(=Ah)z(t) — x(t) = <M

P ()
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D’ou
w(t+h)—x(t) o
¢(h)
Exemple 2
Soit I’équation,
i =z
I’'on peut considérer le schéma suivant :
Lht1 — Tk
— = TTht1-
A kTk41
Soit I’équation
T = x(1 — px),

I’on peut considérer le schéma suivant :

Th+1 — Tk

¢(h) = )\l‘k(]. _“$k+1)7

ou,

3.3 Simulation numérique du modele de Banerjee et Vol-

pert

3.3.1 Schémas numériques

Nous allons débuter premiérement, par formuler un schéma numérique pour le modéle
temporel local. Ensuite ce schéma numérique sera étendu au modéle non local.
La discrétisation du modéle temporel (2.6) consiste & remplacer la variable continue tem-
porelle ¢ € [0; +00] par des variables discrétes ¢,At, n € N. On désigne par u™ et v" les
solutions approchées de u et v au temps t = t,,.

Pour construire un schéma numérique, la dérivée temporelle du premier ordre est approximée

par : du _u(ty + At —ut,)  ultun) —ult,) u™l—ur
dt 1 (At) o o1 (At) = oA

et @ N v(t, + At) — v(t,) B V(tni1) — v(tn) N oL g
dt ¢2(At) - ¢2(At) = ¢2(At)
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Proposition 3.3.1. (Schéma numérique du modéle temporel local)
Le schéma numérique pour le modéle temporel local (2.6) de Banerjee et volpert (2016) est

donné par le systéme suivant :

( o 1+ ¢1(At) ur,
1+ |um 4 - n] ¢1(Al)
U (3.1)
,Un+1 1 - 6¢2(At> "
auTL 9
1— At
\ Bt P2 (At)
avec :
¢1(z) = expr — 1
et . ( )
—exp (—rzx
o) = LR

ot r = max («; 0).

Preuve: I'équation temporelle est donnée par :

du QU
-7 1— _
dv Quv 5
— = — dv.
dt B+u
Alinsi,
un+1 —ut . I aun—&—lvn
—— =u" v - =
ce qui conduit & :
1ty (Af) + =22 [0+ = (14 6y(AD) ™.
e
Il en résulte que :
unJrl — 1 + ¢1 (At) un
av™ '
1 n At
o 2] et

De méme : . .
L L T Viias

¢2(At) = ﬁ—l—u” —5?}"7

{1 _ —au"gy(At)

c’est-a-dire :

e } V= (1 — 5a(AL)) 0",
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Il s’en suit que :

n+1l __ 1 B 5¢2<At) Un.

L= (A

Le choix de ¢ et ¢, est fait pour garantir la positivité des solutions, donc des expressions de

ut! et v respectivement. m

Dans la suite, nous allons construire un schéma numérique pour le modéle non local suivant :

ou 0*u +oo auw

A T M By ) —

5 e +U( - oy, M)u(z +y,1) y> T 52)
o aw |
o 022 B+u v

On utilisera d’une part, la méthode aux différences finies pour discrétiser la partie spa-
tiale et d’autre part, la méthode non standard aux différences finies pour discrétiser
la partie temporelle du probléme donné par le systéme (3.2). La méthode des différences
finies consiste & remplacer, les dérivées partielles qui apparaissent dans le probléme par des
différences divisées ou combinaisons de valeurs ponctuelles de la fonction en un nombre fini
de points discrets ou noeuds du maillage. On rappelle que les approximations des dérivées
partielles proviennent de la formule de TAYLOR.
e (Discrétisation en espace)

On subdivise le domaine |-M; M| en N+1 intervalles tels que :
ro=—-"M< 2 <29... <N < TN 1 =M

et :

N+1
e (Discrétisation en temps)

On subdivise l'interval temps de la méme facon que I’espace.
tr<hi <..<t<tig1<.. et t;= 1At.
Posons u§ la valeur approchée de v a l'instant ¢; et au point x;.

Proposition 3.3.2. (schéma numérique du modéle non local)
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Le schéma numérique associé du modele non local (3.2) est donnée par le systéme suivant :

oAt 20 (At)
P P 1—-— At
4t — Ag? [+ o] + | Ax? T o(AY)
I . v} ’
80 1 [ 261 (A) oo v (3.3)
ot — Agz [+ Tl | Ax? 2 Ui
J . g (At) ’
\ T
avec : i i
In|1-— 5 !
Az? p +0
A(t) <min |In (1 P — L
(t) < min |In ( + 54 ), . ,
ou ¢1 et @9 sont définies dans le schema du modéle local.
Preuve: On a :
“é’ﬂ _ “§ —d [u§’+1 _ u;‘—l _ 2UZ] Tl — u gkl — 0‘“?“”?.
o1 (At) Ax? b 7Bt
ce qui conduit a :
j avfd)l(At) i de1(A?) ¢ i i i
1+ ¢« u P (At) + TU; uitt = A2 [uh g +ul_y —2dul] 4+ (1+ ¢1(AL)) ul.
Il en résulte que :
doi(At) - . ) 2dg1(At)
L L l1—— At
s Ax? [uﬁl +u]_1] + | Az? + é1(A1)
J 1 : o, At
+ ¢*uj+5+u§ ¢1(At)
, 2dor (At
De plus pour garantir le fait que u;-H soit positif, il suffit que <1 — %) > 0, c’est-a-
dire : Ag?
x
o1(At) < — .
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En remplacant ¢; par sa valeur donnée dans le modéele local on aboutit a :

Az?
At<In(1+— .
< n( i Qd)

De la méme maniére, on montre que :

Pa(AL) ; 201 (At) ;
UH_I B A—xz |:Uj+1 -+ Uj—l} + 1-— A—xQ — 5¢2<At> Uj
’ 1— au§¢2(4t) 7
B
et que :
In|]1- 5 !
—+90
At < — Ax? :
g 7” )
d’ou : ) )
In|]1- 5 !
A2 — +4
A(t) < min |In (1 + 22 ); - %ﬁ
. L i

3.3.2 Simulation numérique du modele non locale de banerjee et Vol-
pert (2016)

Le modeéle que nous simulons ici, a été presenté dans le Chapitre 2. Son expression est

donnée par le systéme suivant :

ou 0%u +oo auv

LA M _

ot Yo 1 ( o0 ¢ Mpulo + 3, t>dy> B+u’ (3.4)

Ov 0%v  auw :
= + — 0.

ot 922 Btu

Notre objectif est d’illustrer numériquement le théoréme (2.3.4) sur les conditions d’appari-
tion des patterns pour I’état stationnaire de coexitence E*.

On se fixe les valeurs des parameétres du modéle comme suit :
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Parametres | Données Reférences

o' 1.2 Banerjee et Volpert (2016)[])
6] 0.4 Banerjee et Volpert (2016)[1])
J 0.6 Banerjee et Volpert (2016)[1])

TABLE 3.1 — Valeurs données aux parameétres du modéle pour simulation

Dans ce cas, I'état stationnaire de coexistence est E* de coordonnées
E*=(0.4;0.4).

Les conditions d’apparitions de structures spatiales périodiques (patterns) deviennent donc

a partir du théoréme (2.3.4) :
M > 466 et d<0.21. (3.5)

Nous allons donc fixer la valeur de d = 0.05. On considére premiérement M = 1 < 4.66, on
se rend compte du fait qu’il n’y a pas de structures spatiales périodiques, comme l'indique

les figures(3.1) et (3.2) : Ceci s’explique donc par le fait que I’état stationnaire E* = (u*, v*)

Dynamique des Proies Non-local EDP{Absence de patterns «=1.2;p=0.4;5=0.6; M=1 et d=0.05)

Time

Space

FI1GURE 3.1 — Absence de Patterns pour les proies M = 1;a = 1.2; 5 = 0.4;6 = 0.6etd = 0.05

stable dans la dynamique purement temporellé reste stable dans le modéle non local comme
I'indique les deux profils suivants donnés par la figure (3.3) : Maintenant, plagons nous dans le
cas M > 4.66. Nous allons simuler sur l'intervalle temps allant de 0 & 3000. Considérons M =
10; alors on observe ’apparition de structures spatiales périodiques données sur les figures
(3.4) et (3.5) : On remarque donc que pour ce modéle le fait de considérer la compétition

entre les proies de maniére non locale, permet de faire apparaitre les patterns dans le modéle.
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Dynamique des Pr s Non-local EDP (Ab

de patterns «=1.2;p=0.4;56=0.6; M=1 et d=0.05)

Time
Space

FIGURE 3.2 — Absence de Patterns pour les proies M = 1;a=1.2;4=0.4;0=0.6 et d=
0.05

Profil aux temps initial et final des Proies et des Predateurs dans le model Non-local
T T T T T

| | | |
70 im 0
Space

FIGURE 3.3 — Profil pour les proies et prédateurs avec

M = 1,a =12;8 =040 =
0.6 et d=0.05

Dynamique des Proies Non-local PDE{Pattern avec «=1.2;p=0.4;6=0.6;M=10 et d=0.05)

A O |

7P i

-400 -300 -200 100 i 100 200 3m 400 Time
Space

FIGURE 3.4 — Patterns pour les proies M = 10;a=1.2;3=0.4;6 =06 et d=0.05

Mémoire DIPES II 66 Tega 1@ ENS 2019



3.3 Simulation numérique du modéle de Banerjee et Volpert

Dy ique des Pr s Non-local PDE(Pattern avec «=1.2;p=0.4;5=0.6;M=10 et d=0.05)

Time

Space

FIGURE 3.5 — Patterns pour les prédateurs M = 10; a0 =1.2; 8 =0.4;0 = 0.6 et d=0.05

Profil aux temps initial et final des Proies et des Predateurs dans le model Non-local
T T T T

dator=0
——— fina time of predator=3000

L L

S T 0 g

uv

o
Space

FIGURE 3.6 — Profil pour les proies et prédateurs, M = 10;a=1.2;6=0.4;6=0.6 et d=
0.05.

Rappelons que, I'apparition de patterns signifie juste que la population des proies et celle
des prédateurs sous certaines conditions sont reparties de maniére périodique sur I’étendue

du domaine.
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3.4 Simulation du modéle reformulé

3.4.1 Schémas numériques

Comme pour le modéle précédent, nous allons dans un premier temps formuler un schéma
numérique pour le modeéle local (purement temporel), et dans la suite, au travers du schéma
local, construire un schéma numérique pour le modéle non local.

La discrétisation du modéle temporel (2.46) consiste a remplacer la variable continue tem-
porelle ¢ € [0; +00| par des variables discrétes ¢,At, n € N. On désigne par u™ et v" les
solutions approchées de u et v au temps t = t,,.

Pour construire un schema numérique la dérivée temporelle du premier ordre est approximée

par :
du _u(tn + At —u(ty) — ultepr) —u(t,)  u™ —u”
dt ¢1(At) ¢1(At) ¢1(At)
et
dv oty +At) —o(t,)  v(te) —o(t,) v ="
dt P2 (At) Pa2(At)  2(Al)
Proposition 3.4.1. (Schéma numérique du modéle local)
Le schéma numérique associé au modele temporel (2.46) est :
( (1 — o161 (A)] uy, + au?ér (At)
tntt = av ’
1+ |au?2 + —— }@(At)
B+ un (3.6)
[ = 0202(A)] vy
Untt = Ou ’
— ———¢o(At
\ B + U ¢2( )
avec : | ( )
—exp (—oyz
¢1 ($> _ p 1
01
et ) ( )
—exp (—rzx
P2(7) = ————,
”
ot r = max (0; o).
Preuve: Le modéle temporel est donné par :
du auw
= au?(1 —u) — oyu — Tra
dv  Ouww
dt = ﬂ + w O20.
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Ainsi,
Up41 — Up — au? — auu o — QUp1Un
¢1(At> n n Yn+1 1Un B‘i‘l )
ce qui conduit a :
QUp 41Uy,
Up41 — Up = aui@(At) + auiunH@(At) — alun¢1 (At) — 5+—+;¢1<At)
Donec :
av,
1+ aul ¢ (At) + F+u ¢1(At)] Uns1 = (1 — 0101 (AL)) upy + ausdr (At).
Il en résulte que :
[1 — O'l(bl (At)] Uy + au%(bl (At)
Un+1 = o0 .
14+ |au2 + L At
g + 2] (a0
De la méme maniére :
Un+1 — Un eunvn—H
== — 02Un;

ce qui conduit a :

|:1 — Be—fzn ¢2(At):| Un+1 = [1 — O'QQbQ(At)] Un,

et il en résulte que :
[1 — 02¢2(At)] Un

Ou,, ’
B+ u, 92(A1)

Le choix de ¢; et ¢ se justifie par le choix de garantir la positivité de wu,, 1 et v, ;. ®

Un+1 =

Maintenant nous allons formuler un schéma numérique pour le modéle non local que nous

avons reformulé. Rappelons que ce modéle est donné par le systéme suivant :

( 2 +o00
el 8D sty (1= [ oty Mut 40y ) - ot )
au(z,t) [T
R Ity P(y)v(z +y,t)dy,
ov(z,t) gﬂj_(gff)’ iR oo u(r +y,t)
e WJF@U(?CJ) N ¢(y)5+u(x+y7t)dy—020(33@-

(3.7)
Comme dans le modéle précedent, la construction du schéma numérique sera faite avec la
méthode aux Différences finies pour la partie spatiale et la méthode Non standard aux
différences finies pour la partie temporelle du sytéme (3.7) . On fera donc une dicrétisation

en temps et en espace.

Mémoire DIPES II 69 Tega 11© ENS 2019



3.4 Simulation du modéle reformulé

e (Discrétisation en espace)

On subdivise le domaine |-M; M| en N+1 intervalles tels que :
ro=—-M< 21 <29... <N < TN 1=M

et :

Vj:].,...,N,AI:Ij_H—IJ et $]:jA‘T

TN+1
e (Discrétisation en temps)

On subdivise l'interval temps de la méme fagon que l’espace.
tr<h <..<tu<tip1<.. et t;= 1AL,
Posons u; la valeur approchée de v a I'instant ¢; et au point x;.

Proposition 3.4.2. (Schéma numérique du modéle non local)

le schéma numérique du modeéle non local (3.7) est donnée par :

( don(At) ¢ . 2d¢ (At
Qbi( 2 ) [ Ujpr T u } + a(“;')z(bl(At) + {(1 — %) — 11 (AL) | u
wit! x xT
/ : - a : )
J L+ a6 (M) + 5o dn i (A1)
At) . . 2 At
gbixQ) [U;'Jrl { ¢2 - 02¢2(At):| v
U;+l _ ¢ |
1— i At
\ "5+ ¢2( )
(3.8)
avec d’une part
01 r
In|1 5d . In|1- 5 N
~_.5 T 01 —F= 1+ 02
A(t) <min |— Az? - Ax? 7
01 T

ot r = max (0;09), ¢1 et ¢y sont données dans le schema du modéle local (temporel).

D’autre part :
2

r— 09

Ax <

pour 1T > b
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Preuve: On a :

ittt — gl ub 4+ ul | — 2ub A o out™! .
J J _ Jj+1 Jj—1 J 2 ot z+1 . i _ J i
o1 (AT d A2 + a(u}) (gb*u ) — o B_i_u}gb*v],
ce qui conduit a :
, 4 dopq (At . o . )
u;*l —u; = QZ( 5 ) [} uhy oy b — 2 } + a(u)* g1 (At) — au}ugﬂ (¢ % ub) p1(AL) — oyl (At)
au1+1
It I o * vt (bl(At)
c’est-a-dire :
. . do (At) . . .
1+ aufy (¢ * uf) o1 (AL) + 5 T ¢ * VL (bl(At)] i+l ¢i( . ) [l ) +ul ] 4 a(uh)? ¢ (At)+

(222) ooy

d’ou :
di(A) ¢ ; ' ~ déy (A
1 ﬁ(ﬁt) [l g +ul ] + a(ul)?¢r(At) + [(1 — %) _ 01¢1(At)] "
1+ —

« .

! soit toujours positif, il faut que :

(]_ — Mil—ift)) — Ulgzﬁl(At) >0

14 aup x ulpi (At) +

Pour garantir le fait que u*

c’est-a-dire que :
1

Ax A2 + 04
En utilisant la définition de ¢; donnée dans le modéle temporel on aboutit la relation (3.9)
devient :
01
In|1 5d N
— 40
At < — Ar2 T
< o
De la méme maniére on montre que :
¢2(AL) 2¢2(At)
—— |t =V 1— — At
v;+1 _ N [Uj+1 ,U]fl] + ( A2 ) 0-2¢2< ) v
’ ¢
1— 4 At
5 Tu ¢2( )
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avec :
In|1- !
~ o +0’2
Alt) < =
r
Il en résulte que :
01 r
ln1—2d+ 1n1—2+
—+ o0 —— + 09
A(t) < min | — Az? ; Az?
01 T

3.4.2 Simulation numérique du modeéle reformulé

Le systéme simulé dans cette section a été analysé au chapitre 2. Son expression est :

( augz,t) — d_a%g(;, b + au®(x,t) (1 — _:o ¢y, M)u(x +y,t)dy) — oyu(z, )=
+oo
4 ;fi—x(;)t) oy, M)v(z +y, t)dy,
v, t 92 7157 - +oo +uy,t
k ngt ) = %—l—@v(x,ﬂ . (:b(ya M)ﬁi(z(mf_y)’t>dy_a2v(x7t)

Nous souhaitons illustrer numériquement le théoréme (2.4.1) sur les conditions d’appari-
tion des patterns & partir de ’état stationnaire non trivial de coexistence F,. On se fixe les

parameétres comme dans la table (3.2) : Dans ce cas l'etat stationnaire E* est de coordonnées :
E. = (0.593;0.419).
Les conditions d’apparition des patterns deviennent donc a partir du théoréme (2.4.1) :
d<73.64 et M > 85.8221

Nous allons fixer la valeur de d = 50. On considére premiérement le cas ou M = 20 < 85.8221.
Alors les figures (3.7) et (3.8) ne nous montrent pas de patterns car, 1’état stationnaire

E,. = (0.593;419) stable dans la dynamique locale ne se destabilise pas dans le non local :
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Parametres | Données Reférences

a 1 Banerjee et al. (2018)]2]
o1 0.1 Banerjee et al. (2018)[2]
0P 0.2 Banerjee et al. (2018)[2]
a 0.335 | Banerjee et al. (2018)[2
B 0.4 Banerjee et al. (2018)[2
0 0.335 | Banerjee et al. (2018)|2]

TABLE 3.2 — Valeurs données aux paramétres du modeéle pour simulation

Absence de pattern sur les proies (EDP-Non Iocal):a=1;o1=0.1 ;02=0.2;a=0.335;s=0.4;a=0.335;d=50 et M=20

]

Time

Space

FIGURE 3.7 — Pas de Patterns sur la populution des proies M = 20;a = 1;010 = 0.1;09 =
0.2 =0.335; 6 =0.4;0 = 0.335 et d =50

Absence de pattern sur les predateurs (EDP-Non Iocal):a:1;o1=0.1 ;02=0.2;r1=0.335;ﬂ=0.4;6=0.335;d=50 et M=20

3000

200 300

400 Time

Space

FIGURE 3.8 — Pas de Patterns sur la populution des prédateurs M = 20;a = 1;0; = 0.1;05 =
0.2 =0.335; 6 =0.4;0 = 0.335 et d =50
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Profil aux temps initial et final des proies et Predateurs dans le model Non-local
25 T T T T T T T

= initial time prey =0
= final time prey =3000
——— initial time predatar =0

= final time predator =3000

A

osd AL/ PN

0 I I 1 I | 1 |
-400 =300 -200 -100 a 100 200 300 400

Space

FIGURE 3.9 — Pas de Patterns sur la populution des proies et des prédateurs M = 20;a =
1,00 =0.1;00 = 0.2a = 0.335; 6 = 0.4;0 = 0.335 et d =50

Dy ique des Proies Non-local EDP {Patterns sur les proies: ﬂ=1;01=0.1;02=0.2;0.=D.335;B=D.4;9=0.335]

3000

0 100 200 300 200 Time

Space

FIGURE 3.10 — Patterns sur la populution des proies M = 87;a = 1;01 = 0.1;09 = 0.2a0 =
0.335;8=0.4;0 =0.335 et d=50

Maintenant, on se place dans le cas M = 87 > 85.8221. Nous sommes dans les conditions
du théoréme (2.4.1). On se rend compte numériquement grace aux figures (3.10) et (3.11) de
I’apparition de structures spatiales périodiques.

On constate grace aux profils données par la figure (3.12) que, lorsque la population des
proies est présente dans un domaine de I’espace (en forte quantité), il n’y a pas de prédateurs
et de méme lorqu’il ya les prédateurs dans un domaine de I’espace en forte quantité il ya pas

de proies.
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Dy ique des Pr s Non-local EDP {Patterns sur les prédateurs: a=1;61=0.1;62=0.2;0L=0.335;B=0.4;B=0.335)

" 30m

200 "
300 400 Time

Space

FIGURE 3.11 — Patterns sur la populution des proies M = 87;a = 1;01 = 0.1; 09 = 0.2a =
0.335;86=0.4;0 =0.335 et d=50

Profil aux temps initial et final des proies et Predateurs dans le model Non-local
7 T T T T T T T

= initial time prey =0

= final time prey =3000

m— nitial tire predator =0

= finial time predator =3000

S NANN
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FIGURE 3.12 — Profil au temps initial et final de la populution des proies et celle des prédateurs
M =87,a=1;00 =0.1;00 = 0.2 = 0.335; 6 = 0.4;0 = 0.335 et d =50

3.5 Conclusion

Il était question tout le long de ce chapitre d’illustrer numériquement les conditions d’ap-
paritions de patterns trouvées au chapitre 2 pour chacun des modéles analysés. Grace a la
discétisation non standard aux différences finies nous avons pu construire des schémas nu-

mériques dont les simulations illustrent clairement nos conditions d’apparitions de patterns.
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Portée pédagogique

Dans le cadre de la rédaction du mémoire de DIPES II, il nous a été demandé de donner,
I’apport pédagogique de notre travail. Il en ressort que, ce travail nous a permis :
e De nous familiariser a la notion d’équations différentielles ordinaires et de maniére plus
générale aux équations aux dérivées partielles.
e De nous familiariser avec le logiciel de saisie Latex et celui de programmation Matlab.
e D’avoir un esprit de curiosité et de recherche.
Pour 1'éléve, ce travail permet d’avoir une idée sur :
e la notion d’équations différentielles ordinaires contenu dans le programme des classes
de Terminales C et D.

e la représentation graphique de fonctions grace a des logiciels comme Matlab ou scilab.
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Conclusion générale et perspectives

Parvenu au terme de notre travail, nous avons analysé deux modéles "proie-prédateur"
avec interactions non locales. Dans le premier modéle tiré de 'article de Banerjee et Vol-
pert paru en 2016 dans le journal scientifique Elsevier (Ecological Complexity), nous avons
explicité l'analyse de stabilité linéaire dans un domaine de dimension 1 et fait ressortir les
conditions d’apparition de structures spatiales périogiques. Le second modéle étudié dans ce
travail, est une extension du modeéle précédent dans laquelle nous rajoutons non seulement &
la consommotion (des ressources) non locale déja presente, la prédation non locale mais aussi
un effet-allée de type additif. Nous arrivons aussi pour ce modéle & expliciter I'analyse de
stabilité linéaire permettant de donner les conditions d’apparition de structures spatiales. Les
simulations numériques réalisées par la méthode non standard aux différences finies
arrivent a illustrer nous conditions d’apparition des patterns sur nos deux modéles. Ces deux
modeéles montrent I'importance de mettre en exergue la présence d’interactions non locales
pour aboutir & la présence de patterns dans certains modéles "proies-prédateurs". Dans la
suite de ce travail, nous envisageons :

e voir 'impact d’une bifurcation de Hopf spatial dans ’émergence de structures spa-

tiales périodiques, en d’autres termes comment les bifurcations de Turing et de Hopf
interagisssent pour former les patterns.

e ¢étendre notre modéle en y rajoutant la notion de retard.
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