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s Résumé

Ce travail est consacré a I’étude du volume de certains ensembles sur une variété de
finsler. Nous utilisons pour cela les propriétés des champs de vecteurs , des formes volumes
ainsi que l,utilisation de l,opérateur divergence d,un champ de vecteurs qui nous permettra

de construire des formes volumes sur des hypersurfaces .

Mots clés : variétés,variété de finsler,espace tangent,champ de vecteurs ,forme vo-

lume,variété differentiable.
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s Abstract o

This work is devoted to the study of geometry on a variety of finsler for this we use the
properties of vector fields , geometry differentielle and in particular properties on finsler

variety

Key words : varieties, finsler variety, tangent space, vector field, volume shape, diffe-

rentiable variety.
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» Introduction

Une variété de finsler est une variété differentielle admettant sur des espaces tangents
une norme notée F' appelée norme de finsler dont les propriétés seront données dans ce
document .

Dans ce travail, il est question de faire une étude sur le volume sur une variété de finsler
. Notre travail est donc axé comme suit : d’abord un premier chapitre ot nous donnons
les notions de base et les définitions mathématiques relatives a la théorie de la géometrie
de finsler , et nous rappelons les notions de base de la géometrie differentielle et champs
de vecteurs nécessaire a la compréhension de ce document ensuite un deuxieéme chapitre
ot nous détaillons les notions et les définitions relatives aux espaces de finsler et dans un
troisieme chapitre ou nous développons via les deux premiere chapitres les m espaces de
finsler et enfin un quatrieme chapitre ou nous donnons l,implication pédagogique de notre

travail,en bref son apport dans notre métier d,enseignant.
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x * Chapitre Un x %

Variétés différentiables

1.1 Sous variétés de R”

Définition et propriétés

Définition 1.1.1 : Une partie V # 0 de R" est une sous-variété de R™ de dimension
m(<n) et de classe C9 si, pour tout x de V', il existe un ouvert U, de R™ contenant x et

un C1 difféeomorphisme g de U, sur louvert g(U,) de R™ telque :
g(Ux n V) = g(Ux) ﬂRm(Rm = {O}Rn—m X Rm)

En mathématiques, les variétés différentielles ou variétés différentiables sont les objets
de base de la topologie différentielle et de la géométrie différentielle. Il s’agit de variétés
sur lesquelles il est possible d’effectuer les opérations du calcul différentiel et intégral. Une
variété différentielle se définit d’abord par la donnée d’une variété topologique, espace
topologique localement homéomorphe a I’espace R™. Les homéomorphismes locaux sont
appelés cartes et définissent des systemes de coordonnées locales. La structure différentielle
est définie en exigeant certaines propriétés de régularité des applications de transition
entre les cartes. Cette structure permet par exemple de donner une définition globale de la

notion d’application différentiable.

Définition 1.1.2 : (i) Soient M et N deux variétés differentiables f: M — N une
application differentiable soit (U, ) une carte de M ,(V,$) une carte de N
On appelle matrice jacobienne de f en x dans les cartes (U,p,m) et (V,p,n), la
matrice jacobienne de F = ¢pofop™ au point p(z).

(i) On appelle rang de f en x, le rang de la matrice jacobienne de F' au point p(x). 1l
est noté rang(f)(x).
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1.2. Quelques propriétés

Définition 1.1.3 : (i) On dit que f est une submersion si pour tout x € M, rang(f)(z) =
dimN =n.

(ii) On dit que [ est une immersion si pour tout x € M, rang(f)(z) = dimM =m.

1.2 Quelques propriétés

Si f:U(cR") — R™ une application de classe C' est une immersion au point z de U,
alors il existe un ouvert V, de R x R™~" contenant x telque V, nR" c U , un ouvert V)
de R™ contenant f(x) et un C? difféomorphisme g : V, — V}(,) ayant la méme restriction

que faV,nR".

Proposition 1.2.1 : - Soit f7 : U(c R*") — R,1 < j < m m fonctions de classe C1,
V=A{x=(2',..,an) e R*/fi(z!,...;2") = 0,Vj e {1,....m}}. Si pour tout x de V', le rang
de la matrice jacobienne (%(w)) ,1<i<m,1<j<n est m(<n), alors V est une sous

variété de R™ de dimension n—m.

preuve : La découle de la preuve de 1.2.3 car f est une submersion en x si et seulement

si sa matrice jacobienne en x est de rang m et ou f est défnie par 1,élément de R™ : .
flat, . an) = (fY (!, ...,z™), ..., f(at,...,2™)) et ou le point y est (0, ....,0)

Proposition 1.2.2 : -Soit f: U(c R*) — R™ une application de classe C, y une valeur
réguliére de R™, V = f~1(y).
Si f est une submersion en tout point de V', alors V est une sous variété de R™ de

dimension n—m .

Preuve : de la proposition 1.2.3

Soit x € V. D’apres la proposition précédente il existe un ouvert U,(de U) contenant z,
un ouvert U, de R™xR"™ contenant y et un CY difféomorphisme g : U, — U, : 2’ — g(z')
tel que pour tout x’ de U, : w(g(x")) = f(x'). 7 étant la projection canonique de R™ x R?=™
sur R™.

On a pour tout x’ :

e, nV «— z'elU,etx' eV
— ' elU, et f(z')=y
— x'elUy et m(g(z')) =y
> a'elU, et g(a') e {y} xRrm™.

Mémoire de DIPES II ‘ 4 ‘ WATSA Hervé



1.2. Quelques propriétés

On a donc g(U, nV) = g(U,) n ({y} x Rr=m™).

D’ou V est une sous variété de dimension n —m.

x_

Exemple 1.1 : L’hyperboloide a une nappe d’équation : f(z,y,2) = & ‘Z—Q - ’Z—z -1=0
est une sous-variété de R? de dimension 2.

En effet, f est de classe C* dans R? et Af = (2(1—)2(, 2;2/, _CQZ) est non nul en tout point de
I'hyperboloide (I'origine ne lui appartient pas). De facon analogue, on montre qu’une
sphére de rayon r > 0 (22 + y? + 22 = r2 = 0), qu'un ellipsoide (f—; + b2 + Z 1= O)
qu'un hyperboloide a deux nappes (f—; —w -z 1= O), qu'un parabolo'ide elliptique
(Z XQ + ) et qu’'un paraboloide hyperbolique (Z = f—; - }1)/2 ) sont des sous variétés de
R? de dimension 2.

Par contre le cone de sommet O, d’axe Oz, et d’équation 22 = 22 + y2 n’est pas une

sous variété de R3 car Aj = (2z,2y, -22) s’annule en 0. Cependant il devient une variété

lorsqu’on la prive de son origine.

Une proposition intéressante va permettre de conclure a 'existence de sous variétés de R™.

Soit U un ouvert de R™.

Proposition 1.2.3 : - Si f: U(c R™) — R" est une immersion (m < n) injective. Si
vV =f(U)— U est une application continue, alors V est une sous variété de R™

de dimension m

Preuve :Soit y un point de V telque y = f(x) , « étant un point de V' d japres la
proposition 1.2 il existe un ouvert V, de R" x R*™ contenant = telque V nR™ c U ;et
un ouvert Vy,) de R" contenant y ,un C%difféomorphisme g:V, — Vj(,) ayant méme
restriction a V, nR™ que f .La continuité f~! en y impliqu,il existe un ouvert V}(x) de R

cotenant y et inclus a Vi, telque :
Yy eV, nV=f1() eV,

La restriction de g7 a Vf( )

restriction de g & V,, est un C4-difféomorphisme noté :

est un C'%-difféomorphisme de V]:(x) sur lLouvert V. de V, .La

g Va — Vi
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1.2. Quelques propriétés

D,une part ,puisque g et f ont méme restriction a VI' ,on a :
Vte Vo nR™: gy () = f(t) € Vi, n V(1)
D,autre part ona :
Y eVigynV=fy) eV, (2)

Cela signifie qu,il existe t € V, nR™ telque f(t) =y".0r 3/ € V]:(m)

De (1) et (2) on déduit que V]:(x) NV est Limage V, nR™ par g|V, c,est dire

donc t € V, nR™.

gM(VJZ(z) nV)=V, nR™,
Ceci signifie bien que V' est une sous variété de R, de dimension m (car V, = g“vl, (Vf'(m))).

Exemple 1.2 : Si U =] - 7, Z[x]0, 27|,
fr UCR?) — RS
T = —COSACOSP o ) _
,alors f(U) est une sous variété de R? de dimension
(AN 9) | y=cosrsing

Z = Sin\
2.

En effet, les trois conditions de la derniere proposition sont remplies :
—SINACOSp —coSASinG

- La matrice jacobienne de f est | —sin\sing cosAcos¢ | est de rang maximum 2

COSA 0
car pour tou (A, ¢) € U il existe une matrice 2 x 2 inversible, les déterminants étant
respectivement :
—SINACOS) —COSASING

= —sinAcosA (nul si A =0).
—SINASING  cosAcoso

—SINACOS) —COSASING

COSA 0

= —cos*cos¢ (nul si ¢ = 7, %ﬂ)

—SINASING COSACOSP ‘
= cos?Asing (nul si ¢ =0).
COSA 0

ainsi f est une immersion.

- L’application f est injective car Y(A, ¢),(N,¢") € U, f(\,¢) = f(N,9') = (A, ¢) =
(N, 9").
En effet de sin\ = sin\’ on déduit A = \’. Des égalités cos\cos¢ = cos\cos¢’ et cosAsing =

cosAsing’ on déduit que cos¢ = cos¢’ et sing = sing’ (car cos\ +0) == ¢ = ¢'.

Mémoire de DIPES II m WATSA Hervé



1.3. Fibrés Vectoriels réels

- L’application f~': f(U) — U est continue puisque A = arcsinz et ¢ = arctgZ.

En conséquence, f(U) est une sous variété de R3.

1.3 Fibrés Vectoriels réels

Soient M et E deux variétés différentiables de classe C'* et 7 : ' —> M une application
différentiable telle que pour tout z € M, E, = n=1(x) = {z € E/m(z) = 2} soit un espace

vectoriel réel de dimension finie.

Définition 1.3.1 : On dit que le triplet (E,M,7) est un fibré vectoriel réel de fibre
type R™ si pour tout xg € M, il existe un voisinage ouvert U de M contenant xqy et un
difféomorphisme ¢ : w1 (U) — U x R™ tel que :
(i) m=piog;
(ii) La restriction de pyo ¢ a chaque fibre E, = w=(x) est linéaire ot py et py désignent
respectivement les projections suivant le premier et le deuxiéme facteurs.

On dit que (U, p) est une trivialisation locale de M au dessus de xg, E, =771 (x) est

la fibre de E au dessus de x .

Exemple 1.3 : Soient M une variété différentiable de dimension n > 1 et V un espace

T MxV — M
vectoriel réel. Soit I’application le triplet (M x V, M, ) est un fibré

(x,v) — =z
vectoriel de fibre type V. Un tel fibré est dit trivial.

Soit (E, M, ) un fibré vectoriel réel de fibre type R*(n > 1).

Définition 1.3.2 : On appelle section différentiable de E, toute application différentiable
o: M — FE telle que moo = Idy;. On dit que 0 : M — E est une section locale au dessus
de U simoo |y=1Idy. On désigne par T'(E) l’ensemble des sections différentiables sur E.
Soient 01,00 € T(E) et feC>(M).

o1+09: M — FE

x — oy(x)+o09(x)
f0'11 M — E

v — f(@)or(z)
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1.4. Champ de vecteurs

™ FE — M
Exemple 1.4 : Soit £ = M xR, . (M xR, M, ) est un fibré vectoriel

(z,t) — =
réel.

Sioel'(M xR), alors 0: M — M x R est différentiable et 7o o = Idy;, c’est-a-dire o est
de la forme o(M) = (Idy,5) ou 6 € C~(M,R)

1.3.1 Espace Tangent

On se donne une sous-variété M de R™ dimension p et un point x € M.

Définition 1.3.3 : Un vecteur v € R" est tangent a M en x s’il existe 6 > 0 et C :
1-6,6[— R™ une courbe C* d images dans M telle que : C(0) =z et C(0) = v.
On note T, M [’ensemble des vecteurs tangents a M au point x .
(Fibré tangent)
Soit M une variété différentielle.
TM = U T, M union deux a deux disjoints est une variété différentielle de dimension

xeM
égale a deuz fois la dimension de M .Le triplet (TM, M, ) appelée fibré tangent a M.

1.3.2 Espace cotangent

Soit M une variété differentiable de classe C* et de dimension n > 1. on note 1T} M
lespace vectoriel dual de T,,M . De maniere précise, T M = L(T,M,R).
En particulier (T M)* =T, M.

1.4 Champ de vecteurs

Soient M et N deux variétés différentiables de dimensions m et n et de CP.

Définition

On dit que f: M — N est différentiable et de classe C? au point x soient (V1) une
carte de N en y = f(x) telle que f(U) c V, (U,p) une carte de M de classe C? alors
l'application F': 1o fop™t:p(U) — (V) est différentiable et de classe C? au point

p(x).
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1.4. Champ de vecteurs

Définition
On dit que f est différentiable et de classe C? si f est différentiable et de classe C? en
tout point de M

Définition
Soit. M une variété différentielle. Un champ de vecteurs sur M est une application :

X: M — TM telle que mo X : M — M soit application identité (7w étant la
projection canonique). Un champ de vecteurs est dit différentiable si I'application qui
le définit est une application CP. On note par X(M) I'ensemble des champs de vecteurs
différentiables définis sur M.

Remarque

Un champ de vecteurs est simplement la section d’un fibré tangent

Dérivation
Soit M une variété différentielle.
X: C=*(M) — C=(M) .
vérifiant :
g — Xg
i) Va,beR,Vg,he C~(M),X(ag+bh)=aXg+bXh;

ii) Vg,he C>*(M), X (gh) =gXh+hXyg.

Crochet
Soit M une variété différentielle.
On appelle crochet de Lie de deux champs de vecteurs X et Y le champ de vecteurs noté
[.,.] et défini par :
[.]: X(M)xX(M) — X(M)

(X,Y) — [X,Y]
L’opérateur crochet définit une dérivation sur C'*°(M). En coordonnées locales, on a :

[X,Y]=(XI0;Yi-Yid;X7) 0,
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1.5. Tenseurs

Dérivée de Lie
La dérivée de Lie d’'un champ de vecteurs X par rapport a un autre champ de vecteurs Y

est le champ de vecteurs LxY défini par : Lx(Y) =[X,Y].

Définition(Champ de vecteurs sur une variété M)
Soit M une variété différentielle. Un champ de vecteurs X sur M est la donnée en chaque

point M € M d’un vecteur X (M) € Ty M.

Dans toute ce qui suivra, M désigne une variété différentiable de dimension n.

1.5 Tenseurs

Tenseur covariant

Un tenseur de type ou p fois covariant au point z € M est une forme p linéaire sur
p
(T, M)P.

p
On désigne par Q T M =T, g?p I’espace des formes p linéaires sur T, M.

Exemple 1.5 : Un tenseur 2 fois covariant ou de type au point z est une forme
2

bilinéaire symétrique sur T, M x T, M.
Tenseur contravariant

Un tenseur de type ou ¢ fois contravariant au point x est une forme ¢ linéaire définie

0

q
sur (17 M)4. On désigne par @ 1y M = T, I'espace de toutes les formes ¢ linéaires sur 777 M

Tenseur mixte

. q . . . . .
Un tenseur mixte de type ou tenseur p fois covariant et ¢ fois contravariant au point
p
x € M est une forme (p + ¢q) linéaire définie pour (T, M)P x (T M)4.

L. q .
On désigne par T3, I'ensemble des tenseurs de type au point x € M.
p
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*x % Chapitre Deux *x ok

Les espaces de Finsler

2.1 Espaces métriques
Plus précisément, une métrique sur un ensemble M est une fonction d: M x M — R
qui vérifie les propriétés suivantes :
(i) Pour tout p,qe M,

d(p,q) >0

. L’égalité s’obtient si et seulement si p = q.

(ii) Pour tout p,q,7 € M,

d(p,q) <d(p,r) +d(r,q).

Dans ’addition, si d est symétrique c’est-a-dire :

(iii) Pour tous points p,q € M,

d(p,q) = d(q,p).

alors d est ce qu'on appelle métrique symétrique.

Désignons par :

R ={(z%) = (2!, ...;2") |zt e R0 =1, ...,n}.

I'espace vectoriel réel canonique de dimension n. La norme euclidienne canonique |.| sur

R™ est définie par :
pli=/ 2@y = () eR™.

Définissons d : R® x R — [0, +oco[ par :
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2.1. Espaces métriques

dg(u,v) :=|v - ul.

Nous I'appellerons dg la métrique canonique euclidienne. Pour simplifier, nous désignerons
la paire (R, |.|)
Soit V' l’espace vectoriel réel de dimension finie et < .,. > un produit scalaire sur V.

Définissons :

Iyl =<y, y> yeV.

Nous obtenons une métrique d sur V,
d(u,v) = |[v-ul|, u,veV.

Nous appelons ||| et d la norme euclidienne et la métrique euclidienne sur V', respective-

ment.

Exemple 2.1 : Soit V' un espace vectoriel de dimension finie et ||.|| : V' — R une fonction

avec les propriétés suivantes :
(i) ||u|| = 0, I’égalité s’obtenant si et seulement si u=0;
(i) [IAull = Alfull, A > 0;
(i) |Ju+ || < ||ul| + [|v]], u, v € V.

Définissons d: V x V' — [0, +oo[ par :
d(u,v) = ||u -l
d est une métrique sur V.

Exemple 2.2 : Soit  un domaine délimité dans R™ = (R, |.|). Supposons que € est
strictement convexe, c’est-a-dire, pour tout segment linéaire L dans R”, si les points finaux
de L sont contenus dans €, alors L est completement contenu dans 2. Pour une paire
ordonnée de points p, q € €2, soit L,, rayon issue de p et passant a travers g. Puisque € est
strictement convexe, il existes un point d’intersection unique z,, := L, n 0f2.

Définissons :

d(p,q) :=1In (w) : (2.1)

|qu_Q|
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2.1. Espaces métriques

Nous montrerons que d est une métrique antisymétrique sur €2. d est appelée la métrique

aérobique.

Prouvons 'inégalité triangulaire :
d(p,q) <d(p,r) +d(r,q).

Supposons que 7 n’est pas une ligne passant par p et ¢q. Soient :

0 := DT Zpy, ¢ = DZprZrgs Y= TZrqZpr-

FIGURE 2.1

Par la loi des sinus, nous avons les identités suivantes.

|zpr—pl — lz—p| |zrq=dl — lz—q| |zrq=T] — zpr—T]|
sin sing’  sinf siny?  sing siny) °
Nous obtenons : »
sin
|1‘—p‘ — |ZP7" - pl sinb
—q | siny
|Zp7" -D |SZTL¢)
|2rq — q|sina)
_ Zpr = Pl sing
sin
|qu - Q| v

|Zpr -7 |qu — 7|

|2rq = q| |2pr = a
D’autre part,

|2pg =D| _ |2pg =+ |z —p| |z-p|
|2pg =l ~ 2pg =2+ ]z —q| |z -¢

Combinant ces rapports,

|qu - 7| |qu - |qu — |

|qu ol |qu = |qu - '
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2.1. Espaces métriques

Cela donne :
R e | R () O () ECRORRC)

204 — 4l |2pg = 7 |2pq = dl
Puis d est une métrique sur 2.

Maintenant nous prenons le cas spécial ou €2 =B est la boule unité standard dans I'espace

euclidien R™. Pour une paire de points p, q € B", soit :
Zpg =P+ Mg —p) € OB, A > 1.

Partant de I’équation |z|2 = 1, nous obtenons :
V<p,g-p>2+lg-pP(A-pP)-<p.g-p>

A =
la - pP?
_ VIp-da? - (gPpP- <p.g>*)-<p.g-p>
g - pf?

Par (1.1), nous obtenons une formule pour la métrique plate sur B"
p -’ - (aPlpP- <p,¢>*)-<p,q—p>
d(m):ln(ﬁ):l”w S TREE 2 |
VIp=aP - (aPlpP- <p.g>®)-<q,q-p>
Notons que :

lim d(0,q) =00, lim d(p,0)=1n(2).
p—OB™

q—O0B"

Exemple 2.3 : (Klein) Désignons par d la métrique antisymétrique sur un domaine

convexe épais €2 ¢ R™. Définissons df : 2 x 2 — [0, +oo[ par :

di(p,q) = %{d(p, q) +d(q,p)}, (2.2)

Observons que pour tous p, q,r € €2,
di(p, q) 2d(p,q) +d(q,p)}

< Yd(p,r) +d(r,q)} + 2{d(g,r) +d(r,p)}
= Yd(p,r) +d(r,p)} + {d(q,r) +d(r,q)}

= dK(p7T)+dK(T7q)'
Nous I'appelons la métrique de Klein.

Puis que dg est aussi une métrique.

Soit (M, d) un espace métrique. Pour une courbe lipschitzienne continue c: [a,b] — M,

définissons :
k-1
Ly(c) :=sup > d(c(t;, c(tis1))) (2.3)
i=0
ou le supremum est pris au dessus des partitions a =ty < .... < t; = b. Ly est appelé la

structure longueur induite par d. La structure longueur L = Ly induits une métrique d,

sur M par :
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dr(p,q) :=inf{L(c),c est lipschitzienne ,c(a) = p,c(b) = q}.
Par la définition,
d<djp.
d est appelé la métrique chemin lorsque d = dj.

Exemple 2.4 : Soit S" la sphere unité dans l’espace euclidien R,,,;. Définissons deux

métriques dy et dy sur S™ par :

di(u,v) :=0(u,v),u,veS",
do(u,v) :=|u - v|,u,v e S,
ou O(u,v) désignes I'arc-longueur de la petite portion du grand cercle passant par u et v.

d, et dy définissent la méme structure de longueur Ly, = Lg, sur S™. C’est facile de vérifier

ue d; est la métrique chemin, mais ds n’est pas une métrique chemin.
) 2

2.2 Espaces de Minkowski

Dans cette section, nous parlerons des espaces métriques plats les plus réguliers.

Définition 2.2.1 : Une norme de Minkowski sur un espace vectoriel V est une fonction

non négative F':' V. — [0, +oo[ vérifiant les propriétés suivantes :
(M1) F est C* sur V\{0}.
(M2) F(A\y) = AF(y), pour tous A\>0 etyeV.

(M3) Pour tous y € V\{0}, la forme bilinéaire symétrique g, sur un espace vectoriel V est

définie positive, ot :
52

gy(u,v) = %W

F? t s=t=
[Py + s+ 10)] e

La paire (V, F) est appelé espace de Minkowsksi.

Nous montrerons que toute norme de Minkowski F sur un espace vectoriel V' satisfait :

F(u+v) < F(u)+ F(v),u,veV. (2.4)

Regarder le lemme 2.2 ci-dessous. En effet il induits une métrique d sur V par :
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d(u,v) =F(v-u),u,veV.

Nous appellerons une métrique d sur V une métrique de Minkowski si elle est induite par

une norme de Minkowski ' sur V.

1l existe plusieurs normes de Minkowski sur un espace vectoriel.

Exemple 2.5 : (Normes Randers) Soit o une norme euclidienne et  une forme linéaire

sur un espace vectoriel réel V' de dimension n. Définissons :

F(y) = a(y) + B(y)- (2:5)
Clairement, F satisfait (M1) et (M2) dans la définition 2.1. Nous montrerons d présent
que (M3) s’obtient si et seulement si ||| < 1.
Fizons une base {b;}1<i<n pour Vet exprimons :
a(y) = \ayy'y et Bly) =biy',y=y'bi eV,

ou (a;j) est une matrice symétrique définie positive. Nous avons :

15ll:= sup By) = /abib;,

a(y)=

ou (a¥) = (a;;)~t. Soit :

gij(y) = gy(biabj) = %[FQ]yiyj(y)'

Un calcul rapide de rapports donne :

F Vil Y Yj
9i(y) = —(ay = ==+ (= + b)) (Z + b)), (2.6)
(0% a X (8] [0

ou y; = a;sy°. De (2.6), nous pouvons montrer que g, est définie positive pour tous y # 0 si
et seulement si ||f|| < 1. Puis F = a+ 3 est une norme de Minkowski si et seulement si
I8]| < 1. Une fonction F =a+ 3 sur'V avec ||B|| <1 est appelée une norme Randers.
Maintenant nous vérifions (1.4) dans un cheminement direct. Observons que :
Flu+v) = a(u+v)+p(u)+B(v)
a(u) +av) + 5(u) + 5(v)
F(u) + F(v).

IN
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Par un argument élémentaire en algébre linéaire, nous obtenons :
F n+1
det(gm) = (a) det(a”) (27)

L’inverse (g7) = (g;;)~! peut étre exprimé dans la forme suivante :

. o

i) = Qi 4 (LAY Y s Y Y 5
99y) = + () (% + b ). (2:8)

F o«

ou b := a¥b;. Les relations (2.7) et (2.8) sont utiles dans ’étude des normes Randers.

Prenons un domaine ouvert 2 dont l'origine est dans V' avec une frontiére réguliere S = 0.
Supposons que Q) est convexe, c’est-a-dire, n’importe quel segment linéaire est contenu dans
la cloture Q) si ses points finauzx se rencontrent au sein de §). Définissons F : V — [0, +oo

par :

F(Ay) =AA>0,y€S.

Alors S = F~Y(1). Nous appelons F la fonction de définition de S. Clairement, F' satisfait
(M1) et (M2) dans la définition (2.1). Plus loin, la converité de S impliques que :

Flu+v)<F(u)+ F(v),u,veV.

Puis d(u,v) := F(v—u) est une métrique sur V. La convezité de Q aussi impliques que
pour tous y # 0, la forme bilinéaire induite g, sur V' est semi-définie. Un domaine conveze
Q est dit fortement convexe si la fonction définissante F' satisfaits (M3) dans la définition

(1.2.1).
Exemple 2.6 : Considérons le domaine suivant dans R" :

Q= (413 ()" <1} (29)
2 est strictement convexe. La fonction définissant S = OS2 est donné par :

F(5) = (20 H (2.10)

La forme bilinéaire induite g, est semi-définie positive pour tous y € S, mais n’est pas

définie positive en certains points y € S. Puis {2 n’est pas fortement convexe.
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Exemple 2.7 : Considérons la fonction suivante sur R? :
F(u,v) = {uq + 3cuv? + v4}1, (v, vy € R%
Soit :
gi1 = 3[F?uus G12 = 3[F Juw =t 921, 922 = [ F?] 0.

Un calcul direct donnes :
2u8 + 9cutv? + 6uvt + 3cvb

g = 2F%(u,v)
(9¢% - 4)udv? t det(g::) Geut + 3(4 — 3c?)u?v? + 6cv?
_—_— = e (A i d = —_ =
912 2F5(u, 0) 921 9ij) = 911922~ 912921 4F (u,0)
_ 3eub + 6utv? + euv? + 20°
g2z = 2F6(u,v) ’

Clairement, g1; > 0 et gos > 0 si et seulement si ¢ > 0. Supposons que ¢ > 0. Etudions le

signe de det(g;;). Ecrivons :

Geu* +3(4 - 3c?)uv? + 6cvt = 6e(u* + 20uv? + vt),

= %. Le polynoéme ci-dessus est positif pour tous (u,v) # (0,0) si et seulement

ou
si 0 > —1. Clairement, § > -1 si et seulement si ¢ < 2(sous I'hypothese ¢ > 0). Puis g, est

définie positive pour tous y = (u,v) # 0 si et seulement si 0 < ¢ < 2.

Soit (V, F') un espace de Minkowski. Il suit depuis (M2) dans la définition (1.2.1) que :

10
2 0s

Pour un vecteur y € S = F~1(1), l'espace tangent 7,,S peut étre naturellement identifié

gy(y,u) = === [F?*(y + su)] |s=0, 95 (v, y) = F*(y)- (2.11)

avec ’hyperplan suivant :
Wy={weV,g,(y,w) =0} c V.
Nous obtenons une décomposition pour V' :
V=RyeW,.
Soit :
hy(u,v) = gy(u,v) - F+(y)9y(?/a u)gy(y,v)-
h, est appelé forme angulaire. Notons que :

hy(y,y) =0, hy(y,w) =0, Yw e W,.
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Puis pour tous v =w+ Ay e V, ou w e W,
hy(U,U) = gy(wvw) > 0.

L’égalité s’obtient si et seulement si v = A\y. Puis h, est semi-définie positive sur V' et

définie positive sur W,. F' satisfaits :
Fly+v)<F(y)+ F(v),y,veV. (2.12)
L’égalité s’obtient si et seulement si y = Av pour un certain A > 0.

Preuve : de (2.12) Fixons un vecteur v € V et supposons y(t) := (1 -t)y +tv #0 et

¢(t) = F(y(1)).

Supposons que y(t) # 0 pour tous 0 <t < 1. Alors ¢(t) est C* sur [0, 1].

Observons que :

o(t) = m%)(v yu-y) 20,

Cela impliques :

20(5) < 6(0) + 6(1).

Nommément, :
F(y+v) < F(y) + F(v).

Supposons que y(to) = 0 pour un certain 0 < ¢y < 1. Sans nuire a la généralité, nous pouvons

2to—1

_1=tg 2to-1
to

= y. Puis :

supposer que tg > % Alors v = yety+ov=
Fy+v)=2=F(y) = F(y) - 2= F(y) < F(y) + F(v).

Ce qui prouves (2.12). (]

Par un argument similaire, on obtiens que :

F(y) < F(y+w),weW,. (2.13)

L’égalité s’obtient si et seulement si w = 0.
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S = F1(1)

Lemme 2.1 : (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit (V, F') un espace de Minkowski. Pour
tous y # 0,
9y(y,v) < F(y)F(v), Vv eV. (2.14)

L’égalité s’obtient si et seulement si v = Ay pour un certain A > 0.

Preuve : Soit v=Ay+weV, ou AeR et weW,. Observons que :

9y(y,v) = Mgy (y,y) = AF*(y). (2.15)

Si A <0, alors (2.15) impliques (2.14), et I’égalité dans (2.14) s’obtient si et seulement si

A =0 et v=0. Supposons que A > 0. Alors (2.13) impliques :

9y(y,0) = AF(y) F(y) < AF(y + sw)F(y) = F(v) F(y).
L’égalité s’obtient si et seulement si w =0, c¢’est-a-dire, v = Ay pour un certain A >0. =
Le lemme (2.1) a I'application suivante.

Lemme 2.2 : Soit (V, F) un espace de Minkowski. Supposons que y,v € V\{0} satisfaits

[’équation suivante :
gy (y,w) = gy (v,w),weV.
Alors y =v.
Preuve : En prenant w = v produit :
F2(v) = go(v,0) = gy (y,v) < F(y) F(v).
Cela impliques :

F(v) < F(y).
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En prenant w =y, on obtient :
F(y) < F(v).
Puis F(y) = F(v) et
gu(y,v) = F2(v) = F(y) F(v).

Par le lemme (1.2.3), nous concluons que y = v. |

2.3 Espaces de Finsler

Dans cette section, nous introduirons les espaces de Finsler. Les espaces de Finsler

seront vu comme les espaces métriques réguliers.

2.4 Définitions et propriétés

Définition 2.4.1 : Une fonction F : TM = Upep; T, M — [0, 00[ est appelé une métrique

de Finsler si il a les propriétés suivantes :

(F1) F est C* sur TM\{0} ;

(F2) Pour chaque x € TM, F, := F |7, 0 est une norme de Minkowski sur T, M.

La paire (M, F') est appelé espace de Finsler. Une métrique de Finsler F est dite réversible

si F'(-v) = F(v) pour tous veTM.

Soit F' une métrique de Finsler sur une variété M. Pour une courbe continue lipschitzienne

differentiable c¢: [a,b] — M, la fonction ¢t — F'(¢(t)) est mesurable. Définissons :

b
Lp(c):= [ F(é(t))dt.

L induits une fonction dp sur M x M par :
dr(p,q) = inf Lp(c),

ou l'infinimum est pris au dessus de toutes les courbes continues lipschitziennes ¢: [0,1] —
M avec ¢(0) =p et ¢(1) =q.

C’est facile de vérifier que :
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En tout point x € M, il existes un voisinage ouvert U, de x, une constante C' > 1 et un

difféomorphisme ¢ : U, — B" c R" tel que :
CHu—v| <dp(p™(u), o (v)) < Clu-v|,u,veB" (2.16)

Puis, dr(p,q) =0 si et seulement si p = g. Nous concluons que dp est une métrique sur M
et la topologie de variété coincides avec la topologie métrique.
La métrique induite dp définit aussi une structure longueur I, par (2.3). Il a été prouvé

(cf BUMA) que :
Ly = Ly,.
Cela impliques :
dr(p,q) = inf Ly, (¢).

ou 'infinimum est pris au dessus des courbes lipschitziennes c: [0,1] — M avec ¢(0) = p

et ¢(1) = ¢. Plus loin, la métrique dg est relaté a F' comme suit :

F(y) =lim sup d(c(tr).c(t2)) ,ye T, M. (2.17)

t1<ty,max [t;|—0 to—1
ol ¢:[—¢,e] — M est une courbe arbitraire C'* avec ¢(0) = y. Une classe importante des

métriques de Finsler est celle des métriques riemanniennes.

Exemple 2.8 : (Métrique riemannienne) Soit g = {gs }zerr, OU g, est une forme bilinéaire

symétrique définie positive dans T, M tel que les coordonnées locales (z?),
9i(2) = gu (% & % |x)

sont des fonctions C*°. g est appelé métrique riemannienne. Soit :

Fo(y) =V 92(y,y),y € T M. (2.18)

Venant de la définition, nous avons vu que F) est une norme euclidienne. La famille des
normes euclidiennes F' = {F, },cps est une métrique de Finsler sur M. Une métrique de
Finsler F' est dite riemannienne si il peut étre exprimer par (2.18) pour une certaine
métrique riemannienne g. La métrique de Finsler est généralement appelé une métrique

riemannienne dans ce livre.

Exemple 2.9 : (Métriques Randers) Soit a(y) = v/a;;(2)yy? et 5(y) = bi(z)y’ respecti-

vement une métrique riemannienne et une 1-forme sur une variété M. Supposons que
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18]l = sup _B) <1,z € M.

Par I'exemple 2.1,

F(y) = a(y) +B8(y)

est une métrique de Finsler sur M. F = a + [ métrique de Randers.

Exemple 2.10 : (Fonction psychométrique[DzCo]) Soit € un domaine de R". Une fonc-

tion psychométyrique sur 2 est une fonction 1 : 2 x 2 — R avec les propriétés suivantes :
(a) Pour chaque z €€, la fonction ¢ (z,.) atteint le minimum absolu ¢(z,z) en x;

(b) Tl existes une fonction continue croissante ¢ : [0,e[—> [0, 0o[ avec ¢(0) = 0 telle que

la limite suivante existes pour tous z € Q et y e T2 =R" :

Pyt W0 VD]

Nous obtenons une fonction non négative F' = F'(x,y) sur T2 = QxR". Nous appelons
F la fonction de Fechner et ¢ une transformation psychométrique associée avec 1.

Clairement, F' satisfaits :
F(x,\y) = F(z,y),A>0.

Une fonction psychométrique est dit Finslérien si la fonction de Fetchner associée est
une métrique de Finsler. De par la définition, si 'on se donne une métrique de Finsler

quelconque F' sur un domaine €2 c R™ et u > 0, la fonction :

Y(z,y) = [F(z,y)]

est une fonction psychométrique sur €.

Exemple 2.11 : Soit d une métrique de Funk sur un domaine strictement convexe (2
dans R™. Supposons que €2 est fortement convexe. Par la définition, il existes une norme

de Minkowski ¢ sur R™ et un point p € €2, :

Q- {p} ={y e R"|p(y) <1},

La métrique de Funk d sur €2 est actuellement induites d’'une métrique de Finsler. Pour
trouver le candidat, nous prenons un point z € 2 et y € T,Q\{0}. Soit L, le rayon issue de

x dans la direction y et z = L, n9Q. De (2.1), le candidat F' satisfaits nécessairement :
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F(y) = i 4@ +ey)

e—0*

£
. Py . p . . P N
lim lln(g) Clairement, 1’équation ci-dessus est équivalente a

e—0t = \|z -z -ey|
< - >
= —y7Z I ,yETzQ:Rn
|2 - zf?
I’équation suivante :
Y
T+ =z € 0f). (2.19)
F(y)

Puis si d est induite par une métrique de Finsler, alors F' est déterminée par (2.19).
Nous pouvons aisément montrer que F' déterminée par (2.19) est en fait une métrique de
Finsler et cette métrique de Finsler induits la métrique de Funk d. Nous pouvons aussi
appeler F' la métrique de Funk sur €.

La métrique de Klein dx sur €2 est définie par :

dx(p,q) =3 (d(p,q) + d(g,p)).

Nous pouvons montrer que dg est induite par la métrique de Finsler suivante :

Fie(y) = 5 (F(-9) + F(1)) (220)

ou F' est la métrique de Funk sur 2. Nous appellerons aussi F la métrique de Klein sur

Q.

Prenons le cas spécial ou {2 = B est la boule unité dans 'espace euclidien R™. Un calcul

direct donnes une formule explicite pour la métrique de Funk,

2 — (|x2]|ly]2- < x,y >2)+ <2,y >
F(y) = \/|y| G ||y|1 2P y>%) Y ,y € T,B" = R, puis La métrique de Klein sur
—|x

B” est une métrique riemannienne.

Le lemme suivant est due a Okada [Ok].
Lemme 2.3 : (Okada) La métrique de Funk F :TQ =Q x R* — [0, 00 satisfaits :

Fu = FFy. (2.21)
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Preuve : Par hypothese, €2 est fortement convexe, c¢’est-a-dire, qu’il existes une norme de

Minkowski ¢ sur R™ et un point p € €2 tels que ¢(y —p) = 1,y € 9. Puis :

w(smﬁ—p):l (2.22)

En différentiant (2.22) respectivement par rapport a x/ et 3/, nous obtenons :

(8= F2Fuy')p.i(2) = 0 (2.23)
(5~ P Fyyf)F () = 0 (2.24)
Ol 2= + 7y — p- Il suit de (2.23) et (2.24) que
(Fyi = FE,)a(2)y =0, (2.25)
Observons que v = (v*) € T,R" est tangent a OS2 si et seulement si
@.i(z)vt = 0.
Puis ¢,:(2)v? # 0. 1l suit de (2.25) que
F, - FF, =0.
Cela impliques (2.22). |
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Les m-espaces de Finsler

3.1 Espaces mesurables

Soit M une n variété C'*. Une forme volume du sur M est une collection non dégénérée

de n formes du; = o;(x)dz?t....dz" sur les voisinages coordonnées {p;, U;} telles que :
(V1) M = UUi;
(V2) SiU;nU; # @, alors du; = du; sur U; nUj,

Nommément, si dy; = o;(x)dxt....dz" et dp; = oj(x)dul....du™, alors :

oi(x) = |det (g—;‘;)

o;(u).

Par (V2), on a :

UiﬁU]' UiﬁUj

Prenons une partition de I'unité {¢;} pour le recouvrement {U;}, c’est un ensemble de

fonctions C'™ positives 1); € C(U; nU;) avec les propriétés suivantes :
(a) Pour chaque z € M, on ne peut trouver qu'un nombre fini de U; tels que ¢;(z) #0;
(b) X 4i(z) =1 pour tous x € M.
Chaque forme volume dy = {dy;} définie une mesure p sur M par :
u(f) = ;Uf U fdp, f e CE(UinUj).
Pour deux formes volumes quelconques dpy et dus sur M, il existes une fonction positive

C> p telle que :

dps = pdpy .
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Puis si nous fixons un volume dyiy sur M, les formes volumes dy deux a deux correspondent
aux fonctions positives C'* ¢ par du = @dpyg.
Remarques

La forme volume la plus simple sur R" est la forme volume euclidienne :
dV :=dx'...dx". (3.1)
Le volume euclidien de la frontiere de ’ensemble ouverte €2 c R" est donné par :
Vol(Q) =£dV=g{dm1...dx”.

Plus généralement, sur une variété riemannienne (M, F), ou F(y) = \/¢9i;(z)vijy?, la

métrique riemannienne F' détermines une forme volume canonique :
dV, :=\/det (g;j(x))dx'...dz™. (3.2)

Nous appellerons dV, la forme volume riemannienne de F'.

Remarques
Nous considérons une variété orientée M munie d’une forme volume dyu. Nous pouvons
voir dy comme une n forme sur M. Soit X un champ de vecteurs sur M. Définissons une

n -1 forme X |du sur M par :
X|dp( Xz, ..., Xp) = dp(X, X, ..., Xy).
Définissons :
d(X |dp) = div(X)dp. (3.3)

Definition
Nous appellerons div(X) la divergence de X. Clairement, div(X) dépends seulement

de la forme volume du. Dans un systeme de coordonnées locales (%), exprimons du =

o(z)dz?...dz™. Alors pour un champ de vecteurs X = X2, sur M,

ox?
10 N 0X' X' 0o
div(X)=——(0X")= — + ——. 3.4
w(X) a(‘?xl(g ) 8xl+ o Ox' (34)
Propriétés
En appliquant le théoréme de stokes a n = X |du, nous obtenons :

[div(X)du _ [d(XJdu):O,si OM = & (3.5)
M M

fdz'v(X)du [d(XJd,u) = /deu,si OM + @.(cflivresd, électromagnétisiBed)
M M oM
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Volume sur un espace de Finsler(cf FINSLER GEOMETRY)
Il existe deux formes volumes canoniques sur un espace de Finsler. Ces deux métriques
sont cependant réduites a la forme volume riemannienne quand la métrique de Finsler
deviens riemannienne.
Supposons que (M, F') est un espace de Finsler de dimension n. Soit {b;}?; soit une base

arbitraire pour T, M et {#'}", la base duale pour 3M. L’ensemble
B ={(y") eR", F(y'b:;) <1} (3.7)
est attaché a un sous ensemble ouvert fortement convexe de R™. Définissons :
dVp = op(x)0' Ao A O™,

ou

_ Vol(B™)

Notation
La forme volume dVy détermines une mesure réguliere noté Volp.
Définition

dVr est appelée forme volume de Busemann-Hausdorff.

Remarque
En général, le volume euclidien de B? dans (3.8) ne peut pas étre exprimé par F' dans
une forme explicite. Ci-dessous nous discuterons sur certains métriques spéciales pour

lesquelles on peut calculer dVp.
Exemple 3.1 : Soit (V, F') un espace de Minkowski de dimension n et
B {yeV,F(y)<1)

désignes la boule unité de F'. Soit (z?) le systéme de coordonnées locales déterminé par la

base {b;}™,. Soit
Bm:={(y%) € R, F(y'bi) < 1}.

Alors

_ Vol(B")

= W = constant.

or(r)
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3.1. Espaces mesurables

Nous obtenons

Volp(B) = [ dVr = [ op(z)dz'...dz™ = Vol(B").
B Bn

Exemple 3.2 : Considérons la métrique de Randers F' = o + [ sur une variété M, ou

a =+/a;;j(x)y'y’ est une métrique riemannienne et 3 = b;(x)y; est une 1- satisfaisant :

1B8llo = sup B(y) = \/a' (2)bi(2)b;(x) <1,

az(y)=1
ou (a¥(x)) = (a;(z))™t. Soit dVp et dV,, les formes volumes de Hausdorff de F et «,

respectivement. Par un simple calcul, nous obtenons :

dVy =+/det(a;;(z))dz!....dxm.

C’est juste la forme volume riemannienne de a définie en (3.2). Pour trouver dVx, nous
prenons une base orthonormée {b;}, pour (T, M, ;) telle que B, (y) = ||5|l.y*, ot y = yib;.

Alors le sous ensemble ouvert B? dans (3.7) est un corps convexe dans R,, donné par :

181l
L+ |51

Le volume euclidien de B? est donné par :

2
oty (o1 Tl ) -1 £ <1

vo(pr) = VOB (3.9)
(1-18I12) =
Puis
Vi = (1-[|B]2) %" dV.. (3.10)
Ceci impliques :
Volp <Vol,. (3.11)

Supposons que M est fermé. Alors :

n+1l

Volp(M) =A4(1 —IBl12) "2 dVi < Vola (M)

et 1’égalité s’obtient si et seulement si 5 = 0.

Exemple 3.3 : Soit :

S
1l
NS

((u")?+ % Buur,u=(ur) € R™,
p=1

n

avec 4 [ Y. (B,,)? < 1. Considérons une immersion ¢ = (¢*) : M — (R™*L,||.|]). ¢ induits
p=1

une métrique de Finsler sur M,
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3.1. Espaces mesurables

F() =5 (055 @y + 3 B @)= |-
Soient av:=+/a;;y'yl et B :=b;i(z)y’, ou :

iy (2) = 0 ()55 (). bulw) = 3 B0 (),

Alors la norme de 3 en utilisant celle de a est donné par :

B =+/a"(x)b(x)bj(x) <[ % 1( )2 <1, ou (a)(x) = (a;;(z))™t. Puis F'= a+ [ est une

métrique de Randers sur M

=[5, @0 b= ) € o
p=1

Considérons un graphe dans I’espace de Randers (R™*!,||.||),

Soit b avec |b] < 1 et :

urtl = f(u),u=(u') e Qc R".
L’immersion standard ¢ : Q — R™*! est donné par :

o(at . xy) = (xh o x, f(ah . x)).

Nous obtenons :

of

wy =6+ 2L 2L (@) b =b

().

Ceci donnes :

det(aij) =1+ |df|2,

() + - (55)-

L’inverse de (a;;) est donné par :

ou

1 =6 e g (1) 2L (0), b =05 (),

Puis donnes :

17 = 024

L+[df |-

Nous obtenons : .
dVp = (1- b?l‘fl{l'ﬂg) A

= ( - b? 1Ld|J;|f‘2 ) del...dx”.
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3.1. Espaces mesurables

Exemple 3.4 : Soit {2 un domaine fortement convexe de R". La métrique de Funk est
définie par :

Y
z=x+——,y T, Q~R" 3.12
() 12

ou z € J€)(confere exemple (3.4)). Notons que :
By = {(y) e B*, F(y'h) < 1} = Q- {a},

Puis :
Vol(B)  Vol(B)
Vol(Br) ~ Vol(Q2)

Ceci impliques que le volume de Busemann-Hausdorff est constant :

op(x) = = constant. (3.13)

Volp(Q) = faF(a:)dxl...dx” - Vol(B"). (3.14)

C’est une autre forme volume important sur les espaces de Finsler. Soit (M, F') un espace
de Finsler de dimension n. En un point x € M, fixons une base {b;}”, pour T, M et sa

base duale {6}, pour T M. Pour un vecteur y = y'b; € T, M\{0}, posons :

95 (y) = gy (bi, by).
Chaque g;;(y) est une fonction C'* sur R\{0}. Définissons :
I det(gi(v))dy...dy"

Vol(B") ’

&F =
ou B est défini dans (3.7). La n forme :
dVi = 6p(z)0"....07 (3.15)

est bel et bien une forme volume sur M.

Soit :

w = gi;(y)y;da’.

w est appelée la forme de Hilbert. Observons que :

7]

k
dw = ai]% ykdat A dad - gidxt A dy'.

La forme de Hilbert w est une forme volume définie sur TM\{0} par :

qv o= (-1)’“’?”%(@)“. (3.16)
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3.2. Hyperplans dans un m-espace de Minkowski

P. Dazord a parlé de (dw)™ dans sa these Ph.D [Dal]. Il a défini plus loin le volume d’un

espace de Finsler compact (M, F') par :
, 1
Vil(M) = — / dv, (3.17)
“r g

ou m: BM — M désignes le fibré de la boule unité de M. Dazord est maintenant défini le
volume en utilisant le fibré tangent de la sphere SM. Mais cette définition est essentielle
comme celle du (3.17) due a ’homogénéité de F(cf. [Da2]).
Observons que pour une fonction f sur M,
[ 7 fdV =w, [ dVp.

BM M
Puis la forme volume dV sur BM donne naissance a la forme volume dVj sur M.
R.D Holmes et A.C Thompson [Th] ont pris une approche différente pour étudier la
géométrie de Minkowski et ont découvert cette forme volume spéciale dVp. Par conséquent,

dV est appelé la forme volume de Holmes-Thompson dans la littérature [Al][AlFe].

3.2 Hyperplans dans un m-espace de Minkowski

Etant donné une forme volume sur une variété M d,, il n’existes pas de chemin ca-
nonique pour définir une forme volume sur les hypersurfaces en utilisant du. Si M est
aussi muni d'une métrique de Finsler F', alors F' détermines un champ de vecteurs normal
(local) le long de n’importe quel hypersurface. En utilisant le champ de vecteurs normal,

on peut définir une forme volume sur des hypersurfaces en utilisant dy.

Soit (M, F,dp) un m-espace de Finsler. Soit dVp la forme volume de Busemann-

Hausdorff de F'. La forme volume dyu peut s’écrire :
dp = pdVp,

ou ¢ est une fonction positive C*® sur M. Puis il suffit de définir la forme volume induite
sur une hypersurface pour la forme volume dVr de Busemann-Hausdorff. Puisque dV F' en
chaque point z € M est déterminée complétement par la norme de Minkowski F), sur T, M,
nous pouvons d’abord étudier les espaces de Minkowski.

Considérons un espace de Minkowski (V, F'). Etant donné un hyperplan W ¢ V, nous
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3.2. Hyperplans dans un m-espace de Minkowski

prétendons qu’il existes un vecteur unité n € V' tel que :
W ={veVl]g,(n,w) = 0}. (3.18)
Pour prouver cette prétention, prenons un vecteur v ¢ W et soit :
d(w)=Fv-w),weW.

Clairement, ¢ atteint son minimum m := min¢ en un unique point wy € W. Soit :

Si ¥ = A\ + @, A0, est un autre vecteur du méme coté de W, alors ¢ := F(v-w) atteint ce
minimum m = Am en wy = W — Awp. Cela impliques que :

_ (M +w) = (w-Awp) _

m

V—wo

’T)—Qo
m m

Puis n est indépendant des vecteurs du méme c6té de W que v. Soit n un vecteur normal
a W.

Fixons un vecteur w ¢ W et soit :

F(t) = 5% (wo + tmw) = 55 F2(v — wp — tmw) = % F2(n + tw).

En différentiant f on a :

0= 1(0) = § & [F2(n + 10)] o= gu(n,).

Cela impliques (3.18).
Pour n'importe quel plan quelconque W c V| il existe exactement deux vecteurs normaux

n,n’ €V a W. En général, n et n’ ne sont pas paralleles a moins que F' est réversible.

FIGURE 3.1

Dans ce qui suit, nous introduirons une fonction importante sur un espace de Minkowski.

Cette fonction serait utilisé pour définir la forme volume sur les hyperplans dans un espace
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3.2. Hyperplans dans un m-espace de Minkowski

de Minkowski.
Soit (V,F) un espace de Minkowski. Pour un vecteur y € V\{0}, nous obtenons un

hyperplan :
Wy ={weV,lgy(y,v) = 0}.
Prenons une base {b;}", pour W, et by =y tel que {b;}", est une base de V. Soit :

B {(y) eR%.F( £ yhi) <13,

Br-ti={(y*) € R, F (agz yaba) <1}.

B" et By~ dépendent du choix de {b,}_,. Définissons :

_ Vol(BY)  Vol(By)
C(y) T VOl(Bn — 1) F(y)VOl(Bn)

(3.19)

Remarque
La fonction ¢ est indépendante du choix de {b;},. Egalement, ¢ a la propriété d’homogé-

néité suivante :

C(y) =C(y),A>0,y #0.

Notons que si F' est euclidien, alors ((y) = 1. Une question naturelle est : F' est-il euclidien

ou pas quand ¢ =1. .

Lemme 3.1 : Soit (V, F') un espace de Minkowski de dimensionn. Soient c(n) := %
ol (™ —
et \:= sup % Alors :
yeV\{0}
(1+A)"en <((y) <2%c(n),y # 0. (3.20)
En particulier, si F' est réversible (A=1), alors :
27, < ((y) < 2"c(n).(cf ZhongminShen) (3.21)

Preuve : Fixons un vecteur unité y = y'b; € V. Pour tout ¢ € [0,1] et (v* € By,
F(ty + v, <tF(y) + F(v%,) < 2.
Puis [0,1] x Bp~1 c 2B™ et

Vol(By~t) <2Vol(B").
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3.2. Hyperplans dans un m-espace de Minkowski

Cela donnes le membre droit de I'inégalité (3.20).

Rn—l ®mn-1
3 (J 23 R 1 ao e 0 !J R
kj zp” /
20"

Soit (t,v*) € B", c’est-a-dire, F'(ty +v%,) < 1. Si t >0, alors il suit de (2.13) que :

t=F(ty) < F(ty +v%,) <1,
F(ve,) < F(ty + v%,) + F(-ty) <1+ A,

Si t <0, alors il suit de (2.13) encore que :
—t=F(-ty) < F(-ty—v*,) + F(-ty) <1-t<1+\.
Puis :
c[-A1]x (L+X)Bp-t.
Puis donne le membre de gauche de l'inégalité de (3.20). ]

Hypersurface dans un m espace de Finsler

Maintenant nous allons définir le forme volume sur les hypersurfaces dans un m espace de
Finsler.

Soit (M, F,du) un m-espace de Finsler et i : N — M un mono.

Notre but est de trouver un volume dAr sur les hypersurfaces tel que I'égalité suivante
soit obtenue,

Volp(B(x,p+¢e)—Volp(B(z,p)
. .

Ap(S(a.p)) = liny (3.22)

Cependant, (3.22) ne permet pas d’obtenir la forme volume de Busemann-Hausdorff dVj
de la métrique de Finsler induite F := i*F sur N.

Rappelons que pour la norme de Minkowski F}, = F' |1, , il existes une importante quantité
Co: T M\{0} — [0, +0o[ (cf. (3.19)). Puis nous obtenons une fonction scalaire ¢ = {(; }zens
sur TM\{0}. Avec cette fonction scalaire, nous pouvons définir la forme volume désirée

sur les hypersurfaces.
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3.2. Hyperplans dans un m-espace de Minkowski

Définition 3.2.1 : Soit N une hypersurface dans un espace de Finsler (M, F) et n un
champ de vecteur normal le long de N. Soit dVi la forme volume de Finsler de la métrique

de Finsler induite F sur N. On obtient :
dAr :=((n)dVp, (3.23)

ot C est défini dans (3.19).

Definition
dAp est appelé la forme volume induite de dVy relativement a n.
Pour une forme volume arbitraire du sur M, écrivons du = pdVE, ot ¢ € C°(M) et

définissons :
dv = pdAF.

Definition
dv est appelé la forme volume induite par du relativement a n.
Remarques
De la définition de dAr, on voit que dAr dépends du choix des vecteurs normauz d moins

que F' soit réversible. Par le lemme (3.1), nous savons que si F' est réversible, alors  est

bornée par deuxr nombres universels constants c1(n) et ca(n). Puis : *

c1(n)dVs < dAp < ca(n)dV F.

C’est un autre chemin pour exprimer dAr sur une hypersurface i : N — M. Fizons un
champ de vecteurs normal n le long de N. Pour un point x € N ¢ M, soit {b;}", une base

de T, M telle que by =n, et {b,}"_, une base de T,N. Posons,
dVF = O'F(iL')el VANRTVAN 0”,

oti op est donné dans (3.8). Soit {0}, la base duale de T; M et {62}"_, le pull-back de

{02}"_, sur N. Exprimons :
AV = Up(x)e_z A AO".
De la définitions de ((n,), on a :

op(r) = ((na)op(2)
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3.2. Hyperplans dans un m-espace de Minkowski

et
dAp = op(x)0* A ... A O™ (3.24)

Soit X un champ de vecteur sur M. Ecrivons :

X |n=ga(n, X)n+ X,
ot X € TN. Alors pour tout ensemble de vecteurs tangents Xo, ..., X, € TN

X|du(Xa, ..o, X0) = gn(n, X) fu(n, Xs, ..., X3,). (3.25)

En chaque point x € N, soit {b;}1, et {6"}", comme ci-dessus. Posons :

dp=oc(x)0' A...AO™.
Par (3.24), on obtient la forme volume induite v sur N,

dv=0c(z)02 A ... A"
Puis :

du(n, Xo, ..., X)) =dv( Xy, ..., X,,).

Il suit de (3.25) que :
i*(X|dp) = gn(n, X)dv. (3.26)

Supposons que M est une variété compacte orientée telle que OM soit lisse. Par le théoréme

e Stokes, pour n’importe quelle (n—1) forme n sur M,

[dn= [ in.
M oM

En appliquant le théoréme de Stokes a = X |du, nous obtenons le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.1 : Soit (M, F,du) un m-espace de Finsler orienté et compact et n le

vecteur normal extérieur a OM . Alors pour tout champ de vecteurs X sur M,
f div(X)dp = f gn(n, X)dv. (3.27)
M oM

En particulier, si M est une variété orientée et fermée, alors :

[ div(X)dp=0.(cf FINSLER GEOMETRY) Maison d’édition :World scientific 2011
M
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* % Chapitre Quatre IS

IMPLICATIONS PEDAGOGIQUES

Le présent mémoire est un travail de recherche qui nous prépare a l’exercice du métier
d’enseignant du secondaire. C'e mémoire nous a offert l’occasion de faire nos premiers pas
d’autonomie en terme d’investigations scientifiques et littéraires et de déploiements de
nos aptitudes dans la perception, la compréhension et la construction d’un raisonnement
logique. Nous allons tout au long de cette partie faire ressortir brievement les apports de
notre travail pour ’exercice de notre futur métier d’enseignant. Nous insisterons tour a
tour sur les apports en didactique, les apports en terme de connaissances mathématiques

et enfin l'initiation aux nouvelles technologies de l’information et de la communication.

4.1 Apport en didactique

L’une de nos taches principales en tant qu’enseignant est la préparation de nos cours et
pendant celle-ci, nous utilisons souvent des livres et autres manuels dans lesquels le savoir
n’est pas toujours présenter de facon a étre directement accessible aux apprenants. Notre
travail consiste a faire une transposition didactique de ce savoir afin de le rendre accessible
aux apprenants pour que ces derniers soient aptes a mobiliser et a construire leurs propres
connaissances. Ainsi, la didactique nous permet de développer chez les apprenants les
capacités telles que :

— [tmportance et la pertinence d’un nouveau savoir.

— laptitude a construire et a intégrer les nouvelles connaissances.

— la qualité de la présentation selon les normes d’un travail scientifique
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4.2. Apport en connaissances mathématiques

4.2 Apport en connaissances mathématiques

En terme d’apport en connaissances mathématiques, ce mémoire nous permet de faire
un fort rapprochement avec les notions du calcul intégral ,des distances et du calcul d’aires
dispensés dans certaines classes de terminales.

Limites sur le calcul intégral : Elle nous a permis d’avoir une vision plus large sur

la notion du calcul intégral enseigné en classe de terminale a savoir : comment déterminer
lintégrale d’une fonction continue sur un domaine mais n’admettant pas de primitive
connue sur ce domaine ¢

Au primaire nous avons vu comment calculer [’aire de certaines figures particuliéres
(carré, rectangle, trapéze ...) ensuite au secondaire on montre comment calculer ’aire
d’un domaine délimité par plusieurs fonctions. Mieuzr encore, on montre comment faire
lapprozimation de cette aire lorsque le domaine peut étre approximativement subdivisé en
un nombre fini de rectangle de méme largeur (Méthode des rectangles) ou par un nombre
fini de trapéze de méme hauteur (Méthodes des trapézes). Dans le cas ot les deuz méthodes
précédentes ne sont pas applicables, comment y procéder ? Nos études menées dans ce
mémoire nous permettent d’apporter des solutions a cette question. Ainsi, les connaissances
mentionnées dans ce mémoire nous outilleront d’avantage pour mieux dispenser certains
enseignements au lycée car ayant une vision plus large et une connaissance plus approfondies

de la notion a enseigner.

4.3 Initiation aux nouvelles technologies de I’infor-
mation et de la communication

Le présent travail a €té rédigé a l'aide du logiciel de saisie LaTeX qui est approprié aux
saisies mathématiques. Les outils technologiques tels que le vidéo-projecteur, les logiciels
(LaTeX, Word,...), internet et le logiciel R ont été d’un grand apport pour la rédaction de
ce mémoire. Ces outils nous seront utiles dans la mesure ot nous devons nous servir de cela
et en particulier de I’Internet pour compléter le déficit ou l'insuffisance des informations
contenus dans les manuels scolaires et du LaTeX pour la saisie de nos cours et de la

confection de nos fascicules ou livres et également de nos épreuves.
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» Conclusion et perspectives

Au terme de notre étude, I’'on peut dire que notre étude sur la géometrie sur une variété
de finsler nous a permis d’apprehender comment calculer le volume de certains domaines
en dimension n sur un espace de finsler (par exemple domaine convexe) en utilisant les
espaces de finsler,et plus précisement la métrique finslerienne et riemannienne, ainsi que
l'utilisation de 'opérateur divergence d’un champ de vecteurs pour construire des formes
volumes de finsler relativement a une métrique induite sur une variété M et d’autre part cet
étude nous a également permis de comprendre qu’on peut définir des formes volumes sur des
hypersurfaces en utilisant un champ de vecteur normal et la forme volume du. Cependant,
nous remarquons que le calcul des formes volumes utilise des métriques spéciales a l'instar
de la métrique de finsler et la métrique riemannienne, mais alors comment calculer les

formes volumes a partir d,une métrique quelconque ¢
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