T 7 e A A A i o e e e e ol e e e e e e e ok

% REPUBLIQUE DU CAMEROUN REPUBLIC OF CAMEROON

LR Fekhhhfeddhd

Peace-Work-Fatherland

Fhddkdhhk

Paix-Travail-Patrie
R T R

UNIVERSITY OF YAOUNDE I

Tk hhd

HIGHER TEACHERTRAINING

UNIVERSITE DE YAOUNDE 1

LR R o

ECOLE NORMALE SUPERIEURE

DE YAOUNDE COLLEGE OF YAOUNDE
L R R R A R RS . ER R
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES DEPARTMENT OF MATHEMATICS
Khdkdkddhhhnx sk ok koK sk ok ok kkk
)

(

Mémoire de DI.P.E.S Il de mathématiques
De
MOTCHEKA KAMGAING Albert
Matricule : 08V 0320
Licencié en Mathématiques

Sous la direction de :
Pr Hubert NNANG

Maitre de Conférences

Ecole Normale Supérieure, Université de Yaoundé 1

Année académique : 2015-2016

X S X X X X X 2 2 5 5 5 X X0 X X 2 2 5 5 50 50 50 X0 X0 20 20 2 2
33 3 4 34 5 3 3 3 3 3 54 34 54 5 o 3 3 3 3 34 54 5 o 33 3 5 o

e A A A e A A A o e e de e e e e e e o



CHANGEMENT DE VARIABLES DANS LES
INTEGRALES
Mémoire de DIPES II de Mathématiques
De

MOTCHEKA KAMGAING Albert
Matricule: 08V 0320
Licencié en Mathématiques pures

Sous la direction de :

Pr. Hubert NNANG
Maitre de conférences

Ecole Normale Supérieure, Université de Yaoundé I

Année Académique 2015-2016
7 juillet 2016



DEDICACE

Je dédie ce mémoire a :
Ma maman chérie KAMTCHUENG Jeannette, mere pleine d’amour et de

tendresse .

ENS 2016 i Memoire DI.P.E.S II. 2015-2016



REMERCIEMENTS

Ce Mémoire n’aurait jamais vu le jour sans 'Eternel et la participation effective de

certaines personnes que j’ai eu la grace d’avoir auprés de moi pendant ces deux années de

travail ; je dis merci particuliérement :

Au Dieu tout puissant, qui m’a accordé les gréaces nécessaires au cours de ce travail
pour accomplir I'une des missions auxquelles il m’a appelé. Dieu d’amour comment
ne pas te bénir et te glorifier pour tant de merveilles que tu as accompli dans ma
vie ? Merci Seigneur, a toi la plénitude de la gloire ;

Au Professeur NNANG Hubert pour m’avoir proposé ce sujet et dirigé tous les
travaux de ce mémoire en faisant preuve d’'une grande disponibilité malgré ses
multiples occupations;

A tous les enseignants du département de mathématiques de I'Ecole Normale Supé-
rieure de Yaoundé qui m’ont tout appris depuis mon entrée dans cette prestigieuse
école ;

A tous les ainés, camarades de promotion et mes camarades de l'université de
Yaoundé I pour leur soutien ;

A tous ceux qui n’ont ménagé aucun effort a lire ce mémoire et en faire des critiques et
suggestions importantes, je pense a Junior TSOYI, SOP MADJO, Hilaire TOUYEM ;
A tous ceux qui m’ont aidé & saisir ce mémoire aprés I'avoir perdu lors d’une agression.
A toute ma famille pour leur soutien moral, matériel et financier qu’elle a eu a faire
jusqu’ici pour ma réussite académique. Particulierement & Romain KOMMOGNE,
Pillipe KOM, Germain TCHATCHIM, Gisele MALIEDJE, Jean pierre CHETUENG,
Gertrude YOUBI, Juliette AKEUFACK, Alice GAKAM et Antoine DJATCHEGIE;
A la famille MABOU, MAWE Jeanne et sa suite;

A tous ceux qui m’ont aidé par quelque maniére que ce soit et ne s’y retrouvent pas,

qu’ils trouvent ici ma profonde gratitude.

ENS 2016 ii Memoire DI.P.E.S II. 2015-2016



Déclaration sur ’honneur

Le présent document est une ceuvre originale du candidat et n’a été soumsis
nulle part ailleurs en partie ou en totalité, pour une autre €évaluation acadé-
mzique. Les contributions externes ont été diment mentionnées et recensées en

bibliographie.

Signature du candidat

MOTCHEKA Albert

ENS 2016 iii Memoire DI.P.E.S II. 2015-2016



Table des matiéres

DEDICACE i
RESUME vii
ABSTRACT viii
INTRODUCTION 1
1 NOTIONS PRELIMINAIRES 2
1.1 Définitions et propriétés . . . . . . . . ... 2
1.1.1 Notion de mesure . . . .. ... . ... ... 2

1.1.2  Quelques exemples de mesures . . . . . .. ... ... .. .. ..... 4

1.1.3 Mesure de Lebesgue sur R® . . . ... ... .. ... ... ....... 4

1.1.4 Notion d’intégration. . . . . . .. .. ... ... L 8

1.2 Quelques théorémes fondamentaux d’intégration . . . . . ... ... ... .. 9

2 CHANGEMENT DE VARIABLES DANS LES INTEGRALES : CAS
DE R 13
2.1 Calcul de primitives . . . . ... ... 13

2.1.1 Tableau de quelques primitives usuelles . . . . . ... ... ... ... 13

2.1.2  Méthodes d’'intégration . . . . . . ... ... 14

2.1.2.1 Intégration par changement de variables . . . . . . ... .. 14

2.1.2.2 Intégration par partie . . . . ... ... ... ... .. 15

2.2 Intégration des fonctions rationnelles . . . .. ... ... ... . L. 16
2.2.1 Décomposition en éléments simples . . . .. ... ... ... ... .. 17

2.2.2  Détermination des constantes . . . . .. .. ... L 17

ENS 2016 iv Menmorre DI.P.E.S II. 2015-2016



Table des matiéres

2.3

Autres types d’intégration . . . . .. ... 18
2.3.1 Intégration des fonctions trigonométriques . . . .. . ... ... ... 18
2.3.2 Intégration des fonctions hyperboliques . . . . .. ... .. ... ... 19
2.3.3 Intégrales Abéliennes . . . .. ... ... 20

2.3.4 Utilisation d’une paramétrisation, représentation paramétrique ra-

tionnelle . . . . . . 22

3 CHANGEMENT DE VARIABLES DANS LES INTEGRALES : CAS

GENERAL 23
3.1 Introduction et généralité . . . . . . . .. ... oo Lo L 23
3.2 Propriétés et théoreme du changement de variable . . . . .. ... ... ... 24
3.3  Quelques exemples d’applications . . . . . ... ... ... . L. 30
3.4 Passage en coordonnées polaires . . . . . .. ... L oL 32
3.5 Coordonnées cylindriques . . . . . . . . ... 36
4 PORTEE PEDAGOGIQUE 40
4.1 Intéréts du changement de variables . . ... ... ... ... ... ... ... 40
4.1.1  Pour l'enseignant . . . . ... ... ... ... ... 40
4.1.2 Pourléleve . . . . . . .. 41

4.2 Tlustrations . . . . . . . . ... 41

4.2.1 Calcul du volume d’un cone de hauteur h > 0 et de rayon de base R >0 41
4.2.2  Calcul du volume de la sphére derayon R >0 . .. ... ... ... 42

4.2.3  Calcul du volume d’un cylindre de rayon R > 0 et de hauteur

h= hg - ]’Ll SO . e 43

4.2.4 Calcul du volume d’une pyramide de hauteur h >0 et dont la base
est rectangulaire de longueur 2a et de largeur 2b. . . . . .. ... .. 43
CONCLUSION 46
Bibliographie 47

ENS 2016 \% Memoire DI.P.E.S II. 2015-2016



Table des figures

3.1 Coordonnées polaire d'un point M . . . .. ... .. . oL 33
3.2 Coordonnées sphérique d’'un point M . . . . ... ... ... .. ... .. ... 34
4.1 CONe . . . o 42
4.2 Sphére . . . . .. 43
4.3 Cylindre . . . . .. 43
4.4 Pyramide . .. .. ... 44
4.5 Exemple de volume obtenu en tournant une courbe autour de l'axe des
abscisses . . . ... 45
ENS 2016 vi Menmorre DI.P.E.S II. 2015-2016



RESUME

Dans ce travail, nous effectuons le changement de variables dans les intégrales (de
Lebesgue dans R",n > 1). Précisément, nous établissons la formule suivante dite de

changement de variables :

[ tway= [ 1e@)Ipe) @),

ott U et V sont deux ouverts de R, f est une fonction mesurable de V — R, ¢ est un
difféeomorphisme de classe C! de U sur V, D(p) est le déterminant de la matrice Jacobienne
de ¢ et dz est la mesure de Lebesgue sur R™.

En utilisant la notion de mesure image, nous montrons que la formule est vraie pour les
fonctions indicatrices. Ensuite, partant du fait que toute fonction étagée est combinaison
linéaire de fonctions indicatrices, nous établissons la formule pour les fonctions étagées ; et
enfin pour des fonctions mesurables ; car toute fonction mesurable est limite d'une suite

de fonctions étagées.

Mots clés : mesure, fonctions mesurables, difféomorphisme, ensemble négligeable,

changement de variables.
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ABSTRACT

In this work, we make change of variables integral (of Lebesgue in R™ n > 1). Exactly,

we establish the following formula call change of variables formula :

[ fway= [ Fe@)ID@)@dr,

where U and V are open subsets of R", f is a measurable function of V — R, is a
C!-diffeomorphism, D(y) is the determinant of the Jacobian matrix of ¢ and dx is the
Lebesgue measure R”.

Using the notion of frame measure, we prove that the formula is is true for characteristic
functions. Then, going to the fact that every simple function is a linear combination
of characteristic functions, we establish the formula for simple functions and finally for
measurables functions because every measurable function is a limit of a sequence of simples

functions.

Keys words : measure, measurable functions, diffeomorphism, negligible set, change

of variables.
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INTRODUCTION

L’intégration est un concept fondamental en mathématiques issue de ’analyse. Elle
est trés utilisée dans de nombreuses branches des mathématiques telles que la probabilité
et la statistique qui sont des domaines trés applicables dans la société. Historiquement,
tout part du fait que 'on souhaite évaluer I'aire sous une courbe graphique. Les méthodes
utilisées doivent beaucoup a la théorie de l'intégration qui occupe une place prédominante
en mathématiques; bien qu’il faille attendre les améliorations du calcul infinitésimal. Au
XVII¢ siécle naissent des méthodes générales du calcul de l'infini (voir le principe de
Cavaleri) [1]. En 1686, Leibnitz apporta des modifications importantes en mettant sur
pied les fondements de 'intégration (Geometria recondita, 1686) ; il donna entre autres le
lien entre intégration et dérivation. Malgré ces sacrifices, il y avait encore beaucoup a faire,
c’est ainsi qu’au XIX¢ siécle Riemann (Bernard Riemann, 1854, publication posthume en
1867)[8] rendu les choses souples ; mais I'intégral de Riemann ne se limitait qu’aux fonctions
bornées. Ce n’est qu’en 1902 que Henri Lebesgue révolutionna les choses en instituant
I'intégrale de Lebesgue qui marqua les esprits par sa formalisation aboutie. L’intégration
est encore un sujet pour la recherche contemporaine, en témoignent des extensions de
l'intégrale (I'intégrale d’Ito, intégrale de Kurzweil-henstock)(8]. Elle permet entre autres le
calcul d’aire de 'espace délimité par la représentation graphique d’une fonction, le calcul
de volume. Nous nous intéressons dans ce travail a 'intégration de Lebesgue dans R™. De
facon plus précise, nous faisons un compte rendu sur les méthodes d’intégration utilisant
le changement de variables dans les intégrales. Le résultat le plus important que nous
explicitons est connu sous le nom théoréme de changement de variables. Pour y parvenir,
nous établirons tout d’abord quelques résultats importants. Notre travail est axé sur quatre
chapitres ; le premier s’intéresse a des notions préliminaires de mesure et d’intégration, au
chapitre deux on travail dans un cadre particulier puis on généralise les résultats dans R”

au chapitre trois et le quatriéme donne quelques implications pédagogiques.
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CHAPITRE UN

NOTIONS PRELIMINAIRES

Pour la bonne compréhension des résultats a établir dans le cadre de ce mémoire, il est
nécessaire de rappeler certaines notions importantes. Il s’agit principalement des éléments

de la théorie de mesure et d’intégration.

1.1 Définitions et propriétés

1.1.1 Notion de mesure
Soit E un ensemble non vide.

Définition 1.1.1 : i) On appelle tribu sur E toute famille A de parties de E vérifiant :
- EFeA;
-~ VA, Be A, A\Be A;
— V(Ap)nen € A, L%An e A

ii) Lorsqu’une famille A de parties d’un ensemble E est une tribu, on dit que le couple

(E,A) est un espace mesurable.

Remarque 1.1.1 : Si A est une tribu sur un ensemble E, alors :
- VAe A Ace A;
- FeA,

— A est stable pour des intersections dénombrables.

Remarque 1.1.2 : Tout ensemble non vide E posséde des tribus, par exemple :
— A={@, E} est la plus petite tribu sur E;
— A=P(FE) est la plus grande.

Définition 1.1.2 : Une topologie sur un ensemble non vide X est une famille 7 de parties

de X telles que :
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1.1. Définitions et propriétés

- 3, XeT;

— 81 01,05, €T alors O,NnOy €T ;

— T est stable pour des réunions quelconques d’éléments de 7.
Les éléments de T s’appellent les ouverts de X. On dit que (X, 7T) est un espace
topologique.

Définition 1.1.3 (Tribu de Borel) : Soit (X,7) un espace topologique. On appelle

tribu de Borel sur X la tribu engendrée par les ouverts de X.

Remarque 1.1.3 : Si X est un ensemble, on désigne par B(X) la tribu engendrée par

les ouverts de X. Un élément de B(X) est appelé borélien.

Définition 1.1.4 : Soit (£, .A) un espace mesurable.

On appelle mesure sur (E,.A) toute application p : A — R, vérifiant :
- (@) =0;
— 1(UnenAy) = > u(Ay) si (Ay)n c Aet A, n A, =@ pour n#m.

neN

Le triplet (E, A, i) est appelé espace mesuré.

Remarque 1.1.4 : Soit £ un ensemble, A une tribu sur E et p une mesure sur A.
— On dira espace mesurable si on a le couple (E,.A) et espace mesuré si on a le triplet
(B, A, ).
— On dira souvent "mesure" ou "mesure positive".
— La condition pu(@) =0 est nécessaire pour éviter des situations triviales.

En effet, VAe A,ona A=Augugug.., donc pu(A) = u(A) + 3, (o).

Proposition 1.1.1 (propriétés élémentaires d’une mesure) : 1. Monotonie : Si

A,BeA et Ac B, alors u(A) < u(B).
2. Sous-additivité : Si A, € A,Vn €N alors u(u,A,) < Z,u(An).
3. St A,e A,VneN et si A, c A1, YneN, alors /L(uniléln) = nl_l)rJrnoo wu(Ay).
4. St A, e A,VneN et si A, 2 Api1, Vne N, avee u(Ag) < oo alors

p(NnAn) = nl—i>IPoo p(Ay).

Preuve: cf.[5] u
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1.1. Définitions et propriétés

1.1.2 Quelques exemples de mesures

1. Mesure de comptage sur un ensemble X.

Sur I'espace mesurable (X,P(X)), on définit I'application ji: P(X) — R, par :

card(A) si A est fini
pu(A) =

+00 sinon

On vérifie que p est une mesure appelée mesure de comptage. Cette mesure est

surtout utilisée sur des ensembles "discrets" (N, Z, ...).

2. Mesure de Dirac en un point.
Soit (X,.A) un espace mesurable, avec X non vide et soit € X. On définit 'applica-
tion

pz + A —> [0, +00] par :

1 sixeA,

MI(A) = 1A(x) = .
0 sixz¢A.

1t est une mesure appelée mesure de Dirac au point x, on le note souvent p = 9.

Remarque 1.1.5 : La condition p(Ag) < oo du (4) de la proposition 1.1.1 est nécessaire.
En effet, considérons (N,P(N)) muni de la mesure de comptage et considérons

A, ={n,n+1,n+2,..}, alors A, 2 A,,1 et N, A, =@, mais Vn e N, u(A,) = +oo.

1.1.3 Mesure de Lebesgue sur R”

Théoréme 1.1.1 (Mesure de Lebesgue sur R) : [l existe une unique mesure [i sur
(R, B(R)), telle que u(]a,b]) =b-a, Va,be R a<b.

i est appelée mesure de Lebesgue.
Preuve: cf.[5] n

Remarque 1.1.6 : La mesure de Lebesgue sur R est diffuse, c¢’est-a-dire :
p({z})=0,vVreR.
En effet, {z} =N]z - 1,z + L[, donc, par la proposition 1.1.1, on a :

T 1 2
p({x})= lim p(Jr——,x+—[)= lim —=0.
n—+oo n

n n—>+oo n,

On dit aussi qu’elle ne charge pas les points (contrairement & la mesure de Dirac).
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1.1. Définitions et propriétés

Remarque 1.1.7 : Sur 'espace mesuré (R, B(R), u), on a :
~ 18D = {0, BD) = (s b]) = ([, 1) = b—a i a < b,

— Les ensembles dénombrables sont de mesure nulle.

En particulier, N, Z, Q sont de mesure nulle

Définition 1.1.5 : Soit (£, A, ;1) un espace mesuré.
1. On dit que A c FE est négligeable (pour la mesure p ) si Ae A et u(A) =0.

2. On dit que la mesure p est compléte si tout sous-ensemble d’un ensemble négligeable

est encore négligeable.

Remarque 1.1.8 : Soit (E, A, ;) un espace mesuré. Un sous ensemble quelconque N de

E est négligeable s’il existe un ensemble mesurable B tel que N c B et u(B) = 0.

Définition 1.1.6 : On appelle pavé dans R” un produit de n intervalles bornés de R

(fermés, ouverts ou semi-ouverts).

Théoréme 1.1.2 (Mesure de Lebesgue sur R") : [l existe une unique mesure posi-

tive sur (R™, B(R™)), notée \ et appelée mesure de Lebesqgue, telle que pour tout pavé

P =TI ]ai, bi] cR™, a; < b, Vi=1,---n on ait : A\(P) =TT (b; — a;).
Preuve: cf.[|5] m

La mesure de Lebesgue A\ posséde les propriétés suivantes :

Propriétés 1.1.1 :  a) A est invariante par translation et rotation.

b) X est réguliere, c’est-a-dire YE c R™ mesurable, on a :
— ME) = sup{\(K)|K compact K c E}. C’est la régularité intérieure
— AME) =inf{\(V)|V ouwvert V o E}. C’est la réqularité extérieure.

Preuve: cf.[5] n

Remarque 1.1.9 : Certains auteurs (cf.[2],[5]) utilisent une caractérisation beaucoup
plus forte qui est la suivante : Une partie M de R” est négligeable si pour tout € > 0, il

existe une suite de pavés (F;); recouvrant M et tels que Y A(F;) <e.
i1

ENS 2016 5 Memoire DI.P.E.S II. 2015-2016



1.1. Définitions et propriétés

Remarque 1.1.10 : La régularité exprime le fait que les ensembles boréliens peuvent étre
approchés de l'intérieur par des compacts, et de I'extérieur par des ouverts. De maniére
équivalente, pour toute partie mesurable A de mesure finie et tout £ > 0, il existe un

compact K et un ouvert O tels que K c Ac O et u(O\K) <e.

Proposition 1.1.2 : Soit U une partie de R™.

1. Tout ensemble mesurable £ c U est réunion d’un borélien B c U et d’un ensemble

négligeable N .

2. Tout ensemble négligeable est inclus dans un borélien négligeable.
Preuve: cf.|6] u

Définition 1.1.7 : Soient (F,.A) et (F,B) deux espaces mesurables.
Une application f: E — F est mesurable si VAe B, f~1(A) € A.

Définition 1.1.8 : Soit (F,.A) et (F,B) deux espaces topologiques. On dit qu’'une appli-
cation f: E — F est continue si VB € B, f~}(B) € A.

Remarque 1.1.11 : — Les fonctions mesurables sont aux espaces mesurables ce que
les fonctions continues sont aux espaces topologiques.

— Si (X, M) est un espace mesurable, si Y est un ensemble quelconque et f: X — Y
une application, alors on peut toujours munir Y d’une tribu N telle que f soit
mesurable. Evidemment, on peut prendre N = {@&, Y} (et c’est la plus petite tribu
possible). Un meilleur choix est de poser N' = {B c Y|f~}(B) € M}. Alors on peut
vérifier que A est une tribu, et que c’est la plus grande tribu sur Y qui rende f
mesurable. On dit que A est la tribu image de M par f.

— Si X est un ensemble quelconque, si (Y, ) est un espace mesurable, et f: X — Y
une application, alors on peut toujours munir X d’une tribu M telle que f soit
mesurable. Evidemment on peut prendre M = P(X) (et c’est la plus grande tribu
possible). Un meilleur choix est de poser M = {f~}(B)|B € N'}. Alors on peut vérifier

que M est une tribu, et c’est la plus petite tribu sur X qui rende f mesurable.

Définition 1.1.9 : Soit (£,.A) un espace mesurable.
Une fonction f: E — R est dite étagée si elle ne prend qu’un nombre fini de valeur(s).

Elle est dite étagée sur A si elle est étagée et pour toute valeur prise a € R , f~1({a}) € A.
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1.1. Définitions et propriétés

N.B : Si f est étagée et si ay, ..., a, sont les valeurs prises, on note 4; = f~1({a;}) et on a

p
f= ZailAi ol
i=1

Notation : On note respectivement par &£;&,; M et M, 'espace des fonctions étagées,

étagées positives, mesurables et mesurables positives. £(B,R,) = £, (B,R).

Propriétés 1.1.2 : Soit (E, A) un espace mesurable.
— Soit (f,)n une suite de fonctions mesurables de E dans R, alors sup f,, inf f,,
limsup f,, liminf f,, sont mesurables.
— 8i (fn)n est une suite de fonctions mesurables de E dans R qui converge simplement
vers f, alors f est mesurable.

— La composée de fonctions mesurables est mesurables.
Preuve: cf.[9] n

Proposition 1.1.3 : Toute fonction mesurable & valeurs dans R, est limite d’une suite

croissante de fonctions étagées positives.
Preuve: cf.[|5] m

Remarque 1.1.12 : On rappelle que :
— limsup f,, = inf(sup f,) ;
nopen
— liminf f, = sup(inf f,);
n p2n

— liminf f,, <limsup f,.

Propriétés 1.1.3 : St f et g sont des fonctions mesurables de E dans R, alors f +

g,sup(f,9),inf(f,q), fg sont mesurables et \f, A € R est mesurable.
Preuve: cf.|9] u

Définition 1.1.10 (Terminologie) : Dans un espace mesuré (E, A, 1), on dit qu’une
propriété P(z)(z € E) est vraie presque partout (ou u-presque partout) si elle est vraie en

dehors d’un ensemble négligeable.
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1.1. Définitions et propriétés

1.1.4 Notion d’intégration
Soit (E, A, ;1) un espace mesuré.

Définition 1.1.11 : Soit f € £, (B,R)
On appelle intégrale superleure de f notée f fdp, élément de R, donné par
[ fdu= Zy,,u(A ) avec f = ZyzlA ol les A; € B sont deux a deux disjoints.

Définition 1.1.12 : Soit f e M(A,R,).
On appelle intégrale supérieur de f notée [ fdy, la limite de [ f,, du

ott (f)n € E(A,R) est croissante et converge vers f.

Propriétés 1.1.4 : Soient f,ge M,.
1) [*(f+g)dp=["fdu+["gdu,
2. )YA>O0, ["Afdu=X[" fdu,
3. )f<g=["fdu< [ gdu,

4. ) si f=gp-ppt alors [* fdu=["gdu.

les propriétés 1),2),et 3), sont aussi vérifiées lorsque f et g sont dans &E,.
Preuve: cf.[9] n

Proposition 1.1.4 (Mesure image) : Soient (E, A, ) un espace mesuré, (F,B) un
espace mesurable et f une fonction mesurable de E vers F'. Alors, Uapplication iy définie
de B dans Ry par : pir(A) = u(f1(A)), pour tout Ac B , est une mesure sur B , appelée

mesure image par f.
Preuve: cf.[6] n

Dans la suite, nous considérerons, sauf mention expresse du contraire, I’espace mesuré

(E, A, ) ot A sera la tribu borélienne.

Définition 1.1.13 : Soit f: £ — R. On dit que f est intégrable pour la mesure y si f
est mesurable ou égale presque partout a une fonction mesurable et [~ f*du < +oo;

[ frdp < +o0, avec f*=maz(f,0) et f~ =min(f,0).

On appelle intégrale de f notée [ fdu, le véel [ fdu= [~ f+du—- [ f-dp.

1. p—presque partout
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1.2. Quelques théorémes fondamentaux d’intégration

Remarque 1.1.13 : Dans la définition ci-dessus, si f est mesurable alors f* et f~ sont

mesurables.
Propriété 1.1.1 : Toute fonction intégrable est mesurable.

Preuve: cf.|2] m

1.2 Quelques théorémes fondamentaux d’intégration

Dans cette partie, nous énoncons sans démonstration les théorémes de Fatou, de

Convergence de Lebesgue, de Fubini

Lemme 1.1 (de Fatou (cas particulier)) Pour toute suite (f,)nen de My a valeurs

dans R, liminf [~ f,,dp > [*liminf f, du.
Preuve: cf.|9] u

Théoréme 1.2.1 (de Beppo levi) : Pour toute suite croissante (f,), de M, a valeurs
dans R, on a :

lim *fnduzf* lim f, du.

n—00

Preuve: cf.|9] u

Lemme 1.2 (de Fatou (cas général)) Soit (f,), une suite de fonctions intégrables ;
~ SiVn fn2 g p-pp ot g est intégrable et si liminf [ f, dp < +oo, alors liminf f,, est
intégrable et [liminf f, dp <liminf [ f, du.
~ SiVn f,<g p-pp ou g est intégrable et silimsup [ f, dp > —o0, alors limsup f,, est
intégrable et [limsup f,, du >limsup [ f, dpu.

Preuve: cf.[9] n

Théoréme 1.2.2 (de convergence dominée) : Soit (f,)nen suite de fonctions inté-
grables qui converge u-pp et telle qu’il existe une fonction g intégrable vérifiant :

Vn |ful < g p-pp. Alors lim,, f,, est intégrable et [lim f, dp =lim [ f,dpu.

Preuve: cf.|9] |
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1.2. Quelques théorémes fondamentaux d’intégration

Théoréme 1.2.3 ( de convergence monotone) : Soit (f,), une suite monotone de
fonctions intégrables,

si [ fudu a une limite finie, alors f =lim,, f,, est intégrable et [lim f, du =lim [ f,dpu.
Preuve: cf.[9] n

Théoréme 1.2.4 ( de Fubini) : RP*? = RP x RY, soit U (resp V) un ouvert de RP
(resp R9).

Soit f une fonction intégrable sur U x V| pour x fizé dans U, posons f.(y) = f(x,v),
yeV. Alors :

1. Pour presque tout x la fonction f, est intégrable sur V', la fonction

x— F(z) = [, f(y)dy est donc définie presque partout sur U.
2. La fonction F est intégrable dans U.

8. oo f(x,y)dedy = [, F(x)dz. Autrement dit :

/fyxv f(@,y)ddy = fU(fV f(@,y)dy)d,

ce qu’on écrit parfois :

[fuxvf(x’y)dxdy:[Udfﬁfvf(%y)dy-

Preuve: cf.|2] u

Remarque 1.2.1 : Bien entendu, on peut échanger les roles de U et V', de sorte qu'on a

[fuxv f(w,y)dwdy = [defo(%y)dx,

aussi

donc

fodx [ @pdy= [ ay [ f@y)dr.

Théoréme 1.2.5 (de Fubini, 2¢ forme) : Soit f une fonction mesurable positive sur

UxV cRprta,

1. Pour presque tout xz, la fonction f, est mesurable positive dans V' ; la fonction

x— F(z) = [, f(z,y)dy est donc définie presque partout dans U.

2. La fonction F' est mesurable positive dans U.
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1.2. Quelques théorémes fondamentaux d’intégration

3.
[ 1@ ydzdy= [ dv [ y)dy.
UxV U %4
(On a aussi
ff f(:v,y)d:vdy=fdyf f(a,y)de.
UxV v U
On peut donc intervertir les intégrations ).
Preuve: cf.|2] u

Théoréme 1.2.6 (formule de la moyenne (dans R)) : Si f : [a,b] — R est conti-
nue, Si g:[a,b] — R est intégrable et de signe constant, alors il existe un point c € [a,b]

tel que :

[ 1@ygyar= gy [ gy

Preuve: f est continue sur le segment [a,b] donc est bornée et atteint ses bornes. On

note
M = infoeap) f(£) M = supaeiap f(2).

Pour tout x € [a,b], supposons par exemple g positive, on a donc :

mg(x) < f(x)g(x) < Mg(z).

Par intégrabilité de fg et positivité de I'intégration, on peut intégrer membre & membre
deaabd:
b b b
m/ g(z)dx < / f(x)g(x)dx < M[ g(x)dz,
d’oul deux situations possibles :
— ou bien fabg(:v)dx =0 : la double inégalité ci-dessus montre que [ab f(x)g(z)dx =0
et tout c € [a,b] convient dans ’énoncé du théoréme.

— ou bien fab g(x)dx + 0, auquel cas on peut encore écrire :

< fabfb(ﬂ:)g(l“)dx <M
[, 9(z)dz

Or le théoréme des valeurs intermédiaires assure que f prend toute valeur entre m et M.

D’ou l'existence d'un c € [a,b] tel que :

[ s@grar= ) [ gy .
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1.2. Quelques théorémes fondamentaux d’intégration

Théoréme 1.2.7 (1% formule de la moyenne) : Soit A une partie mesurable de R”,
f une fonction intégrable positive dans A, g une fonction réelle mesurable dans A telle

quem<g<M (m,MeR). Alors fg est intégrable dans A et

[ f@g@)da=1 [ f@)ds

avec m < H < M. Si en outre g est continue et A compact connexe, alors il existe £ € A tel

que :

[ f@yg@)dz =96 [ 1(@)da.

Preuve: D’aprés la propriété 1.1.1, f est mesurable et par suite fg est mesurable dans A.

Onamf< fg<Mf, donc fg est intégrable dans A et on a :

mLf(a:)de[lf(x)g(x)deM[‘f(a:)dx,

et par suite, on a :
[ f@g@ya=11 [ @)z,
A A
avec m < H < M. Si de plus, A est compact connexe et g continue alors en notant

m =N focfap1 f(x) M = supgerapf(x), g prend dans A toute les valeurs entre m et M,

donc la valeur intermédiaire H. D’oti 'existence d'un £ € A tel que :

[ f@a@)dr=g() [ @) .

Théoréme 1.2.8 (2¢ formule de la moyenne) : Soit [ une fonction décroissante po-
sitive finie dans un intervalle borné [a,b] de R. Soit g une fonction réelle intégrable dans

[a,b]. Alors, il existe £ € [a,b] tel que

[ 1@ygrar= 1oy [ o(x)is

Preuve: cf.|2] n
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CHAPITRE DEUX

CHANGEMENT DE VARIABLES
DANS LES INTEGRALES : CAS DE
R

2.1 Calcul de primitives

Etant donnée une fonction f définie sur un intervalle I de R, il s’agit de déterminer
toutes les fonctions F' dérivables sur I telles que F'(x) = f(x),Va € I. On convient de noter
F(x) = [ f(z)dx, cette intégrale sans bornes est appelée intégrale indéfinie. La variable x

n’est pas muette.

2.1.1 Tableau de quelques primitives usuelles

Dans le tableau ci-aprés, on donne pour chaque fonction f une primitive.

a+1 1
R,a#-1 “dx = —=1
aeR « [ xodx 1 fx n|z|
[ erdx = e” [Inzde=xzlnz-=x
[ coszdx =sinz [ sinzdz = - cosx
[ dr =tanxw dr = —cotx
cos?x sin’z
[ tanzdx = —1In|cos z| [ cot xdx = 1In|sinx|
dx dx
~ In|tan(% do =In|tan(% + 3
[ iy =l | f s - njan < )
f—x,:ln|tanx| [ tan® zdx = tanx —
coszsinz
[ coshadz =sinhz [ sinhzdz = coshx
d d
xz =tanhx - x2 = —cothx
cosh” x sinh”
[ tanhzdz = In(cos ) [ cothzdz = In|sinh z]
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2.1. Calcul de primitives

/ siiiz = In|tanh(%)| [ cocifm:dx = 2arctan e”
T 2
[ W —1ln| tanh x| [ tanh xjxx =z- tanh-:c
a0,/ e L Arctan(%) a>lzl, [ N = Arcsin(£)
a0, /[ % = 5-ln|&4| x| <a, [ a;j_xe =LArgth-=
hiO,f\/%zln|x+\/W| a>0,f%=/lrgsh(z)
a>0,[ x2d—xa2 = Argch(2) = Injz + Va2 - a?| a0, [ de 3
(22 +a)?

2.1.2 Meéthodes d’intégration

2.1.2.1 Intégration par changement de variables

Théoréme 2.1.1 : Soit f une fonction continue et F(x) = [ f(x)dz.

1. Changement de variable explicite.
On suppose qu’il existe une fonction dérivable h tel qu’en posant u = h(x), on ait
f(z)dx = ¢(u)du ou ¢ est une fonction continue. Si ¢ admet une primitive ®, alors
F(z)=®(u) =®(h(x)).

2. Changement de variable implicite.

On suppose qu’il existe une fonction dérivable et inversible ¢ tel que x = ¢(t). Si

(f o )¢’ posséde une primitive G, alors F(x) = G(¢p~(x)).
Preuve: cf.[4] n

Remarque 2.1.1 : 1. Pour calculer les intégrales définies par changement de variables,
on peut :
— Soit utiliser les nouvelles bornes de la nouvelle variable, données par le changement.

— Soit garder les bornes initiales et revenir a la variable initiale.

2. Lorsque 'on calcule les primitives par changement de variables, il faut nécessairement

revenir a la variable initiale en fin de calcul, le changement n’étant pas unique.

Propriétés 2.1.1 (formule fondamentale) : Soit f une fonction continue sur l’inter-
valle [a,b].
— [ posséde des primitives sur [a,b].

~ Si F' est une primitive de f, alors fabf(x)dx = F(b) - F(a).
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2.1. Calcul de primitives

— la fonction F de classe C* définie sur [a,b] par : F(x) = [ f(t)dt est la primitive
de f qui s’annule en a.

— Deux primitives de [ different par une constante.
Preuve: cf.[4] m

Remarque 2.1.2 : Soit a € R*.
~ (f paire) = ([, f(z)dz =2 [ f(z)dz)
~ (f impaire) = ([, f(z)dx = 0)
— si f périodique de période T, alors fabf(:lr)dz = alfg f(z)dzx,
[5T fa)de = [T fa)de, [T f(x)de = fOTf(x)dx Va,beR

2.1.2.2 Intégration par partie

On déduit de la formule suivante pour u, v dérivables (uv)’ = uv’ + vu' que

u(z)v(z) = [u(z)v'(z)dz + [ v(z)u (z)dz. Do

[ u(z)v'(z)dx = u(z)v(z) - [v(z)uw'(z)dx

Exercice d’application: Déterminer les primitives suivantes.

dx

% + a?

](x):f—vx;__llm (a#0)

dx; J(x)=/e‘"cws‘”dx; K(x)=f

Solution: :

1 2 1
I(x):/ ;x_l+§fxQ—flda::Argchx+§ln(x2—1)+c,ceR

En faisant deux intégration par partie, on obtient :
1 —
J(:L,) - §(I,earccosx _ 1 _ x2€arccosx) + C7 15 € R

En faisant le changement de variable x = |alt, on obtient :

1 dt 1 1
K(x)=— = —arctant +C = —alrctan(£
|(I| 1+ t2 |CL| |a|

)+c,ceR.
lal =
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2.2. Intégration des fonctions rationnelles

Remarque 2.1.3 : Si f est une fonction continue sur un intervalle [a;b], alors

[abf(m)dxzfabf(a+b—:v)dw

. ~ xsinx 2
En utilisant cette formule, on montre que fo ———dr=7%
1+cos?x

3

Théoréme 2.1.2 (de changement de variables) : Soit f : [a;0] — R continue et
¢ :[a; 8] — R de classe Ct (au moins) avec ¢([a; B]) < [a;b], alors :
©(B) b ,
Lo, = [ e
Preuve: La fonction f étant continue sur [a,b], elle admet une primitive F sur ce segment.
Mais la fonction Foy est dérivable sur [« 8], de dérivée (fop)’. Il suffit alors d’appliquer
la formule fondamentale :

e(B) B
Lo, @)= Fe(8) = Fe(@) = [~ (e(0)e ()i

Remarque 2.1.4 : — il n’est pas nécessaire que ¢ soit bijective. Cependant si ¢ est
bijective de [a; 8] sur ¢([a; 8]), alors on a : ff f(t)dt = fw_zl(f))(f o @) (t)¢'(t)dt.
C’est le plus souvent sous cette forme qu’on utilise le théoréme.

— Dans la pratique, on pose z = ¢(t), donc dx = ¢'(t)dt et on en déduit les bornes

correspondantes.

Exemple 2.1.1: Retrouvons la formule fondamentale In(ab) = in(a) + In(b); Va; b € Rx.
On sait que ¥t > 0;In(t) = [| idw. Ainsi, In(ab) = [ éda: =/ ida: + [ idw c’est-a-dire
In(ab) = In(a) +faab édm. On calcule faab dx. On pose f(x) = i et ¢ : [1;0] — [a;ab]
définie par : ¢ : t —> at est bijective. ¢/'(t) = a; ¢ '(a) = 1 et o~ !(ab) = b, donc :

ab 1 1 1 .
[ Zda = ! —tadt = [ ?dt =In(b). On retrouve bien le résultat voulu.
T a

a

2.2 Intégration des fonctions rationnelles

Pour intégrer une fonction rationnelle, on la décompose en éléments simples .
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2.2. Intégration des fonctions rationnelles

2.2.1 Décomposition en éléments simples

Théoréme 2.2.1 : Soit f(x) = pg i une fonction rationnelle ou p et q sont des poly-

nomes a coefficients réels sans diviseur commun.

1. Le dénominateur peut se mettre sous la forme
q(2) = c(x—ay)* (x—-a)?...(x—ap) " (22 +b1x+c1 )P (22 +bow+c) 2. (22 b+ ) P

0l Oy, g, ..y Ay B, Boy ooy B €N €t ay, by, ¢ sont des réels tels que b7 —4c¢; <0

pourl=1,2,...meti=1,...,n.

2. La fonction d peut s’écrire de fagon unique sous la forme :
q

p(a: ) _ & Apy & b + e S by + e
q(x) (@ )+Z (a: a; )J +JZ:; (x-ap)’ +k; (a:2+b1x+c1)k+ +}; (22 + b + )"

ot Aij, bk, ci sont des constantes, i=1,...n;7=1,...,0550=1,...m;k=1,..., 5.
Preuve: cf.|7] n

Remarque 2.2.1 : 1. E (appelé partie entiére) s’obtient par division euclidienne; et

si le degré de p est strictement inférieur au degré de ¢, alors £ =0

Ay
2. La fraction ﬁ s’appelle élément simple de premiére espéce relatifs aux poles
x—a;
réels a; dont 'ordre de multiplicité est oy, 1=1,...,n.
blkx + Cik
(22 + bz + )k
poles complexes conjugués solutions de 22 + bz +¢; =0 (b7 —4¢ < 0) dont lordre de

3. La fraction s’appelle élément simple de seconde espéce relatifs aux

multiplicité est g, [ =1,.....m

2.2.2 Détermination des constantes

On distingue plusieurs méthodes; on peut :

1. Réduire au méme dénominateur et identifier.

2. Multiplier I'égalité par (x —a;)® (resp x2 + byx + ¢;)%) et faire x — q;
(resp x — zp € C on 22 + bjzp + ¢; = 0). Ce procédé (rapide) fournit les coefficients

Ao, (resp big, et cip,).

3. Considérer la parité (éventuelle) qui réduira les calculs.
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2.3. Autres types d’intégration

4. On peut prendre la limite aprés multiplication par une puissance convenable de .

5. On peut donner & x autant de valeurs qu’il y a de constantes a rechercher et résoudre

le systéme linéaire obtenu.

6. Combiner les méthodes précédentes.

Exercice d’application: Décomposer en éléments simples et intégrer les fractions sui-

‘ xd 1
vantes :
(22+1)2 3 +1
25
Solution: La décomposition en éléments simple de ———— est :
(22 +1)2
xd 2x . x

—_— = -

(z2+1)2 z2+1  (22+1)2
D’ou

xodx x? 1
f($2+1)2=3—ln(a:2+1) 2+ )+c,ceR

La décomposition en éléments de — est :
x5+ 1
1 1 2
L3 L _3%*3
»+1 r+1 22-x+1

et on a:

2 1
f% (ln|x+1\——ln[:c —x+1|- ﬁarctan(ﬁ(x—§)))+c,ceﬂ% .

2.3 Autres types d’intégration

2.3.1 Intégration des fonctions trigonométriques

Définition 2.3.1 : On appelle intégrale trigonométrique toute expression de la forme

I=[ f(sinz,cosz, tanz)dz, ou f est un quotient de deux polynomes en sinz, cosz, tan .

x x 2d
En posant ¢ = t(m(—) c’est-a-dire 5= arctant, et dz = i les formules
2 permettent de ramener I a 'intégrale d’une fonction

THEo “ettanz =

sinx = COoSZT =

1+t2 1- t2

rationnelle. Il est utile de savoir que :

Propriétés 2.3.1 (Régle de Bioche) : Sil’élément f(sinz,cosz,tanx)dx est invariant

par :
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2.3. Autres types d’intégration

1. Le changement de x en —x, on peut poser u = coszx ;
2. Le changement de x en ™ —x, on peut poser u =sinx ;

3. Le changement de x en 7+ x, on peut poser u =tanz.
Preuve: cf.[4] n

On peut aussi linéariser en utilisant entre autre les formules suivantes :

2

cos2x =cos?x —sinx =2cos?x +1=1-2sin’z; sin2z = 2cosxsinz.

Exercice d’application: Calculer les intégrales suivantes :

dx dx dx
@)= [ £0020), J@)= [ K(@)= [
(@) a?cos? z + b2sin’ x (a ), J(@) sinx + sin2w () cos
. dx . .
Solution: : est invariant par le changement de x en 7 + x, on pose

a2 cos?z + b2sin? z
u=tanz et on a :

I(2) f dx /‘ d(tanx) /‘ du
Qj = = _— = N —
a?cos?x + b2sin? z a?+ b2 tan®x a2 + b2u?

1 b
= —arctan(—u) + ¢
ab a

1 b
= —arctan(—tanz) +c,ceR.
ab a

dx

SINT + stn2x

d d 1 1 2
J(x) = f B f - = —In|l—cos z|+=In|l1+cos x|+=In|1+2 cos x|+c
sinx + sin2x (1-u?)(1+2u) 6 2 3

est invariant par le changement de z en —x, on pose u =cosx et on a :

-1
avecceR,cosxyﬁ{—l;?;l}.
dx o :
est invariant par le changement de x en 7 —x, on pose u =sinx et on a :
COsS T
dx du 1. 1+u 1, 1l+sinz
K- [ A Ll Ll g
@)= ) s =) 1o Tl e i e
avec sinz ¢ {-1;1}. |

2.3.2 Intégration des fonctions hyperboliques

Définition 2.3.2 : On appelle intégrale hyperbolique toute expression de la forme

I = [ f(shx,chx,thz,e”)dz, ou f est un quotient de deux polynomes en shx, chx, thz, e®.
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2.3. Autres types d’intégration

2t 1+¢2 2t
Y Y x
1-1¢2 1-¢2 1-1¢2
permettent de ramener 'intégrale I a 'intégrale d’une fonction rationnelle en ¢t. On peut

2dt
En posant t = th(g) et dor = L les formules shx =

aussi poser u = e* ; En se rappelant de I'identité ch?x — sh?x = 1, on peut aussi linéariser
en utilisant entre autre les formules suivantes :

ch2x = ch?x + sh?x = 2ch?x -1 = 1+ 2sh?z, sh2x = 2chxshx.
Exercice d’application: Calculer l'intégrale suivante : I = [ ch7zdz.

Solution: :

]:fch%dxzfch%chxdmzf(ch2x)3chxdx f(1+sh2x)3d(shx)

= f(l +u?)3du avec u = shx

3u® 7
I:/(1+3u2+3u4+u6)du=u+u3+%+u7+cavecu=$hx

2.3.3 Intégrales Abéliennes

On en distingue deux types : premiére et seconde espéce.

Définition 2.3.3 : On appelle intégrale abélienne de premiére espéce, les intégrales de la

forme
. jax+0b
I= / R(x dz
(@, cr+d )
R . . . jax+0b
ou R est un quotient de deux polynomes en x et y = y
cr +

W jaz+b ) ) _
En posant ¢ = i d on calcul z en fonction de t et on différentie. Cela permet de
cr +
ramener [ a l'intégrale d'une fonction rationnelle en ¢.

ar+b
est constante

Remarque 2.3.1 : Nous avons supposé que bc —ad # 0, sinon x —
cx +

et le probléme est sans objet.

Définition 2.3.4 : On appelle intégrale abélienne de seconde espéce, les intégrales de la

forme

I= f R(x,Vax?+bx +c)dr (a,b,c) constantes

ol R est un quotient de deux polynémes en x et y = Vaz? + bx + c.
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2.3. Autres types d’intégration

Pour calculer I, on met le trinéme ax? + bx + ¢ sous forme canonique :

i) En prenant a = £1, on peut avoir les trois cas suivants :

(x-a)?-p2 (1)

ar’+br+c=3{ (z-a)2+p% (2)

—(z-a)?+ 5 (3)
— Si (1) alors on pose x — a = Bchyp,
— Si (2) alors on pose = — «a = Bshy,

— Si (3) alors on pose z — v = fsinp ou x — avcos .

Les deux premiers cas (a = 1) rameénent I & l'intégrale d’une fonction rationnelle

en chy et/ou she. Le troisiéme cas (a = —1) raméne I a U'intégrale d’une fonction

rationnelle en sin ¢ et/ou cos .

ii) si|al # 1, on se rameéne au cas i) en mettant v/|a| en facteur.

Exercice d’application: Calculer les intégrales suivantes :

](x):f\sli);fdx J(m):/\/:t2+2x+17dx
_ _ 43 2
Solution: : En posant t = y 5—I, on obtient x = ot et dx = &dt Ainsi,
r+1 1+13 (t3+1)2
18t2
Iz) = [ NGRSy

dt
= t3 ] f s (intégration par partie)

Or / 51 été calculer plus haut (cf. intégration des fonctions rationnelles),

et on obtient le résultat en remplacant ¢ par sa valeur.

I(z) = "

V3

3 [D—x

2 o —
—L(Injt+1]-Linft2—t+1|-v/3arctan(—=(t-3))) +c, avec t = v / I—j, ceR

x+1 2

= Ll Tl 2 -V Barctan (= (1 -2

% V3

34
1:+1)

Va2 + 2z + 17 = /(22 + 22+ 1) + 16 = \/(x + 1)? + 42, posons z + 1 = 4shy alors
dx = 4chpdyp. Ainsi,

J(x)—l6fch2g0dg0 8(shp\/1+ sh2p + ) +c—(m+1)\/x2+2a:+17+argsh(

, avec c € R.

)+c
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2.3. Autres types d’intégration

2.3.4 Utilisation d’une paramétrisation, représentation paramé-

trique rationnelle

Dans le cas général, On a

I- f R(z, 3/P(2))dz

ol R est un quotient de deux polynémes en x et y = {/P(x) avec P un polynéme en x.

y Y P(x)

On se raméne a 'un des cas étudié précédemment en posant t = = =

T x
Exemple 2.3.1: Caleuler [ = [ 22
emple 2.3.1: Calculer [ = Ry g
Solution: : posons y = Va2 — 23 =tz alors z = 1 et dm——B—tht
P y= - 143 (1 +13)2
[ - [&
Yy
[
- tx
~ -3t
- 1+¢2
_3 9
= —In(l+t°)+c
2
32 _ 13 -3 32 _ 13
avect:yzu, D’ou1=7ln(1+(ﬂ)2)+c,ceR n
x x x

Remarque 2.3.2 : Si nous avons [ sous la forme

I= f R(z, /P(x), %/P(x), "¢/P(x))dz

oit R est une fonction de z, V/P(z), ?}/P(x),+, "¢/P(z) avec P un polynéme en z,

(ni)1<i<q sont des entiers naturels tous non nuls. On se raméne a 'un des cas étudié

Y P(x
précédemment en posant ¢t = ¥_ # oum=PPCM(ny,ng,--

i T 7nq)1

1. plus petit commun multiple des (n;)1<i<q
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CHAPITRE TROIS

CHANGEMENT DE VARIABLES
DANS LES INTEGRALES : CAS
GENERAL

3.1 Introduction et généralité

Soient U,V deux ouverts de R".

Définition 3.1.1 : Une application f : U — V est un homéomorphisme si les trois
conditions suivantes sont réunies :

— [ est bijective,

— f est continue,

— f~! est continue.

En d’autres termes, f est un homéomorphisme si f est une bijection bi-continue.

Définition 3.1.2 : Une application f:U — V est un difféomorphisme de classe C' sur U
si les trois conditions suivantes sont réunies :

— f est bijective,

— f est de classe C! sur U,

— f~1 est de classe C! sur V.

Soit ¢ : U — V un homéomorphisme de U sur V. Notons z(resp.y) la variable de
U(resp.de V) et A = dy la mesure de Lebesgue sur V. Le changement de variable y = ¢(x)
transforme la mesure A sur V' en une mesure borélienne y sur U, appelé mesure image de
A par ¢! et qui est définie par u(B) = A(¢(B)) pour tout borélien B c U. En particulier,
on a AM(A) = u(¢~1(A)) pour tout borélien A c V', soit
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3.2. Propriétés et théoréme du changement de variable

[ 1a@ydy = [ 1ae@)dua).

De cette relation, on déduit facilement que, pour toute fonction A-mesurable étagée

f:V —[0,+00], la fonction fop:U — [0,+00], est u-mesurable et vérifie :

|ty = [ fe)du@) ),

On souhaite établir cela pour toute fonction A-mesurable, ainsi nous nous proposons alors
de travailler avec la mesure image lorsque ¢ : U — V est un difféomorphisme de classe C!

de U sur V. Plus précisément, si D(p) désigne le déterminant de la matrice Jacobienne

de ¢ :
%or(g) - 22(yp)
D(p)(x) =det| ],
Bon(z) - Ben(z)

on montre ci-dessous que du(z) =|Dp(z)|d(x). La relation (1) fournit alors la formule
Jo F@)dy = [y F@)ID@)@lde (2).
Cette formule implique que si, A c U est négligeable pour la mesure de Lebesgue, alors
@(A) c V est négligeable pour la mesure de Lebesgue. Nous supposerons ici que ¢ est un
diffeomorphisme de classe C! (cette hypothése est un peu forte, il suffit de supposer que ¢

est un homéomorphisme de classe Ct).

3.2 Propriétés et théoréme du changement de variable

Le résultat principal concerne I'intégration des fonctions Lebesgue-mesurables positives

par changement de variable :

Définition 3.2.1 : Soient {2; et {2y deux parties non vides de R™. Si I'application F':
Q) — Qy est un diffeomorphisme de classe C! (au moins), alors on appelle matrice

jacobienne de F, la matrice des dérivées partielles :

OF;
Mp = (8_95]-)19"3‘3”'

On dit alors que son déterminant noté Jr (ou D(F)) est le jacobien de F.
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3.2. Propriétés et théoréme du changement de variable

Proposition 3.2.1 : Soient ; et Qs deux ouverts de R*, f:Q; — R"™ et g: Qg — R

deuz applications différentiables telles que f(€21) € Qo. Alors pour x € Qy, on a :

Jgor(x) = Jo(f (2)) x Jf ().
Preuve: cf.[10] u
Définition 3.2.2 : On dit qu’une partie 2 € R™ est compact si de tout recouvrement

ouvert de {2, on peut extraire un sous recouvrement fini. Cette partie est relativement

compact si son adhérence est compact.

Proposition 3.2.2 : Tout ouvert ) de R™ peut s’écrire comme réunion d’une suite crois-

sante de parties (A;);en+.Les A; sont relativement compacts.
Preuve: Si Q2 =R, alors prendre A; = B(0,7);7 € N*.

Si Q c R, posons Q; = {z € Qld(z,C,) > 7} Vj e N*. Alors Q; est ouvert comme image

réciproque d’un ouvert par une application continue. En effet

O 5% R
est continue pour tout A c R™ et Q; = x7(]5, +oo[).
x — d(x,A)
Prendre A; =Q;NB(0,5);j € N* ]

Proposition 3.2.3 : Soit ¢ : U — V un difféomorphisme de classe C'. Si pour tout
compact Q c U, on a M¢(Q)) < [, |D(¢)(x)|dz, alors pour tout ouvert Q c U, on a :

A(e()) < [oD(p)(2)]dz.

Preuve: Supposons que pour tout compact @ c U, on a AN(¢(Q)) < [, [D(p)(x)|dz et
montrons que l'on a pour tout ouvert 2 c U :

A(p()) < [o1D (@) (2)ld

D’aprés la proposition 3.2.2 tout ouvert €2 c U est réunion d’une suite croissante de parties
A,, qui sont chacune réunion d’'un nombre fini de pavés compacts (), dont les intérieurs
sont deux a deux disjoints. De la relation

M(Qui)) < Jo, , 1D(2) (@) d,

on en déduit alors :

A(@(An)) = Muep(Qni)) < Ze Me(Qui)) < T o, , [P(@)(@)ldz = [, |D(p)(2)|dx; et

donc :

Ap(€2))

AMUnp(4r))
Jim Ae(40) < lim [ D()@)ldr = [ 1D(e)@)lda
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3.2. Propriétés et théoréme du changement de variable

Proposition 3.2.4 : Sous les hypothéses de la proposition 3.2.3, on a : pour tout borélien

BcU,
A(e(B)) < [5|D(#)(2)ldx

Preuve: — Si [3|D(p)(x)|dx = +o0, il n’y a rien a démontrer.
— Sinon, en vertu de la régularité (propriété 1.1.1) de la mesure Borélienne |D(¢)(x)|dz,
il existe pour tout € > 0 un ouvert 2 vérifiant Bc Qc U et :

JaID(@)(2)ldz < (1+¢) [5|D()(2)ldx,

on en déduit en vertu de I'inégalité obtenu a la proposition 3.2.3

A(e(B)) < A(e()) < Jo [D()(2)|dz < (1+¢) [ |D(0)(2)ldz

d’oul le résultat en faisant tendre e vers 0. ]

Proposition 3.2.5 : Sous les hypothéses de la proposition 3.2.3; l'image @(E) de tout
ensemble mesurable E c U est mesurable et vérifie : N(p(E)) < [ |D()(x)|dz

Preuve: Nous avons vu en préliminaire (Proposition 1.1.1) que tout ensemble Lebesgue-
mesurable £ c U est réunion d’'un borélien B c U et d’'un ensemble négligeable N c U,
ainsi il suffit de montrer que 'image par ¢ d’un ensemble négligeable est négligeable. Mais
tout ensemble négligeable est inclus dans un borélien négligeable (cf Proposition 1.1.1), de
sorte qu’il suffit de montrer que I'image par ¢ d’un borélien négligeable est négligeable, ce

qui résulte de la proposition ci-dessus. [

Proposition 3.2.6 : Soit p: U — V un difféomorphisme de classe C, soit f:V — R,
une fonction mesurable positive. Alors la fonction f o est mesurable sur U et on a :

Jv F@)dy < iy f(e(2)[D(p) ()| da

Preuve: Supposons que f : V — [0, +00] soit Lebesgue-mesurable. Pour tout réel a,
I'ensemble E, = {y € V|f(y) > a} est alors Lebesgue-mesurable, ainsi que ¢~ 1(E,) = {z €
U|f(e(z)) > a} en vertu de la proposition 3.2.5 ci-dessus appliquée a ¢~!. La fonction
f o ¢ est donc Lebesgue-mesurable et, puisque |D(¢)| est continue, (f o ¢)|D(¢)| est
Lebesgue-mesurable sur U. De 'inégalité obtenue dans la proposition 3.2.5, on en déduit
que :

[ F()dy < [ f(e(2))|D(¢)(x)|dz pour toute fonction Lebesgue-mesurable positive

étagée f:V — [0, +00]. L’inégalité de la proposition est pour toute fonction f:V —
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3.2. Propriétés et théoréme du changement de variable

[0, +00] Lebesgue-mesurable positive résulte alors du théoréme de convergence monotone
pour les intégrales supérieures, puisque f est limite d’une suite croissante de fonctions

Lebesgue-mesurables positives étagées. ]

Lemme 3.1 Soit ¢ : U — V un difféomorphisme de classe C*. On suppose que pour tout
pavé compact Q c U, Mp(Q)) < fQ |D(¢)(z)|dx. Si f:V — R, est Lebesque-mesurable,

alors

| @y = [ #eE@)IDE)@)lda

Preuve: D’aprés la proposition 3.2.6, on a : [i, f(y)dy < [,; f(¢(2))|D(¢)(z)|dz. Compte
tenu du fait que D(p)(¢ 1 (y)) x D(¢ 1) (y) = 1, Pautre inégalité résulte de la proposition
3.2.6 en substituant o1 :V —U a p:U — V et x> fop(x)|D(p)(x)| a f u

Lemme 3.2 Soit p:R"™ - R™ une application linéaire inversible. Pour tout pavé compact
QcR™ ona:
(@) = ldet(9)IN(Q)

Preuve: Comme la mesure de Lebesgue est invariante par translation, il suffit d’établir
cette formule pour le pavé @ = [0,h]". Dans ce cas, on a \(Q) = h". Comme »(Q) est
engendré par les vecteurs p(hey), p(hes), ..., p(he,), on a :

Ap(Q)) = |det(p(her), p(hes), ..., o(hen))]
= h"ldet(p(er), p(e2), -, p(en))l
= h"|det(p)det(e,ea,....e,)|
= h"|det(y)]
= |det(p)|MQ).

d’otu le lemme 3.2 ]

Si f est une application différentiable, on note df sa différentielle.

Lemme 3.3 Soit ¢ : U — V un difféomorphisme de classe Ct. Pour tout pavé compact
QcU, ona:
Ve > 0,36 >0 tel qu'on ait pour x,2" € Q : |v—2'| <§ = |dp(z")rdp(z)] <1 +¢.
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3.2. Propriétés et théoréme du changement de variable

Preuve: Soit () c U un pavé compact fixé et notons dy la différentielle de ¢. Comme
¢ est un difféomorphisme, dy(x) est une application linéaire inversible pour tout x € U.
En outre, puisque ¢ est un difféomorphisme de classe C*, les applications = ~ dy(x) et
x ~ dp(x)~! sont continues sur U.

Soit £ > 0 fixé, posons T'(x) = dp(z). Comme Papplication x — T'(x) est continue sur le
compact @, elle est uniformément continue. Par ailleurs, puisque 'application x — T'(x)~!
est continue sur le compact @, 3C' > 0 tel que l'on ait Yz e Q, |T'(z) | < C.

Pour x,2" € Q on a :

T(2)"T(2)] = |T(a")" (T (x)-T(2")) + Id]

INA

T(2") (T () = T(2)| + 1 <1+ C[(T(x) - T(2))]

et I'uniforme continuité de z —» T'(x) sur ) implique I'existence d'un réel § > 0 tel qu’on
ait pour 7,7 € Q : |xr — 2| < § = |dp(z")dp(z)] < 1 +e.

d’oul le résultat. ]

Théoréme 3.2.1 (de changement de variable) : Soient U et V' deuz ouverts de R"
et ¢ : U — V un difféomorphisme de classe C' de U sur V. Pour toute fonction Lebesgue-
mesurable positive f:V — [0,+00], la fonction (f o p)|D(p)| est Lebesque-mesurable sur
Uetona:

[ fw)dy = [, f(e(x))|D(¢)(x)|dz, ou D(p)(x) est le déterminant de la matrice

Jacobienne de ¢ au point x € U.

Preuve: Soit f:V — [0, +00] mesurable. ¢ étant continue, f o ¢ est mesurable comme
composée de fonctions mesurables et par suite fop|D(p)| est mesurable comme produit de
fonctions mesurables. D’aprés le lemme 3.1, 'égalité [, f(y)dy = [;; f(p(2))|D(¢)(z)|dz
est établie si pour tout compact @ c U, A(¢(Q)) < fQ |D(¢)(z)|dx. Donc il nous suffit de
prouver que pour tout pavé compact @ c U, AM(¢(Q)) < [, |D(p)(z)|dx

A cet effet, munissons R” de la norme, |x| = supi<i<p|x;| et notons

|7 = supjpj<i||T2]| la norme associée sur I'espace des applications linéaires 7' de R dans
R”. La boule fermée de centre a € R" et de rayon r > 0 est donc un pavé compact de coté
2r dont la mesure de Lebesgue est égale a (2r)™. Soit () ¢ U un pavé compact fixé. Comme
¢ est un diffeomorphisme de classe C!, d’aprés le lemme 3.3 Ve > 0,30 > 0 tel qu’on ait

pour z,z €Q :
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3.2. Propriétés et théoréme du changement de variable

(1) |z - 2’| <6 = |dp(a")dp(z)| < 1+e.

Subdivisons () en un nombre fini de petits pavés (); d’intérieurs mutuellement disjoints et
de coté ¢ inférieur a §. La relation (1) entraine :

r,2 € Q; = |dp(x ) tdp(x)] <1 +e.

Puisque x ~ |D(p)(x)| est continue sur le pavé @, elle posséde un minimum m; et un
maximum M, et on a :

mA(Q:) < [o, |D(p)(2)|dz < MMQ:).

D’aprés le théoréme de la moyenne (premiére forme), il existe un point a; € Q; tel qu’on

ait :

(2) Jo. 1D(@)(@)ldz = [D() (a:)|MQs)-
Montrons que 'on a pour tout 7 :
(3) 1D()(@:)|AN(Qi) < (1+e)" [y, ID(@)(2)]dz.

A cet effet, écrivons ¢ = dp(a;) o 1y, ou ¥; = dp(a;)~' o p. Pour tout x € (;, on a en vertu
de (1) :

|dipi(2)] = |d(a;) " de(z)] < 1+e,

et 'inégalité des accroissements finis implique alors :

z,2" € Qi = |[Yi(z) — ()] < (L+e)z 2.

Il s’ensuit que 1;(Q);) est inclus dans le pavé C; de coté (1 +¢)c dont le centre est 'image
par ¢; du centre de @);. De la relation : (Q;) = dy(a;) (Vi (Q;)) c dp(a;)(C;), on en déduit
grace au lemme 3.2 sachant que A(C;) = (1 +¢)"A(p(Q:)) :

A(2(Q1)) € M(dp(a:))(C) = det(dip(a)A(C) = [D()(a)|(1 + )" A(2(Q))).

et I'inégalité (4) résulte alors de (3). En sommant sur les pavés );, on obtient :
A@(Q) < ZiM@(@i) < (L +e)" Ei [o, [D(p)(@)lda = (L+2)" [ |D(0)(2)]de,

En faisant tendre e vers 0, on obtient finalement I'inégalité : A(¢(Q)) < [, |D(p)(@)ldx,

qui achéve la démonstration du théoréme de changement de variables. ]

Le théoréeme ci-dessus démontré implique le résultat suivant :

Théoréme 3.2.2 : Soient U etV deux ouverts de R™ et ¢ : U — V' un difféomorphisme
de classe C' de U sur V. Une fonction f:V — C est intégrable sur V' pour la mesure de
Lebesque si et seulement si la fonction (fo@)|D(p)| est intégrable sur U pour la mesure de

Lebesgue et on a : [, f(y)dy = [, f(e(x))|D(p)(x)|d(z), ot D(¢)(z) est le déterminant

de la matrice Jacobienne de ¢ au point x € U.
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3.3. Quelques exemples d’applications

Preuve: Le difféomorphisme o : U — V échange les boréliens de U et de V et le théoréme
3.2.1 prouve qu’il échange aussi les ensembles négligeables. Il s’ensuit que ¢ : U — V
échange les ensembles Lebesgue-mesurables, de sorte que f : V — C est Lebesgue-
mesurable si et seulement si fop:U — C est Lebesgue-mesurable. Comme "application
x ~ |D(p)(x)| est continue et inversible, Iapplication f:V — C est Lebesgue-mesurable
si et seulement si la fonction la fonction (f o p)|D(p)|: U — C est Lebesgue-mesurable.
Pour une fonction positive, le théoréme 3.2.2 résulte alors du théoréme 3.2.1 On en déduit,
en considérant le module de f,que f est Lebesgue-intégrable si et seulement si la fonction
(f o ©)|D(p)| est Lebesgue-intégrable. En décomposant une fonction f : V' — R en
parties positive et négative, on montre alors la formule du changement de variable pour
les fonctions a valeurs réelles. Le cas des fonctions a valeurs complexes s’obtient enfin en

décomposant f:V — C en parties réelle et imaginaire. ]

Du théoréme 3.2.2, on déduit que :

Théoréme 3.2.3 : Une application [ : R?2 — C est intégrable pour la mesure de Le-
besque si et seulement si application (p,0) — f(pcos(0),psin(0)) est intégrable sur
[0, +0o[x[0, 27| pour la mesure pdpdf, et alors :

S fadsay= [ fpcos(o). psin(0))pdpad.

Preuve: L’application (p,0) — (z,y) définie par x = pcos(6),y = psin(f) est un difféo-
morphisme de classe C* de 'ouvert ]0, +oo[x]0,27[ sur R? privé du demi axe des réels
positifs ou nuls D={(z,y) € R?|0 < z;y = 0}. Comme le Jacobien de cette application
est égal a p, le théoréme 3.2.2 implique le résultat si 'on remplace R? par R2-D et
[0, +0o[x[0, 27[ par ]0, +oc0[x]0,27[. Comme D est négligeable pour la mesure de Lebesgue
et que ([0, +o0o[x[0,27[)\(]0, +00o[x]0,27[) est négligeable pour la mesure de Lebesgue,le

théoréme 3.2.3 s’ensuit. ]

3.3 Quelques exemples d’applications

Exemple 3.3.1: Soit a déterminer en fonction de «, la valeur de 'intégrale suivante :

_ dxdy
I, = _[[x2+y2§R2 @) -
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3.3. Quelques exemples d’applications

Solution: Par passage en coordonnées polaires, la fonction (x,%) = -2 7y est Lebesgue-

@Z+y?)™

intégrable sur Dg = {(z,y) € R?|0 < 2% + y2 < R?} si et seulement si la fonction (p,0) —
p%ap = p!=2@ est Lebesgue-intégrable sur [0, R] x [0, 27], ¢’est-a-dire si et seulement si o < 1.
Dans ce cas, on a :

Lo = [[onper % = 27rf0R pt2edp = G-y - Dans les autres cas (e 21), on a

1, = +o0. [

NG

Exemple 3.3.2: Soit a montrer que f0+°° e’ dx = 5

Solution: Posons [ = f0+°° e=*’dx. On a en vertu du théoréme de Fubini :

+0o0 2 +o0 2 2 9
I? = ([) e” dm)(fo e Vdy) = ffDe_(“ ) dady,

ou D= {(z,y) e R?|z > 0;y > 0}. En utilisant les coordonnées polaires, on obtient alors :

I = [/e_(xzﬂ/z)dxdy
D
= /(; /OQe‘pzpdde
T +oo _ 2
e

T /‘“’" _udu
= — e —
2 Jo 2

N

Dot [ = 4E. n

Exemple 3.3.3: Calcul de 'aire du domaine B = {(z,y) e R? : 22 + y? < 1}
L’aire de B est définie par A(B) = [[p. 15(z,y)dzdy

A(B) A([R 1p(z,y)dz)dy (par le théoréme de Fubini)

V1-z2
1o 1
fR x'-l([m dy)dx

1
= / 2V1 —x2dx
-1

™

(par le changement de variable x = sin(u))

I
|
vl
ro
(@)

o
n
~
IS
p—
o
o}
»n
~
IS
N—
.
IS

1l
~~
Q
=]
n
N
[\~
IS
N—’
_|_
—_
~—
U

IS
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3.4. Passage en coordonnées polaires

Exemple 3.3.4: Calculons [ = [, [ e~(=+9)*~(-9)*dxdy

Opérons le changement de variable

U=1x+ =%
4 Alors 2

v=x-y. y =42
O: Q={(a,b)eR?:a>0;|b|<a} - R2
Le difféomorphisme (u,v) - (42, 4550)

a pour matrice Jacobienne

Jo =

N—= N

Donc |detJg| =7 x2 =

Par la formule de changement de variable, on a

[ f —dudv

f T (/ “*dv)du par Fubini

~
I

Posons F(u) = [* e=**dv,alors F(u) =2 [;"e " dv car v~ e " est pair.

Nous avons F'(u) = 2¢7* Donc

I = /O+wF'(u)F(u)du
= [GF@)

= 12[ e dv)?
8

3.4 Passage en coordonnées polaires

L’application (r,0) — (x = rcosf,y = rsinf) vue plus haut définit le passage en

coordonnée polaire dans R? et on a la configuration suivante :
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3.4. Passage en coordonnées polaires

FI1GURE 3.1 — Coordonnées polaire d'un point M

Nous voulons généraliser cela en dimension n.

Théoréme 3.4.1 : Soitx = (21, 29,...,x,) € R™. Alors il existe un n—uplet (r, 6,06,

r>0,0<60q,0s,...,0, o <met0<6, <27 tel que :

Ty = rcosb
To = 7rsinf;cosby
x3 = rsinf;sinfycosbs
Tp-1 = rsinf;sinbs...sind,,_scosb,_;
T, = rsinf;sinbs...sinf, osinb,,_;

De plus, on a |z| =1 et le jacobien de cette transformation ¢ est donné par :
Jy=r""(sin ;)" ?(sin 63)"3...(sin 0,,_2)*(sin 0,,_2)
Preuve: cf.[3]

Remarque 3.4.1 :

1 Cette transformation peut aussi se mettre sous la forme suivante :

1 = rsinb,;
n—2
Ty = rsinHkHCOSQj 2<k<n-1
j=1
n-1
T, = rHcosej
j=1

vy 0n1) avec

ENS 2016 33 Memoire DI.P.E.S II. 2015-2016



3.4. Passage en coordonnées polaires

Dans ce cas, le jacobien devient : Jg = 7117~ (cos ;)" 1~/

2 Cette transformation est une représentation paramétrique de la sphére S*~! d’équation :

R N

Définition 3.4.1 : On dit que le n-uplet (r,601,6,,...,0,_1) du théoréme ci-dessus est une

représentation en coordonnées polaires (ou sphériques) de x = (z1,xg, ..., Ty)

En dimension n=3, on a la configuration suivante :

X = rsimeos]’

Yy = rsinasingd
2= reosd

FI1GURE 3.2 — Coordonnées sphérique d’un point M

Corollaire 3.4.1 soit f:R® — R intégrable sur R™. Alors
+00 g ™ 2m
f F(2)dx = f [ f [ F((r,0)) | Jldrdb...d6,
Rn r=0 J61=0  J6,2=0 JO,_1=0
avec x(r,0) = (1(r,0),...,x,(r,0)) et 6 = (01,05, ...,0,_1)
Preuve: cf.[3] n

Définition 3.4.2 : On dit qu’une fonction f : R” — R est radiale, lorsqu’il existe une

fonction f:R* — R telle que : f(x) = f(|z]), pour tout = € R™ .
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3.4. Passage en coordonnées polaires

Exemple 3.4.1: Les fonction suivante sont radiales sur R” :
1. f(z)=el ona f(r)=e.
2. f(x) = p. ona fr) =1L .

Remarque 3.4.2 : Si f est radiale dans le corollaire 3.4.1, alors f(z) = F'(r) ,est une

fonction de r et on a :

+o0 s T T 21
f F(2)dz = [ f f [ [ F(r)|Jgldrdds—ds,
Rn r=0 6,=0 60p—2=0 J0,,_2=0 JO,_1=0

Exercice d’application: 1. Mesure de la boule B, (R) définie par :

Bu(R) ={ (z1,79,,2,) e R" [ 23 + 23+ + 22 < R? }.

o
9 ~ 1 N P
2. Calculer I'intégrale I = an(R) (\/x2 ——— x2) dx ot v est un réel.
1 2 n
Solution: 1. Si nous désignons par V,, la mesure de cette boule, alors nous aurons :

Vv, = /[ XB, (T1,....,xp)dzy...dx,
Rn
R T T 21
f / f / Jydrdd...d0,_d0,
r=0 J61=0 0p—2=0 J6O,,-1=0

2 mn e ™
_ A f f Tsdby...d6,
n 61=0 0n—2=0

2rRr =2 T i .
= = ]11 fo (sinf;)"177db; (par Fubini)
2 R 12
= = [171-
n j=1

Ty . : - 2 -J
ot I,1-; = [ (sin;)"1-idp; = ZT_jIn_g_j. Observons que

I 2p—-12p-3 31 (2p)!
= =T = T
T op 2p-277420  (20pl)?

et

2p 2p-2 (2vp!)?
— Iy 3=2——"—
2p+12p-1 (2p+1)!

La détermination des I;,1 < k < n -2 permet d’obtenir V,,. remarquons que :
[ (sinz)*dx
0
/2 ™
[ (sinz)*dx + f (sinz)*dx
0 /2
/2 /2
f (sinz)*dx + / (cosz)*dx
0 0
w2
2 / (sinx)*dz.
0
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3.5. Coordonnées cylindriques

Les intégrales fow/ *(sinz)mdz, foﬂ/ *(cosz)™dx sont égales pour m € N et sont appelées

intégrales de Wallis.

2
Ty

1 (03
2. La fonction f(z) = (—2) est radiale et on a :
4+ .. xn

1 e}
I = ——| dz
fB"(R) (\/mf ot x%)
R rm ™ 27
= = .[7“:0[91:0 "'f@n_g:O 6, 1=0 T%\J¢|d7’d91d9n_1
- (@RI L) e
R R
Les I,,_1_; ont été calculés au 1). Il suffit alors de calculer f rlady = hr% rrliady
0 e=UJe
1

. R
pour avoir I . Or [ “rr-l=edr={ n-a

In(R) —In(e) sinon
Donc I est infinie si n < « et finie dans le cas contraire.

(R —e™9) si n#*a«

Remarque 3.4.3 : On déduit de ce qui précéde que :

1 @ n-2 + 00
J= / — | dr= (27T H ]n_l_j) f riimadr.
R™\B,(R) x% +oe j=1 R

1

+
Mais f ” r"1=%dr = lim ) r"1=%dr = lim n-o
E—>+00 E—>+00 .
R R In(e) —In(R) sinon

Donce J est infinie si n > « et finie dans le cas contraire.

(R —e™9) si n#*a

3.5 Coordonnées cylindriques

Pour calculer une intégrale, on peut étre amené a faire des changements de variables

autres que polaire (sphérique), cartésien.

Définition 3.5.1 : Soit (x,y,z) € R3, alors il existe un 3—uplet (r,6,t) € R? tel que :

x =rcosb,
y =rsinb,
z=t.

Cette transformation a pour jacobien J = r et définit le changement de coordonnées

cylindriques.

Exemple 3.5.1: calculer les intégrales I = [[[,, e *¥’dzdydz, K = [[J,, dvdydz ot D est le
domaine défini par : D = {(z,y,2) e R®|z?2 +y? = R?2 et 0 < 2z < h} avec R,h > 0.
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3.5. Coordonnées cylindriques

Solution:

fOR OQW foh e’ rdrdfdz
2rh fOR redr
mh(ef” - 1)

I=[f, e’ +v* dxdydz

K = [[J, dedyd> = [ [7 [ rdrdod:

TR%h -

Proposition 3.5.1 : Soient R, h deux réels strictement positifs et x = (x1, T2, T,) € R?

tel que :
(5) 22+ 22 4+ +22 | <R?
|z| < h.

Alors il existe un n—uplet (r,01,,0,_2,t) tel que :

1 = rcost
k-1
Ty = TCOSGkHSinHj 2<k<n-2
J=1
n—2
Tpg = T H sinb;
j=1
T, =t

avec 0<r < R;0<60,--,0, 3<m;0<0, 9<2m et —h <t<h. De plus, le jacobien de cette

n-2
transformation ® est : Jg = r"2 H(smgj)n—2—j_
j=1

Preuve: D’aprés le théoréme 3.4.1, il existe un (n — 1)—uplet tel que :

1 = rcost
k-1
Ty = Tcosﬁknsmﬁj 2<k<n-2
j=1
n—2
Tpo1 = T H sinb;
j=1

avec 0<r < R;0< 0,0, 3<7m;0<6, 5 <27 Comme |z,| < h alors x, =t avec —h <t < h.
La matrice jacobienne de cette transformation est tel que la derniére ligne et la derniére
colonne n’ont que des zéros excepté I'élément de la diagonale qui vaut 1. Ainsi, le jacobien

de la transformation se déduit du théoréme 3.4.1. ]
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Définition 3.5.2 : — Le n—uplet de la proposition ci-dessus définit une représentation
en coordonnée cylindrique dans R™.
— Le systéme (.S) ci-dessus est 1'équation du cylindre (plein).
— Si la premiére inégalité du systéme (5) devient une égalité, alors on a un cylindre

CTEUX.
— Si on omet la deuxiéme inégalité du systéme (), on obtient un cylindre infini.

Remarque 3.5.1 : 1. Soient h un réel strictement positif et = = (z1;--+;x,) € R™ tel

que :

C’est ’équation d’un cone en dimension n ; une paramétrisation de ce cone se déduit

de la proposition 3.5.1.
2. Soient h un réel strictement positif et = = (x1;--+;x,) € R? tel que :

240402 g =
r{+-+xn | —x, =0,

0<z, <

Cette équation est celle d’'une parabole & n dimensions. En dimension 3, elle est

connue sous le nom de paraboloide. Une paramétrisation de (S;) se déduit de la

proposition 3.5.1.
Exemple 3.5.2: Soit D le compact de R? défini par les inégalités : x > 0;y > 0;

220 x+y+2<1
dxdydz

a) Calculer I'intégrale [ = /]D Grzegra)
b) Soient a, 3,7,9 des entiers naturels positifs. Calculer 'intégrale

J=/]]x°‘y (1-z -y - 2)°dedyd:z.
D

Solution: En effectuant un changement de variable

U=T+Y+2, r=u(l-v),
w =y + 2, alors { y =uv(1-w),
wow = 2. Z = uvw.

Cette transformation définit un difféomorphisme de classe C! et permet de quitter du

Memoire DI.P.E.S II. 2015-2016
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3.5. Coordonnées cylindriques

domaine D au domaine A = {(u;v;w) € R3|0 < u,v,w < 1}. Le jacobien de cette transfor-

mation est

1-v v(l-w) vw
J(u,v,w)=| —u w(l-w) ww |[=uv

0 —Uv uv

Ainsi, on a :

a) L'intégrale T devient I = [ [' [ %dudvdw =1 ﬁdu, mais

L2 11 2 1
——d =f - du =In2 -
./o (1+u)? o (1+u (1+u)2+(1+u)3) e

Dou I = 3(In2-3).
b) L’intégrale J devient :

5

8

J = fol utBrr+2(1 - u)5duf01 VA1 - w)odu fol w(1 - w)Bdw

= F(a+ﬁ+’y+2,5)r(ﬁ+’}/+1,@)F(7,5)

ol

F(m;n):folum(l—w)”du = 2T(m+1;n-1), Vn,meN

= ol L P(m+n;0)

m+1l m+2  m+n

= _nml rlomyn
~ (m+n)! .[0 u du

nlm!
(m+n+1)!

Ainsi, on a :

J=T(a+B+~v+2,0)(B+~+1,0)(y,5) =

Ma+B+y+2)! al(B+y+1)! Bly!

(a+B+y+6+3) (a+B+y+2) (y+B+1)
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CHAPITRE QUATRE

PORTEE PEDAGOGIQUE

Le changement de variables est un outil important dans le calcul des intégrales et
autres notions faisant intervenir les intégrales. Son intérét est certain tant chez I’enseignant

que chez I’éléve.

4.1 Intéréts du changement de variables

4.1.1 Pour I’enseignant

C’est un outil qui aide a éviter de lourds travaux dans le calcul intégral en ce sens que :
1. Il permet d’étre mieux outillé pour le calcul intégral (simple ou multiple).

2. Il permet de mieux s’adapter, d’étre plus a 'aise et d’avoir une longueur d’avance

par rapport aux éléves dans le calcul intégral.
3. Il permet de donner une interprétation graphique (si possible) aprés le calcul intégral.
4. 1l permet d’avoir un calcul plus aisé et moins difficile & effectuer.

5. Il aide dans le calcul d’aires/volumes des figures « assez tordues »de 1’espace, faire

des calculs de la géométrie plane ou de I'espace.
6. Il aide dans le traitement des suites définies avec les intégrales.

7. 11 aide l'enseignant & mieux faire la transposition du savoir savant au savoir a
enseigner puis du savoir & enseigner au savoir enseigné et permet que le triangle

didactique soit bien établi.
8. Intensifie la culture scientifique et développe l'esprit de recherche.

Retenons que la pédagogie n’a pas pour seul cible le secondaire, elle s’applique aussi au

supérieur. Ainsi I'intérét de de notre travail pour un enseignant du supérieur est : outre
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4.2. TIllustrations

les champs cités ci-dessus, il permet d’étre mieux outiller dans le calcul des probabilités
(définies avec des variables en continu), des statistiques, dans le calcul des processus
stochastiques et dans certains problémes d’économies et finances débouchant sur les

intégrales.

4.1.2 Pour 1’éléve

Retenons que les programmes d’enseignement du secondaire de notre pays traitent
uniquement les intégrales en dimension d’espace un (intégrales simples). Ainsi le calcul des
intégrales dans nos établissements requiert une bonne maitrise du calcul des primitives, de
I'intégration par parties,...etc. Un condensé des méthodes d’intégration avec des exemples
a I'appui a été donné au chapitre deux; tout lecteur intéressé pourra outre Daniel Guinin
et al.[4], consulter la collection CIAM (Collection Inter Africain de Mathématiques) en
classe de terminale, et bien d’autres manuels au programme (en classe de terminale) définis
par le ministére des enseignements secondaires. Le changement de variables bien que tres
peu introduit dans nos établissements secondaire, permet que ’enfant soit :

1. mieux outillé pour le calcul intégral ;

2. outiller dans le traitement des suites définies avec les intégrales ;

3. capable de faciliter et d’alléger ses calculs;

4. capable de calculer les aires/volumes des figures « assez tordues », faire des calculs

de la géométrie plane ou de l'espace.

5. Intensifie la culture scientifique et développe 'esprit de recherche.

4.2 Illustrations

Nous travaillons ici en dimension inférieure ou égale a trois.

4.2.1 Calcul du volume d’un céne de hauteur h >0 et de rayon de

base R >0

Les éléves savent que ce volume vaut %Qh (S.UIL)!

Comme indice de faciliter pour mieux transposer le savoir, le professeur pourra faire ceci

1. systéme d’unité internationale
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4.2. TIllustrations

(voir figure ci-contre) :
— Considérer un point z (situé sur ’axe de révolution) entre la base et le sommet du
cone,
— Considérer l'aire S(z) du cercle définissant la section du cone en ce point,
— Lorsqu’on fait varier z entre 0 et h, S(z) décrit entiérement le cone; ainsi on intégre
S(z) entre 0 et h. S(z) = wr? ou 0 < r < R, en utilisant la propriété de Thalés on écrit :
r= @. D’ou S(z) = mR?(1-%)? et par suite, foh S(z)dz = mR? foh(l —22 Z—i)dz =

2 7 2z . . , .
’T’g h . résultat prévisible car ce volume vaut %Bh, B étant I'aire de base.

FIGURE 4.1 — Coéne

4.2.2 Calcul du volume de la sphére de rayon R > 0

Les éléves savent que ce volume vaut @ (S.U.L)

Comme indice de faciliter pour mieux transposer le savoir, le professeur pourra faire ceci
(voir figure ci-contre) :

— Considérer un point z (situé sur I'axe de révolution) entre le centre et le bord de la
sphere,

— Considérer I'aire S(z) du cercle définissant la section de la sphére en ce point,

— Lorsqu’on fait varier z entre —R etR, S(z) décrit entiérement la sphére; ainsi on
intégre S(z) entre —R etR.S(z) = mr? ou —R < r < R, en utilisant la propriété de
Thalés on écrit : 2 = R? — 22. D’ou S(z) = m(R? - 2?) et par suite, fj% S(z)dz =
QfOR S(z)dz = ZWfOR(RQ -22)dz = 4”733 ;

résultat connu.
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4.2. TIllustrations

FIGURE 4.2 — Sphére

4.2.3 Calcul du volume d’un cylindre de rayon R > 0 et de hauteur

h=h2—h1>0

Les éléves savent que ce volume vaut mR2h(S.U.I.) Comme indice de faciliter pour
mieux transposer le savoir, le professeur pourra faire ceci (voir figure ci-contre) :
— Considérer un point z (situé sur I’axe de révolution) entre les deux bases du cylindres,
— Considérer l'aire S(z) du cercle définissant la section du cylindre en ce point,
— Lorsqu’on fait varier z entre hy et hs, S(z) décrit entiérement un cylindre ; ainsi on
intégre S(z) entre hy et hy. S(2) = mR? et on obtient : fh}? S(z)dz =mwR?(hy—hy)dz;

résultat prévisible car ce volume vaut I’aire de base multiplier par la hauteur.

FIGURE 4.3 — Cylindre

4.2.4 Calcul du volume d’une pyramide de hauteur A >0 et dont

la base est rectangulaire de longueur 2a et de largeur 20b.

Les éléves savent que ce volume vaut 44 (S.U.L)
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Comme indice de faciliter pour mieux transposer le savoir, le professeur pourra faire
ceci (voir figure ci-contre) :

— Considérer un point z (situé sur la hauteur) entre la base et le sommet de la pyramide,

— Considérer 'aire S(z) du rectangle définissant la section de la pyramide en ce point,

— Lorsqu’on fait varier z entre 0 eth, S(z) décrit entiérement la pyramide; ainsi on
intéegre S(z) entre 0 eth.S(z) = zy = 4x1y; avec = = 2xq,y = 2y;, en utilisant la
propriété de Thalés on écrit : @1 = 2(h - 2),y1 = (h - 2). Dot S(z) devient
S(z) = 32 (h - z)? et on obtient, [ S(2)dz = %bfoh(h - 2)2dz = 44" (S.UI);

FIGURE 4.4 — Pyramide

résultat prévisible car ce volume vaut le tiers de 'aire de base multipliée par la

hauteur.

Remarque 4.2.1 : 1. On peut ainsi de proche en proche calculer les volumes des
figures beaucoup plus complexes en dimension 3. Observons que si ’'on trace une
courbe f sur un intervalle [a;b] et on la fait tourner autour de ’axe des abscisses ; le

volume de la figure obtenu est donnée par V =7 fab f3(zx)dz.

2. L’intégrale [ab( f(x)-g(x))?dx représente le volume obtenu en faisant tourner I'aire
S (délimité par les inégalités a <z < b; g(x) <y < f(x)) autour de I'axe des abscisses.

On peut aussi le faire en tournant par rapport a un autre axe.
0
3. De fagon générale, 'intégrale 5 fab( f(x) = g(x))%dx représente le volume obtenu en
faisant tourner l'aire S (délimité par les inégalités a <z < b;g(z) <y < f(z)) d'un
angle de 6 radian autour de I'axe des abscisses.

4. Lorsqu’on passe en dimension deux, I'intégrale fab( f(x) = g(x))dx représente l'aire

délimité par les inégalités; a <z < b;g(x) <y < f(x).
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5. S'il existe une subdivision (a = ag < a; < -+ < a, = b) de Uintervalle [a;b] tel que
la fonction f traverse l'axe des abscisses en chaque a;, alors l'aire A = fab f(x)dz
est donnée par :A = Yir Ai + Xjes Aj = Dier [, f(@)dr — ey fa‘;j“ f(z)dz ou I
et J forment une partition de {0;1;--;n —1}; A; étant le domaine délimité par
les inégalités du type a; < x < a;41;0 <y < f(z) et A; le domaine délimité par les

inégalités du type a; <z <aji1; f(x) <y <O.

6. En ce qui concerne les suites, on peut regarder les intégrales suivantes : pour
neN, I, = [F (cost)rdt, J, = [,? (sint)rdt, K, = [} (1-t2)ndt, L, = [ (£2=1)ndt, M, =
fog e~ (cost)™dt, N,, = fog e~ (sint)"dt ;
I, J,, K, et L, sont des intégrales de Wallis et font intervenir une récurrence ; M,

et N, sont les intégrales liées.

FIGURE 4.5 — Exemple de volume obtenu en tournant une courbe autour de 'axe des

abscisses
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CONCLUSION

Dans ce mémoire portant sur le changement de variables dans les intégrales, il était
question pour nous de démontrer le théoréme de changement de variables. Aprés avoir
rassemblé quelques notions utiles pour établir les différents résultats, nous avons décomposé
la preuve du théoréme de changement de variables en lemmes et propositions, nous avons
également prouvé les résultats qui s’en déduisent ; ceci pour des fonctions mesurables et

pour un difféomorphisme de classe C! et dégagé des applications.
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