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Introduction

Les filtrations sont les généralisations des puissances d’un idéal. L’étude

des filtrations a fait 'objet de nombreux travaux (Voir [3],[7],[8],...)-

Cette étude est étroitement liée & celle de réduction, de dépendance
intégrale, de fonction de Hilbert pour lesquelles elle est devenue un outil
efficace d’étude.

Les concepts de bifiltration sur les anneaux et modules ont été introduits
par Dr Monzon Traoré.

Le concept de réduction d’un idéal a été introduit pour la premieére fois
en 1953 par Northcott et Rees.

Ce concept de réduction d’un idéal a des applications importantes en Al-
gebre Commutative (notamment en théorie asymptotique des idéaux, et dans
I'étude de la dépendance intégrale sur un anneau), en Géométrie Algébrique
etc...

La notion de réduction d’un idéal peut se généraliser aux filtrations d’'un
anneau de plusieurs facons différentes.

L’objectif de ma thése est de définir d’'une part quelques classes de bi-
filtrations afin d’établir une classification des bifiltrations et d’autre part de
donner les analogues de certaines propriétés des filtrations pour les bigradua-
tions et les bifiltrations.

Dans le chapitre 1, nous rappelons la définition et quelques propriétés des
bigraduations et des bifiltrations.

Dans le chapitre 2, nous introduisons le concept de sous anneaux de Vé-
ronése d’'un anneau bigradué puis nous généralisons quelques propriétés de
sous-anneau de Véronése aux bigraduations et aux bifiltrations.

Dans le chapitre 3, nous donnons quelques propriétés des anneaux et

X



X INTRODUCTION

modules bigradués associés a une bifiltration.

Dans le chapitre 4, nous définissons quelques classes de bifiltrations puis
nous faisons leur classification.

Dans le chapitre 5, nous donnons les analogues de quelques propriétés de
réduction des idéaux et des filtrations pour les bifiltrations .



Chapitre 1

GRADUATIONS ET
FILTRATIONS

Dans tout ce qui suit A est un anneau commutatif unitaire.

1.1 Anneaux gradués
Définition 1.1
Soit A un anneau commutatif unitaire.

On appelle Z—graduation de A, toute famille (A,), ¢ z de sous-
groupes de A telle que :

()A= & A,

ne€z
(17) ApAy C Apry VY Dpg€EZ
Les éléments du sous-groupe A,, sont dits homogénes de degré n.

Tout élément a de A s’écrit de maniére unique a = > a,, ou a, € A,

n
Vn € N, avec la convention que a,, = 0 pour tout n sauf pour un nombre fini.

a, est la composante homogeéne de degré n de a. Un anneau muni d’une
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Z-graduation est dit Z-gradué.

1.2 ’anneau @ A, est dit gradué de type N ou positivement
nez

gradué si A, = (0) Vn <O0.

1.2 Modules gradués

Définition 1.2
Soit A= & A, un anneau gradué.
n €7z

On appelle A—module gradué, tout A—module M muni d’une famille
(M), e z de sous-groupes de A telle que :

n ez

(i1) AyM, C M,, Vpq€ecZ

Les éléments du sous-groupe M, sont dits homogénes de degré n.

Tout élément x de M s’écrit de maniére unique = = > z,, ou x, € M,

VneN. "

Soit M = @& M, un A-Module Z-gradué et soit N un sous-module de
nez
M.

N est appelé sous -module gradué de M si N = & (NNA,)
n €z

En particulier si I est un idéal de 'anneau gradué A= @& A, , [ est
n €z

appelé idéal gradué de A si c’est un sous A-module gradué du A-module

A .

Y



1.2. MODULES GRADUES 3

doncsil= @& (INA,).

n €z

Proposition 1.2.1

Soit A= & A, un anneau gradué a degrés positifs et soit
n €z

Alors — =~ Aj.
Preuve

Soit I = A, = & A, alors I est un idéal gradué de A.
1

n >

Soit p : A — Ay tel que <Zan) = ap alors ¢ est un morphisme

d’anneau surjectif.
Donc Im ¢ = Ay
De plus Ker ¢ = A
D’apres le théoréme d’isomorphisme, on a A_+ ~ Aj.

Remarque 1.2

Toute algebre de type fini sur un anneau noethérien est un anneau noe-
thérien.

Proposition 1.2.2

Soit A= @ A, un anneau gradué a degrés positifs. Alors les assertions
n >0

suivantes sont équivalentes :

i) L’anneau A est noethérien.
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i1) L’anneau Aq est noethérien et A est une Ag—Algébre de type

fin.
Preuve

Voir [12] page 27

1.3 Filtrations

1.3.1 Filtrations d’un anneau

Définition 1.3.1

Soit A un anneau commutatif et unitaire.

On appelle filtration de A toute famille f = (1,,), ¢ z d’idéaux de A
vérifiant les trois propriétés suivantes :

(i) Ip=A

(i) [iy1 C I, VnezZ

(i33) 1,1, C I,y VD,q€Z

Conséquence 1.3.1: pourtoutn<0,,=A

1.3.2 Filtrations d’un module

Définition 1.3.2
Soit M un A-module.

On appelle filtration de M, toute famille & = (M,,), ¢ z de sous-modules
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de M vérifiant :

(i) My = A

(i) Mpyr C M, YneZ

Les filtrations f = (I,,), ¢ z de 'anneau A et & = (M,,),, ¢ z du
A-module M sont dites compatibles si et seulement si V p,q € Z, on a
(idi) T,M, C My,
Exemples

1—Soit [ un idéal de 'anneau A. On considere la famille f = (I"), ¢z

avec la convention I" = A Vn < 0.

fr=( A A2 B I ).
fr est une filtration de A appellée filtration I—adique de A.
De méme si M est un A-module, alors on pose ®; = (I"M),, ¢ 7, P est

une filtration de M appelée la filtration I-adique de M.
Les deux filtrations f; et ®; sont compatibles.

2—Soit k un entier naturel supérieur ot égale a 1. On pose

f(k) = ([nk)n €7

) est appelée filtration extraite de f d’ordre k.
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1.4 Anneaux et modules gradués associés a
une filtration

Soit f = (In)n e z une filtration de 'anneau A.

On considére le groupe

G = P~ P

ne Z["‘H n €N It

G¢(A) est un anneau commutatif unitaire gradué appelé I’anneau gra-
dué associé a la filtration f.

In

In+1

Soit f = (I,)n e z une filtration de A, G;(A) = @

nez

I’anneau gradué

associé a la filtration f .

Soit M un A-module, ® = (M,,),, ¢ z une filtration de M.

On suppose que f et ® sont compatibles

M,

Considérons Gg(M) = @ M
n+1

n ez

Go(M) est un G¢(A)—module gradué appelé module gradué associé a la
filtration ¢ de M.

Cas particulier de la filtration I-adique

Soit [ un idéal de A.
On note f = (I"), ¢ z la filtration /—adique de A.

On note
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ITL
G (A) =Gr(A) = @]m—l s’appelle 'anneau gradué associé a l'idéal I.

n >0

Soit M un A-module et soit ®;(M) = (I"M),>o la filtration —adique
de M.

On note

"M
Go, (M) = G1(M) = EB[nHM

n >0

1.5 Anneau de Rees d’une filtration d’anneau

Définition 1.5

Soit f = (I,)n e 7 une filtration de 'anneau A.

On appelle anneau de Rees de f , 'anneau gradué

R(A, f) = nego I, X" ou X est une indéterminée.

C’est un sous-anneau gradué de anneau A [X]| des polynomes sur A a

une indéterminée.

Un élément arbitraire de R(A, f) s’écrit 2z = ag+a; X +asX?+...+a,X?

ou Q4 S [j VQ
Remarque 1.5

R(A, f) = A[LX, LX?, ... [,X",..]
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1.6 Anneau de Rees généralisé d’une filtra-
tion
Définition 1.6

Soit f = (I,)n e 7 une filtration de 'anneau A.

On appelle anneau de Rees généralisé de f , 'anneau gradué R(A, f) =

o I,X".

n €Z

C’est un sous-anneau gradué de A [X,u] ouu= X1
Un élément de R(A, f) s’écrit :

z=a X P+a X P+ +a 1 X T Ha+a X +asX?+ ... +a,X?
ou a; € [j \V/j

Remarque 1.6

R(A, f) = Alu, 1 X, LX?%, ..., [,X",..] otu=X"1

R(A, f) = R(A, f) [u]

1.7 Sous anneau de Véronése d’un anneau
gradué

Définition 1.7

Soit A= & A, un anneau gradué
n € Z

Soit k € Z* fixé

On pose AW = @ A,
n ez
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AR) = . DA 0 DAL DA DA, PAy B DA D, AP est

un sous-anneau gradué de A et est appelé le k-iéme sous-anneau de Vé-
ronése de A.

1.7.1 Cas de 'anneau de Rees généralisé d’une filtra-
tion
R(A, f)= & IL,X™ Soit k € Z* fixé.
n €L
Soit (R(A, f))*) le k-ieme sous-anneau de Véronese de R(A4, f) .
Par définition (R(A4, f))* = & L,X"
n €7
Considérons la filtration f*) = (Ix), ¢ z alors R(A, fF) = @ L X"

n €Z
Proposition 1.7.1

Soit A un anneau , k un entier non nul et f = (I,), ¢ z une filtration de

A. Alors
(R(A, )Y ~R(A, f0).

Preuve

Soit 1 R(A, F®)) > (R4, )Y

telle queV 2= > a,X" aveca, € I,y Yn € Z,
n ez

o(z) = Y a, X™ avec a,X"* € I, X"*VneZ,

n ez
oL gpagmy) =@(la) =14 = 1(?)%(14 Mk

++ Soient z,2' € R(A, f®)) ,alors z= 3 @, X" o a, € I,y Vn € Z,
ne€z

et 2= > b, X" ou b, € I, Vn€EZ.

nezZ
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o(z4+2)=0o( > a, X"+ > b, X")

nez n ez

= | > (ap+ by)X"

n €7

= > (an+ by)X™

n €z

= Z aank+ Z annk

n ez nez
donc ¢(z+ 2') = p(z) + ¢(2')
** % Soitent  a,XP et b, X7 ou a, € I et
by € I, Vp,q € Z.
On a @ [(apXP)(0g X )] = @(apby XPT9)
= anqX(p+Q)k
= (apok)(quqk>
= p(a,X?) x (b X7)
Soient z= > a, X" et 2= > b,X"™ ou a,€ I, Vn€Z,

n ez m € 7Z

et b, € I, Ym,n € Z.
@(ZZ’)=90K > X) ( > bmxm)]
n €z mE 7

k
= (Z cka> ol c¢x =Y aibg_;

k =0
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=3 (e XF)

done p(22') = p(2)p(=') -
D’aprés %, %%, % * * ¢ est un morphisme d’anneau .

- ¢ est surjectif par construction donc Im ¢ = (R(A4, f ))(k)

- Kew={ S X" /(% anX") — 0, avec ay € fnk}

nE€Z n ez

n ez n ez

= { S oa X" ST a, X" =0,avec a, € Ly }

:{Z ap, X" / a, =0,avec a, € I, V nGZ}

n ez

donc Ker ¢ ={(0)}
Par conséquent ¢ est injectif.

@ étant injectif et surjectif alors ¢ est bijectif.

Dot (R(A4, )" =~ R4, f®)

Remarque 1.7.1

En particulier nous avons (R(A, f ))(k) ~ R(A, f®)
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Chapitre 2

CLASSIFICATION DES
FILTRATIONS

Dans tout ce qui suit A est un anneau commutatif unitaire.

2.1 Les filtrations I—bonnes

Définition 2.1

Soit f = (I,)n e n une filtration de A et I un idéal de A. La filtration f
est /-bonne
Si:

(1) Mexiste k €N tel que Vn>k, I, =1,
Exemple 2.1.1

Pour un idéal I d’'un anneau A , on pose I™ = A pour tout n < 0. Alors
la famille f; = (I™),ez est une filtration de A appelée la filtration I-adique
de A.

Voir [1] page 15

Exemple 2.1.2

Soit I un idéal d’'un anneau A, M un A-module. On pose I"M = M pour
tout n < 0. Alors la famille ¢, = (I"M),cz est une filtration du A-module
M appelée la filtration I-adique de M.

13
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Voir [1] page 15

Exemple 2.1.3

Soit A = (Z)[()gg et soit z = X + (X?).

Soit f = (In)n e z la famille d’ideaux suivantes :

]OZA, 11:IQZ<[E>7I7L:0VHZ?)

alors f est une filtrations /;-bonne mais pas [;-adique.
Voir thése Dr ASSANE

Conséquence 2.1.1

(i) f est I-bonne si et seulement si f est [;—bonne.

En effet comme f est /—bonne, on a;
IIoCIiorlg=A,donc I C I .

DouVneN, 11, Cl,ywetVn>k I, C LI, Cl,y
Or II,=1,1,YVn>k

Donc L1, = 1,11

Par conséquent f est I;—bonne.

Réciproquement il suffit de prendre I = I5.

(1) Comme f est I-bonne, on a

[Ty = Ipys = Ly = I(ITy) = ITpst = Lso
Pl = PPl = 1o = Ijgs

Par récurrenece

"I, = Ik+n Vn € N.
Conséquence 2.1.2

Soit I un idéal de A et soit (M), ¢ y une filtration /-bonne du module

M.
Soit I’entier ng tel que pour tout n > ng , IM, = M,
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M, " M,
Alors — 1ot ( 1> < o ) .
A4ﬁo+n+1 I A4ﬁ0+1

n

no

M,y+1

En effet , soit «,, € et zp, €

In+1
n

oy, € Torl — il existe a,, € I" tel que o, = a, + 1"

Zng € ——2— =il existe x,,, € M, tel que z,, = Tp, + My11
Mn0+l

On sait que la filtration ® = (M,,),, >o et la filtration /—adique
f=("),, sont compatibles. Ce qui implique que

UnZng = (an + InH) (Tng + Mpgy1) = anTpg + Mpgynia

Comme a,x,, € ["M,, = M,,+n Y ,
M,
donc a2, € —_notn
A4ﬁ0+n+1
D’ott < . ) ( Mn, ) c Mnoin
I+ Mn0+1 B Mno-i-n-i-l
Réciproquement
S . A4ﬁ0+n 1 .1 . Al 1 -
ot Zp,4n € YA alors 1l existe @,y 1n € Myyqn tel que zp 4y =
no+n+1
xn0+n'+'A4ﬁo+n+1
Comme la filtration ® = (M,,),, >0 est [—bonne alors I"M,, = M, in -

Etant donné que . 1n € Mpyin = "My,
Alors il existe a, € I" et x,, € M,, tel que T, 1n = anTy,
On a

Zngtn = AnTng T Mpgint1 = (an + ) (Tno + Mng+1)



16 CHAPITRE 2. CLASSIFICATION DES FILTRATIONS

1" M,
o e (1) (35)
Dot —dntn_ ( ! 1) ( M, ) .
Mn0+n+1 In+ Mnngl

Conclusion

M, in I M,

o (1) (M)
Mng-‘,—n—i—l I+ Mng—i—l

2.2 Filtrations AP

Définition 2.2

Une filtration f = (1,,), ¢ z de A est dite approximable par des puis-
sances d’idéaux (AP) s’il existe une suite d’entiers naturels (k,), ¢ v telles
que

(i) Vm,n € N, Ij,m C I7;
(i) lim b= =

Exemple 2.2

Soit A = k[X] ou k est un corps et X une indeterminée.
Soient f = (I)nezon In=A et I, =(X"") ¥n>1
alors f est une filtration de A qui est AP.

( Henri DICHI )

2.3 Filtrations fortement AP

Définition 2.3
La filtration f = (I,,), ¢ z de A est dite fortement AP s'il existe

un entier £ > 1 tel que Vn € N*, [, = I}! .
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2.4 Filtrations EP

Définition 2.4
La filtration f = (I,)n ¢ z de A est dite Essentiellement puissance

d’idéaux (EP)s’il existe un entier N > 1 tel que Vn € N* [, =

N
S Lol
p=1

2.5 Filtrations Noethériennes

Définition 2.5
La filtration f = (I,,), ¢ z de A est dite noethérienne si son anneau

de Rees généralisé R(A, f )= @ [,X" est un anneau noethérien.
n €L

Dans ce cas ’anneau A est noethérien.

2.6 Filtrations fortement noethériennes

Définition 2.6

La filtration f = (I,,), ¢ z de A est dite fortement noethérienne si
I’anneau A est noethérien et s’il existe un entier £ > 1 tel que :
Vm,n >k, I,1, = Lyim.

Exemple 2.6

Soit A = k[X] ou k est un corps et X une indeterminée.
(X")sin>p+1
(XP)sil<n<p
alors f est une filtration fortement noethérienne d’ou fortement AP.

( Henri DICHI )

Soit p > 2 un entier et f = (I,), cz o0 [p = A et {
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2.7 Comparaison des classes de filtrations

Soit f = (I,)n e z une filtration de A,

alors :

f I—adique = f I—bonne = f fortement AP — f AP

Si en plus 'anneau A est noethérien.

Alors :

f I—bonne = f fortement noethérienne = f noethérienne <= f

fortement AP.

f I—adique = f I—bonne = f fortement AP — f AP

! )

f fortement noethérienne =— f noethérienne

2.8 Filtrations fortement EP

Définition 2.8

Soit f = (I,)n e z une filtration de A est dite fortement EP s'il existe
un entier k£ > 1 tel que :

]p]q = ]p-i-q , Vp,q = k,
Proposition 2.8.1

Si la filtration f = (I,)n c 7 est fortement EP alors il existe k € N* tel
que :

Iy = Idp Vn >k,
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Preuve
Supposons que f est fortement EP, alors il existe k € N* tel que :

Vp,q >k, Ipiq = Ipl,

En particulier pour p=net ¢g==%, on a :

Lyvk = 11, Vn > k

Proposition 2.8.2

Si la filtration f = (I,)n c z est fortement EP alors :
(1) f est EP

(13) f est fortement AP.

Preuve

Si f est fortement EP alors il existe k£ € N* tel que
Ipiqg = Iply, Vp,q 2 F,

Alors :

(Z) n > 2k, on a In = [nfkjk

2%
Donc I, € Y I,_;1; C I,
j=1

2k

Diou I, = S 1, _;I; ¥n > 2k (1)
j=1

Pour1<n<2k,onal,=1,,1I,

2%
Donc I, C Y 1I,_;1; C
j=1

2k
D’ou I, = Z]n—jlj Vi<n<?2k (2)
j=1

2k
=1

J

19
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D’apres (1) et (2), il existe N =2k > 1 tel que n > 1,
2k

Ly =3 Il
j=1

Donc f est EP

(i) Comme f est EP alors il existe & € N* tel que [,., = [,],,
Vp,q 2 F,

En posant p = k, on obtient

Iivqg = Iy, Vp,q > k

Dou I, =1} n>1.

Donc [ est fortement AP.

Proposition 2.8.3

Soit f = (I)n e z une filtration de l’anneau A :

Si f est I;—bonne alors f est fortement EP.

Preuve

Si f est I;—bonne alors il existe ng tel que Vn > ng , on a
I I, = I,,11 ce qui implique que

Vpe N*, I'I, = I,

En effet pour p=1ona I, =1,:1

Supposons que 171, = Iy, est vraie a l'ordre p = k.

Montrons qu’elle est vraie a I'ordre k + 1.
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Pour ce faire, nous avons I¥'1, = T8I, = [T, 4 = Liihis
Donc I¥7, = I
D’ou est vraie I71, = I,4p, Vp € N*

Partant de cette égalité, on obtient
In+p = If—,n - IpIn C In+p
D’ou 1,4, = I,1,, Vn,p > ny.
Donc f est fortement EP.
Proposition 2.8.4
Soit  f = (I,)n e z une filtration sur un anneau noethérien A.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) f est fortement EP

(ii) f est fortement noethérienne
Preuve
(i) < (ii)
Si f est fortement EP alors il existe k € N* tel que I,,+, = I, [, Vm,n >
k, et comme ’anneau A est noethérien, alors on obtient le résultat suivant :

A noetheérien
= il existe k € N* tei que <= f est forte-

{ A noethérien
Lyin = Lpdl, Ymon > k

f fortement EP

ment noethérienne.

Conséquence 2.8

D’apres les trois propositions précédentes, on a les relations suivantes
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f I-bonne (2> f fortement EP (2> f EP

(C) 1Re)

2 . 2 .
f I-bonne (:)> f fortement noethérienne (:)> f I-noethérienne

(1) : A quelconque
Avec { (2) : A noethérien

2.9 Reéduction des idéaux

Définition 2.9
Soient I et J deux idéaux de 'anneau A.
I est appelé réduction de J si :
(1) ICJ
(i1) 1l existe un entier r > 1 tel que J"*' = IJ" (Northcott et Rees)
Remarque 2.9
Si I est une réduction de J, soit » > 1 tel que J"** = I.J" alors

pour tout n € N* J'+m =[],

2.10 Reéduction de filtrations

Soient f = (I,)necz et g=(Jn)n ez deux filtrations de A.

On dira que f < g si et seulement si pour tout n € Z, I,, C J, .
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(C’est une relation d’ordre dans I’ensemble des filtrations de A.)
Définition 2.10.1
On suppose que f < g .

Alors on dira que f est une a—réduction de g s’il existe un entier r > 1
tel que

Vn>1,J,=> I pJp
p=0
Remarque 2.10.1
Pour toute filtration f = (I,),cz de A, f est une a—réduction de f.
Il suffit de prendre r = 1.
Définition 2.10.2

On suppose que [ = (Ip)necz et g = (Jn)n e z deux filtrations de A tel
que f <g.

On dira que f est une f—réduction de g s’il existe un entier k£ > 1 tel
que VYn >k, Jop=1I1,J.

Conséquence 2.10

Si f est une f—réduction de g alors

Vn >k, Jpik = InJi C JnJi C Josk.

Donc Vn > k, Jpip = L Jk = JnJy = Jnik-

En particulier si n = k.

Joy = Iy Jy, C J?

Ja = Jop S C JR Ty, = J}
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Inie = I
Donc g est fortement AP.
Remarque 2.10.1

(1) Si f = (In)n ez est une S—réduction de g, alors il existe un entier
k > 1 tel que

En effet, il existe k > 1 tel que J,1p = I,Jx V n >k,
Donc Vn > k, J,1x C I, C J,.

(17) Pour toute filtration f = (I,), ¢ z de A, f est une a—réduction
de f.

En effet existe-t-il r > 1 telque Vn > 1, I,, = > 1, ,1,
p=0
Posons r =1

1
Vn>1, I, =3Iy pl, =1+ I, 1Iy = I, car I, 111 C I,,.

p=0

Définition 2.10.3

Soient f = (In)n ez et g = (Jn)n e z deux filtrations de A telle que f < g.

La filtration g est dite f—bonne s’il existe un entier N > 1 tel que

N
Vn>Nonal,=> I,,J

p=1

La filtration g est dite f—fine s’il existe un entier N > 1 tel que
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N
Vn>Nonadld,=> I,J,,

p=1
Remarque 2.10.2
(i) Soit f = (1) ¢ z une filtration de A.

Alors :
f est f— bonne <= f est EP <= f est f— fine.

En effet, supposons que f est f—bonne alors il existe un entier N > 1
tel que

M=

I,=> 1, ,1I, < [ est EP.

1

p

N N
Comme [, = > 1,1, = > I,1,_, <= f est f— fine.
p=1 p=1

(i7) Soient f = (I.)nez et g = (Jn)n ez deux filtrations de A telle que
f=<g

On suppose que g est f— bonne. Alors :
a) g est g— bonne donc EP
b) f est une a—réduction de g

a) En effet, si g est f— bonne alors il existe un entier N > 1

N
tel que J, = > I, J,
p=1
N N
or J,=> I pJ, € > Jupdp C Jy
p=1 p=1
N
Donc J, = > JupJp
p=1

D’oti g est g— bonne donc EP.
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b) Comme g est supposée f—bonne. Alors il existe un entier N > 1
tel que

N
N>1,J,=31L_,J,
p=1

N N

Or J,=> 1 pJp=1+> I pJpy=1,+J,=J, car I, C J,.
p=0 p=1

Donc f est une a—réduction de g.

(7i7) Si g est f— fine alors g est f— bonne donc EP.
N
En effet il existe un entier N tel que Vn > N, J, = > I,J,,_,
p=1

N
On a JN+1 = ZI;D‘]N-H—p
p=1

Onposse N+1—-P=q=—P=N+1—¢q
N

Alors Jyy1 = D Inyi1-¢Jy
q=1

N
A-t-onVn > N, J, = > 1, ,J,
q=1

Vrai pour n = N + 1

N
Supposons que Vj tel que 1 < j <m, on ait Jyij; = > Inij_qJ, alors
q=1
N
JN+m = ]pJN—i-m—p
p=1

N N
= ZIpE[N+m—p—q']q
p=1 g¢q=1

m+N—1
= Z ]N+quJq
qg=m
N m+N—1 N
= 2 Inim—gdo+ 2 Intm—q (Z—]q—p‘]p>
q=m q=N+1 p=1

Nous avons
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N N
> Intm—gdg © D INtm—pdp €t
p=1

qg=m
m-+N—1 N N [m+N-1 N

Z IN+m—q <ZIq—pJp> C Z Z IN+m—p Jp = ZIN+m—pJp
g=N+1 p=1 p=1 \ ¢=N+1 p=1

N
Donc  Jnim € > INtm—pdp
p=1

N
Or ZIN+m—p<]p g JN+m
p=1

N
Donc Jnim = D INtm—pdp
p=1
D’ou g est f— bonne.
() Soient f = (Iy)nez et g= (Jn)n ez deux filtrations de A.

Alors :

g est f— fine = g est f— bonne donc EP = f est une a—réduction
de g.

En outre si f est EP alors
g est f— fine<= g est f— bonne <= f est une a—réduction de g.

En effet il suffit de montrer que si f est une a—réduction de g alors g est
f— fine (sl est EP).

N
Soit N tel que n > N on ait J, = > I, ,J, (a—réduction) et I, =
p=0

N
YoInpI, ( f est EP)
p=0

Alors pour n > 2N on a
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N /N N N
I =, (Zlnpq[q) Jy =21, (Zlnquq) car c’est une somme
qg=1 q=1 p=0

p=0
finie.

N N N N
Or > I, <ZInquq> C Y Iy gC Y 1y g CJn
p=0 q=1 q=0

q=1
N
Donc Vn > 2N, J, = > 1,Jn—,
q=1
D’ou g est f— fine.
Donc si f est EP alors

g est f— fine <= g est f— bonne <= f est une a—réduction de g.

(v) Soient f = (In)nez et g = (Jn)n e z deux filtrations de A tel
que f <g.

On suppose que f est f— réduction de g.

Alors g est f— bonne et f est une a—réduction de g.
En outre f est AP, g est fortement AP et g est EP.
En effet, on a vu que g est fortement AP

Montrons que f est AP

Comme f est une f— réduction de ¢ alors Vk > 1 tel que Vn > k,
Jn+k = Ian

Pour tout n € N, posons
N=qgk+r,ou0<r,<ketk,=(g +1)k.
Alors lim *» =1 (en effet, onan —r, =gk =n—r,+k=qk+k

n—od

donc ™= =1 4 =),
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De plus

Jom = J,Z(‘

iy C Jy' pour tout m et n € N*.

En prenant k!, = koj, alors Ikw C ka cJr

=, C LY
Comme lim %o = 1,

n—oo N,
donc f est AP
Montrons que si f est une f— réduction de g alors g est f—bonne ce
qui va impliquer que f est une a—réduction de g.
Supposons que f est une S— réduction de g. Alors il existe un entier
k>1tel que Vn >k, J,op = 1,J; .

Prenons N = 2k.

n>2kdoncn—k>k
N

I = Jn—k+k =l xJx C ZIn—pJp c J,
p=1

N
Donc > I, ,J, = J, ¥n > N.

p=1

Donc g est f— bonne.
D’ou le diagramme suivant :
f est une S— réduction de ¢ — ¢ est f—bonne

\ /

f est une a—réduction de ¢
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2.11 Longueur d’un module,dimension de Krull
d’un module

Définition 2.11.1

Un A—module M # (0) est dit simple si ses seuls sous-modules sont (0)
et M lui méme.

On appelle chaine de sous-modules de longueur n € N du A—module M
toute suite finie de la forme

(x) M =My D> M D--- DM, =(0) ou M; est un sous-module de M,

i

Lorsque dans la chaine (%), est un A—module simple Vi =0, - , n,

i+1
alors une telle chaine est appelée une suite de Jordan Holder de M.

Lorsque M admet une suite de Jordan Holder alors toutes les suites de
Jordan Holder ont la méme longueur applelée la longueur du A—module M
notée l4 (M) ou l (M).

Lorsque M n’admet pas de suite de Jordan Holder, on pose 4 (M) = +oc.
Exemple

Si M est un A—module, on a :

e [4(M)=0<+= M = (0),

o [4(M)=1<= M estsimple.

En particulier si K est un corps alors (4 (M) = 1.

Définition 2.11.2

On appelle chaine d’ideaux premier de A de longueur n , toute suite finie
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strictement croissante d’ideaux premier P;, : = 0,--- ,n, de A de la forme
PhCP C---CP,

On appelle dimension de Krull ou dimension de A , la borne supérieure
des longueurs des chaine d’ideaux premiers de A.On la note dim A.

Définition 2.11.3

Soit P un idéal premier de A. On appelle hauteur de P , le nombre ht P
= dim A, ou A, est le localis¢ de A en P, c’est-a-dire I’anneau de fractions
de A associé a la partie multiplicative S = A — P. Donc ht P est la borne
supérieure des longueurs des chaine d’ideaux premiers d’extrémité P c’est-a-
dire de la forme ph,Cc P, C ---C P, = P.

Soit I # A, un idéal de A. On note :

V (I) = {P idéal prémier de A, P O I}; V (I) est appelé la variété de I,
Min I Pensemble des éléments minimaux de V' (1) ¢’est-a-dire 'ensemble
des idéaux premiers minimaux sur /.

On appelle hauteur de I le nombre ht [ =inf {htP, P € V (I)}

L’altitude de I est alt] = sup {htP, P € Min I}

La cohauteur de I cohl = dim T
Définition 2.11.4

On appelle dimension de Krull ou dimension d’'un A—module M, le nombre

dimM:dim( )01‘1AnnM:{a€A,‘v’x€M,ax:O}.

AnnM
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2.12 Support d’un module

2.12 Rappel sur localisation d’anneaux et de modules
2.12.1 Partie multiplicative

Une partie S C A est multiplicative lorsque :

(1) 0¢S

(i) 1€ 8

(1ii) Ve e S,Vye S,z xye S

2.12.2 Définition (Localisation d’un anneau par rapport a une partie
multiplicative) Soit S C A une partie multiplicative.

On note S7'A = (A x S)/ ~ oul ~ est définie par

(a,s) ~ (at,st) ssi Ir € S, tel que r(ast —ats) =0

alors ~ est une relation d’équivalence.

a

La classe d’un élément (a, s) est notée —
)

S

L’ensemble des classes d’équivalence AxS/ ~= S71A = {g, a€ A s e S}
s

ST A est muni d’une structure d’anneau.
L’addition est définie par

a b_ta—l—sb

s t.. st
La multiplication
ab ab
st st
2.12.3 Remarque
Si M est un A—module et S une partie multiplicative, on a S™1M =

{E,JJGM,SES}
s

STIM est un S~!A-module.

Le morphisme canonique de M dans S~'M est noté % : M — S™IM
Y x — £

Si p € spec(A) et S = AP , on note Mp = S~ M

Mp est appelé le localisé de M en P.

Définition 2.12.1

Soit M un A—module. Le support de M est 'ensemble Supp (M) =
{P € specA, Mp # (0)} ou specA est 'ensemble des idéaux premiers de A,
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M, est le localisé de M en P c’est-a-dire le module de fractions de M
associé a la partie multiplicative S = A — P avec P un idéal premier de A.

Conséquence

Supp (M) =@ < M = (0).

2.13 Produit tensoriel

Définition 2.13.1

Le produit tensoriel de M et N est le A—module T"muni d’une application
bilinéaire # de M x N dans T, possedant la propriété universelle suivante :
pour tout A—module G et pour toute application bilinéaire f de M x N
dans G.il existe une application linéaire f : T — G et une seule telle que
f=fod.

Notation : Le module 7" se note M ®4 N, ou simplement M ® N.

L’application # se note (z,y) — = ® y.

Proposition 2.13

Si M et M’ sont des A—modules de type fini, alors Supp M ® s M' = Supp
M N Supp M’

Preuve

Pour tout idéal premier P de A, (M ®4 M')p >~ Mp @4, M}

La proposition est alors une conséquence du lemme suivant :

Lemme 2.13

Soit (A, M) un anneau local et soient M et M’ deux A—modules de type
fini. Alors

M@y M = (0) <= M = (0) ou M' = (0)

Corollaire 2.13.1
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Soit M un A—modules de type fini. Alors pour tout idéal I de A,on a
M
Supp (—> =V ()N Supp (M) =V (I + AnnM).

M
M A
_2_
Car 7= 7 @a M

Définition 2.13.2
Soit M un A—module. Un idéal premier P de A est dit associé & M

il existe © € M tel que P = Ann (z). On note AssM l’ensemble des
idéaux premiers associés a M.

Théoréme 2.13

Soient A un anneau noethérien, M un A—module de type fini different

de (0). Alors
(1) il existe des sous-modules M; de M et des ideaux premiers P; de A

pour i =10,--- ,n—1 tels que :

M; .
* isomorphe a 4

(x) M =My D> M D---DM,=(0) avec B

Vi=0,--,n—1,

i+1

(13) pour une telle chaine on a AssM C {Py, P, -+, P, 1} C Supp (M).
Corollaire 2.13.2

Soient A un anneau noethérien, M un A—module de type fini different

de (0).
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) g (M) < +00;

(ii) AssM C MaxA ot MazxA est l’ensemble des ideaur mazimauz de
A.
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(13i) Supp (M) C MazxA;

(iv) dim M = 0.

2.14 Fonctions de Hilbert-Samuel

Lemme 2.13.1

Soient A un anneau noethérien, I un idéal de A, M un A—module de
type fini, (M), o une filtration I—bonne de M.

.M .
Si a0i est de longueur finie, alors

M ; M,
— €
Mn MnJrl

sont de longueurs finie Vn € N.

Preuve

Comme IM, C M, Vn

M M
Al — ) <
ors [y (Mn) <la (I”M)

M
Il suffit donc de montrer que /4 ( n M) < 400

M
Supp (W) =V (I") N Supp M

M
= V()N Supp M = Supp (m) C Max A (par

hypothese)

P 6 t { M <+
ar conséquen 00
q A M

Co l M, <1 M <+
IMIMeE A Mn S ba i oo
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M
Donc [4 <ﬁ> < 400

n

M
On a — est un sous —module de
n+1 n+1

M,
Donc [4 <M > < 400

n+1

Lemme 2.13.2

Soient A un anneau noethérien, I un idéal de A, M un A—module de
type fini,

n
l'anneau

1
® = (M,),>, une filtration I—bonne de M, G1(A) = @

]n+1
n >0

gradué associé o l'idéal 1, Go(M) le Gi(A)—module gradué associé a P.
Alors Go(M) est un G(A)—module gradué de type fini.
Preuve
Il existe ng € N tel que Vn,
e~ () (a2.2)
Mygtnta In+l Mig11

Donc Gg(M) est engendré sur G;(A) par les

s n/er,l,...,no.
n+1

Chacun de ces modules est de type fini car M est noethérien

Donc Gg(M) est un Gj(A)—module gradué de type fini.



Chapitre 3

BIGRADUATIONS ET
BIFILTRATIONS

3.1 Anneaux bigradués

Définition 3.1

On appelle bigraduation de A, toute famille (Amn)mn <z, de sous-groupes
de A telle que :

(ZZ) AmynAPJI g Aerp,nJrq v777’7 n, p,q € Z

Dans ce cas 'anneau A= & A,,, est dit bigradué.
m,n € 7

Les éléments de A,, ,, sont dit homogénes de degré (m,n) .

Pour tout = € A, x s’écrit de maniére unique sous la forme z = >z, ,

m,n

et ou les x,, , sont presque tous nuls.
Tmn est la composante homogene de degré (m,n) de x .

L’idéal I de A= & A, estdit bigruadési I= & (INAn,).

mn € 7Z m,n € 7

37
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Proposition 3.1

Soit A = mSBE . A un anneau bigruadé, on a :
(1) L’élément unité 1 de A appartient a A
(i7) Agp est un sous anneau de A
(143) Ay, est un Agp—module, ¥(m,n)

(iv) A est une Ago—algébre

Preuve Voir [12] p 26

3.2 Modules bigradués

Définition 3.2.1

Soit A = @& A, un anneau bigradué. Un A—module M est dit
m,n € Z
bigradué s’il existe une famille (M, ), -, de sous groupes de M telle

que :
(i) M= & My,
m,n € 7
(“) Am,nMp,q - Mm+p,n+q Vm,n,p,q € Z

Les éléments de M, ,, sont dits homogenes de degré (m,n). Pour tout

x € M , x s’écrit de maniére unique sous la forme = >z, ,, o X, ,, €
m,n

M., ou les x,, , sont presque tous nuls.

Tm.n est la composante homogene de degré (m,n) de .
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Le sous -modules N de M = & M,,, est dit bigradué si N =
m,n € Z
& (NN Mpyn,).
mmn € 7Z

Remarque 3.2

Soient A = @& A,,, un anneau bigradué et M = & M,,, un
m,n € Z mmn € Z

A—module bigradué.

M, est un Agp—module pour tout (m,n) car AgoMpn, C M,,, pour
tout (m,n).

Définition 3.2.2

Un sous A—module bigradué de 'anneau bigradué A = &  A,,, est
(m,n) € N2

un idéal bigradué de A.

L’idéal bigradué A, de I'anneau bigradué a degrés positifs A = @
(m,n) € N2
Ay, est par définition engendré par les éléments homogenes de degré dif-
ferent de (0,0) : Ay = @ A
(m,n) #(0,0)

Proposition 3.2

Soient A = ( ?ae » A un anneau bigradué a degrés positifs et

soit (x;),c; une famille d’éléments homogénes de A de degré

degx; = (my,n;) # (0,0). Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) L’idéal de A engendré par la famille (x;),., est égal & A,
b) La famille (x;),.; est un systéme générateur de la Agp—algébre A.
¢) Pour tout (m,n) # (0,0) le Ago—module A, , est engendré

par les éléments de la forme [[x]" qui sont de degré (m,n).

i€l

Preuve Voir [1] p 41
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3.3 Bifiltrations

Ici, on définit dans Z2 une relation d’ordre partiel notée <, par Yo =
(m,n), o/ =(m',n') €Z;et a=<asietseulement sim <m’etn <n’

Définition 3.3.1

(3.3.1.1) On appelle bifiltration de 'anneau commutatif unitaire A,
toute famille F' = (1, ) d’idéaux de A telle que :

mmn € Z

(i) oo =A

(ii) vV (m,n) 2(p,q), Ipy C Ly, équivaut &
pour tous m,n & Z, ]m+1,n g ]m,n et ]m,n—l—l g Im,n

(iil) Lmnlpg € Inspntqg VM1, p,q € Z

Il s’en suit que si m < 0, alors (m,0) < (0,0), d'oa A = Iy C I, 9, donc
Lo = A

De méme si n <0, alors Iy, = A.
En particulier si (m,n) < (0,0), alors I,,,, = A.

(3.3.1.2) Dans tout ce qui suit, les bifiltrations F' = (I, ) (mn)cz2 sont
supposées satisfaire la condition suplémentaire suivante :

([EP) Pour tout (l{i,l) € ZQ, IkJ = ]k,O sik Z Oet! S 0 et ]k,l = I(),l si
k<0etl>0.

Une telle bifiltration est dite & Indices Essentiellement Positifs (type
IEP par abréviation).
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Cette définition sera étendue aux bifiltrations F' = (1) (mn)en2 a indices
dans N? oul certains sous-indices dans I,,,, pouraient étre eventuellement
négatifs.

(3.3.1.3) Soient F' = (Inn)(mmyezz € G = (Jmn)(mn)ezz des bifiltrations
de A. On dit que F' < G si et seulement si I,,,,, C J,,.,, pour tout (m,n) € Z2.

(3.3.1.4) Soit F' = (I n)(m,n)cz2 une bifiltration de 'anneau A. Pour tous
entiers k,! € N*, on note %! = (Jm,n)(m ez oU Jymn = Lk pour tous

m,n. Alors F*! est une bifiltration de A qui est appelée la bifiltration
extraite de F' d’indice (k,!) .

(3.3.1.5) Soient f = (I;)mez €t g = (Jn)nez des filtrations de A. On
notera f x g la bifiltration I’ definie par
fxg=(Fnn),ou F,, = I,J, pour tous m,n.

Exemple

Soient f = (In)mez €t g = (Jn)nez des filtrations de A. Alors f x g est
une bifiltration de type IEP.

(3.3.1.6) Soient k, [ des entiers positifs. Considérons les filtrations f*) =

([nk>nez et g(l) = (Jnl)n€Z~ Alors
1w g0 = (L) = ( f  g) D).

Définition 3.3.2

Soit M un A—module. On appelle bifiltration de M, toute famille ® =
(an)mn ¢ 7 de sous-modules de M telle que :

(i) Moo =M
(li) Mm,n gMp,q vmzp et an

Si F'= (Imn)yn ez estune bifiltration de A et si ® = (M), ,, < 7 €St
une bifiltration de M, F' et ® sont dites compatibles si :

(ZZZ) Im,nMp,q Q Mm+p,n+q vman7pa q S Z
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Définition 3.3.3

Soient I et J deux idéaux de A. Une bifiltration & = (M) d’un

m,n € 7
[Mm,n g Merl,n

JMm,n g Mm,n+1 ot

A—module M est dite (I, J)—bonne si Ym,n € Z , {

s’il existe mq,ng € N tels que :

IMm,n = Mm+1,n

szmoetnzno,{JM B X
m,n m,n+

Remarque 3.3.2

Si ® = (Mmn),,, ez €St une bifiltration (7, .J)—bonne d'un A—module
M alors on a :

L4 [JMm7n g Mm+17n+l Vm,n € Z,

o IJMpp= Myiinsr Vm > 0,0 0.

3.4 Anneau bigradué associé a deux filtra-
tions

Définition 3.4

f=Umn)m ez et g=(Jn), ¢, deux filtrations de 'anneau commutatif A.

Ly, Jy
Considérons le groupe G ,4(A) = —0

L1,
(m,n) € N2 m+1n+1

On définit sur G 4(A) une structure d’anneau bigradué par :

pour tout appn = Amn + Lntidnyr €6 B, = bpg + Lpi1dgr1 avec ayp
€lnJ,etb,, €1,Jy;

OIl POSE iy ﬁp,q = am,nbp,q + Im+p+1Jn+q+1

Ce produit est indépendant du choix de a,,,, et b, , car si :
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U = Uy + L1 g1 €t B, = b, + I,11Jg avec ap, , € I,J, et
,q € IpJy;
ona: my =y, € Indn , bpg—b,, € LJy;

m,n

On obtient :
/ ;) / / / /
amynbpﬂl - am,nbp,q - am,nbpaq - am,nbpvq + am,nbpﬂ - am,nbp,q

= Gmn (bp’q B b;:Q) + b;mq (am,n - a’;n,n) S IerpJnJrq

_ /
Donc amnbpq + Imtp+1dntgrt = Al g + Imngpi1 Jntgt

m7n p7q
Lnipd,
On 8 G B, € — T4
’ Lipr1Inigrt
Pour tout o, 8 € Gyy(A) aveca = > amuet 8= > B,

m>0,n>0 m>0,n>0

Posons aff = ). ( > %,qﬁr,s)

m>0,n>0 \p+r=m,q+s=n

Ona:af € Gyy(A).

A étant un anneau, la multiplication définie ci-dessus dans Gy ,(A) est
associative et distributive par rapport a ’addition.

Lndu o Indu Ldy o nipurg

6N2[m+1']n+1 Lnvidnyr Dpvidgrr = Dngpridnigrn

OnaGyy(A) =

(m,n)

Donc G 4(A) est un anneau bigradué appelé ’anneau bigradué associé
aux filtrations f et g .

I Jyn

]m—i-l n

De méme le groupe, Hy 4(A) = definit une structure d’an-
(m,n) € N2

neau bigradué.

Remarque 3.4
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Dans un anneau commutatif unitaire, A, I, J et K trois idéaux de A, M
un A—module :

mJjn
ImJjrK

(i) Le groupe Gk (1, J) = @
(m,n) € N2
d’anneau bigradué avec I° = J° = A

peut étre muni d’une structure

mJjrmM
(ii) le groupe M* = T KM est un G(/, J) bigradué.
(m,n) € N2

M,

(iii) Le groupe Gg(M) = @ M# (respectivement Hg (M)
(m,n) € N2 mt1ntl

M,
@ Wi mn ) peut étre muni d’une structure
(mm) e N2 7 LT

de Gy 4(A)-module bigradué (respectivement de Hy ,(A)-module bigra-
dué) et f = (In),,cz € 9 = (Jn), c 5 sont des filtrations de A et & =
(M) (s e 72 une bifiltration du A—module M.

3.5 Fonctions de Hilbert , polynéomes de Hil-
bert — Samuel

3.5.1 Fonctions de Hilbert

On donne ci-dessous la définition d’une fonction de type polynomial sur
Z2? & valeurs dans Z qui est l'analogue de la notion de fonction de type
polynomial sur Z.

Définition 3.5.1.1

La fonction ¢ : Z x Z — 7 est dite de type polynomial s’il existe un

polynoéme P € Q[X,Y] tel que Ym > 0 et Vn > 0, ¢ (m,n) = P (m,n).

Il est facile de voir que le polyndéme P s’il existe est unique.

En effet : si Q € Q[X,Y] et §'il existe mg et nyg € N tel que
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P (m,n) = Q (m,n), pour tous m > mg et n > ng alors on a
P(m7n)_Q(m7n) =0

c’est a dire (P — Q) (m,n) = 0. Soit (P — Q) (X,Y) = > a, (V) X"

k>0

Pour n fixé, n > ng le polynome S (X) = (P — Q) (X,n) = > ax (n) X*
k>0

s’annule en tout m > my avec a; € Q[Y]. Donc ay (n) =0, Vn > ny.
Dottay =0 et P=Q.

Le polynéme P est appelé le polynéme associé a ¢. Dans ce cas le degré
de P est appelé degré de .
Proposition 3.5.1.1

Soit A= @& A, un anneau bigradué noethérien de la forme
(m,n) €N2
A = Aopolz1, s Ty Y1y -, ys) - On suppose que deg (x;) = (1,0) et deg
Yy; = (O, 1) VZ,] .

Soit M= @& M, un A—module bigradué de type fini.
(m,n) N2

Alors pour toute fonction additive A\ sur la catégorie des Ago—modules
bigradués de type fini, la fonction (m,n) — X (M) est de type polynomial
de degré < 0y (M) + 05 (M) — 2,00 0, (M) et 05 (M) sont respectivement
Uordre du pole X =1 et Y =1 de la série de Poincaré S (M, X,Y).

Preuve

Voir [12] page 37.

Corollaire 3.5.1.2
Soit H= @& H,,, un anneau bigradué noethérien de la forme

(m,n) eN2

H = Hyglz1, ..., Tr, Y1, ..., Ys) 0 deg (x;) = (1,0) et deg y; = (0,1) .
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On suppose que Hyq est artinien. Soit M = & M, , un H—module
(m,n) €N2
bigradué de type fini.

Alors la fonction (m,n) — g, , (M(m,n)) est de type polynomial de degré
<r+s-—2.

Preuve

M., n, est un Hyo—module bigradué de type fini; comme Hy  est artinien
alors My, , est un Hyo—module noethérien et artinien donc lg,, (M) <
oo, Y(m,n).

D’apres la proposition 3.5.1.1, la fonction (m,n) —— gy, (M, ) est de
type polynomial de degré < r 4 s — 2.

Définition 3.5.1.3

La fonction (m,n) € Z* — H (M, m,n) = lg,, (M) est la fonction
de Hilbert de M.

3.5.2 Polynémes de Hilbert-Samuel

Lemme 3.5.2.1
Soient I et J deux idéaux de l'anneau A, & = (an)(m n) € 72 UNE

bifiltration (I, J)—bonne du A—module M.

St la ]J—M) < 400 , ou la désigne la fonction longueur, alors les

A—modules

M Mm,n M(m,n) +1

)

an j
el (m,n)+j

Mm,n7 M(m,n)+i+j M(m,n)+i+j M(m,n)+i+j
Y(m,n), avec i = (1,0) et j = (0,1)

sont de longueur finie

Preuve

Pour ¥(m,n) € N?, "™ J"M C M,,,, ¥(m,n),
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M M
<
donc 4 (an) <y (ImJ"M)

Ona supp< ) =V {I™mJ")NsuppM = (V(I™)NV(J"))N suppM

ImJjnM
= (V({I)nV(J))N suppM

=V (IJ)N supp M

M
= supp(U—M) C Max A

ou V(K)={P € spec A; K C P}.

M M
DoncsilA< )<oo alorslA(M )<oo

ImJjr M
an an 7 an j
Comme : , (mn)ti o (mm)t - Sont des sous-modules de
Mmmytivi  Manny+iti  Mmm)+ivi

M M ny+i M
— alors { _— <] <$) < <¢> < 00
M(m7n)+i+j A M(m,n)—i—i-i-j = Monmytivs /= . Mommyties

M rnm)+i
De méme [ 4 (M) < 00
M n)+iti

Lemme 3.5.2.2

Soient I et J deux idéaux de l'anneau A, ® = (M) 72 uUNE

(m;n)

bifiltration (I,.J)—bonne du A—module M si M est de type fini

avec i = (1,0) et j = (0,1), alors

Mm n .
Go(M) = @ W est un Gz 5y (A)—module bigradué de type
(m,n) € N2 mn)tit]
fini.

Preuve
Preuve voir [12] lemme 3.2.2
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On a le théoréme suivant :
Théoréme 3.5.2

Soient I et J deus idéaux de Uanneau A, ® = (Mun),, neze une bifil-
tration (I,.J)—bonne du A—module M.

< +00

Supposons que [, (IJ—M)

Alors la fonction ¢ : (m,n) — Iy < ) est de type polynomial de

M n

degré < r+s—1 ou r et s sont respectivement le cardinal d’un systéme
générateur de I et de J .

Le degré et la somme des coefficients de la composante homogéne de plus

haut degré du polynéme associé a ¢ dépendent de 1,J et M et non de la
bifiltration (I,J)—bonne ®.

Preuve voir [12] théoréme 3.2.1
Lemme 3.5.2.4

Soient P,Q € Q[X,Y]. On suppose que P # 0 et que pour tous m > 0,
n>0, P(m,n) <Q(m,n) alors deg P < deg Q.

Lemme 3.5.2.5

Soient P € Q[X,Y] tel que deg P < s. On suppose que P (m,n) > 0,
pour tous m >0, n > 0.

Alors la composante homogéne de degré s de P est > 0 au point (1,1).

Définition 3.5.2
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Soient I et J deux idéaux de A. On note X?f[ 7 le polynome associé a la

. M
fonction (m,n) — 4 (ImJ”M>'

Ce polyndéme est appelé le polyndéme de Hilbert -Samuel de M relative-
ment a [ et J.

<

Remarquons que si I et J sont deux idéaux de A, tels que [ (IJ—M)

+o00 alors x}'; = 0 si et seulement si M = IJM.

M
ImJjrM

donc M = I™J"M , pour tous m > 0, n > 0; Dou M = I"J"M C
IJM C M.

En effet : si X%]:O alors ZA< ) = 0 pour tous m > 0, n > 0,

Dou M =1JM.
Inversement si M = IJM alors M = IM = JM , donc IM = I’M .
Par récurrence on obtient M = "M pour tous m.

Pour tout m, M = "M donc JM = I"JM. D’ot M = I"J"M pour
tous m, n.

Comme Xﬁ‘f{, (m,n) =14 ( > = 0 pour tous m > 0, n > 0. Donc

ImJjr M
X1,0 = 0.

En particulier si I Cr(A) ou J Cr(A) our(A) désigne le radical de
Jacobson de A, et si M # (0) alors x}’; # 0.
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Chapitre 4

Etude de quelques classes de
bifiltrations.

Dans tout ce qui suit, A designe un anneau commutatif unitaire.

4.1 Sous-anneau de Véronése d’un anneau bi-
gradué

Définition 4.1

Soit A = @ Ay, un anneau bigradué.
(m,n) € 72
Pour tous éléments k,l € N*, on pose A*D = &) Akl -

(m,n) € 22

Alors A® est un sous-anneau bigradué de A.

En effet A% est un sous-groupe de A comme somme directe de
sous-groupes de A. 1 € Agg = Agpo € AED,

Posons By, = App- Alors AR = ¢ B, .

(m,n) € 2?2

D’autre part V p,q,7,s € Z,

o1
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Bp,qBr,s = Apk,qlArk,sl C A(err)k:,(qus)l = Bp+r,q+s-
On en déduit d’une part que A%®Y est un sous-anneau de A et
d’autre part que ce sous-anneau est bigradué par les B,, ,, .

AkD est appelé sous-anneau de Véronése d’indice (k,1) de A.

Remarque 4.1.1
Soit a € Ay . Alors V k1 > 1, a*' € (Apn)™ C Apkinn C AKLEL)

Soit A= & A, un anneau bigradué et soit M = & M n
(m,n) € 22 (m,n) € 22

un A—module bigradué. Soitent k,[ € N* et soient u,v € N tels que
0<u<k-10<v<I-1.
Posons M®lw) = @ Myyiwuw= @® M., ou
(m,n) € 22 (m,n) € 22 ’
V(m7 7’L> = Z2a M/n,n = Mmk+4u,nl+v-
Alors M®buv) est un A®D —module bigradué appelé sous-anneau de

Véronése d’indice (k,1) de M et pour tout sous-module bigradué N

de M, N*Luv) est un sous—A*D-module bigradué de M (FHuv),

En effet M®Luv) est un sous-groupe de M comme somme directe des
sous-groupes

de M;, . = Mygiunito de M. D’autre part V. k,l € N*, V u,v € N tels
que 0<u<k—-10<v<I1-1,Vp,q,rs€EZ,posons B,, = Ay . Alors

Bp,qM;,s = Apk,qerk+u,sl+v C M(p+r)k+u7(q+8)l+v = M1;+r,q+s'
Il en résulte d’une part que, M #1440 est un A®D —module et d’autre part

k) _

que ce A% —module est bigradué par les M, -
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Soit N un sous-module bigradué de M. Alors

N = @ NN My, = @ Ny ouVm,n, Np,, = NNM,,
(m,n) € 72 (m,n) € 72
Donc N(k7l,u7v) = b Nmk—‘ru,nl—‘rv - D NN Mmk—‘ru,nl—‘rv'
(m,n) € 2?2 (m,n) € Z?

Donc V kI, u,v, NELww) C ppeluo)

k,lu,w)

NELuv) et un sous-groupe de M comme somme directe de

k7l?u7v) )l7

sous-groupes de M . Montrons que N*5u) est un

sous—A*D — module bigradué de M*Huv) Pour cela il suffit de vérifier
la stabilité de la loi externe au niveau des composantes homogenes

Bp,qu,s - Apk:,ql(N N Mrk+u,sl+v) g Apk,qle Apk,qlMTk-l-u,sl—l—v
NN Apk,qerk—i-u,sl—i—v CNN M(p+r)k+u,(q+s)l+v = Np—l—r,q—i—s-

Remarque 4.1.2
1.0n écrira M*D au lieu de M #:10.0)

2.Pour chaque k,[, avec kK > 1,1 > 1 fixés, M est la somme directe finie
des

AFD_modules bigradués de M *bwv),
Eneffet M = @&  M,,,. Pour tout (m,n) € Z?* on peut écrire
(m,n) € 72
m=th+u, 0<u<k—-1n=tl+v,0<v<]—-1
Mm,n - Mtk+u,t'l+v g %, M(k,l,u,v)
(u,v) € Z2

0<u<k—1
0<v<i-1
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Donc M = @ MW®uv) Pinclusion inverse étant évidente.
(u,v) € Z2
0<u<k—1
0<v<i—1

4.2 Anneaux et modules bigradués associés a
une bifiltration

De nombreuses nouvelles questions relatives aux bifiltrations n’ont pas
été reprises ici. Certaines ont déja été traitées par Dichi et Sangaré (an-
neaux et modules bigradués ssociés a une bifiltration, fonctions de Hibert et
de Hilbert-Samuel d’un module bifiltré etc.. ou dans les théses de Monzon
Traoré, Sagaidou Mohamed Lamine, Hama Boubacar, Moussa Sangaré.

Le cas des anneaux bigradués associés & une bifiltration a été traité par
DICHI et SANGARE dans : H. DICHI , D. SANGARE : Hilbert-Samuel
functions of well bifiltered modules, publié dans Asian-European Journal of
Mathematics Vol. 9, No. 2 (2016) World Scientific Publishing Company,

4.2.1 Anneau de Rees d’une bifiltration d’anneau

Définition 4.2.1.1

Soit A= @& A, un anneau bigradué et F = (I, ,)mnez une
mmn € Z

bifiltration de A.

On appelle anneau de Rees de F' I'anneau bigradué

R(AF ) = m?g . L, n X™Y™ ou X et Y sont des indéterminées.

C’est un sous-anneau bigradué de 'anneau A [X, Y] des polynomes sur A

& deux indéterminées X et Y.

A[X,Y] est bigradué et A,,,, = AX™Y" avec deg X = (1,0), deg ¥ =
(0,1)
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Un élément arbitraire de R(A, F') s’écrit :

z=agp+ a10X +ap1Y + a11 XY + as0X* + ag2Y? + ... + a, XPY? ou
a;; €1;; .

Remarque 4.2.1.1

R(A,F )= A[LoX, Ig1Y, [11XY, [,y X2, .. Lnn X™Y™, ]

4.2.2 Anneau de Rees généraliseé d’une bifiltration d’an-

neau

Définition 4.2.2

Soit A= @& A, un anneau bigradué et F' = (I, ,,)m nez une
mmn € 7

bifiltration de A.
On appelle anneau de Rees généralisé de F ’anneau bigradué

RAF )= @& IL,,X"Y" ouX etY sontdesindéterminées.

m,n € 7

C’est un sous-anneau bigradué de 'anneau A [u, v, X, Y]

otu=X"1 et v=Y""1 avec deg X = (1,0), deg Y = (0,1) , deg u
= (—1,0), deg v = (0, —1) et deg X™Y™ = (m,n)

Tout élément z € (A, F') s’écrit :

Z = Z CL,‘J‘Xiyj ou i € Iiﬂ‘
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VARS a,p7,qX_”Y_q + G,p+17,q+1X_p+1Y_q+1 +--- 4 Qo,0 -+ aLoX + a()’lY +
(llleY + CL270X2 + CL072Y2 + ...+ CLmJLXmYn .

Remarque 4.2.2
%(A, F) = A [U, v, ]1’0X, ]0,1Y, ILlXY, 1270X2, C.e ,Im’nXmYn, .. ]

otu=X1 e v=Y"1.

En plus R(A, f ) = R(A, F ) [u,v] .

4.2.3 Sous-anneau de Véronése d’exposant (k,l) des
anneaux de Rees d’une bifiltration

Définition 4.2.3

Soit  F' = (Lymn)(mn)cz2 une bifiltration de I'anneau A.
Considérons 'anneau de Rees R(A, F' ) = . n?e . Ly n XY™
de la bifiltration /' et son anneau de Rees généralisé
RA, F)= & L, X"Y"

(mn) € 22

Pour tous éléments k,! € N*, le sous-anneau de Véronése d’indice
) )

(k,1) de R(A, F)est R(A, F)*) = @ L X"y,
(m,n) € N2
Et celui de R(A, F ) est R(A, F)*) = @ L X"y
(m,n) € 72

Posons F®) = (Jon ) mmyezz > o0 Vm,n Jop = Lk .
Alors F®) est une bifiltration de A.

En effet JO,O = [Ok,Ol = [0’0 = A.
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Si (p,q) <X (m,n), alors p < m et g <n;pk <mketqgl <nl.

Donc (pk, ql) < (mk,nl) et Lypn C Lk g donc Jy, ., C Jp .

EnfinV (p,q), (m,n) € Z*, JmnJpq = Inksilpk.g C Lntp)k(nrq) = Fmtpintq-
Considérons I’anneau de Rees de la bifiltration F*4) = (Lkent) (mm)cz2
V1N RA FYR) ~R(A FED),

En effet

Soit ¢ : N(A, F*DY — R(A, F)*D Iapplication telle que

V2= anX"Y", 00amn € Jmn = Lok Ym,n, (2) = > am XY™,

On a trivialement (1) = 1.

Soient 2,z € R(A, FED). Ecrivons 2z = Y @, X™Y" ol ap, €

m,n

Jm,n = dmknl;

2 = Z bm,nXmYn ou bm,n € Jm,n = ]mk,nl

Alors z+ 2" =Y (( amp + b)) X™Y™)
Donc p(z+2') = 3 (amm + bpn) XY =

Z ammekynl + Z bmanmkynl — S0(2) + QO(Z,)

D’autre part V apmy € Ipp €t V by € Ipk g, 0N 2

am,nbp,q € Imk,nl ]pk,ql g I(m—i—p)k,(n-‘,—q)l'

Donc ¢ [(amn X™Y"™)(by XPY )] = (@ nby X TPY )
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= Am.nbyp qx(m+p)ky(n+Q)l
— (amﬂkaynl) (bngpkyql)
= @(am X"Y™) X (b, , XPY )

Il résulte de la premiére partie en passant aux sommes finies que
V2,2 € RA, FED) - p(22) = p(2)@().
Donc ¢ est un morphisme d’anneau.

¢ est surjectif . Eneffet V Z € R(A, F)®) | Z s¢crit Z = Y app XY™

m,n

OU Ukt € Impni- Ona Z = @(2) avec 2 = Y Gpmp XY™

m,n
Soit z =" ama XY™ o0 amp € Jn = Imkn un élément de ker ¢.
m,n
Alors 0 = ¢(2) = > @, X™Y"™. Donc ay,, = 0 Vm,n et z = 0.

m,n

Par conséquent ¢ est injectif et ¢ est un isomorphisme d’anneaux.

Remarque 4.2.3

(4.3.3.1) On montre de méme que R(A, F)*) ~ R(A, F(&D) pour tous
k.l e N*.

(4.3.3.2) Soient [ = (I,)nez €t g = (Jp)nez des filtrations de ’anneau A.
Considerons la bifiltration /' = f x g definie par

Ixg = (Fnn)mmnyezz, ol Fon = I, J, pour tous m, n. Soit &, [ des entiers
positifs.

Considerons les filtrations f*) = (Ix)nez et g¥ = (Jui)nez. Alors on a
F0) i g = (L) = ( f % g)(k,l)‘
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D’aprés la Proposition précédente, on a R(A, f x g)®) ~ R(A, (f x
9k0) = R(A, F) s o).

Proposition 4.2.3

Soient F' = (L n)(mmn)czz une bifiltration de ['anneau A et

RAF )= & L n XY™ son anneau de Rees, alors :

(m,n) € 72

(i) w et v sont non diviseur de zéro dans R(A, F) ouu=X"1 et
v=Y"1.

(i1) YmneZ, u™v"R(AF)NA=1I,, .

(1i1) Si A est intégre alors R(A, F) et R(A, F ) sont intégres.

Preuve

(i) Soit z€ R(A, F ), tel que zuv =0 alors zuv XY =0
autrement dit z(uX)(vY) =0 dou z2=0 caruX =0vY =1.

(i1) ¥ m,n €Z, soit t€ I, ,on sait que
uX =1 (uX)" =u" X" =1

— V m,n € Z,
vY =1 (WY)r ="y =1

ona t=tu"X™)(v"Y")=u"v"(tX"Y")
donc t € ™" (I, X™Y™) C u™"R(A, f )N A

Dou I,, Cu™"RA,f)NA VmneZ.

Réciproquement



60CHAPITRE 4. ETUDE DE QUELQUES CLASSES DE BIFILTRATIONS.

Soit w € u™V"R(A, f )NA VmneZ,
(p,9)

donc w=u"v" 3

Oéi’inYj ou Q; 5 € I@j
(ivj):(_kv_l)

(p,9)

donc w = >

ai’sz—ij—n ou Q5 € ]i,j
(i7j):(_k1

1)

we A alors deg(w) = (0,0) par conséquent i =m et j=n
dot w=am, € Ly

donc u™"R(A,F)NACIL,, YmneZ.
Dou Vm,neZ, u™"R(AF)NA=1,, .

(731) Evident car tout sous-anneau d’un anneau intégre est intégre.

4.3 Etude de quelques classes de bifiltrations d’anneaux

La définition suivante est due & Monzon Traoré [12].

4.3.1 Bifiltration (/, J)-bonne

Définition 4.3.1.1

Soient I et J deux idéaux de A . Une bifiltration @ = (M,n)mnen
d’'un A—module M est dite (I, .J)-bonne si :

[Mm,n g Mm+1,n
(1) YVm,n €N,
JMm,n g Mm,n+1

(77) 1l existe mg, ng € N tels que :
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IMm,n = Merl,n
V' 'm > mg,n > ng,
JMm,n - Mm,n-ﬁ-l

Remarque 4.3.1

Si @ = (Lnn)mnen est une bifiltration (7, J)-bonne d’'un A—module
M, alors on a :

]JMm,n g Mm+17n+1 W m,n € N

IJMm,n = m+1,n+1 Vm >0 ,n >0.

Proposition 4.3.1
F = (Inn)mnen est une bifiltration (I, J)-bonne si et

seulement si F' est (I10,1o1)-bonne .

Preuve

Supposons que F' est (I,.J)-bonne, alors on a :
Iloo € I I'Cly
or Ipp=A alors
Jloo C Ipa J C Iy,

[[m,n g [1,0[m,n g [erl,n
Ainsi Vm,n € N,
J]m,n g IO,IIm,n C Im,n+1

I[m,n = Im+1n
or Y m >mg,n > ng,
J]mm = Imn+1

Il,Olm,n = Im+1n
donc V m > mg,n > ny,
[O,llm,n = Imn+1
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D'ou F est (Iy,[o1)-bonne.

La réciproque est évidente.
Conséquence 4.3.1
Si F' est une bifiltration (7, J)-bonne alors il existe mg, ng € N tels que :

IpJquo,no = dmo+p,no+q Vpa qc N

En effet Vp,q € N on a
IPJ o mg = TP T T Ly g = 1P T g o1 = 1P T 2T Ly no 1 = 12T 2 g no 2 =

_ _ —1 _ -1 _ _
t = [p[mo,noJrq =17 [ImomoJrq =17 Im0+1,ﬂ0+q — " = Itmo+tpnotq

Définition 4.3.1.2

Une bifiltration F' = (I5)(m,n)cz2 est dite bonne s’il existe deux idéaux
I et J tels que F' soit (I, .J)-bonne.

4.3.2 Bifiltration EP

Soit F' = (Lmn)(mn)ezz une bifiltration de type IEP d'un anneau A.
La bifiltration F' = (I n)(mn)ezz d'un anneau A est dite EP

s’il existe deux entiers N; > 1 et Ny > 1 tels que

N1 Na
Vm>Nioun>Ny, Ijpn= > I pnqlpg

p=1¢=1
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4.3.3 Bifiltration fortement EP
Soit F' = (I n)(mmyeczz une bifiltration de type IEP d’un anneau A.

La bifiltration F = (Iyyn)(mmnyezz de A est dite fortement EP

s’il existe k1 € N* et ky € N* tels que

Iiky ks = Lnn Loy,  Vm,n € Z avec m > kyoun > ks .

Proposition 4.3.3.1
Si la bifiltration F' = (Lyn)mnez est fortement EP, alors F' est EP .

Preuve
Supposons que F = (I, ,)mnez est fortement EP, alors

il existe k; € N* et ky € N* tels que

Iikymtke = Imm Iy ke Vm,n € Z avec m > ki oun > ks .

Siom>2ky ou n>2ky,ona Iy, = ln_knks Lbike

2k1 2ko
donc Im,n g Z Z Im—i,n—jji,j g [m,n

i=1 j=1

2k1 2kg

d’ou Lnn= > > I—in—ili;

i=1 j=1

Donc F est EP.
Proposition 4.3.3.2

Soit F = (Inn)(mmnyezz  une bifiltration de A .

Si Fest (I10,1o1)-bonne alors F est fortement EP .
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Preuve

Si F est (I0,lo1)-bonne alors il existe mg ,ng € N* tel que

B olg1Inn = Inipnsqg  VP,q €N et ¥V m > mg, n > ng .( voir 4.1.4 ).

Or [f,OI(()17l Cl,y Vp,geN,
donc Ii[)j((){l[m,n CLglmn
d’ou Vp,q e N etV m > mgoun > nyg,

__ JP 714
[m+p,n+q = [1,0[0,1Im,n - [p,q[m,n - [Tn+p,n+q .
En posant ki =mg et ks =ng,on a

Inipniqg = Imn Ipg avec m>kioun>ky.

Donc F  est fortement EP .

4.3.4 Bifiltration noethérienne

La bifiltration F' = (In)mnez est dite noethérienne si son anneau

de Rees généralis¢ R(A, F)= & I[,,X"Y" est un anneau noethé-
mmn € Z

rien.

Dans ce cas ’anneau A est noethérien.
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4.3.5 Bifiltration fortement noethérienne

La bifiltration F = (I;,n)mnez est dite fortement noethérienne si

Panneau A est noethérien et si F' est fortement EP .

4.3.6 Bifiltration fortement AP
Définition 4.3.6

Soit F' = (Inn)(mmyezz une bifiltration de type IEP d’un anneau A.
La bifiltration F = (I;,n)mnez de A est dite fortement AP s’il

existe k,l € N* tels que Vm,n € N*, Iy = I;'J]' avec I = I, et
Tox = Ji.

Remarque 4.3.6

La définition du type IEP n’est pas indispensable en général dans la
définition de bifiltrations bonne, AP et EP, ... mais cette définition est in-
dispensable pour obtenir des résultats significatifs dans les chapitres 4 et
5.

4.4 CLASSIFICATION DES BIFILTRATIONS

4.4.1 Quelques exemples de bifiltrations

Exemple 4.4.1.1
Si f=In)mez et g= (Jn)nez sont deux filtrations de A alors

h = (LnJpn)mnez est une bifiltration de A.

Soient I et J deux ideaux de A. On convient que I"J" = A,V m <0
et n<0.0npose fr;=I"J")mnez,
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fr.7 est une bifiltration de A appelée bifiltration (1, J)-adique de A.

Exemple 4.4.1.2

. _ Z[X] W 2
Soit A = X et soit x = X+ (X7).

Soit la famille d’ideaux suivante :

Ino=A, Inn=AY m<0 et n<0,[,,=(x)V 0<m<2et
0 <n <2 avec (m,n) # (0,0)

Ijnn=0 Vm>3 oun>3, In,=10L, V m<0e n>0 et
Ipn=In0 V m>0 et n<0

Alors F' = (I, n,)mnez est une bifiltration (13 oo ;)-bonne mais pas (11 0o 1)-
adique.

Montrons que F' est une bifiltration de A.

Iog=A
A t-on pour tous m,n € Z , Iypi10 C Iynn €t L1 € Ipn ?

Vm>3 oun>3,ona Ily,=0=1Ih11,=1Llnnt
Sim<2 e n<2ona l,,=(x) C Ih=A4

Commem<2etn<2 alors m+1<3etn+1<3

Si m+1=3oun+1=3, L1, =0C I, 0ul,,.1 =0C
]m,n

Si m+1<3etn+1<3, Lytin=(x)=1Innet [, =
<$> = Im,n

Dans tous les cas,onaVm,n € Z, Iyni1, C Ly et Lynt1 C Iy

?
In Ing € Ijipntq YV D,g,m,n € Z.

Si m>3 ou n>3, alors I,,=0

donc [mm [pyq =0 g [m+p,n+q ) v b, q € Z.
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De meme si p>3 ou ¢>3 ,alors I,,=0
donc Iy Ipg =0C Inipnig, vV m,n € Z.
Sim=n=p=q=0,1n,lhy=A4 = Lnhipniq
Si m,n,p,q € {0;1;2}, alors Iy, I, = (2*) =0C Lnipnig
avec [po = A et m,n,p,q non tous nuls.

Dans tous les cas, on a I, I C Lyipnig V m,n,0,q €Z .

Donc F est une bifiltration de A.

Montrons que F' est ([y,Ip1)-bonne
Il,OIm,n g Im+1,n

Ona Vm,néeN, car ' est une bifiltration de
IO,llm,n g ]m,n—‘rl

Onpose mp=2 et ny=2Vm>my et n>ng, I,, =0.

Il,OIm,n =0= Im+1,n
Donc Vm > mg et n>ny
IO,llm,n =0= Im,n—f—l

Donc F' est une bifiltration (I; 0, Io1)-bonne de A.

Montrons que F' n’est pas (Iy0, lo1)-adique.

Supposons que ' est (I1, [p1)-adique

donc I, =TI, Vm,neN,

on a _71170]871 = I 0; 111’0]&1 = (z%) =0 or I, = (x)

Supposons que () =0 = z=0 = X+ (X?) =0= X € (X?)

Si X € (X?) alors il existe F(X) € Z[X] tel que
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X=X?’FX)=X(X F(X))=1=X F(X) car Z[X] integre.

deg 1=0

On a deg(XF(X)) > 1 } impossible

donc Iy # Ifylg,

D’ou la bifiltration F n’est pas ([y,,lo1)-adique.

Exemple 4.4.1.3

soit A = K [X] Panneau des polyndémes a une indéterminée X sur le

corps K.

On pose
Ino=AIpn=AY m<0e n<0, I=X, ly,=1I, V

m<0e n>0 et I,,=ILno V m>0 et n<0et

m+n . N ‘LA
(X 2 ) si m et n sont de méme parité

Vm>0et n>0 I, =

(X™%™) si m et n sont de parités différentes

alors F' = ( In)mnez est une bifiltration EP mais pas fortement

EP.
Montrons que F' est une bifiltration de A.

(Z) [0,0 - A
(i)
Sim et n sont pairs alors il existe k1, ks € N tels que :

m=2k,n=2k = Ly,= (X "272)=[hth

comme m + 1 est impair, on a I, = [F 1kt

donc Ipi1, C Iy
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De méme I, ;41 C Lpn-

Sim et n sont impairs alors il existe ki, ko € N tels que :

2kq +2ko+2
2

m = le + ]_7 n = 2]{}2 ~|» 1 E [m7n — (X ) — ]k1+k2+1

comme m + 1 est pair, on a [, = [F+r+2
donc  Iyi15 C Lyp-
De méme I, 41 C Ipyn

Si m pair et n impairs alors il existe k1, k2 € N tels que :

2kq +2ko+2
2

m=2k,n=2ky+1 = I,,=(X ) = Ihithatl

comme m + 1 est impair, on a I, = [F kel
donc Ipt1n = Ly
De méme I, 41 = Ly
Si m impair et n pair, analogue a la situation précédente.

Ainsi Vm,n€Z, Lyt1n C Inn et Lyni1 C Iy

(¢4i) Montrons que I ,lpq C Lntpntg ¥V m,n,p,q € N.

En suivant la parité des entiers m,n,p,q , il y a 16 cas possibles pour
(m,n,p, q).

Si on note “0” l’entier est pair et “1” l'entier est impair, on a les cas
suivants :

(07070’0) (07]‘7070) (1707070) (1’17070)
(0,0,0,1) (0,1,0,1) (1,0,0,1) (1,1,0,1)
(0,0,1,0) (0,1,1,0) (1,0,1,0) (1,1,1,0)
(0,0,1,1) (0,1,1,1) (1,01,1) (1,1,1,1)

Il y a 5 cas essentiels que voici :
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si tous les entiers sont pairs on a une possibilité;

s’il y a 2 pairs et 2 impairs on a 6 possibilités ;

s’'il y a 3 pairs et 1 impair on a 4 possibilités;

si tous les entiers sont impairs on a une possibilité ;

s’'il y a 1 pair et 3 impairs on a 4 possibilités;
Il suffit de faire un exemple pour chaque cas. On a :

Si m = 2k, n = 2ks, p=2s et qg=2t, Ly = TEitk2 ot

I, = I

p.q

de plus [m+p,n+q — Ik1+k2+s+t

— Jkitko+ts+t
or  Ipnl,, = 1M

donc  Innlpg = Imipntq-

Si m=2k,n=2ky,p=2s+1 et q=2t+1, I,,, = ["™

_ sttt
et [,,=1

de plus Im+p,n+q — Ik1+k2+s+t+1

_ Thkitketstit1
or  Iyplp, =177

donc Im,n-[p,q = [m+p,n+q-

Si m:2k17n:2k27p:28 etq:2t+1; [m,n:[k1+k2 et

— Js+i+1
]P:q =1

de plus Im+p,n+q — [k;1+k:2+s+t+1

_ Tkitkotstttl
or Iyl = IFitketstit
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donc  Lynlpg = Imipnig-

Si m=2ki+1,n=2ks+1,p=2s+1 et ¢q =2t+1,
[m’n — [k1+k2+1 et [p,q — Is+t+1

de plus [m+p7n+q — Ik:1+k2+s+t+2

— Jk1+k t+2
or Im,nIp,q = Jkithkatsti+

donc  Lynlpg = Imtpniq-

Sim = 2k1+17 n = 2k2+17p = 2s5+1 et q= 2t; [m,n = [kitkatl

et [ — ]s+t+1

pq

de plus Im+p,n+q — Ik1+k2+s+t+2

Of Iyl = [Fithets+ts2
donc  Innlpg = Lmipniq

Dans tous lescason a Iy nlpq € Inpipniqg YV m,n,p,q € Z.
Donc F' est une bifiltration de A.

Montrons que F' est EP

2 2

Posons Ny = Ny =2 montrons que I, = Y. Y Inpnqlpg Ym > 2

p=1 g=1
ou Vn > 2.
Pour m =2k et n =21
D’une part on a I,,,,, = I**
2 2 2
d’autre part > > Impnqlpg = D ok—p2a-1lp1 + lor—p2-2lp2)
p=1 g=1 p=1

= D1 a—1li1 + Tok—1 22012 + Tok—221—-1121 + lor—221-212 2
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_ Ik+l—1[ + Ik+l—1[2 +Ik+l—1[2 + Ik+l—2[2 — Ik+l car [k+l+1 C Ik—i—l
2 2
donc I, = Z Z m—pn—ql.
p: :

Pour m =2k+1 et n=2]

D’une part on a I, , = "1

2 2 2

9

d’autre part Zl z:l[mfp,nqup,q = z:l([%Jrlfp,?lfle,l + Dok +1-poi—2lp2)
p=1 q= p=

= Dpo—1Dig + Logpi—2d1 2 + Lop—1, 21121 + Lop—1,20—2122
_ R g RS2 4 phH=172 o phH=172 o phe

donc [m,n—z ZIm —pn—qlp,g
p=1 q=
Pourm =2k et n=20+1

Analogue a la situation précédente par symétrie.

Pourm=2k+1 etn=20+1

D’une part on a I,,,, = "1

2 2 2
d’autre part > > ln-pn—qlpq = D (Toks1-palp1 + Torr1-poa-1lp2)
p=1 g=1 p=1

= Dpolig + Logo—1l12 + Lo—121121 + Top—121-1122
— ]kHI + ]k+ll2 + ]k+l]2 + Ik+l71[2 — ]k+l+1 car ]k+l+2 C Ik+l+1

2 2
donc I, = E Z m—pmn—ql,
p: :

Conclusion
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2 2
Dans tous lescason a Iy, = > > Lipn—qlpg Ym >2ouVn > 2.
p=1 g=1

Ni N
Donc il existe Ny, Ny e N*  telsque Ly, = >, > Im—in_jli; avec
i=1 j=1
m>2ou n > 2.

Donc F' est une bifiltration EP.
Montrons que F' n’est pas fortement FEP
Supposons que I’ est fortement EP alors il existe p € N* et ¢ € N*

telsque V m>poun>q , Innlyq= Inmipntq-

En particulier si m = 2k, n = 2ks+ 1, p = 25 et ¢ = 2t + 1,

_ Tki+ko+1 __ 71s8+t+1
Lnn =1 et I,,=1

)

de plU_S Im+p,n+q _ ]k1+k2+s+t+1

_ hitkotsttt2
or  Iynl,, = [Ftktstts

Comme [k1+k2+8+t+2 7& ]k1+k2+s+t+1

alors I nlpq # Imipntq ce qui est contradictoire & notre hypothese.

Donc F n’est pas fortement FEP.

Exemple 4.4.1.4

soit A = K [X]| l'anneau des polynoémes a une indéterminée X sur le
corps K.

Soient N; et N, deux entiers tels que N; >2 et Ny > 2.

On pose Ipo=A, Ly, =4

V. m<0 et Iy = lon  V
m<0e n>0 et I,,=Ino V m

< n<0,I,
>0 et n<0et,l=(X) et
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(Xt =T1m" sim > Ny+1oun> Ny+1
Vm>0et n>0 I, =
(X NNy = NNz i 0 <m < Nyet 0<n< N,

alors F'= ( Iy n)mmnez est une bifiltration fortement EP

mais pas (I, lo1)-bonne.
Montrons que F' est une bifiltration de A.

(2) [0,0 - A
(47)
Si m>Ny+1loun>Ny+1 alors I, =I""
Si m>N;+1 alosm+1>N;+1 donc I, ="
Si n>Ny+1 alorsn+1>Ny+1 donc I qq = M
D’ou ]m—i-l,n C Im,n et Im,n+1 C Im,n Vm>N +1oun> Ny+1
Si 0<m<Nyet 0<n< Ny alors I, = M2
ona 1<m+1<Ny+1let 1<n+1<No+1
donc  I,i1, = IMHNetl ot [0 = [Nithetl

D’ou [m+]_’n C [m,n et [m’n+]_ C Im,n

Dans tous les cas, on a
Iiin Clypn €t Iypi1 ClLyp,V m,neZ

(iid)

Si m,p>Ni+1ou n,g> Ny+ 1 alors

Ly =177 et I, = P71
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— Jm+tn+p+
ona Iynl,,=I""rtd

or Im+p,n+q — ]m+n+p+q

donc Lyndpg = Lntpntq
Si 0<m< Ny, 0<n<N,,0<p<Niet 0<qg< N, alors

— TN1+N: — TN1+N: RN — J2(N1+N:
Ly =1M*N2 ot [, =M+ doun I,,1,,= 12N+

ona 0<m+p<2Niet 0<n+q<2N,,
Dou 0 <m+n+p+q<2(N;+ Ny)

si 0<m+p<Nyet 0<n+qg< N, alors
Lnipniq = IV or I,,1,, = [2MN+N2)
donc I, nlpg C Inipnig

Si Vi+1<m+p<2Niou No+1<n+q<2N,
alors  Lyypnig = 1" or I, ,1,, = [P0+N2)
Comme 0 <m+n+p+q<2(N; + Ng)
donc Iy n1pq € Lnipntg
Sim>Ni+1ou n>Na+1letsi0<p<Net 0<qg< Ny
alors I, = ™" et I,,= It

_ tm4n+N1+N;
on a Iyplp,=1 12

or [m+p’n+q — [mtntptg

Comme p< N; et ¢g< Ny = p+qg<Ni+ Ny

=m+n+p+qg<m+n+ N+ N,
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— [m+n+N1 + Ny C JmAntptg

donc  Lynlpg C Lntpntg

Dans tous lescason a I nlpg C Ipipntq ¥V m,n,p,q € N.
Donc F' est une bifiltration de A.

Montrons que F est fortement EP.

Si on pose ki =N;+1 et ko = Ny + 1, alors
Vm>kioun>ky , Ln,=1"" et [z =I"""
on a Im,n[kl,kz — Jmtntkithe

Comme m+ky > ket n+ky>ky alors g ppr, = 7Rk
Dot ILnndiy ke = Lmtkynths Vm>koun>ky .
Donc il existe k1 >1 et ky>1 tels que

I dky ks = Loty ks V m>k oun>ky.

Par conséquent [’ est une bifiltration fortement FP.

Comme A = K [X] est un anneau noethérien alors I est une bifiltration
noethérienne.

Montrons que F' n’est pas (I3, [p1)-bonne.

Supposons que F est ([1p,lp1)-bonne alors il existe mg, np € N
tels que

Il,OIm,n = Im+1mn
V.m > mog,n > n,

[O,IIm,n = Im7n+1

On pose N; = mg et Ny = ny.
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Il,OIm,n = Im+1,n
En particulier Vm > Ny +1,n> Ny +1,

IO,llm,n = Im,n—i—l

or VmZNl—I—l,nZ N2+1, [m’n:]m—i-n - Im+1’n:]m+n+1

En plus I ol,,, = It N+Ne car [, = [Nt
p ,04m, 0,

D’aprés notre hypothése on a

Il OImn = lmyin — Im+n+N1+N2 - Im+n+1

— m+n+N1+ N2:m+n+1

— N1+ No=1 or N+ Ny >4 ce qui est contradictoire.

Donc F' n’est pas (Iy,lo1)-bonne.

4.4.2 Classification

D’apreés tout ce qui précéde, on obtient la classification suivante :
F (I,J)-adique L g (I, J)-bonne L Ffortement EP % F EP

140

F(1,J)-adique = (I, J)-bonne @ F fortement noethérienne

(1) : A quelconque
Avec { (2) : A noethérien
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4.5 REDUCTION DE BIFILTRATIONS

Les concept de réduction d’un idéal a été introduit pour la premiére fois
en 1953 par Northcott et Rees.

Ce concept de réduction d’un idéal a des applications importantes en Al-
geébre Commutative (nitamment en théorie asymptotique des idéaux, et dans
I’étude de la dépendance intégrale sur un anneau), en Géomeétrie Algébrique
etc... Il a fait, depuis son introduction, I'objet d’une littérature abondante.

La notion de réduction d’un idéal peut se généraliser aux filtrations d’un
anneau de plusieurs facons différentes.

Définition 4.5.1
Soient F' = (Inn)(mmnyezz €t G = (Jmn) (mm)cz2 deux bifiltrations de A.

On dira que F' < G si et seulement si I, C Jpn YV (m,n) € Z2.

Définition 4.5.2
Soient F' = (I n)(mmnyezz €6 G = (Jmn)mm)eze des bifiltrations de A de

type IEP avec FF < G et soit r > 1 et s > 1 deux entiers arbitraires.
Alors

sim<0 eten<0ousid<m<r et 0<n<s,il est facile de vérifier
que

Jm,n = Z Z [m—pm—q‘]p,q

p=0¢=0
On dit que F' est une réduction de G ¢’il existe des entiers r > 1 et
s > 1 tels que

(RED) Jmmn =3 Im—pn_qtpg pour tout (m,n) € Z* avec m > r
p=0¢=0
oun > s.

Définition 4.5.3
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Soient F' = (Iyn)mmyezz €t G = (Jmn)(mn)ez2 deux bifiltrations de A
de type IEP telles que FF < G .

On dit que F' est une f—réduction de G s’il existe k,l € N* tels que
Vm>k ouVn>1l, Joikntt = Imndi -

Conséquence 4.5

Vm >k ouVn>1, Jpnikntt = Imndkg © Jmndkg © Imtbonti-

Donc Vm > kouVn >1, Jniinti = Imndis = Jmndi-

Donc G est fortement EP.

4.5.1 Bifiltrations F'—bonnes

Soient F' = (L) mmyezz €t G = (Jmn)(mm)ezz deux bifiltrations de A
de type IEP telles que F' < G .

La bifiltration G est dite F'—bonne s’il existe N1, No € N* tels que

vaNl OUVHZNQ, mn Z ZIm —pn—q pq

p=1 q=

4.5.2 Bifiltrations F'—fine

Soient F' = (Ipyyn)mmyezz €t G = (Jmn)(mn)ezz deux bifiltrations de A
de type IEP telles que FF < G .

La bifiltration G est dite F'—fine s’il existe N1, Ny € N* tels que

Vm > Ny ouVn > Ny, Jpp = Z prqu —pn—q-

p=1 g=
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Remarque 4.5.2
Soit F' = (Inn)(mm)cz2 une bifiltration de A de type IEP.

Alors F est FF—bonne < F est EP & F—fine.

Proposition 4.5.2.1
Soient F' = (Imn)mnyezz €t G = (Jymn)mnyezz deux bifiltrations de A
de type IEP telles que F' < G .

On suppose que G est F'—bonne. Alors
i) G est G —bonne donc EP.

ii) F' est une réduction de G

Preuve
i) Comme G est F'—bonne alors il existe Ni, No € N* tels que

N.
Vm > NyouVn > Noy  Jpp =Y, ZIm —pn—qJp.q-
q=

2
Jmfp,nfq Jp:q g Jm,n

l

1
No
>

p=
N1 Na N
Or Jypn = > Z[mfp,nqup,q C
p=1¢=1 p=1g¢=1
N1 N2
Donc Jp, , = lejm pn—qIp.q
p=1g=

D’ou G est G —bonne donc EP.

ii) Pour m > Ny oun > N,

N1 N2 Nl N2
Z ZIm —p,n—q pq mn"‘zfmn qJOq"‘ZIm —p,n pO"‘ Z ZIm —p,n— quq
p=0¢= q= p=1 q=1

- m,n+ Jm,n - Jm,n

Car Imm,—qJO,q g Jm,n et [m—p7n']p70 g Jm,n
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Donc F' est une réduction de G.

Théoréme 4.5.2.1

Soient F = (Inn)mmyezz €t G = (Jmn)mnyezz deux bifiltrations de A
de type IEP telles que F < G.

Si F' est une f—réduction de G alors :
i) G est fortement EP.
i1) G est F—bonne.
iti) G est G —bonne donc EP.
w) F est une réduction de G

v) G est F—fine si F' est EP.

Preuve

i) Supposons que F' est une f—réduction de G alors F' < G et il existe
k.l e N* telsque Vm >kouVn>1, Jypipnii = Lnndri

OnaVm>kouVn>1, Jyiknit = Lnndii C Jmndii C Jmtknti:
Donc Vm > kouVn >1, Jniknit = Jmndi,-

Donc G est fortement EP.

ii) Soient m,n tels que Vm > 2k et V n > 21,

Jm+k:,n+l - Im,njk,l .

Ona Vm>2kouVn>2l J,,=lntniJr



82CHAPITRE 4. ETUDE DE QUELQUES CLASSES DE BIFILTRATIONS.

2k 21 2k 21

Donc Jyn C 3 Z]m —pn—aIpa © D0 D Im—pn—aJpg € Jmn
p=1 q= p=1 ¢q=1
2k 2

Dou Jyn= >, me —pn—qIpg
p=1 g=

En posant N; =2k et N, =2l , il existe N1, Ny € N* tels que

N1 No
Vm > Ny ouVn > N, Jp oy, ZZ[m —pn—qIpa

p=1 ¢=
Donc G est F'—bonne.

ili) Voir proposition 4.5.2.1 (i)

iv) Si F' est une f—réduction de G alors G est F'—bonne d’apres (ii)
= [ est une réduction de G ( voir proposition 4.5.2.1 (ii)) .

v) Supposons que F' est EP.

Si F' est une f—réduction de G alors F' est une réduction de G (d’apres
v), donc il existe r, s € N* tels que

Vm,n € N*, mn—z Z_fmpnqpq avecm >r oun > s
p=0 ¢=

Comme F' est EP alors il existe Ny, Ny € N* tels que

N; N
vm>N10un>N27 mn—zzlm 177».7 1,J

=1 j=

On pose N| = max(r, Ny) et Nj = max(s, Ns)

OnaVm>N{ouVn >Ny, I, pnq= Z E[m p—im—q—jli;

=1 j=
r s NN

Vm > NjouVn > Ny, J mn — Z Zlm —pn—gIpg = =2 ZZZIm —p—imn—q—jli,jIpg

p=0 ¢= p=0 q=0i=1j=
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/

alors Vm > N ou Vn > N}, J,,, = Z ZIJZ me —p—in—q—iJIpgq
=1 j= p=0 ¢=
Nl N2
Donc Vm > N{ ouVn > N, Jonyw € D0 D L iJm—in—j
i=1 j=1
Comme [; ; C J;; alors [ jJm—in—j € JijJm—in—j C Jmn
NI N}

Donc Jmn g Z lejjm in—j g Jm,n

=1 j=

Dou Vm > NjouVn > Ni, J,,, = Z ZI,JJm im—j

=1 j=

Donc G est F'—fine.

Théoréme 4.5.2.2
Soient F = (Inn)mmyezz et G = (Jmn)mnyezz deux bifiltrations de A
de type IEP telles que F' < G .
Si F est fortement EP, alors les assertions suivantes sont équivalentes :
i) F est une f—réduction de G.
it) F est une réduction de G.

iti) G est F—bonne.

Preuve
i) = ii) Voir le théoréme 4.5.2.1 v .

i) = i)

On suppose que F' est fortement EP alors il existe k; € N¥et ky € N*
tels que Lnyiy niks = Ln Lk, avec m>kyoun > ks .

Comme F' est une réduction de G alors il existe r, s € N* tels que
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S
Vm,n € N*, mn—z > dm—pn—qlpg avec m>roun>s.
p=0 ¢=0

On pose k = max(ky,7) et | = max(ky,s) alors

Vm > kouVn>1, Jnikny = Z ZIm+k —pn+i—gIpg = Z Z[mnlk —pi—qJpq =
p=0 g= p=0 ¢=0
mn Z ZIk —pil—q pq Im,n]k,l
p=0 ¢=

Donc il existe k,l € N* tels que Vim > kouV n > 1, Jpipnii = Imndi

D’ou F est une f—réduction de G.
i) = iii) Voir le théoréme 4.5.2.1 ii .
iii) = ii) Voir proposition 4.5.2.1 ii .

Proposition 4.5.2.2

Soient F' = (Imn)mmnyezz €t G = (Jmn)mmnyczz deux bifiltrations de A
de type IEP telles que F < G.

Si G est (Ip1,110)-bonne alors F  est une f—réduction de G.

Preuve

Si G est (o1, 11,0)-bonne alors il existe mg, ng € N tel que V. m > mg,n >
Ny,

Il,OJm,n = JIm+1n

IO,IIm,n = JImn+1

On a IToI§ 1 Jmn = Jmipniq ¥0,q¢ > 1 et ¥ m > mo,n > ny d’apres la
conséquences 4.3.1
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On obtient ¥p,q > 1 et V. m > mo,n > no, Jmipniq = 11016 1Imn
[p,qu,n g Jpanman g Jm+p,n+q

Donc Jyipntq = IpgJmn V. m>poun>q avec p=mgouq=ng.

D’ou F est une f—réduction de G.

4.6 Dépendance intégrale sur un anneau

4.6.1 Eléments entiers sur un anneau

Soit A un sous-anneau de ’anneau B. Un élément x € B est dit entier
sur A s’il existe un entier m > 1 et des éléments a; Vj tels que 2™ + a4
agx™ 2 + -+ a, = 0.

Cette équation est appelée équation de dépendance intégrale de z
sur A.

Lemme 4.6.1
Soit A= @ A, un anneau bigradué. Alors les assertions suivantes
m,n € N

sont équivalentes :
(1) A est noethérien.
(i7) Ap est noethérien et A est une Agg-algébre de type fini.

Preuve voir [9] p 26

Corollaire 4.6.1

Soient A C B C C trois anneauz.
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On suppose que :
— A est noethérien
— C est une A-algébre de type fini

—(C' est entier sur B.

Alors B est une A-algébre de type fini.
Preuve voir [5] proposition 6.9 (p 155)

Proposition 4.6.1

Soit A= @ A, un anneau bigradué & degrés positifs
m,n € N
et M= & M,, un A-module bigradué.
m,n € Z

On suppose que l’anneau A est noethérien et M un A-module de type

fini.
Alors ¥V k,l e N*, Vu,veN telsque0<u<k—-1,0<v<Il—10na:
(1) A®D  est noethérien.

(i)  M®ELeY) est un A®D —module de type fini.

Preuve

(¢) Supposons que A est noethérien alors Aj( est noethérien et

A est une Agg-algebre de type fini d’apres le lemme 4.6.1

Soit a € Ay, alors Vk, 1 > 1,a" € (A, 0)" C Appir C© AFLRD C ARD,

Donc il existe b € A®D tel que a* =b=a" —b=0
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or a* —b = ab 4+ 0aFVE 1 0a* 2D+ 4 0al + 0aFD 4 0P 4+
0a"+b=0
donc @ —b = 0 est une équation de dépendance intégrale de a sur A*Y.

Comme la Ap-algebre A est engendrée par ses éléments homogeénes,
donc A est entier sur A®D,

On a Agy C A®D C A, donc A®Y  est une Agg-algébre de type fini par
le corollaire 4.6.1

D’ott A®D  est noethérien car toute algébre de type fini sur un anneau
noethérien est noethérien.

(43) Montrons d’abord que A est un A®*)—module de type fini.
Comme est A une Ay p-algebre de type fini alors il existe

T, To, ..., Ts € A tels que A = Ay 21, T2, ..., Ts) -

VzeA 2= Atas.a. X7 25223 aveC Aagjay..as € Aoo
telsque 0 < a; < kl pour 1 <i<s.

Donc A est engendré par les éléments de la forme x7"z5%...2%¢

qui constituent un systéme générateur du AFD _module A,

En effet pour tout systéme d’entiers n; >0 (1 <i<s),il

existe des entiers positifs ¢; , r; tels que n; = gkl +r; avec r; < kl (
1<i<s)

n1 ,.n2 Ns __ q1 .92 qs \kl (71,72 Ts
On a alors  z]'ap?..als = (x]'aP . a2l )" (a]taxs?..xls) .
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Comme ¥ 2%, 2% € A alors (z7'2f...0%)F ¢ ARD

Donc A est un A®Y—module de type fini.

Dot si M un A—module de type fini , c’est aussi un A*)—module de
type fini.

Comme M est somme directe des M*®bwv) (0 <u<k—1,0<v <[-1),

chacun des M*4uv) est un - A®Y —module de type fini. Ce qui prouve

(i) .



Chapitre 5

Sur un critére de réduction des
bifiltrations a partir de leurs
anneaux de Rees généralisés

Les concept de réduction d’un idéal a été introduit pour la premiere fois
en 1953 par Northcott et Rees.

Ce concept de réduction d’un idéal a des applications importantes en Al-
gébre Commutative (nitamment en théorie asymptotique des idéaux, et dans
I'étude de la dépendance intégrale sur un anneau), en Géométrie Algébrique
etc... Il a fait, depuis son introduction, 'objet d’une littérature abondante.

La notion de réduction d’un idéal peut se généraliser aux filtrations d’un
anneau de plusieurs facons différentes.

Ici nous nous intéressons au concept réduction des bifiltrations et nous
donnons un critére de réduction des bifiltrations & partir de leurs anneaux
de Rees généralisés.

Nous donnons également les analogues de quelques propriétés des filtra-
tions pour les bifiltrations.

5.1 Définition. Soient F' = (I,yn)(mmn)ezz €t G = (Jmn)(mn)ezz des
bifiltrations de A de type IEP avec FF < G et soit 7 > 1 et s > 1 deux

entiers arbitraires. Alorssim <0 etn <Oousi0<m <r et0<n <s,

89
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il est facile de vérifier que J,, ,, = Z Z L—pn—qdpq
p=0g=

On dit que F' est une réduction de G ¢’il existe des entiers r > 1 et
s > 1 tels que

(RED) Jmn = Z me pn—qJpq pOUr tout (m,n) € Z?% avec m > r
0
oun > s. T

5.2 Exemples.
(5.2.1) Chaque bifiltration F' = (I,n) (m,n)cz2 est sa propre réduction. En

effet soit (m,n) € Z*>, avecm >r=1oun>s=1.Sim>1etn > 1,
alorslonla

Z Z Im—pﬂl—quvq

p=0¢=0
=Imn+ Impn-1log + Im—10l10+ Lnmin—1111

- ]m,n
Sim>1letn <1, alors

a) Sin <0, alors I,,,,, = -

Z Z L pn—q pq

p=0g=

=Inmo+ Lnolog + Im—10l10 + Lm-10l11

= Im,0 Car [m,OIO,l C Im,l C [m,07[m71,0[1,0 - [m,o,

Im—10l1 € Iy C Lo

b) Sin >0, alors 0 <n <1.

o> L—pn—qlpq = Imn car chaque composante de la somme est conte-
p=04¢=0
nue dans I, ,, et I'un d’entre eux égal a I,,, ,,.
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Le cas m <1 et n > 1 est similaire au cas précédent .

(5.2.2) Soient f = (1), g = (Jn), h = (H,) et k = (K,,) des filtrations
de 'anneau A . Supposons que f est une réduction de h et que g est une
réduction de k. Alors f X g est une réduction de h X k .

En effet f x g = (F,.) avec Fy,,, = Ly Jy et h X k= (Gyn) OU

Gmpn =HyK,. onal,J, C H,K, pour tout m,n, d’ou ' < (.

On sait par (5.2.2) que f X g et h X k sont des bifiltrations de type IEP.

N1
Soient Ny > 1 et Ny > 1 des entiers tels que H,,, = Y I,,_,H, pour tout
p=0

N>
m > Ny et K,, = Y J,_,K, pour tout n > Nj.

q=0
Ny N,
Sim > Ny et n > Ny, alors G,y = Hpo Ky = Y. > I pdn—H Ky =
p=0¢=0
N1 N,
> Fopn—qGpg
p=0q¢=0

Sim < Nj et n > Ns, alors

a) Sim <0 alors H,, = A, I,,_,H, = H, pour tous p =0, 1, ..., Ny.

Ny
> ImpHy =1+ H + ...+ Hn,
p=0
=Acarl,=A
Ny
Donc H,, = > I, H,
p=0

b) Si m > 0, alors
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Ny

Z Im—pHp =

p=0

L+ It Hy 4 oo+ TgHyy + Iy + o+ Ly, Ha,

== m+Im71Hl+-.-+Hm+Hm+1+--+HN1
=H,,

Ny
Donc H,, = Y L H,.
p=0

RN _ —
D’ou Gm,n =H,K, = Z Fm—p,n—qu,q
0<p<Ny
0<g<N2

Sim > Ny et n < Ny, la démonstration est identique aux cas précédents.

Le théoréme suivant et ses corollaires nous donnent une caractérisattion

de réduction de bifiltrations. Ce sont les analogues du théoréme 2.3 de [7]
et de ses corollaires .

5.3 Théoréme. Soient F' = (L) mmyezz €t G = (Jmn)mnyezz deuz

bifiltrations de A de type IEP tels que F' < G. Supposons que J,, ,, est
un idéal de type fini pour tous m,n.

Alors F' est une réduction de G si et seulement si R(A, G) est un R(A,
F)-module de type fini.

Preuve.
Supposons que F est une réduction de G. Alors il existe des entiers r > 1
et s > 1 tels que

(RED) Jmn = > Ln_pn_qJpq pour tout (m,n) € Z* avec m > r
=0 q=0
oun > s. e

Par hypothese, chaque idéal .J,, ,, est de type fini. Soit (m,n) € Z? et soit
(Tpon,j)i<j<tnm.,. Un systéme générateur de 'idéal J,, .
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Considerons un élément homogene z de degré (m,n) de R(A, G)

Alors z est de la forme 2z = d,,,, X"Y" ol dy,,, € Jmn. Alors d’apres
I'équation (RED),

T S
A = D2 22 2 Qipgbipg:OU Gipg € Ly pn—q €t bipy € Jpq pour tous

p=0qg=0 =
1,p et q.
tpaq . .
On peut écrire b; ,, , = 21 Cip.q.iTp,a.js OU Cipqi € A pour tous i,p,q, .
J:
T S tp,q

Donc dpp = 3 202> Qi p,qCipq,iTpagy OU Gipg € Im—pn—g €t Cipgj €
p=0¢g=0 7 j=1

A pour i,p,q, j.

T
Dou z= )

p=04¢=0

T S
=22 Z Ui pqCipai X PY U2y, XPY)
7

XYY"

s tp,q
Q4,p,qCi,p,q,iTp,q.j

>

7j=1

Supposons que m > 1 et n > s. Alors a;, 4Cipq; X" Y"1 € R(A,F)
pour tous i, p, q, j et z est un R(A, F')- combinaison linéaire des éléments
Tp ;i XPY 9 de R(A,G),ou0<p<r0<qg<s 1<j<t,,.

Supposons que m < r et n > s. Considerons un entier p tel que 0 < p <.

a) Sip < m < ralors z est un R(A, F')- combinaison linéaire des éléments
Tpa ;i XPY 9 de R(A,G),ou0<p<r0<qg<s 1<j<t,,

b) Sim < p < r,alors a;pCipg; X" Y"1 € Ly ppngX™PY" 1 =
TonquP ™Y1 = (Iy o XY O uP™™ = (g, XY 9)uF, avec k = p—m.

Sim>0,alorsk=p—m<p<r
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Sim<0,alorsk=p—m=p+m’ oum’ >0.Onau’~™ =uPu™. Donc

UipgCipaj X PY" 1 € (LonoX Y W™ )uP C R(A, F)uP

D’ou z est un R(A, F)- combinaison linéaire des éléments u*z, , ; XPY
de R(A,G), o0 0<k<r0<p<r,0<q¢<s 1<j<t,,.

Si m > retn < s, on aune conclusion similaire avec v¢ a la place de u? .1l
en résulte que R(A, G) est un R(A, F)-module engendré par les éléments
de la forme { u*v'z, , ; XPY oo <p<r,0<qg<s1<j<t,,0<k<
r,0 <1 <s, quiest fini. Donc (A, G) est un R(A, F)-module de type fini.

Réciproquement supposons que R(A, G) est un R(A, F')-module de type
fini. Puisqu’ils sont tous deux des sous-anneaux de A[u, v, X, Y], on peut

supposer que R(A, G) est un R(A, F)-module de type fini engendré
par un nombre fini d’éléments homogenes. Soient 21, zs, ..., 2; ces éléments
homogenes de degrés strictement positfs. Cet ensemble est absolument non
vide. Soit

(my,n;) = deg z; pour i = 1,2,...,t. Alors z; = b;X"™Y™ ou b, €
Jm;n; pour tout ¢. Soient Ny = max{m;,i =1,2,....t} et Ny = max{n;,i =

1,2,...,t}. Soit (m,n) € Z>.
Supposons que m > N; et n > Ny
Soit b € Jy, . Prenons z = bX"Y" € R(A,G). On a z = 121 + a2+

o+ ayzy, o0 € R(A, F) pour tout i. Pour des raisons de degré, on
peut supposer que «; est homogene de degré (m —m;, n —n;). On peut ecrire
o; = CLiXm_miYn_ni ou a; € ]m_mim_ni.

t
Alors b = ayby + agby + ... +aiby € D Ioymin—n; Iy
i=1
t N1 Ng
Ainsi Jm,n - Z [mfmi,nfmjmi,ni - 2 Z [mfp,nfqt]p,q-

=1 p=0g=0
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N Ny
Il en résulte que Jpp = > > Im—pn—qJpg

p=0g=0

Supposons maintenant que m < Ny et n > Ns .

a) Sim <0 alors Jy,, = Jo,

N1 Na N1 No
Ona > > Inpnglpg= 2 2 lon—qpg
p=0g=0 p=0g=0
Ny
= ZO([O,an,O + IO,nfljp,l + ...+ IO,anQJp,Nz)
p=

= (lonJoo + Lon-1Jo1 + . + Ion-—n,Jon,) + (om0 + lon—1J11 + ...+
Ton—noJ1,Ne) + oo+ (TopInio + Lon—1In 1 + oo+ Lo Ny INN,)
= Ion(Joo+ J1o+ -+ In0) + Lom—1(Jog + J11+ o+ Inp1) + ot
To -y (Jong + Jing + oo + Inivs)
=Ion + Ion-1Jo1 + .. + Iopn-n,Jo.Ny
Donc il suffit de montrer que Jo, C Io,, + lon—1Jo,1 + ... + Lo n—n,Jo. N,
Soit b € Jp, ot m < 0 et soit m' = —m. Alors z = bX"Y" € R(A, G).
Donc z = bu™Y™ oub € Imn = Jon
On az =a121 + agzs + ... + ayzy, ou oy € R(A, F) pour tout 1.
Il suffit de resoudre la question dans le cas d'un générateur ¢t = 1
Supposons que z = bu™' Y™ = a2, ol a; = ( )Z 2 a; ; X'Y9 oua; €1,
ij)EL
pour tous 7, j. Alors z = bu™' Y™ oub € Imn = Jon

21 = ( Z aiijinXlele”l) = Z ai’jblxm1+iyn1+j ol
(3.9)€Z? (i,§) €72
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a;; € 1; ; pour tous ¢,j et by € Jp, ;-

Puisque z = bu™ Y™ oth € Jy, = Jon,alors bu™ Y™ = 3 q; ;b Xy ™t
(i.j)ez?
Si on multiplie chaque membre de 1’égalité ci-dessus par X" alors on

obtient bY" = > ai,jlem/erl“Y"lﬂ qui entraine m’+mq +i = 0,n; +
(i.9)€z?
J=n

o ;o
Ainsii = —my —m' , j=n—-—n etbec > oy mn-mJmm C
(i.j)ez?
1
[O,nfnl J07n1 g Z [O,nquU,q

qg=0

ni n1
) : LIRS
Il s’en suit que Jo,, C D 0]07n—q<]0,q , dou Jo, =D oIO’n_qJO’q
q= q=

b)0<m< Ny etn>N,.
On appliquera les mémes arguments que dans le cas m > Ny et n > Ns.

Le cas m > N; et n < N, est similaire au cas précédent.

N1 N»
Ainsi Jy = Y. Y. I—pn—qJpg DOUr tous m,n avec m > Ny oun > Ny
p=0g=0
et I est une réduction de ¢

Remarque

Nous remercions le Professeur KOUAKOU Mathias pour avoir tiré notre
attention sur la conséquence suivante du théoréme 5.3 : pour une bifiltration
F' de type IEP donnée d’'un anneau A, il existe une bijection entre

l’ensemble des bifiltrations G de type IEP de A telles que F soit une

réduction de G, et l’ensembles de tous les sous-anneaux bigradués S de
Alu,v, X,Y], extensions entiéres de type fini de R (A, F) Uanneau de Rees
généralisé associé a F'.

5.4 Corollaire. Soit A un anneau Noethérien et soit F' = (I, n)(mn)ez2
une bifiltration de type IEP de A. Alors il existe une bijection entre [’ensemble
des bifiltrations G = (Jyn)mnyczz de type IEP de lanneau A telle que F
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soit une réduction de G et les sous-anneauz bigradués S de Alu,v, X, Y| qui
sont une extension entiére de type fini de R(A, F).

Preuve.

On pose B l’ensemble des sous-anneaux bigradués de Afu,v, X,Y] et
Red™!(F) lensemble des bifiltrations G = (Jin)mmyezz de type IEP de
I’anneau A telle que F' soit une réduction de G . On défini 'application 6
comme suit :

6:Red '(F) — B
G — R(A, G)

Pour chaque bifiltration G = (Jimn)(mn)ezz de type IEP de I'anneau A
telle que F' soit une réduction de G, soit 0(G) = S = R(A, G). Alors S est
un sous-anneau bigradué de Afu, v, X, Y] qui est un R(A, F')-module de type
fini d’aprés le Théoréme 5.3, d’ol une extension entiére de type fini de (A,

L’application € ainsi définie est une bijection entre I’ensemble des bifil-
trations G = (Jpn)(mnyezz de type IEP de 'anneau A tel que F' soit une
réduction de G dans 'ensemble des sous-anneaux bigradués S de Afu, v, X, Y]
qui sont des extensions entiéres de (A, F'). En effet soit S un sous-module
bigradué de Alu,v,X,Y] qui contient R(A, F) et qui est un module de
type fini sur R(A, F). Soit J,,, = uw™v"S N A pour tous m,n et G =
(Jimn) (mmn)ez2-On vérifie facilement que G est une bifiltration de A et que
Imm 2 u"V"R(A, F)N A= I, pour tous m,n, ainsi ' < G. De plus on a
S =R(A, G) = 6(G). Par conséquent 6 est surjective.

Soient G = (Jmn)mnyezz €6 H = (Hmn)mmnezz deux bifiltrations de
type IEP de 'anneau A telles que F' soit une réduction de G et H. Si 0(G) =
6(H) = S, alors, on montre comme précédement que, J,,, = uv™v"S N A =
H,,, pour tous m,n et G = H. Donc 0 est injective d’ou bijective.

5.5 Corollaire. Soient F' = (F, ;) mn)ez2; G = (Gmn) (mon)ez2,
H = (Hpp)mmezz et K = (Kpp)mnezz  des bifiltrations de type IEP
d’un anneau noethérien A. Alors :

(5.5.1) Si F est une réduction de G et G est une réduction de K, alors
F' est une réduction de K.
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(5.5.2) Si F' est une réduction de G et si F' < H < G, alors H est une
réduction de G. De plus si ' est Noethérienne, alors F est une réduction de
H.

Preuve.

(5.5.1) Si F' est une réduction de G et G est une réduction de K, alors
d’aprés le Théoreme 5.3, R(A, G) est un R(A, F)-module de type fini et
R(A, K) est un R(A, G)-module de type fini. Donc R(A, K) est un R(A,
F)-module de type fini. Ce qui entraine que F' est une réduction de K.

(5.5.2) Si F' est une réduction de G et si F < H < G, alors R(A, G) est
un R(A, F)-module de type fini, d’ott un R(A, H)-module de type fini. Ainsi
H est une réduction de G.

En plus si F' est Noethérienne, alors, comme R(A, G) est un R(A, F)-
module de type fini et que R(A, F') est un anneau Noethérien, alors chaque
sous-module de £(A, G) et, en particulier (A, H), est un R(A, F')-module
de type fini. Donc F' est une réduction de H.

5.6. Corollaire. Soient F' = (Ip;)mmnyezz € G = (Jmn)mn)ezz des
bifiltrations de type IEP d’un anneau Noethérien A avec F' < G. Alors

(5.6.1) Si F est une réduction de G, alors F est noethérienne si et
seulement si G est Noethérienne.

(5.6.2) Si F est Noethérienne et est une réduction de G, alors F* est
Noethérienne et est une réduction de G*Y pour tous entiers k,l € N*.

Preuve.

(5.6.1) Si F est une réduction de G, alors R(A, G) est un R(A, F)-
module de type fini. Ainsi, si I’ est Noethérienne, alors R(A, F') est un
anneau noethérien. Donc R(A, G) est un anneau noethérien et la bifiltration
G est Noethérienne.

Reciproquement si G est Noethérienne, alors d’apres le Théoréeme de Ea-
kin [4], F' est Noethérienne.
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(5.6.2) Supposons que F' est Noethérienne et est une réduction de G.

Pour tous entiers k, [ € N*, considérons la bifiltration F*!) = (I, 1)
extraite de F' d’indice (k,!) comme définie dans (3.3.1.4).

(m,n)€z2

( On sait que F'*) est Noethérienne si R(A, F*#D) est Noethérien
Montrons que R(A, F*) est Noethérien )

(Montrons d’abord que R(A, F) est entier sur R(A, F*0) )

Soient Ry, = R(A, F)*D = P L X™FY™
(m,n)€z2
En particulier R1; = @ L X"Y" =R(AF)
(m,n)€Z2
On remarque que R(A, F®)) = @ L X™Y" C Ryy.

(m,n)eZ2

En effet, comme k,l € N*, si m > 1 et n > 1, alors mk > m et nl > n.
Ainsi [mk,nl Q [mﬂl'

Sim < 0oun <0, alors mk <0 ounl <0.
Donc supposons que m < 0 et n < 0. Alors I = A= I,

Sim < 0etn>0,alors mk <0 etnl>0. Alors par convention I, ,; =
[O,nl et Im,n = [O,n

Ainsi Imk,nl g ]m,n car ]O,nl g IO,n

Le cas m > 0 et n < 0 est similaire aux autres cas. Ce qui montre que
Lkt € I pour tous m, n.

Dot Iy X™Y™ C I, , XY ™. Ce qui entraine que R(A, F&ED) C R =
R(A, F)

De méme Sk,l = %(A, G)(k’l) = @ Jmk’ankanl.

(m,n)€z2
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En particulier S11 = @  Jo XYY" =R(A4, G)

(m,n)622
Onaaussi Sy, ~ R(A,GFD) = P Jeu XY™ et Ry ~ R(A, FED) =
(m,n)ez2
D ILnkuX™Y"™ ( Proposition 4.2 )

(m,n)ez2

Supposons que F' est une réduction de G. Alors S;; = R(A,G) est un
11 = R(A, F)-module de type fini. D’autre part on a (I, ,X™Y™)* C
Lkt g X ™Y R = I(ml)k,(nk)lX(ml)kY(nk)l CR(A, F)*) = Ry

Ce qui entraine que R, ; est entier sur R(A, F*D) ~ Ry .
De méme S;; = R(A, G) est entier sur S;; pour tous entiers k, [ € N*

Ona A C Ry C Ry =R(A, F). comme F est noethérienne alors ;1 =
R(A, F) est une A-algebre de type fini d’apres le Théoréme 1.1 de [11]. Donc
R11 = R(A, F) est de type fini comme un Ry -algebre et est entier sur Ry,
pour tous entiers k,! € N*. Ainsi d’aprés le Théoréme de Eakin [4], R, est
Noethérien. Donc F*4) est Noethérienne pour tous entiers k,! € N*.

(Montrons que F*!) est une réduction de G*Y) pour tous entiers k, [ € N*

)

( 11 suffit de montrer que (A4, G*D) est un R(A4, F*D)-module de type
fini )

D’apreés la dereniére partie de (5.6.2), il est clair que F (kD < G*D pour
tous entiers k,! € N*. Dautre part, comme déja noté, S; ; est un R, ;-module
module de type fini. Comme A C R;,; C Ry C &1 alors S;; est un Ry -
module de type fini pour tous entiers k,! € N*. On a aussi #;; C S; € Sy1.
Comme Ry, est Noethérien, alors S est un Ry ;-module de type fini pour
tous entiers k, 1 € N* et d’aprés le Théoréme 5.3, F*) est une réduction de
G*D pour tous entiers k,l € N*. O

5.0.2 Bifiltration fortement entiére sur une autre
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Soient F' = (Iyn)mmyezz €t G = (Jmn)(mn)ez2 deux bifiltrations de A
de type IEP.

G est dite fortement entiére sur F' si F' < G et si R(A,G) est un
R(A, F)—module de type fini.

Théoréme 5.7
Soient F = (Inn)mmyezz €t G = (Jmn)mnyezz deux bifiltrations de A
de type IEP telles que F < G.

Si 'anneau A est noethérien alors F' est une réduction de G si et seule-
ment si G est fortement entiére sur F .

Preuve
Supposons que F' est une réduction de GG, comme ’anneau A est noe-

thérien alors J,,, est de type fini; d’apres le théoréme 5.3, nous avons le
résultat.

Théoréme 5.8
Soient F' = (Imn)mmyczz €t G = (Jmn)mm)ezz deuz bifiltrations de
type IEP d’un anneau noethérien A.
St F' est fortement EP, alors les assertions suivantes sont équivalentes :
i) F est une f—réduction de G.
it) I est une réduction de G.

iti) G est F—bonne.

w) G est fortement entiére sur F .

Preuve

(i)e (i)« (iii) d’apres le théoréme 4.5.2.2.
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(ii)< (iv) d’apres le théoréme 4.6.2.1 ii.



CONCLUSION

Nous avons réussi a faire une classification des bifiltrations et nous avons
également démontré quelques propriétés importantes des anneaux et modules
bigradués associés aux bifiltrations. Nous avons caractérisé les bifiltrations
(I, J)—bonnes.

Nous avons aussi donné un critére de réduction des bifiltrations a partir
de leurs anneaux de Rees généralisés.

En perspective nous comptons établir ’analogue du théoréme de Samuel
Rees aux anneaux bigradués. Nous envisageons d’étudier les fonctions de
Hilbert sur les modules bigradués et les fonctions de Hilbert-Samuel associées.
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ABsTrRACT. In this paper, a concept of reduction of bifiltrations is introduced.
Similarly to the case of filtrations, a reduction criterion for bifiltrations in some
class in terms of their generalized Rees rings is given.

1. Introduction

Throughout this paper, A denotes a commutative ring.

The concept of reduction of ideals was introduced by D.G. Northcott and
D.Rees in [NR]. It was actively studied in the literature since its introduction.
Since powers of ideals are special filtrations, the concept of reduction of ideals was
generalized to filtrations by J.S. Okon and L.J. Ratliff,Jr in [OR], where the authors
had given many important results on the subject.

Here we introduce a concept of reduction for rings bifiltrations and we give a
criterion of reduction for bifiltrations in some class in terms of their generalized
Rees rings, similarly to the case of filtrations.

2. Bifiltrations

2.1. Filtrations.
Let us recall the following definitions which will be used in the sequel.

(2.1.1) By a filtration on the ring A, we mean a family f = (I,,)nez of ideals
of A such that Iy = A, I,4+1 C I, forall n € Z and 1,1, C I, for all p,q € Z.
It follows that if n < 0, then I,, = A.

(2.1.2) For each integer k > 1, let f) = (Ink)nez. Then f*) is a filtration on
A which is called the filtration of index k extracted from the filtration f.

(2.1.3) If I is an ideal of A, then the filtration f; = (I")nez,

2010 Mathematics Subject Classification. 13A15, 16W70.
Key words and phrases. Filtration, Bifiltration, Rees rings of a Bifiltration, Noetherian Bi-
filtrations, Reduction of Bifiltrations.
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16 I. YAYA AND D. SANGARE
where I™ = A for all n <0, is called the I-adic filtration of A

(2.1.4) Let f = (In)nez and g = (Jp)nez be filtrations on a ring A. The

filtration f is called a reduction of g if f < g and if there exists an integer N > 1
N

such that J,, = Z I,_pJ, for all n > N, see [OR] for more information.
p=0

2.2. Bifiltrations.
The set Z? is partially ordered as follows :
For all m,n,p,q € Z, (m,n) < (p,q) if and only if m < p and n < q.

(2.2.1) A bifiltration on the ring A is a family F' = (I,;,n)(m,n)ez2 of ideals of
A such that

(i) oo = A

(ii) For all m,n,p,q € Z, it (m,n) < (p,q), then I, , C I,,, ,

(ili) Lmndp,qg € Imtp, ntq for all m,n,p,q € Z.

Condition (ii) is equivalent to say that

Imiin © Iy and Ly, py1 € Iy for all myn € Z

It follows from condition (ii) that if (m,n) < (0,0), then A = Iy o C Ipyn, SO
Iy = A.

If m <0, then (m,0) < (0,0), hence A =1y C I, 50 I 0 = A.

Similarly, if n <0, then I, , = A.

(2.2.2) Throughout this paper all the bifiltrations F' = (I;n,n)(m,n)cz> are sup-
posed to satisfy the following additional conditions :

(EPI) For all (k,1) € Z?, Iy =Ixoif k> 0and [ <0 and Iy, = I, if k <0
and [ > 0.

Such a bifiltration is said to be of Essentially Positive Indices type (EPI
type for short).

This definition will be extended to bifiltrations F' = (In,5) (m,n)en2 With indices
in N2 where negative sub-indices may occur in I, ,.

As an example, let f = (I,)nez and g = (J,)nez be filtrations on the ring A.
Then I,, = J, = A for all n < 0. We will denote by f x g the bifiltration F' defined
as f x g = (Fiun), where Fy, ,, = I, J,, for all m, n.

Then f x g is a bifiltration which is of EPI type.

(2.2.3) Let F' = (Im,n)(m,n)€N2 and G = (Jmm)(m,n)GZ? be bifiltrations on A.
We set F' < G if and only if I, , € Jp , for all (m,n) € Z2.

(2.2.4) Let F' = (I;mn)(m,n)ez> be a bifiltration on the ring A. For integers
k1 € N*, we write F(F1) = (Timn) myezz s Where Jpn = L for all m,n.
Then F(*:) is a bifiltration on A which is called the bifiltration of index (k,1)
extracted from the bifiltration F.

(2.2.5) Let f = (In)nez and g = (J,)nez be filtrations on the ring A and let &, [
be positive integers. Consider the filtrations f*) = (Ix)nez and g = (Jp))nez.
Then f® & g® = (L) = ( f x g)&D.
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3. Bigraded rings

3.1. Definitions.

(3.1.1) The ring A is said to be Z2- bigraded if there exists a family

(Apin)(m,n)ez2 of subgroups of A such that

A= @ A, with Ay Ay C Anspntg for all m,n,p,q € Z.

(m,n)€Z?

The elements of the subgroup A, , are said to be homogeneous of degree
(m,n).

(3.1.2) The concept of N%- bigraded ring is defined by replacing Z by N in the
previous definition.

3.2. The Veronese subrings of a bigraded ring.

Let A= @ A, be a bigraded ring. For integers k,I € N*, we set
(m,n)€Z2
A(kJ) = @ Amk,nl~
(m,n)€Z?

Then A®-) is a bigraded subring of A which is called the Veronese subring
of index (k,1) of A.

4. The Rees rings of a bifiltration

DEFINITION 4.1. Let F' = (Ijmn)(m,n)ez> be a bifiltration of EPI type on the
ring A.

(4.1.1) We define the Rees ring R(A,F) = @ L, ,X"Y" of F as a

(mn)En?

bigraded subring of the ring A[X,Y] of polynomials in two indeterminates X and
Y with coefficients in A, which is bigraded by taking as degrees, deg X = (1,0) and
deg Y = (0,1).

(4.1.2) The generalized Rees ring of F is by definition the bigraded subring
RAF)= @ Ly X™Y" of Alu,v,X,Y] whereu= X" andv=Y "

(m,n)€z2

(4.1.3) Notice that
R(AF) = AL 0X,Ip,Y, I, 0X? [ 1 XY, In2Y?, .. ]

and that

R(A,F) = Alu,v, 110X, Io1Y, o0 X? 111 XY, Ip2Y?,..] = R(A, F)[u,v].

(4.1.4) The bifiltration F is called Noetherian if its generalized Rees ring
R(A, F) is Noetherian.

There is a close connezxion between the generalized Rees ring R(A, F(k’l)) of the
bifiltration F*D and the Veronese subring

RA,F)ED) = @ LupuX™ Y™ of index (k,1) of the generalized Rees ring

(m,n)ez?

of F, as shown in the following Proposition.

PROPOSITION 4.2. Let F' = (I n)(m,n)ez2 be a bifiltration of EPI type on the
ring A. Then the two bigraded rings R(A, F)*Y and R(A, F**D) are isomorphic
for all k,1 € N*.
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Proor. We have R(A, F)*) = @ L X™Fy™
(m,n)ez?

Consider the mapping ¢ from R(A, F*D) into R(A, F)* defined as
2) = ama XY™ forall 2= a4y X"Y" € R(A, FED),

where ap,., € Lk, for all m,n. Then it is easily shown that ¢ is a ring isomor-
phism. (I

REMARK 4.3. (4.3.1) similarly R(A, F)*D ~ R(A, F&D)Y for all k,1 € N*.

(4.8.2) Let f = (I,)nez and g = (Jn)nez be filtrations on the ring A. Consider
the bifiltration F = f X g defined as

[ % g = (Fun)mnyezz, where Fr, n = Iy Jy for all m,n. Let k,1 be positive
integers. Consider the filtrations f*) = (Ii)nez and g = (Ju)nez. Then we
have f*) x g = (IpJu) = ( f x g)(k D). Therefore by Proposition 4.2,

R(A, fx g)*D ~ R(A, (f x g) D) = R(A, fF) x g).

5. Reduction of bifiltrations

DEFINITION 5.1. Let F = (L n)(mnyezz and G = (Jmn)mn)ez2 be bifiltra-
tions of EPI type on the ring A with FF < G and let r > 1 and s > 1 be arbitrary
integers. Then if m <0 andn <0 orif 0 <m <71 and 0 < n < s, then it is easily
checked that

Jm,n = Z Z Im—p,n—qu,q~

p=0q=0
We call F a reduction of G if there exist integers r > 1 and s > 1 such that
T S

(RED) Jmn= Z Zlm—pm—q‘]p,q for all (m,n) € Z2, withm > r orn > s.
p=0 q=0
EXAMPLE 5.2. (5.2.1) Each bifiltration F' = (I.n)(m,n)ez2 of EPI type is a

reduction of itself.

Indeed let (m,n) € Z?, withm >r=1orn>s=1. If m > 1 and n > 1, then

Z Z In—pin—qlp.qg = Imm + Imn-1lo1 + Im—1nd10 + Im—1n—1l11 = Imp
p=0 q=0

If m > 1 and n <1, then
a) If n <0, then I,,, , = Ly 0.

1 1
szm p.n—q pq ImO"'ImOIOl"'Im 10110+Im 10111 ImO

p=0 gq=0
since I, 0101 € Im,1 € Ipmo, Iin—1,011,0 € Iy, Im—10010 € Ima C Inp
b) If n > 0, then 0 < n < 1.
11
Z ZIm,p,n,qu,q = I, n since each component of the sum is contained in
p=0¢=0

I, » and one of them equals I, ;.
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The case m <1 and n > 1 is similar to the previous one.

(5-2-2) Let f = (In)n627 g = (Jn)nEZ, h = (Hn)nEZ and k = (Kn)nEZ be
filtrations on the ring A . Assume that f is a reduction of h and that g a reduction
of k. Then f X g is a reduction of h X k.

Indeed fxg = (Fy, ) with F, ,, = I, J, and hxk = (G, ) where G, , = H,,, KKy
We have I,,J, C H,,K, for all m,n, hence F' < G.
We know by (2.2.2) that f x g and h X k are bifiltrations of EPI type.

Ny
Let N7 > 1 and Ny > 1 be integers such that H,, = Z[m,pHp for all m > Ny
p=0
N2
and K,, = Z Jn—gKy for all n > No.
q=0
If m > Ny and n > N,, then
N1 N2 Nl N2
Gmgpn = Hp Ky = Zzlmfp‘]nququ = ZZmep,nqup,q
p=0g=0 p=0g=0

If m < Ny and n > N,, then
a) If m <0 then H,, = A, I,,_,H, = H, for all p=10,1, ..., Ny.

Ny
> InpHp =TI+ Hy + ...+ Hy, = Asince I, = A
p=0

Ny
Therefore H,, = Zlm_pHp

p=0
b) If m > 0, then

Ny
> InpHy = Inm+InmaHi+ .+ IoHpy + I 1Ty + ..+ Ln_n, Hy,
p=0
L+ Ly 1 Hy 4 o4+ Hyy + Hypr + .+ Hy,
Hp,
Hence Gy = Hipn K, = Z Frpn—qGpyq
0<p<N:
0<g<N>

If m > N7 and n < N5 then the result follows by similar arguments.

The following Theorem and its corollaries give some characterizations of the
reduction of bifiltrations. They are the analogues for bifiltrations of Theorem 2.3
of [OR] and some of its Corollaries .

THEOREM 5.3. Let F = (Im.n)(mnyezz 0nd G = (Jmn)(mn)cz2 be two bifiltra-
tions of EPI type on the ring A such that F' < G. Assume that the ideal Jp, r is
finitely generated for all m,n.

Then F is a reduction of G if and only if R(A,G) is a finitely generated
R(A, F)-module.

PROOF. Suppose that F' is a reduction of G. Then there exist integers r > 1
and s > 1 such that
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T S
(RED) Jyy = ZZIm_pm_qu,q for all (m,n) € Z? with m > r or n > s.
p=0 gq=0
Let (m,n) € Z? and let (T, ) 1 < j <ty be a system of generators of the
ideal Jy, .
Consider any homogeneous element z of degree (m,n) of R(A, G). Then z is of
the form z = d,;, , X™Y™, where dp, , € Jm n-

Following equation (RED), dy, ., = Z Z Z @i p.qbip,q, Where
p=0qg=0 1

Gipg € Im—pn—qand b; p 4 € Jpq for all 7,p and ¢. We may write
tP-,q

bip.q = E Cip.q.iTp.a.gs Where ¢ipq; € Aforalli,p,q,j.
j=1

r s tp,q
Therefore d,, ,, = g E E E Gip,gCip,q,iTp.q.j> Where a; p o € Iyy_pn—q and

p=0qg=0 i j=1
Cipq,j € Aforall i,p,q,j.
So

tp,q

r S
= . . . ymyn
£ = ZZZ Zal,p,qcl,p,wxp,q,]X Y

p=0qg=0 i j=1

r S tp,q
) ) Y m—pyn—q XPVY
E E E E @ip,qCi,p,q,j X YU (2,4, XPY )

p=0qg=0 i j=1

Suppose that m > r and n > s. Then a; p ¢Cipq,; X" PY"" 7 € R(A, F) for
all i,p,q,7 and z is an R(A, F)-linear combination of the elements z, , ; X?Y? of
R(A,G), where 0 <p<r, 0<¢g<s,1<j<t,,

Suppose now that m < r and n > s. Consider an integer p such that 0 < p <.

a) If p < m < r then z is an R(A, F')- linear combination of the elements
Tp,qj XPY90f R(A,G), where 0 <p <7, 0<qg<s,1<7 <1,

b) If m < p < r, then

i p,qCipqi X~ LYl € Ly g XTPY" 9 = Iy, _quP™ Y4
(I n—g X0V 9)p—m
(Io,n—g XY 9k,

with k =p—m.
fm>0,thenk=p—-m<p<r
If m < 0, then k = p—m = p+m’ where m’ > 0. So uP~™ = uPu™ . Therefore

Wi pgCipg i X PY 1€ (I g XOY" 9™ )uP C R(A, F)uP

Hence z is an R(A, F)-linear combination of the elements u*z,, , ; XPY? of R(A, G),
where 0 <k <7r,0<p<r,0<¢<s,1<7<1,,.

If m > randn < s, then we have a similar conclusion with v? in place of u?. It
follows that R(A, Q) is generated as R(A, F)-module by the set { u*v'z, , ; XPY 7}
where 0 <p<7r,0<qg<5,1 <5< tpe,0<k <0< 1 < s, which is finite.
Therefore R(A, G) is finitely generated as R(A, F)-module.

Conversely suppose that R(A4, G) is a finitely generated R(A, F')-module. Since
both rings are bigraded subrings of A[u,v,X,Y], we may suppose that R(A, Q)
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is generated as an R(A, F)-module by finitely many homogeneous elements. Let
21, 22, ..., 2t be the homogeneous generators of R(A, G) with nonnegative degrees.
This set is obviously non empty. Let (m;,n;) = deg z; for i = 1,2,...,¢t. Then
zp = b XY™, where b; € Jy,, », for all i. Let Ny = max{m,;,i = 1,2,...,t} and
Ny = max{n;,i =1,2,...,t}.

Let (m,n) € Z*. Suppose that m > N; and n > N,. Let b € J,, ,,. Take
z=bX"Y" € R(A,G). We have z = a121 + agza + ... + a4 z¢, where a; € R(A, F)
for all 7. For degree reasons, we may suppose that «; is homogeneous with degree
(m —m;, n —n;). Write a; = @; X"~ ™Y """ where a; € Iyy—m; n—n;- Then

t
b= albl + &ng + ...+ atbt € Z Im—mi,n—ni Jmlnb

i=1
So
t N1 No
Jm,n C Z Im—mi,n—mei,m C Z Z Im—p,n—qu,q-
i=1 p=0g=0
N1 Ny
It follows that .J,, , = Z Z I—pn—qJpg
p=0g=0
Suppose now that m < Ny and n > No.
a) If m <0 then J, , = Joon
We have
N1 Nz Nl N2
Z Z Im—pn—qJpq = Z Z Ton—qJp.q
p=0g=0 p=0g=0
1
= D Jowdpo+Ton-1Jpa + o+ Ion-naJp.na

p=20
= (IopnJoo +Ion-1Jo1+ ...+ Ion-n,Jo N, )+
+TomJ1,0 + Ton—1J110 + oo + Ion—nyJ1,n,) + ot
+(ZonIny 0+ Lon—1Iny 10 + oo + Lo =Ny JIN, Ny)
= IO,n(JO,O -+ Jl,O + ...+ JN170)+
+lon-1(Jo1 + 11+ .+ JIny 1) + oo F
+on—n, (Jone + J1ng + oo+ TNy Ns)
= Iopn+Ion-1Jo1+ ... +Ion_n,Jo,nN,

So it suffices to show that Jy,, C Io,n + Io,n-1J0,1 + --- + Lon—n, Jo, N,
Let b € Jp, pn, where m < 0 and let m’= —m. Then z = bX™Y"™ € R(4,G).
Then z = bu™ Y™ where b € Jmn =Jon

We have z = o121 + asza + ... + ap2¢, where «; € R(A, F) for all i.

It suffices to solve the question in the case of one generator ¢t = 1.

Assume that z = bu™ Y™ = ay2; where ay = Z a;; XY,

(i,4)€z?
where a; ; € I; ; for all 4, j. Then
2z =bu™Y"™ where b € Jmn = Jon,
a2 = Z a%inyj (lemlyrn) — Z ai7jb1Xm1+iYn1+j,

(i,4)€Z? (i,9)€z?
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where a; ; € I; ; for all 7,5 and b1 € Jp, n,
Since z = bu™ Y™ where b € J,, ,, = Jo.n, then

bu™ Y™ = Z ai7jb1Xm1+iYnl+j
(i,5)eZ?

If we multiply each member of the above equality by X™ then we get

BY" = Y i by XAy,
(i,4)€2?
which gives m' +my +i=0,n1 +j=n
Therefore b = Z a; b1, withm’ +m;+i=0,n+j=n
(i,)€z?
Soi=—-mi—m',j=n—mn; and
ny
be Z I—ml—m’, n—mni J’ml, ny C IO, n—mni JO,nl - ZIO, n—qJO,q
(4,4) q=0
ni ni
It follows that Jo, € Y Ton—qJo.q: hence Jon = Ton—qJog
q=0 q=0
b) 0 <m < Nyet n> N
Apply the same arguments as the case m > Ny and n > Ns.
The case m > N; and n < N, is similar to the previous one.

Ny No

So Jmn = Z Z I pn—qdp,q for all m,n with m > N; or n > Ny and F is
p=0g=0

a reduction of G. O

COROLLARY 5.4. Let A be a Noetherian ring and let F' = (I n)(mn)ezz be
a bifiltration of EPI type on the ring A. Then there exists a bijection between the
set of bifiltrations G = (Jm.n)(m,n)yez2 of EPI type on the ring A such that F is a
reduction of G and the bigraded subrings S of Alu,v, X,Y] that are finite integral
extensions of R(A, F).

PRrOOF. For each bifiltration G = (Jm,n)(m,n)ezz of EPI type on the ring A
such that F is a reduction of G, let 8(G) = S = R(A,G). Then S is a bigraded
subring of Afu,v, X,Y] which is a finitely generated R(A, F')-module by Theorem
5.3, hence a finite integral extension of R(A, F') .

The mapping 6 defined this way is a bijection between the set of bifiltrations
G = (Jm,n)(m,n)ez2 of EPI type on the ring A such that F' is a reduction of G' into
the set of bigraded subrings S of Afu,v, X,Y] that are finite integral extensions of
R(A, F). Indeed let S be a bigraded subring of A[u, v, X, Y] which contains R(A, F)
and which is a finite module over R(A, F'). Let Jy, p, = u™0v™S N A for all m,n and
G = (Jm.n)(m.n)ez2- Then one checks easily that G is a bifiltration on A and that
Imn 2 WMV"R(A, F)NA = I, , for all m,n, so F < G. Furthermore we have
S =R(A,G) =0(G). Consequently 6 is surjective.

Let G = (Jmn)(mmnyezz and H = (Hp ) (m,n)ez2 be two bifiltrations of EPI
type on the ring A such that F'is a reduction of G and H. If 0(G) = 0(H) = S, then,
as shown above, J,, , = uv™v"SNA = H,,, for all m,n and G = H. Therefore 6
is injective hence bijective. [
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COROLLARY 5.5. Let F' = (Fyn)(mn)ez2, G = (Gmn) (mn)ez2s

H = (Hpn)(mmnyezz and K = (K n)(mnyezz  be bifiltrations of EPI type on
a Noetherian ring A. Then :

(5.5.1) If F is a reduction of G and G is a reduction of K, then F is a reduction
of K

(5.5.2) If F' is a reduction of G and if F < H < G, then H is a reduction of
G. In addition if F' is Noetherian, then F is a reduction of H.

Proor. (5.5.1) If F is a reduction of G and G is a reduction of K, then
by Theorem 5.3, R(A,G) is a finitely generated R(A, F)-module and R(A, K) is
a finitely generated R(A, G)-module. Therefore R(A, K) is a finitely generated
R(A, F)-module. It follows that F is a reduction of K.

(5.5.2) If F'is a reduction of G and if F < H < G, then R(A, G) is a finitely
generated R(A, F')-module, hence a finitely generated R(A, H)-module. So H is a
reduction of G.

In addition if F' is Noetherian, then, since R(A,G) is a finitely generated
R(A, F)-module and that R(A, F) is a Noetherian ring, then each submodule of
R(A, G) and, in particular R(A, H), is a finitely generated R(A, F)-module.

Therefore F' is a reduction of H. O

COROLLARY 5.6. Let F = (In)(mnycze and G = (Jmn)(m,n)cz2 be bifiltra-
tions of EPI type on a Noetherian ring A with F < G. Then

(5.6.1) If F is a reduction of G, then F is Noetherian if and only if G is
Noetherian

(5.6.2) If F is Noetherian and is a reduction of G, then F®V js Noetherian
and is a reduction of G for all integers k,1 € N*.

ProOF. (5.6.1) If F is a reduction of G, then R(A, G) is a finitely generated
R(A, F)-module. So, if F' is Noetherian, then R(A, F) is a Noetherian ring.

Therefore R(A,G) is a Noetherian ring and the bifiltration G is Noetherian.

Conversely if G is Noetherian, then by Eakin’s Theorem [Ea], F' is Noetherian.

(5.6.2) Suppose that F' is Noetherian and is a reduction of G. For integers
k,1 € N*, consider the bifiltration F(*D = (Lmkomit) of index (k, 1) extracted
from the bifiltration F' as defined in (2.2.4).

Let Ry = R(A, F)*) = @ Ly uX™Fy™

(m,n)ez2

In particular R11 = @ Ln X"Y"=R(AF)

(m.n)ez?

(m,n)€z?
Remark that R(A, F®D) = @  LupuX"Y" C Ry

(m,n)€z?

Indeed, since k,l € N*  if m > 1 and n > 1, then mk > m and nl > n.
So Imk,nl - Im,n~

If m <0orn<0,then mk <0ornl<0.

Therefore suppose that m < 0 and n < 0. Then Lygni = A= Inn

If m <0 and n >0, then mk <0 and nl > 0.

Then by convention Ikt = lon and Iy, = Iop

So Ikt C Im oy since I n C Ion
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The case m > 0 and n < 0 is similar.

This achieves to show that I,i 1 C Iy, for all m,n.
Hence I, XY™ C I, , XY™,

It follows that R(A, F(*D) C Ry 1 = R(A, F)

Similarly let Sy; = R(A,G)*) = @ Jppum XY™

(m,n)ez2
In particular S11 = @ T XYY" =R(A,G)
(m,n)€z?
We have also S;; ~ R(A4, G(k’l)) = B JnpuXT"Y"
(m,n)€z2

Assume that F is a reduction of G. Then S; 1 = R(A4, G) is a finitely generated
R1,1 = R(A, F)-module. On the other hand

(Im,nXmYn)kl c Imkl,nlemlenkl = I(’ml)k,(nk)lX(ml)kY(nk)l c R(A7F)(k’l) = Rk,l

It follows that R4 is integral over R(A, F(k’l)) ~ R

Similarly 11 = R(A, Q) is integral over Sy ; for all integers k,! € N*

We have A C Ry CR11=R(AF).

Since F' is noetherian then Rq 1 = R(A, F) is a finitely generated A-algebra by
Theorem 1.1 of [GY].

Therefore R11 = R(A, F) is finitely generated as Ry -algebra and is integral
over Ry for all integers k, ! € N*. So by Eakin’s Theorem [Ea], Ry ; is Noetherian.
Therefore F(®!) is Noetherian for all integers &, € N*.

As for the last part of (5.6.2), it is clear that F(*) < G for all integers
k,l € N*.

On the other hand as already noted, S;; is a finitely generated R; ;-module.
Since A C Ry, € Ri,1 € Si1,1 then S is a finitely generated Ry ;-module for all
integers k,l € N*. We have also Ry,; C Si,; € S1,1. Since Ry is Noetherian, then
Sk, is a finitely generated Ry ;-module for all integers k,! € N* and by Theorem
5.3, F®D is a reduction of G* for all integers k,1 € N*. O
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