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Résumé

L’étude des clones a commencé en 1941 avec POST E.L qui décrivit le treillis des clones sur
un ensemble a deux éléments. Le but de notre travail est de donner les outils qui permettront de
mieux saisir la notion de clone. Pour le faire, nous procédons par deux approches a savoir : I’ap-
proche algébrique et I’approche catégorielle. Nous obtiendrons a partir de I’approche algébrique
les théoremes de Rosenberg caractérisant les clones maximaux et les clones minimaux.

Mots clés : clone, polymorphismes, relations invariantes, connexion de Galois, théorie de Lawvere.
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Abstract

The study of the clones started in 1941 with POST E.L which described the lattice of the clones
on a whole with two elements. The aim of our work is to give the tools which will make it possible
to better seize the concept of clone. To do it, we proceed by two approaches namely : algebraic
approach and category approach. We will obtain starting from the algebraic approach the theorems
of Rosenberg characterizing the maximal clones and the minimal clones.

Keys words : clone, polymorphisms, invariant relationships, Galois connection, Lawvere theory.
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Introduction générale

En 1941, POST E.L présenta le treillis des clones sur un ensemble a deux éléments. Jablons-
kii en 1958 a caractérisé tous les clones maximaux pour un ensemble a trois éléments. En 1965,
Rosenberg 1.G. a généralisé les résultats de Jablonskii pour un ensemble fini d’éléments. Depuis
1941, certains mathématiciens cherchent a faire une généralisation des résultats de POST E.L sur
un ensemble fini de cardinal supérieur ou égal a trois, ce qui permettra de mieux comprendre les
algebres universelles. Malheureusement, pour un ensemble a trois éléments, le treillis des clones
contient 2% éléments et sa structure est complexe et peu connue. Bill Lawvere en 1963 dans sa
thése nous montre a partir de sa théorie (théorie de Lawvere) qu’on pouvait définir les clones a
partir des catégories. Face a cette situation, on peut se poser les questions suivantes : qu’est ce
qu’un clone du point de vue algébrique ? Qu’est ce qu’un clone du point de vue catégoriel ? Quels
sont les outils qui permettrons de mieux saisir cette notion de clone ? Notre travail est organisé
de la fagcon suivante : Dans le Chapitre 1, nous donnerons les notions nécessaires pour la compré-
hension de ce travail. Dans le chapitre 2, nous parlerons de la vision algébrique des clones ; nous
présentons la notion de clone, de clone maximal, de clone minimal et nous donnerons les théo-
remes caractérisant les clones maximaux et les clones minimaux. Le chapitre 3 sera consacré a
I’approche catégorielle des clones : ici, nous introduirons la théorie de Lawvere et nous étudierons

le lien entre cette théorie et celle des clones.
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CHAPITRE UN

OPERATIONS, RELATIONS ET
TREILLIS

Dans ce chapitre, nous donnerons les notions nécessaires pour la compréhension de ce travail.

1.1 Opérations et relations

1.1.1 Opérations

Soient n et k des entiers naturels. Désignons par Ej, I’ensemble Ej, = {0,1,....k — 1} avec

k> 2.
Définition 1.1.1. Une opération n-aire sur £, est une application f : B} — Ej.
Notation 1.1.1. On la note f(™.
n est appelé arité de 1’opération f.
Notation 1.1.2. L’ensemble des opérations n-aires sur £, est noté O(EZ). L’ensemble des opérations

+oo
sur Ej; est noté Op, ou Op, = U ng).
n=1

Exemple 1.1.1. Soit (G, +) un groupe fini. Soitn € N, n > 2.

f: G" — G
(X1, T2y oy ) = f(T1, 20,0, Ty) =21 + T2+ oo + Ty

est une opération d’arité n sur G.

Définition 1.1.2. L’opération constante n-aire C, est I’application de £} — Ej définie par :

Colx1, .0y T0) = a.

EN.S Yaoundé Mémoire DLP.E.S II 2015-2016



1.1 Opérations et relations 3

Définition 1.1.3. Pour 1 < i < n, la i projection n-aire sur Fj, notée me est ’application

définie de E} vers Ej, par Pi(") (21, .0y ) = T4
Notation 1.1.3. L’ensemble des projections sur Ej, est noté Py, .

Définition 1.1.4. Soient f une opération n-aire et gy, ..., g, n opérations m-aires. On définit la

composition de f et g1, ..., g par f(g1, ., gn)(h1, ooos hn) = f(g1(R1y ooy Bn)s ooy Gn(Bay ooy i)
V(hi, ..., hm) € EJ.

Exemple 1.1.2. L’application

f : Z% — Zs
(%1,1’2) — f(.Tl,ilfg) =T+ X9

est une opération 2-aire et les applications

g1 - Zg — Z3
)
(a1,a9,a3) +— gi(a1,as,a3) = ajasas
gs : Zg — Zg

(b1,b2,b3) = ga(by, by, b3) = biby + b3
sont deux opérations 3-aires.
Soit (hh hg, h3) S Zg

f(glv 92)(711, ha, h3) = f(91(h17 ha, h3); 92(}11, ha, h3))
= f(hihahs, hihy + h3)
= h1h2h3 + hlhz + hg

Exemple 1.1.3. L’application
f: 73 — Ly
(z1,29,3) = f(21,29,23) =11 + 273
est une opération 3-aire, et les applications
g1 : Z% — ZQ g2 : Z% — ZQ
(a1,a2) = gi(ar,as,) = a1 +ay ’ (b1,02) = ga(b1,b2) = biby

et
gs : Z% — ZQ

(c1,¢2) = gs(cr,02) =c1+co

EN.S Yaoundé Mémoire DLP.E.S II 2015-2016



1.1 Opérations et relations 4

sont trois opérations 2-aires.
Soit (hy, ho) € Z3.

f(91:92,93)(ha, ha) = f(g1(ha, ha), g2(ha, ha), g3(ha, ha))
= f(hy + ha, hihg, hy + ho)
= Bt o+ hiha(hy + ho)
= hy+ hg+ h2hy + hih2

1.1.2 Relations

Définition 1.1.5. Une relation h-aire sur Ej(h € N) est une partie du produit cartésien £

Une relation binaire (respectivement ternaire) est une relation 2-aire (respectivement 3-aire).
Notation 1.1.4. I’ensemble des relations h-aires sur £, est noté R%Lk) et ’ensemble des relations

+0o0
sur By, estnoté R, ol Rp, = U jo.
h=0

Notation 1.1.5. Si p est une relation binaire sur Ej, on écrit parfois zpy pour dire que (x,y) € p.

Remarque 1.1.1. Une relation peut aussi étre donnée sous forme matricielle ou les colonnes de la

matrice sont les éléments de la relation.

Notation 1.1.6. Si p = {(a1,...,az), (b1, ...,bp), (c1,...,cn)} est une relation d’arité h, alors on

peut encore 1’écrire :

ap b ¢
)= .
an, by ¢
Définition 1.1.6. Une relation d’équivalence p sur Ej, est une relation binaire vérifiant :
a)Vux e By, (x,z) € p (reflexivité)
b)Va,y € Ex, (z,y) € p= (y,x) € p (symétrique)
Q)Vx,y,z € Ey, (z,y) €Epet(y,z) € p=(x,z) € p (transitivité).

Remarque 1.1.2. Une relation d’équivalence est dite non triviale si elle est distincte de E? et de

Ag, ou Ag, = {(z,z),z € Ey}. Ag, est appelée la diagonale de Ej,.

Exemple 1.1.4. Sur £, = {0, 1,2, 3}, la relation p définie par :

EN.S Yaoundé 4] Mémoire DLP.E.S II 2015-2016



1.1 Opérations et relations 5

0123011220 2
p =
0123102120
est une relation d’équivalence non triviale ayant pour classes d’équivalence [0], = {0, 1,2} ;

3], = {3}

Définition 1.1.7. Une relation d’ordre p sur E, est une relation binaire vérifiant a), ¢) de la Défi-
nition 1.1.6 et d) Vo, y € Ey, ((z,y) € pet (y,x) € p) = (z =y).
Si de plus il existe m, M € Ej, tels que Vo € Ej, (m,x) € pet (x, M) € p, alors on dit que p est

une relation d’ordre bornée.

Exemple 1.1.5. Sur E; = {0, 1,2, 3}, on définit les relations p; et ps par :
01 2 0
P1=
01 2 2

012300 1 3
P2 =
2 2

012 3 2
p1 est une relation d’ordre sur Ey et p, est une relation d’ordre bornée par O et 2 sur Ej.

w W
_ O
[N

e}

—_
w

Définition 1.1.8. Soit P un entier naturel premier. Un groupe abélien (Ej, +, ) est dit P-groupe
élémentaire si
Pr=g+ax+---+x=¢
P fois
Vx € Ej. Par exemple, (Z2, +,0) est un 2-groupe élémentaire car Vo € Zy, 2.2 = x + = = 0.

Pour une opération binaire + sur Fj, posons A\, = {(z,y,2,t) € Bl |z +y =2 +t}.

p est une relation affine sur Ej, s’il existe un P-groupe élémentaire (Ey, +, €) tel que p = A,

Exemple 1.1.6. (Z,, +,0) est un 2-groupe élémentaire.

01101010
00111001

p: :>\+
000111T1O0
01 001101

est une relation affine sur Z,.

EN.S Yaoundé 5] Mémoire DLP.E.S II 2015-2016



1.1 Opérations et relations 6

Définition 1.1.9. 1) Une permutation ¢ de E, est une bijection de Ej, vers Ej.
2) Lordre de o est le plus petit entier r > 1 tel que 0" = Idp, .

3) Un point fixe de o est un élément de Ej, tel que o(x) = z.

4) Le graphe de o noté gr(o) est ’ensemble gr(c) = {(z,0(z)),z € Ei}.

5) Une permutation est dite d’ordre premier si son ordre est un nombre premier.

Si o est d’ordre premier, alors gr(o) est appelé le graphe d’une permutation d’ordre premier.

Exemple 1.1.7. Sur E; = {0, 1,2, 3}, la permutation o définie par o = (01)(23) est une permuta-

tion d’ordre 2 sans point fixe. Son graphe est

01 2 3
gr(g):<1 0 3 2)

gr(o) est donc le graphe d’une permutation d’ordre premier sans point fixe.

Définition 1.1.10. Une relation h-aire p (h > 2) est :

- totalement réflexive (ou réflexive pour h = 2) si V(ay, ..., ay) € E,’c’, (a1,...,ap) € pdes qu’il
existe 4,5 € {1,...,h},i # jtel que a; = a; c’est-a-dire que p contient tous les h-uplets sur Ej,
avec au moins une répétition.

- totalement symétrique (ou symétrique pour h = 2) si V(aq, ..., a;) € p et toute permutation o de
{1,...,h}, Pona (asqay, ..., Gon)) € p.

Si p est totalement réflexive et totalement symétrique, on définit le centre de p par :

C,={x € By :Vag,..,xp € By, (x,29,...,x1) € p}.

Définition 1.1.11. Soit p une relation d’arité n sur F. On dit que p est une relation centrale lorsque
p est un sous-ensemble propre de £} ou bien p est totalement réflexive, totalement symétrique et

C, est un sous-ensemble propre non vide de L.

Remarque 1.1.3. Une relation 1-aire centrale sur F;, est un sous-ensemble propre non vide de Fj.

0123000123

0123123000
est une relation binaire centrale sur £, et 0 est I’élément central de cette relation.

Exemple 1.1.8. p = <

Définition 1.1.12. Soit [ € N*. Une famille T = {py, ..., p;} de relations d’équivalence sur Ej, est
dite u-réguliere avec u > 3etu’ < k si

. VZ € {1,...,1}, larelation p; possede exactement u classes d’équivalences.

ﬂ C; # () ou C; est une classe d’équivalence de p;, Vi € {1, ...,1}.

La relatlon Ar donnée par une famille u-réguliere 1" est définie par :

EN.S Yaoundé 6| Mémoire DLP.E.S II 2015-2016



1.2 Treillis 7

Ar = {(x1,...,xy) :Vi=1,...,1 Im,n € {1,...,u} avec m # n tel que (x,,,x,) € p;}.
Une relation est dite réguliere si elle est de la forme Ap.

Exemple 1.1.9. Sur E; = {0,1,2,3}, prenons u = 3 et [ = 1. La relation d’équivalence définie

(012301
’ 012310
a pour classes d’équivalence [0], = {0,1};[2], = {2};[3], = {3}. T = {p} est 3-réguliere. La

relation p; définie par

par :

p1 = {(x1, 12, 23) € E3 | (11, 22) € pou (z1,23) € pou (19, 23) € p}
est de la forme A7. Donc c’est une relation réguliere.

Remarque 1.1.4. Les relations régulieres sont totalement symétriques et totalement réflexives.

1.2 Treillis

Définition 1.2.1. Un ensemble non vide L muni de deux opérations binaires V et A est appelé
treillis si V et A satisfont les conditions suivantes : V x,y,2 € L

Ly) xVy=yVzetzANy=yAzx (commutativité des lois)

Ly zV(yVz)=(xVy VzetzA(yAz)=(xAy) Az (associativité des lois)

Ls) xzVz=xzetx ANz =z (idempotence des lois)

Ly xz=zV(rAy)etz=xA(xVy) (absorption des lois).

Exemple 1.2.1. Soit P I’ensemble des propositions. Soit V le connecteur "ou" et A le connecteur

"et". (P, V, A) est un treillis.

Exemple 1.2.2. Soit L I’ensemble des nombres naturels. Soit \ le plus petit commun multiple et

A le plus grand commun diviseur. (L, V, A) est un treillis.

Exemple 1.2.3. Soient G un groupe et N(G) ’ensemble des sous groupes normaux de G. On
définit les opérations V et A dans N(G) par N1 V Ny = Ny Ny = {njng : ny € Ny, ng € No}, et
N1 A Ny = Ny N Ns. Alors, (N(G), V, A) est un treillis.

Exemple 1.2.4. Soient A un anneau et /(A) I’ensemble des idéaux de A. On définit les opérations
V et A dans I(A) par [1 V [2 = {Zl -+ ig . ’il S [1, iz € [2} et Il A [2 = [1 N [2. Alors ([(A), \/, /\)

est un treillis.

EN.S Yaoundé Mémoire DLP.E.S II 2015-2016



1.2 Treillis 8

Théoreme 1.2.1. L est un treillis si et seulement si L est un ensemble partiellement ordonné tel

que Va,y € L, sup{x,y} etinf{x,y} existent dans L.

Démonstration. (A)  Si (L, V, ) est un treillis, alors on définit la relation d’ordre < sur L par
Ve,ye Lix <y&sx=xAy.

(B) Si (L, <) est un treillis, alors on définit les opérations binaires V et A dans L par :
xVy=sup{r,y}etx ANy =inf{x,y} Vo,y € L.

Supposons que L est un treillis et < la relation définie en (A)

— Soitx € L.Dex Ax==z,0ona:z <z Donc < estréflexive.

— Soientx,y € Ltelsquez < yety <z. Alorsz =z Ayety =y Ax.Puisquez ANy=yAx
alors x = y. D’ou < est antisymétrique.

— Soient z,y,z € Ltelsquerz < yety < z. Alorsxz = x Ayety = y A z; donc
r=xANy=xAN(yANz)=(xAy)A\z=xAz;cecientraine z < z.

D’ou < est transitive.

Ce qui montre que < est un ordre partiel sur L.

— Soient z,y € L. Montrons que sup{z,y} etinf{z,y} existent dans L.
Ona:z=zA(xVyety=yA(yVz)=yA(zVy);doncx <zVyety <azVyetpar
suite, « \V y est un majorant de {x, y}.

Maintenant, siz < uety < walorszVu = (xAu)Vu=uetyVu=u;donc(xVu)V(yVu)=
uVu=u.(zVy)Au= (zVy)A[(zxVy)Vu] =xzVy.DouxVy <wuetdoncxVy = sup{x,y}.
OnazAy=(zAy)VezetzAy=(xAy)Vy;doncx Ay < xetx Ay < yetparsuite, z Ay
est un minorant de {x, y}.

Maintenant, siu < zetu < yalorsu = uAz = uAy;donc uA(zAy) = (UuAT)A\Yy = uAy = u.
Dotu <z Ayetdoncx Ay =inf{z,y}.

Donc L est un ensemble partiellement ordonné tel que Vx,y € L, sup{z,y} etinf{x,y} existent
dans L.

Supposons que L est un ensemble partiellement ordonné tel que Vx,y € L, sup{z,y} etinf{z,y}
existent dans L et supposons les opérations V et A définies en (B).

— Soient z,y € L. Alors sup{z,y} = sup{y,z} etinf{z,y} = inf{y,x}.DoncxVy=yVzx
et ANy=yAux.

— Soient x, y, z € L. Alors sup{x,yVz} = sup{x, sup{y, 2} } = sup{z,y, 2} = sup{sup{x,y},
z} = sup{xVy, z}.Donc zV(yVz) = (zVy)Vz. De méme, on montre que zA(yAz) = (xAy)Az.
— Soitx € L. Alors sup{z,z} = zetinf{z,x} =x.Doncx =z Varetr =xAx.

— Soient z,y € L. Alors on a sup{x, inf{z,y}} = v etinf{z, sup{z,y}} = x.

EN.S Yaoundé 8] Mémoire DLP.E.S II 2015-2016



1.2 Treillis 9

Doncz=zV(yAz)etz=xA(yV 2).

Donc L est un treillis. L]

Exemple 1.2.5. Soit X un ensemble non vide et P(X) I’ensemble des parties de X. Alors,
(P(X), Q) est un treillis. En effet pour tous A et B éléments de P(X), AU B = sup{A, B}
et AN B =inf{A, B}.

Exemple 1.2.6. Soit C([0,1]) I’ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans R. On définit la
relation R dans C([0, 1]) par fRg < f(a) < g(a) Va € [0, 1]. Alors, (C([0,1]),R) est un treillis.
En effet, soient f et g des éléments de C([0, 1]). Considérons les applications suivantes :

M: [0,1] - R
@ o M) = fes@sii g

et
m: [0,1] — R

a — mla) :f(a)+g(a)—2\f(a)—g(a)|

Posons M (a) = max(f(a),g(a)) et m(a) = min(f(a),g(a)). Alors M = sup{f,g} et m =
inf{f. g}

Exemple 1.2.7. Soient GG un groupe et S(G) 1’ensemble des sous groupes de G.
Alors (S(G), C) est un treillis. En effet, soient H; et H, deux sous groupes de G. Alors,
< HiUHy >= sup{Hl, Hg} et< HHNHy; >= an{Hl, HQ}

Exemple 1.2.8. Soient (X,7T") un espace topologique, Fx I’ensemble des fermés de X et Ox
I’ensemble des ouverts de X. Alors (Fx,C) et (Ox, C) sont des treillis. En effet, soient F et
F; des fermés de X, O; et O, des ouverts de X. Alors, Fy U Fy = sup{Fi, Fo} et 1 N Fy =
inf{F, F5}. De méme O; U Oy = sup{O1, 03} et O; N Oy = inf{O1,05}.
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CHAPITRE DEUX

APPROCHE ALGEBRIQUE DES
CLONES

Dans ce chapitre, nous parlerons de la vision algébrique des clones. Nous définirons la notion
de clone, de clone maximal, de clone minimal et nous donnerons les théoremes caractérisant les

clones maximaux et les clones minimaux.

2.1 Définitions

Définition 2.1.1. Soient m,n € N. Un ensemble F' d’opérations sur F, est fermé pour la compo-

sition si pour tout f € F' N Og;) ettous gi, ..., gn € F'N O(ET:), lona f(g1,....,9,) € F N Og:).

Définition 2.1.2. Un clone sur Ej, est un sous-ensemble C de Op, qui contient les projections et

qui est fermé pour la composition.
Exemple 2.1.1. Py, et Og, sont des clones.

Exemple 2.1.2. F = {f™ € Og, | f(0,...,0) = 0, n € N*} est un clone.

En effet, soienti € {1,..n},n > 2, P la i-2me projection n-aire sur O, . Ona : P\™(0,..0) =

)

0. Donc me € F'. Donc F' contient toutes les projections.

Soient f € F'N OJ(E’Z) et gi,....,gn € F N Ogj). Ona:

flg1y-392)(0,...,0) = f(91(0,...,0),...,g,(0,...0))
= f(0,..,0) car gi,....,9n € FOO(ET:)
= 0 car f€ FﬂOﬁ)

Donc F' est fermé pour la composition. Donc F’ est un clone.
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2.1 Définitions 11

Exemple 2.1.3. G = {f™ € O, | f({0,1}") C {0,1}, n € N*} est un clone.
En effet, soient i € {1,...n},n > 2, Pi(") la 7-eme projection n-aire sur Og,. On a :
P01y = P01} x . x {0,1))

{0,1}
c {0,1}

Donc G contient toutes les projections.

Soient f € GN Og;) et gi,...,gn € GN Og:). Ona:

flgr - 90)({0,13™) f(g1(0,13™), .., 9n ({0, 1}™))

C f{0,1} x ... x{0,1}) car g1,....,9n € GﬂOgj)
c f{0,1}")
C {0,1} car fEGﬂOg;)

Donc G est fermé pour la composition. Donc G est un clone.

Remarque 2.1.1. F' et GG ne sont pas comparables. En effet, considérons la fonction
f:40,1,2}3 — {0, 1,2} définie par :

0 siz=y=2=0

2 ailleurs

f(x’y7z):{

£(0,0,0) = 0. Donc f € F. f({0,1}*) = f({0,1} x {0,1} x {0,1}) = {0,2} € {0,1}. Donc
[ ¢ G.On conclut que F' ¢ G.

Considérons la fonction
g:{0,1}* — {0, 1} définie par :

1 siz=y=0
g(x,y) = ,
0 ailleurs

g({0,1}?) = g({0,1} x {0,1}) = {0,1}. Donc g € G. g(0,0) = 1. Donc g € F. On conclut que
G¢F.

Remarque 2.1.2. e L’intersection de clones sur £}, est un clone sur F.
e [“ensemble des clones sur Ej ordonné par la relation d’inclusion forme un treillis. Ce treillis

contient un plus petit élément qui est Pg, et un plus grand élément qui est Op, .
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2.1 Définitions 12

Définition 2.1.3. Soit /' C Op,. On appelle clone engendré par F' et on note < F' > le plus petit

clone contenant F'. On dit alors que les opérations dans F' sont des générateurs du clone.

Exemple 2.1.4. Soit f : F); — E} une opération unaire. Montrons que < {f} > = {f" o Pz.(m)
neNmeN 1<i<m}.

C) Posons H = {f" o Pi(m) :n € N;m € N1 <i <m}. Montrons que H est un clone.

Vm e N* Vi € {1,...,m}, Pi(m) = f%0 Pi(m) € H.Donc H contient les projections.

Soient f(”),ggm), ...,g,@ € H. Alors, il existe ng, e1,....,e, € N, j € {1,...n}, i1,...,i, €

(m) m)

{1,...,m} tels que f = f"o opén), g=[%op " g = [ op . Soient x1, ..., T, € E.

fg1, s go) (@1, oy xm) = f(g1(21, s Tim)s oo gn (@1, ooy T))
= f(felop“ (xl,...,xm), fe”opz(n)(xl,...,xm))
= fUf (@), f (@)
= o (f (@), £ (21,))
= [ (xy))
= [T (@)

= S o p™ (1, )

5
D’ot f(g1,...,gn) = f™F% o pgn) € H.Donc H est un clone. Par suite, H est un clone contenant
{(f}.Dou< {f} >C{froP™ :neN,meN 1<i<m}
D) Soientn € N;m € N*eti € {1,...,m}. Montrons que f”opgm) € <{f} >.Puisque < {f} >
est un clone, alors f”,pz(-m) e <{f}>.Dou f" Opz(-m) e<{f}>.

Exemple 2.1.5. Dans F», < {—, A} > est ’ensemble des fonctions booléennes avec

TABLE 2.1 — Table de définition de — sur Es
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2.1 Définitions 13
x u Y
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1
TABLE 2.2 — Table de définition de A sur Fy
Définition 2.1.4. Soient f € Og;) etp e R%lk) On dit que f préserve p si Vxq, s, ..., T, € p avec

Vie{l,...,n},ona

Notation 2.1.1. On note f < p pour dire que f préserve p.
Définition 2.1.5. On dit aussi que f est un polymorphisme de p lorsque f < p.
Notation 2.1.2. L’ensemble des opérations qui préservent p est noté Polp.

Exemple 2.1.6. Déterminons Polp pour p = {0} et p = {0, 1}.

© n

Montrons que pour p = {0}, Polp = {f™ € Og, | f(0,...,0) =0, n € N*} = Pol({0}).
Posons F' = {f™ € O, | f(0,...,0) = 0, n € N*}. Montrons que Polp = F. Soit f™ ¢
Pol({0}). Alors £ préserve {0} c’est-a-dire comme 0, ...,0 € {0}, £(0,...,0) € {0}. Par suite,
f(0,...,0) = 0 etdonc f™ € F. Donc Pol({0}) C {f™ € Og, | f(0,...,0) =0, n € N*}.

Soit f™ € F. Alors, f(0,...,0) = 0. 0r 0,...,0 € {0} et £(0,...,0) € {0} entrainent que f™
préserve {0}. Donc f™ € Pol({0}). Donc {f™ € O, | f(0,...,0) =0, n € N*} C Pol({0}).
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2.1 Définitions 14

Montrons que pour p = {0,1}, Polp = {f™ € Og, | f({0,1}") C {0,1}, n € N*} =
Pol({0,1}).

Posons G = {f™ € Oy, | f({0,1}") C {0,1}, n € N*} = Pol({0,1}). Montrons que
Polp = G.

C) Soit £ € Polp. Montrons que f™ € G. Soient (2, ...,z,) € {0,1}", alors 2, ..., 2, €
{0,1} = p. Puisque f < p, alors f(z1,...,z,) € {0,1}.D’ott f™ € G.

D) Soit £ € G. Montrons que f™ € Polp. Soient z, ..., x, € p = {0,1}. Alors (1, ..., x,) €
{0,1}™. Puisque f™ € G, alors f(x1,...,z,) € {0,1}. D’ott f™ € Polp.

Lemme 2.1.3. Pour toute relation p sur Ej, Polp est un clone sur E},.

Démonstration. Soient p une relation h-aire sur Ey,n > 1, ¢ € {1,...,n} etxy,...,x, € p. Alors

1 1 1 )/ 1 1
xl :CZ xn Pz ('xh ,l’)
2 2 2 (n) 2
P(n) Ty Ty Ty o F)z (Z‘l, 7xn)
i . =
h .k h (). h
xl Q:2 T Pz (xb 7xn)
1
ZT;
2
h
Z;
= x;€p

Donc Polp contient toutes les projections.

Soient f € PolpN Oﬁ) etgi,...,gn € PolpN Og}:). Ona:

[L’% l’% $3n f(gla"' 7gn)(x%7 ,1‘7271)
f(gl7"'7gn) . . . . = .

f(gl(l'%,"' 7I}n)7"' 7gn(x " 7$}n))

1
1
f(gl(x%f" ’:E?n)v"' 7971(35%7"' "'E?n))

f(gl(x?f” 7I?n)v"' 7gn(xllla"' 71}2@))
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2.2 Polymorphismes et clones 15

Donc Polp est fermé pour la composition.

On conclut que Polp est un clone sur E}. [

Exemple 2.1.7. Pour 6 = {(0,0); (1,1);(2,2);(3,3);(0,1);(1,0)}, Polf est un clone sur E,.

2.2 Polymorphismes et clones

2.2.1 Polymorphismes et relations invariantes

Notation 2.2.1. Soient A un ensemble non vide, ' C O4 et R C R 4. On note PolR I’ensemble
des opérations sur A qui préservent chaque relation de R et InvF 1’ensemble des relations sur
A préservées par chaque opération de F' c’est-a-dire PolR = {f € O4 | Vo € R, f<o} et
InvF ={oc € Rs|VfeF, fao}.

Définition 2.2.1. Soient A, I, J des ensembles non vides, R C A’ et 0 : I — J une fonction.

R * o est le sous-ensemble de A7 défini par R x 0 := {voo |v € R}.

Définition 2.2.2. Soient A un ensemble non vide, I et J des ensembles, S C Al eto : J — I.

(S : o) est le sous-ensemble de A défini par (S : 0);:={g€ Al |goo € S}.

Lemme 2.2.2. Soient A, I, J des ensembles non vides, R C A”,0: I = J,7:J = Tetf €Oy
tels que f <R. Alors f<Rxoet f<a(R:7)s.

Démonstration. i) Montrons que f<Rx*o. Soientn Iarité de f, wy, ..., w, € Rxoetk € {1,...,n}.

Puisque w;, € R * o, il existe v € R tel que wy = vi 0 0. Soit

g: J = A
i og9G) = fud), - val)))

Puisque vy,...,v, € Ret faR,alors g € Rcarg = f(vy,...,v,). Donc goo € R % 0.
Ainsi goo = {f(vy 0 0(i),...,v,00(i)) | i € I} = {f(wi(i),...,wn(i)) | © € I}. Donc
flwy,...,w,) =goo € Rxo.

ii) Soient n 'arité de f, g1,....,9, € (R : T)r etk € {1,...,n}. Puisque g, € (R : 7)1, alors
grOoTER. 1 OT,....,gnoT € Ret f <R entrainent f(g1,...,9n) = {f(g107(4), - gn o 7(4)) |
jeJeR.Or{f(gro7(),ccgnoT(4)) | 7€ J}={f(g9:1(¢),....,9n(3)) | ¢ € I} o 7T.Donc
{f(g1(3), ..., 90(i)) | @ € I} o7 € R c’est-a-dire {f(g1(7),...,9.(¢)) | i € I} € (R : 7);. On
conclut que f < (R : 7);. O
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2.2 Polymorphismes et clones 16

Définition 2.2.3. Soient m € N, A un ensemble non vide et F' C O 4. Nous définissons

—+o00
Inv™(F)={R C A™ |Vf € F: faR}etInv(F) = U Inv!™(F).
m=0

Notation 2.2.3. Soient m € N, A et I des ensembles non vides et R C A’. On note Pol™(R)

I’ensemble des opérations m-aires qui préservent R.

Proposition 2.2.4. Si I;(j € J avec J # ) sont des ensembles, R; C A'Y pour j € J et

+oo
R ={R;|j € J} alors Pol™(R) = (7] Pol" () et Pol(R) = | ] Pol™(R).
oER m=0

Démonstration. 1)

fePI™(R) & faR
& Yo eR, fe Pol™ (o)
& fe m Pol™ (o)

gER

Donc Pol™(R) = (] Pol™ (o)

gER
i) ©)

f € Pol(R) = f préserve chaque relation de R
= dm e N, dJo € R,0m —aire tel que f <o
=

Im € N| f € Pol™(R)

Y

—+00
fe ] Pl™(R)
m=0

+oo

Donc Pol(R) C |_J Pol™(R).
m=0

D) Pour m > 0,

+oo
Pol™(R) C Pol(R) = | J Pol™(R) C Pol(R)

m=0

+oo
On conclut d’apres les deux inclusions que Pol(R) = U Pol™(R).
m=0

Théoreme 2.2.5. Soient F}, F; des parties de O 4 et Sy, So des parties de R 4. Alors :
a)si Fy C Fs, alors InvF, C InvF)
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2.2 Polymorphismes et clones 17

b) si S; C S,, alors PolSy, C PolS,
c) Fi1 C Pol InvF;

d) S; C Inv PolS;

e) InvF, = Inv Pol InvF}

f) PolS; = Pol Inv PolS,;

Démonstration. a) Supposons que F; C F; et soit o € InvF,. Alors o est préservée par toutes les
opérations de F5 et en particulier celles de F par hypothese. Il en résulte que o € InvF;. Donc
InvF, C InvF].

b) Supposons que S; C S; et soit f € PolS,. Alors f préserve toutes les relations de S, et en
particulier celles de .S; par hypothese. Il en résulte que f € pol.S;. Donc PolSy C PolS;.

c) Soit f € Fj. Alors f préserve toutes les relations de InvF;. D’ou f € Pol InvF; et donc
F, C Pol InvF.

d) Soit o € 5;. Alors o est préservée par toutes les opérations de PolS;. D’ou o € Inv PolS; et
donc S; C Inv PolS;.

e) D’apres ¢), F1 C Pol InvF}. En appliquant a) a cette inclusion, on obtient /nv Pol InvF, C
InvFy. D’apres d) S; C Inv PolS;. En posant S; = InvF}, on obtient InvFy; C Inv Pol InvFy.
D’ou InvF; = Inv Pol InvFj.

f) D’apres d), S; C Inv PolS;. En appliquant b) a cette inclusion, on obtient Pol Inv PolS; C
PolS;. D’apres ¢) £} C Pol InvFy. En posant F; = PolS1, on obtient PolS; C Pol Inv PolS;.
D’ou PolS; = Pol Inv PolS;. O

Lemme 2.2.6. Soient Cunclonesur A, n € N, f € CN Ogl) etR=CnN OXZ). Alors f <R.

Démonstration. Soient g1, ...,g,, € Ret f € CN Oim). Alors f(g1,...;gm) €CN Oi") =RcarC

est un clone. D’ou f <'R. [

Théoreme 2.2.7. Soient C un clone sur A, n € N, f : A" - AetR =CnN OXL). Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes :

a) felC

b) faR

Si A est fini et m = | A |", alors chacune des propriétés précédentes est équivalente a :

¢) f € Pol Inv™)(C)

Démonstration. a) = b) a été démontré au Lemme 2.2.6.

b) = a) Supposons que f <’R. Nous savons que p§”), s pﬁl‘) € R ou
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2.2 Polymorphismes et clones 18

pgn) : A" — A

(T1y .y Ty) > p(”)(xl,...,a:n) = x;

Puisque f <R, nous avons { f(p\" (i), ...,p" (1)) | i € A"} € R. Do f(p\",...,p") € R.
Ainsi f € R et par suite f € C.
a) = ¢) Supposons que f € C. Par le Théoreme 2.2.5, nous avons C C Pol Inv(C). Puisque
Inv™(C) C Inv(C), alors a) du Théoréme 2.2.5 permet d’écrire Pol Inv(C) C Pol Inv™ (C).
D’ou f € C C Pol Inv(C) C Pol Inv™(C).
¢) = b) Supposons que f € Pol Inv™ (C). Du Lemme 2.2.6, pour toute opération g € C, g < R.
Soient 7 : {1,...,m} — A" une bijectionet R; = R*7m = {rox | r € R}. R, est un sous-
ensemble de A™. Par le Lemme 2.2.2, on aura g < R pour tout g € C. Ainsi R; € Inv™(C).
Puisque f € Pol Inv(™)(C), on aura f<R,. Maintenant R = {fon~! | f € R,} et par le Lemme
222, fa(Risxm 1) =R. O

Théoreme 2.2.8. Soient A un ensemble fini, C un clone sur A. Alors C = Pol Inv(C).

Démonstration. Le c) du Théoréme 2.2.5 nous permet de conclure que C C Pol Inv(C).

Réciproquement soient f € Pol Inv(C), n larité de f, m = | A |". Alors Inv™(C) C Inv(C).
Par le b) du Théoréme 2.2.5, on a Pol Inv(C) C Pol Inv™(C). D’ou f € Pol Inv™(C) . En
appliquant le Théoréme 2.2.7,ona f € C. [

Corollaire 2.2.9. Soient A un ensemble fini, /' un sous-ensemble de O 4. Alors Pol Inv(F) est

un clone et pour tout clone D avec F' C D, nous avons Pol Inv(F) C D.

Démonstration. Du Lemme 2.1.3 on conclut que Pol Inv(F') est un clone.

Soit D un clone avec I’ C D. En appliquant a) du Théoréme 2.2.5, on obtient Inv(D) C Inv(F).
En appliquant b) du Théoréme 2.2.5, on obtient Pol Inv(F') C Pol Inv(D). D’apres le Théoreme
2.2.8, Pol Inv(D) = D.D’ou Pol Inv(F) C D. O

Lemme 2.2.10. Soit p une relation binaire. Pol(p) = Op, si et seulement si p € {0, Ag, , E?}.

Démonstration. Supposons que Pol(p) = Og, et p & {0, Ag,, E?}.

S’il existe a € Ej, tel que (a,a) ¢ p, alors on considére 1’opération unaire f définie sur E} par
f(x) = a.Puisque p # 0, il existe (x,y) € pet (f(x), f(y)) = (a,a) &€ p.Donc f & Polp = Op, .
Ce qui est absurde.

Sinon A, & p & EZ. Alors il existe (a,b) € E} tel que (a,b) € pet (x,y) € ptel que x # y. on
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considere 1’opération unaire g définie sur F, par :

g(t):{ a sit=ux

b sinon

(x,y) € pet(g(x),g(y)) = (a,b) & p. Donc g ¢ Polp = Og,. Ce qui est absurde.
Donc p € {0, Ag,, EZ}.

Réciproquement supposons que p € {0, Ag,, Ei}. Alors Pol(0) = Og,, Pol(Ag,) = Op, et

k
Pol(E?) = Op,. 0
Lemme 2.2.11. Soit ¢ une relation binaire telle que § & {(), Ap, , E?} et p une relation d’équiva-

lence non triviale sur Ej. Si Pol(0) = Pol(p), alors § = p.

Démonstration. Supposons que Pol(6) = Pol(p)

Montrons que p C 6.

Soit (z,y) € p.

Si x = y alors (z,z) € Ap,. Considérons I’opération unaire f définie sur Ej par f(t) = =.
(x,y) € pentraine (f(x), f(y)) = (z,z) € p. Donc f € Pol(p) = Pol(6) par hypotheése. Puisque
6 # () alors il existe (a,b) € 6. (a,b) € O et f € Pol(f) entrainent (f(a), f(b)) = (z,x) € 0.
Donc (z,z) € 0. Ainsi A, C 6 et par suite (z,y) € 6. Ceci montre aussi que 6 est réflexive.

Si x # y, alors soit (a,b) € 0 avec a # b.

Si (a, b) € p, alors on considere I’opération unaire g définie par :

g(t)—{ r sit=a

Yy stnon
On a: g(p) C {(x,2);(z,v); (y,y); (y,y)} C p (car p est réflexive et symétrique). Donc
g € Pol(p) = Pol(0) par hypothese. (a,b) € 0 et g € Pol(f) entrainent (g(a), g(b)) = (z,y) € 6.

Si (a,b) & p, alors on considére I’opération unaire h définie par :

h(t)—{ x si (t,a) €p

y si(ta)gp
Ona: h(p) C {(x,z);(y,y)} C p (car p est réflexive). Donc h € Pol(p) = Pol(6) d’apres
I’hypothése. (a,b) € § et h € Pol(0) entrainent (h(a), h(b)) = (z,y) € 6. Donc p C
Montrons que 6 est symétrique.
Soit (z,y) € 6.
Si (z,y) € p, alors (y,x) € p C 6 (car p est symétrique). Donc (y, z) € 6. Si (z,y) & p, alors on

considere 1’opération unaire j définie par :
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i) = { Y si' (t,x)€p
T sinon
Ona: j(p) C {(x,2);(y,y)} C p (car p est réflexive). Donc j € Pol(p) = Pol() par
hypothese. (z,y) € 0 et j € Pol(0) entrainent (j(x), j(y)) = (y,z) € 0. D’ou 0 est symétrique.
Montrons que 6 C p.
Supposons le contraire ¢’est-a-dire qu’il existe (x, y) dans p et (z,y) & p.

Soit (a,b) € ptel que a # b. On considére I’opération unaire k& définie par :

k(t):{ r sit=a

Yy sinon
kE(0) C {(x,x); (y,y); (z,y); (y,z)} C 0 (car b est réflexive et symétrique). Donc k € Pol(0).
Mais k& ¢ Pol(p). En effet, (a,b) € p et (k(a), k(b)) = (z,y) € p. Ce qui est absurde car
Pol(p) = Pol(#). D’ou 6 C p et on a donc I’égalité. O

Corollaire 2.2.12. Si 6 est une relation binaire réflexive et symétrique, p une relation d’équivalence
non triviale telle que p C G et 6 & {0, Ag,, EZ}, alors Pol(0) € Pol(p).

Démonstration. p C 0 entraine qu’il existe (x,y) € 0 tel que (x,y) & p.

Soit (a, b) € p tel que a # b. On considére 1’opération unaire m définie par :

m(t):{ r sit=a

Yy sinon
m(0) C {(z,z); (y,v); (z,y); (y,x)} C 6 ( car @ est réflexive et symétrique). Donc m €
Pol(#). Mais m ¢ Pol(p). En effet (a,b) € p et (m(a),m(b)) = (x,y) € p. D’ou Pol(f) ¢
Pol(p). O

2.2.2 Connexion de Galois

Définition 2.2.4. Soient A et B deux ensembles; o : P(A) — P(B) et : P(B) — P(A) deux
applications. On dit que (o, 7) est une connexion de Galois de A et B si pour tous X, X; C A,
Y. Y, C B, les conditions suivantes sont vérifiées :

A X CX,=o0(X;) Co(X)

b)Y C V= 7(¥i) Cr(Y)

) X Cr1o(X)

d)Y Cor(Y)
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Exemple 2.2.1. Soient A, B deux ensembles non vides, R C A x Bavec R # 0, 0 : P(A) —
P(B)ett:P(B)— P(A) des applications définies par :

o X)={yeB|Vxe X:(x,y) € R}

T(YV)={z e A|VyeY:(z,y) € R}

Montrons que (o, 7) est une connexion de Galois entre A et B.

a) Soient X, X; C Atels que X C X;. Soity € o(X7). Alors Vz € X1, (x,y) € R. En particulier
pour z € X, (x,y) € R.Donc y € o(X). On conclut que o(X;) C o(X).

b) Soient Y, Y] C Btelsque Y C Yj. Soit x € 7(Y}). Alors Yy € Y, (x,y) € R. En particulier
poury € Y, (z,y) € R. Donc x € 7(Y"). On conclut que 7(Y;) C 7(Y).

¢) Soit z € X. Alors z est en relation avec tous les éléments de o(X). D’ou z € 7(c(X)). Donc
X C7(0(X)).

d) Soit y € Y. Alors y est en relation avec tous les éléments de 7(Y'). D’ou y € o(7(Y")). Donc
Y Co(r(Y)).

Donc (o, 7) est une connexion de Galois entre A et B.
Théoreme 2.2.13. Le couple (Pol, Inv) est une connexion de Galois entre O 4 et R 4.

Démonstration. Provient du Théoreme 2.2.5. ]

2.3 Clones maximaux et clones minimaux

2.3.1 Clones maximaux

Définition 2.3.1. Un clone C sur Ej, est dit maximal si O, est le seul clone contenant C de fagon

stricte.

Proposition 2.3.1. C est maximal sur E, si et seulement si pour tout f € Og, \C,ona< CU{f} >
= Og,.

Démonstration. =) Supposons que C soit maximal sur F, et soit f € Og, \ C une opération.

C C <CU{f} > C Opg,.Parhypothese, < CU {f} > = Op,.

<) Réciproquement supposons que pour tout f € Og, \ C,ona < CU {f} > = Og,. Supposons
en outre que C n’est pas maximal sur Ej. Alors il existe un autre clone D tel que C C D C Og,.
Soit f; € D\ C. Alors < CU{f1} > C <D > = D c’est-a-dire O, C D par hypothese. Ce qui
est absurde car D C Op, .

I1 en résulte que C est maximal sur Fj. [
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Théoreme 2.3.2. (de classification de Rosenberg) [3]
Soit E;, un ensemble fini a k£ éléments avec £ > 2. Un clone C sur E;, est maximal si et seulement
s’il est de la forme Polp ou p est une relation de I’un des six types suivants :
a) une relation d’ordre bornée,
b) une relation centrale,
¢) une relation réguliere,
d) une relation d’équivalence non triviale,
e) le graphe d’une permutation de Ej; sans point fixe et d’ordre premier,

f) une relation affine.

Exemple 2.3.1. a)
012300013
p:
012312322
est une relation d’ordre bornée par 0 et 2 sur F,. Donc C = Polp est un clone maximal de F),.
b)
0123000123
p:
0123123000
est une relation binaire centrale sur £4. Donc C = Polp est un clone maximal de Fj.
c)
012 3 01
p:
012310

p1={ (1, Ta, 23 ) € E} | (11, 22) € pou (x1, 23) € pou (x2, 13) € p }

est une relation réguliere sur 5. Donc C = Polp, est un clone maximal de F}.

d)
0123011220 2
p:
0123102120

est une relation d’équivalence non triviale sur F,. Donc C = Polp est un clone maximal de Fj.

€)
012 3
ngr(U):< )
103 2
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est le graphe d’une permutation de F; sans point fixe d’ordre 2. Donc C = Polp est un clone

maximal de E,.

f)

o O O O

1
0
0
1

[ =)
—_ = = =
—_ = O O
_ o = O

1 1
1 0
0 1
0 0

est une relation affine sur E,. Donc C = Polp est un clone maximal de Fj.

2.3.2 Clones minimaux

Définition 2.3.2. Un clone C sur E}, est dit minimal si le seul clone qu’il contient de fagon stricte

est Pg, .

Proposition 2.3.3. C est minimal sur Ej si et seulement si pour tout P € C \ Pg,,ona < Pg, U
{P} >=C.

Démonstration. =) Supposons que C soit minimal sur Ej, et soit P € C\ Pg, . Alors, {P} C Cet
Py, C C.Donc Py, U{P} C C etparsuite < Pg, U{P} > C C.Deplus, Py, C < Pg, U{P} >
C C. Par minimalité de C, < Pg, U{P} > =_C.

<) Réciproquement, supposons que pour tout P € C\ Pg,,ona < Py, U{P} > = C. Supposons
de plus que C ne soit pas minimal sur Ej. Alors il existe un autre clone £ tel que Py, C £ C C.
Soit fo € £\ Pg,. Alors < Pg, U{fo} > C < & > = & c’est-a-dire C C & par hypothese. Ce qui
est absurde car £ C C.

Il en résulte que C est minimal sur FJ. [

Théoreme 2.3.4. (de classification de Rosenberg) [3]

Un clone C est minimal s’il est généré par une opération f € Op, \ Pg, de 'un des cinq types
suivants :

a) une opération 1-aire qui est une rétraction ( ¢’est-a-dire f> = f ) ou une permutation d’ordre
premier,

b) une opération binaire idempotente ( ¢’est-a-dire f(z,z) = ),

¢) une opération majoritaire ( c’est-a-dire f(z,x,y) = f(x,y,x) = f(y,x, ) = z),

d) une opération minoritaire ( c’est-a-dire f(z,y,2) = x + y + z ol (Ey,+) est un 2-groupe

élémentaire),
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e) une semi-projection non triviale k-aire (k > 3) [c’est-a-dire 3 i € {1, ..., k} tel que f(z1, ..., xx)

= x; chaque fois que | {x1, ...,z } |< k.

Exemple 2.3.2. a) f : Z3 — Zj3 est une opération définie par : f(0) = 1, f(1) =1, f(2) = 2.
f est une opération 1-aire qui est une rétraction. Donc C = < f > est un clone minimal de Zs.
b)
f: Z: — Zs
(,y) = flz,y) =2r+2
est une opération binaire idempotente. Donc C = < f > est un clone minimal de Z2.

¢) f : Z3 — Z3 est une opération définie par :

r si(xr=youx=z)
flr,y,2) =q y siy==z

0 ailleurs

[ est une opération majoritaire. Donc C = < f > est un clone minimal de Z3.
d)
f: 73 — Lo
(z,y,2) = [flz,y,2) =x+y+2
est une opération minoritaire. Donc C = < f > est un clone minimal de Z3.

e) [ : Z3 — Z3 est une opération définie par :

v osi|{oy2}|<3

1 sinon

f(x7y7z) - {

f est une semi-projection non triviale 3-aire. Donc C = < f > est un clone minimal de Z3.
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CHAPITRE TROIS

APPROCHE CATEGORIELLE DES
CLONES

Dans ce chapitre, nous introduirons la théorie de Lawvere et nous étudierons le lien entre cette

théorie et celle des clones.

3.1 Catégories, foncteurs et transformations naturelles

3.1.1 Catégories

Définition 3.1.1. Une catégorie € consiste en les données suivantes :

1) Une classe ob(€) dont les éléments notés A, B, C,... sont appelés les objets de €.

2) Une classe Mor(€) dont les éléments notés f, g, h,... sont appelés les morphismes ou les fleches
de €. Chaque objet f de Mor(€) posséde un domaine dom( f) et un codomaine cod(f) qui sont
les objets de €. On notera f : dom(f) — cod(f) pour signifier que f a pour domaine dom(f) et
pour codomaine cod( f).

3) Une composition des fleches de € qui, a tout couple (f,g) de fleches de € tel que cod(f) =
dom(g) associe une unique fleche g o f dont le domaine est celui de f et le codomaine celui de g.
4) Une correspondance qui, a tout objet A de € associe une fleche 14 qui a pour domaine A et pour
codomaine A.

Ces quatre données doivent satisfaire les deux axiomes suivants :

axiome 1 : pour toutes fleches f : A — B,g: B — Ceth:C — Dde€ona:(hog)of =
ho(go f).

axiome 2 : Si f est une fleche de A vers B, alors foly = fetlgo f = f.

Notation 3.1.1. La classe des fleches pour une catégorie € est encore notée home(A, B) ou
Home(A, B) ou €(A, B).
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Exemple 3.1.1. 1) La catégorie (ens) des ensembles. Les objets sont les ensembles ; une fleche
est une application d’un ensemble vers un autre ; la composition est celle usuelle des applications ;
si A est un ensemble, 1,4 sera pris a étre I’application identique.

2) La catégorie (top) des espaces topologiques. Les objets sont les espaces topologiques ; les
fleches sont les applications continues ; la composition est prise a étre la composition usuelle des
applications ; le morphisme unité est pris a étre 1’application identique.

3) La catégorie des espaces de Banach. Les objets sont les espaces de Banach ; les fleches sont
les applications linéaires continues ; la composition est celle usuelle des applications ; les fleches
unités sont les applications identiques.

4) La catégorie des groupes. Les objets sont les groupes ; les fleches sont les homomorphismes de
groupes ; la composition est celle des homomorphismes de groupes ; le morphisme unité est pris a
étre 1’application identique.

5) La catégorie des groupes abéliens. Les objets sont les groupes abéliens ; les fleches sont les
homomorphismes de groupes abéliens ; la composition est celle des homomorphismes de groupes
abéliens ; le morphisme unité est pris a €tre I’application identique.

6) La catégorie des espaces vectoriels. Les objets sont les espaces vectoriels ; les fleches sont les
homomorphismes d’espaces vectoriels ; La composition est celle des homomorphismes d’espaces

vectoriels ; le morphisme unité est pris a €tre I’application identique.

Définition 3.1.2. Soit € une catégorie donnée. L’on dit d’une catégorie ¢’ qu’elle est sous catégorie
de la catégorie € si les conditions suivantes sont réunies :

1) ob(€") C 0b(€).

2) Si on désigne par Homge (A, B) la classe des fleches de A vers B dans €, la deuxiéme condition
est : pour tous objets C', D de &', Home/ (C, D) C Home(C, D).

3) Pour toutes fleches f et g, la composée de f suivie de g (g o f) dans € est égale a la composée
de f suivie de g dans €.

4) Pour tout C' objet de €', le morphisme unité en C' calculé dans €’ est le méme que le morphisme

unité en C calculé dans €.

Remarque 3.1.1. Si dans la deuxieme condition de la Définition 3.1.2 I’inclusion est remplacée

par I’égalité, alors on dit que €’ est une sous catégorie pleine de €.

Exemple 3.1.2. 1) La catégorie des ensembles finis est une sous catégorie de la catégorie des
ensembles.

2) La catégorie des espaces topologiques séparés au sens de Hausdoff est une sous catégorie de la
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catégorie des espaces topologiques.
3) Soient (Group) la catégorie des groupes et (Ab) la catégorie des groupes abéliens. (Ab) est une

sous catégorie pleine de (Group).
Définition 3.1.3. Une catégorie ¢ est dite petite si la classe des objets est un ensemble.

Exemple 3.1.3. Soient (X, <) un ensemble pré-ordonné et cat((X, <)) la catégorie associée a cet

ensemble pré-ordonné. ob(cat((X,<))) = X. Donc cat((X, <)) est une petite catégorie.

Définition 3.1.4. Une catégorie € est dite localement petite si la classe des morphismes est un

ensemble.

Exemple 3.1.4. Soient ()M, , ¢) un monoide et cat((M, , )) la catégorie associée a ce monoide.

Mor(cat((M,*,e))) = M. Donc cat((M, *, e)) est une catégorie localement petite.

3.1.2 Foncteurs

Définition 3.1.5. Soient € et ® deux catégories. Un foncteur F' de € a © consiste en la donnée de
deux correspondances Fy : 0b(€) — 0b(D) et F,,, : Mor(€) — Mor(D) tellesquesi f : A — B
estune fleche de €, alors F,,,(f) est une fleche de © allant de Fi,(A) vers Fy(B) (foncteur covariant)
ou F,,(f) est une fleche de © allant de Fy(B) vers Fy(A) (foncteur contravariant). Ces données
sont assujetties aux axiomes suivants :

axiome 1 : Pour toutes fleches f et g de €, si go f existe alors F,,,(go f) = F,,,(g) o F,,(f) (foncteur
covariant), et F,,,(g o f) = F,,(f) o F,,(g) (foncteur contravariant).

axiome 2 : Pour tout objet A de €, F},(14) = 1p,a).

Notation 3.1.2. La fonction objet [ et la fonction morphisme F},, seront toutes notées £ du nom

du foncteur.

Exemple 3.1.5. 1) Soient (X, <) et (Y, <) deux ensembles pré-ordonnés vus comme des catégo-

ries et [ : (X, <) — (Y, <) une application croissante. Alors, F est un foncteur covariant.

En effet soit f : * — y une fleche dans X. Elle n’existe que si x < y. F' étant croissante,

F(z) < F(y) dans Y. Donc F est une fleche dans Y.

Soient f : x* — yetg : y — z deux fleches dans X. Elles n’existent que si z < yety < z.

Ainsi z < zetdonc go f : x — z. De plus F(z) < F(z)etdonc F(go f) : F(z) — F(2).

f:x — yn’existe que si x < y. F étant croissante, F'(x) < F(y). Donc F(f) : F(z) — F(y).
— F(z).

(z

g 1y — zn’existe que si y < z. F étant croissante, F'(y) < F(z). Donc F(g) : F(y)
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(Y, <) étant un ensemble pré-ordonné, F'(z) < F(z) et donc F(g) o F(f) : F(xz) — F(z). Donc
Fgo f)=F(g) o F(f).
1, : * — x existe puisque x < x. F' étant croissante, F'(z) < F(z). Donc F(1,) : F(z) — F(x).
Dot F(1,) = Ly
2) Soient (A, L,e4) et (B, T,ep) deux monoides vus comme des catégories et F' : (A, L, e4) —
(B, T, ep) un homomorphisme de monoide. Alors, F' est un foncteur covariant.
En effet si I’on note A 1’'unique objet du premier monoide et I 1’unique objet du deuxiéme mo-
noide, alors F'(A) = I forcement.
F(ald') = F(a)TF(d')et F(es) = ep car F est un homomorphisme de monoide.
3)

F: (anneau) — (ens)

A — F(A) ={ad*a€c A}

ou (anneau) est la catégorie des anneaux est un foncteur covariant. En effet soient A, B et C trois

anneaux et f : A — B, g : B — (' deux homomorphismes d’anneaux tels que

@@ = F()@) =(f)
On apour tout a € A, F(g o f)(a?) = (9(f(a)))* = F(g)((f(a))?) = Flg) o F(f)(a?). Ainsi,
F(go f) = F(g) o F(f).
Soit Aun anneauet 1, : A — Al’homomorphisme identique de A. Montrons que F'(14) = 1p(a).

F(la): F(A)

a2

F(A)
F(la)(a®) = (1a(a))* =a*
Ainsi, F(14)(a®) = (1a(a))? = a® = 1pa)(a®) pour tout a élément de A. Donc F'(14) = 1p(a).
4)

—
—>

P: (ens) — (ens)
A — P(A) ={B|BCA}
est un foncteur contravariant. En effet soient A, B et D trois ensembleset f : A — B,g: B — D

deux applications telles que

P(f): P(B) — P(A)
¢ = PUNHC) =f7C)
Montrons que P(g o f) = P(f) o P(g). Soit E € P(D). Alors P(go f)(E) = (go )" F) =
[Thog U (E) = [THg7H(E) = fT(P(IE)) = P(N)(P9)(E)) = P(f) o P(g)(E) et ce
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VE € P(D).Donc P(go f)=P(f)oP(g).
Soit A un ensemble et 14 : A — A I’application identique. Montrons que P(14) = 1p(4).

P(la): P(A) —  P(A)
C = PALC) =14C)=C
Ainsi, P(lA)(C) = 1A(C) =C = 173(,4)(0). D’ou P(lA) = 173(,4).

Définition 3.1.6. Soient € une catégorie localement petite, A, B et C' trois objets de €. Un foncteur

hom-covariant est un foncteur

home(A,—): € — (ens)
B +— home(A,—)(B) = home(A, B)

obtenu en fixant A et en laissant varier B et tel que si f : B — C est une fleche de €, alors

home(A, f): home(A,B) —  home(A,C)
a —  home(A, f)(@) =foa

Théoreme 3.1.3. Le foncteur hom-covariant conserve la composition et I’identité.

Démonstration. Soient A, B, C' et D quatre objetsde €, f : B — C'etg : C — D deux fleches
de €. Montrons que home(A, g o f) = home(A, g) o home(A, f).

Soitz : A — B.Ona: homeg(A,go f)(x) =(go flox=go(fox)=home(A g)(fox)=
home(A, g)(home(A, f))(x) = home(A, g) o homg(A, f)(x) pour toute fleche 2 : A — B. Donc
homg(A, g o f) = home(A, g) o home(A, f) et par suite le foncteur hom-covariant conserve la
composition.

Montrons que home(A, 18) = Lhome(a,p)- Ona:
home(A, 1) : home(A,B) —  home(A, B)
a —  home(A,15)(a) =lgoa=a
Donc home(A,1p)(a) = 1poa = a = lpome(a,p) () pour toute fleche o : A — B. Donc

home(A, 1) =1 home(A,B) €t par suite le foncteur hom-covariant conserve 1’identité. L]

Définition 3.1.7. Soient € une catégorie localement petite, A, B et C' trois objets de €. Un foncteur

hom-contravariant est un foncteur

homg(—,B): € — (ens)
A — home(—,B)(A) = home(A, B)
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obtenu en fixant B et en laissant varier A et tel que si f : A — C est une fleche de €, alors

home(f, B) : home(C,B) —  home(A, B)
a —  home(f,B)(a) =aof

Théoreme 3.1.4. Le foncteur hom-contravariant conserve la composition et I’identité.

Démonstration. Soient A, B, C' et D quatre objetsde &, f : A — C' et g : C' — D deux fleches
de €. Montrons que homg(g o f, B) = home(f, B) o home(g, B).

Soitz : D — B.Ona: home(go f,B)(x) =x0(go f)=(xog)o f=home(f,B)(zog)=
home(f, B)(home(g, B)(z)) = home(f, B)ohome(g, B)(x) pour toute fleche z : D — B. Donc
home(g o f, B) = home(f, B) o home(g, B) et par suite le foncteur hom-contravariant conserve
la composition.

Montrons que home(1a, B) = lhome(a,p)- Ona:
home(14,B) : home(A,B) —  home(A, B)
a —  home(14,B)(a) =aolys=a

Donc home(1a, B)(a) = a0 1ly = o = lpome(a,p)() pour toute flecche oo : A — B. Donc

home(14,B) =1 home(A,B) €t par suite le foncteur hom-contravariant conserve I’identité. O

Dans la suite, nous dirons simplement foncteur pour foncteur covariant.

Définition 3.1.8. Soient F': € — D et G : ® — § deux foncteurs. On définit la composition de F'
et GG dans cet ordre par (G o F')(A) = G(F(A)) ou Aestunobjetde €et (G o F)(f) = G(F(f))

ou f est un morphisme de €.

Théoreme 3.1.5. Soient ' : € — D et G : ©® — § deux foncteurs tels que (G o F)(A) =
G(F(A)) ou A estun objetde € et (G o F)(f) = G(F(f)) o f est un morphisme de €. Alors

G o F est un foncteur de € vers §.

Démonstration. Soit f : A — B une fleche de €. Alors, F((f) : F(A) — F(B) est une fleche de
®© car F est un foncteur. Par suite, G(F(f)) : G(F(A)) — G(F(B)) est une fleche de § car G est
un foncteur.

Soient f et g deux fleches de € telles que g o f existe. Alors, on a :

Q

(GoF)(gof) = G(F(

= G(F(g)o F(f)) -carF estun foncteur

= G(F(g)) oG(F(f)) -carG estun foncteur
= (GoF)(g)o(GoF)(f) pardéfinition

F(go f)) pardéfinition
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Soit A un objet de €. Alors,on a:

(GoF)(14) = G(F(la)) pardéfinition
= G(1pw)) car Festun foncteur
= lg(ra)y car G estun foncteur

= l(gorya) par définition
D’ou le résultat. L]

Définition 3.1.9. Soit € une catégorie donnée. On définit le foncteur identique de € dans € par

1¢(A) = Aou Aestunobjetde Cet 1¢(f) = f ou f est un morphisme de €.

Théoreme 3.1.6. Soit € une catégorie donnée telle que 1¢(A) = A ol A est un objet de € et

l¢(f) = f ou f est un morphisme de €. Alors 1¢ est un foncteur.

Démonstration. Soit f : A — B une fleche de €. Alors, 1¢(f) est une fleche de € car 1¢(f) = f,
].@(A) = Aet 1¢(B) = B.

Soient f et g des morphismes de € tels que g o f existe. Alors, on a :

le(gof) = gof pardéfinition
= 1l¢(g) o le(f) par définition

Soit A un objet de €. Alors, on a:

lg(la) = 14 par définition

I1,(a) par définition

Théoreme 3.1.7. Si F' : € — 3 est un foncteur, alors 19 o F'= F et Fole = F.

Démonstration. Pour tout objet A de €, 15 0 F(A) = 15(F(A)) = F(A). Pour tout morphisme f
de €, 1g0 F(f) = 1o(F(f)) = F(f).Donc lgo F = F.

Pour tout A de €, F' o 1¢(A) = F(1¢(A)) = F(A). Pour tout morphisme f de &, F o 1¢(f) =
F(1¢(f)) = F(f).Donc F olg = F. O
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3.1.3 Transformations naturelles

Définition 3.1.10. Soient F' et G deux foncteurs de € vers ©. Une transformation naturelle « :
F = G de F a G consiste a se donner pour tout objet A de € une ® - fleche ay : FI(A) — G(A)
appelé composante de o en A ; cette classe de fleches («v4) est assujettie au seul axiome suivant :

Pour toute € - fleche f : A — B, I’on a le diagramme commutatif suivant :

FA—— 1= FB

¥ 4 e

II
GA oF GB

FIGURE 3.1 — Diagramme commutatif caractérisant une transformation naturelle

Exemple 3.1.6. 1) Le déterminant est une transformation naturelle.
Soient R un anneau unitaire et M,,(R) I’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficient dans

R et detp le déterminant suivant R c’est-a-dire I’application définie par :

detp : M.(R) — R

(a;j) +— detg(a;j) = Zsign(a)ala(l)...am(n) :
oc€Sh

R et M,,(R) sont des anneaux unitaires et detp est un homomorphisme de monoides multipli-
catifs. On va donc considérer les deux correspondances suivantes : M, (—) : (anneau) — (mo-
noide) et U : (anneau) — (monoide) définies sur les objets par M, (R, +,-) = (M,(R),) et
U(R,+,) = (U(R),-). M,, et U sont des foncteurs c’est-a-dire qu’ils sont aussi définis sur les
fleches et conservent la composition et les identités. Si f : R — S est un homomorphisme d’an-

neaux unitaires, alors

et
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De plus, U(f) o detg = detg o M,,(f). Donc det : M,, = U est une transformation naturelle.
2)
U : (top) — (ens)

(X,7) — U((X,7) =X

est un foncteur. Considérons av : Uy — homyap) (1, —) définie par : pour tout (X, 7) objet de (top),
axsy X = homep (1, X)
T axr () =1,

ou

.. 1 — X

0 = i,(0) =x

« est une transformation naturelle. En effet, soit f : (X,7) — (Y, ) un morphisme de (top).
Montrons que a(y,») © U1(f) = homep) (1, f) 0 oyx 7). Soitz € X. Ona:
o) © U(F)(@)(0) = oy (f)(0) = i (0) = F(x) et hompuop(L, f) 0 apxm (@)(0) =
£ 0@t @)(0) = £ 01,(0) = £(5,(0)) = f(x). Donc agy.) o Ui(f) = hom(uop(L, £) 0 agx,n:
Définition 3.1.11. Soient F', G’ et H trois foncteursde € vers D, a: FF = G, : G = Het(C

un objet de €. On définit la composition de « et 3 dans cet ordre par (§ o a)¢ := fc o ac.

Théoreme 3.1.8. Soient F', GG et H trois foncteurs de € vers O, : F — G, : G — H
et C' un objet de €. La seule regle (8 o a)¢ := P o ac détermine une transformation naturelle
foa:F—=— Hde FaH.

Démonstration. Considérons la situation suivante :

¢ D
c FC (Boa) HC
ac\_G B¢
f F( G(f) H(®
} | xpn GD J@D
D FD 'HD
(Boa)p

FIGURE 3.2 — Diagramme commutatif issu des transformations naturelles « et
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Ona:
H(f)o(Boa)e = H(f)opcoac
= BpoG(f)oac
= fpoapoF(f)
= (Boa)poF(f)
D’ou le résultat. 0

Définition 3.1.12. Soit F' un foncteur de € dans ®. La seule regle (1p)c = 1lpc : FC — FC
détermine une transformation naturelle de F' vers F'. Cette transformation naturelle est appelée la

transformation naturelle identique de F' vers F'.

Théoreme 3.1.9. Considérons la situation suivante :

k
la

13
mvm ‘T‘m

Alors, lgoa=aetaolp = q.

Démonstration. Soit C' un objet de €. Alors,ona: (Igoa)c = (lg)c o ac = lgo o ac = ac.
Donc 1goa = a.

(aolp)ec=aco(lp)c =acolpc =ac.Donc o lp = a. O

3.2 Théories de Lawvere

Définition 3.2.1. Soient A et B deux objets d’une catégorie. Le produit de A et de B est le couple
(pa : AX B — A, pgp : A X B — B) ayant la propriété universelle que pour tout couple
(ga : X — A, g : X — B), il existe un et un seul morphisme ¢ : X — A X B tel que
qa =paocpetqs =ppoo.

Exemple 3.2.1. Dans la catégorie (ens) des ensembles, le produit de deux objets est leur produit

muni des projections canoniques.

Définition 3.2.2. Soit (A4;)1<;<, une famille de n objets d’une catégorie. Le produit de ces objets
est la famille (pa, : A1 x Ay x ... X A, = A;)1<i<n ayant la propriété universelle que pour toute
famille (¢4, : X — A;)1<i<n, il existe un unique morphisme ¢ : X — A; x Ay X ... X A, tel que

onaitVi=1,...,n qa, = pa, o ¢.

EN.S Yaoundé Mémoire DLP.E.S II 2015-2016



3.2 Théories de Lawvere 35

Exemple 3.2.2. Dans la catégorie des groupes, le produit de n objets est leur produit cartésien et
les lois de composition sont définies composante par composante par les lois initiales c’est-a-dire
si (G1,%1), ..., (Gy, *,) sont des groupes, la loi * du produit sera définie de la maniére suivante :
(@1, ..oy @p) * (b1, .oy by) = (a1 %1 by, ...,y Gy %y by) Ya;, b € Gy

Définition 3.2.3. Une théorie au sens de Lawvere est une petite catégorie 7 satisfaisant les pro-
priétés suivantes :

- La classe ob(7") des objets de 7" est un ensemble dénombrable {Cy, ..., C,, ...}.

- Pour tout n € N, (), est le produit fini de n copies de C'; via les projections (Pi(") Oy —

Ch)1<i<n avec pour n = 1, Pl(l) : 'y — (] est I’identité sur 1’objet C.

Définition 3.2.4. Soit X un ensemble, L(.X) un groupe abélien et nx : X — L(X) une applica-
tion. On appelle groupe abélien libre sur X la donnée d’un couple (L(X), nx) ayant la propriété
universelle que pour tout groupe abélien A et toute application f : X — A, il existe un unique

morphisme g : L(X) — Atel que f = g onyx.

Exemple 3.2.3. Posons pour tout entier naturel n, C,, = {0}". ob(T) = {Cy,...,C,,...} et

(n)

p; Cn — Cl
0,..,0) — p™0,..,0) =0

i

Posons Cy = {0}° = {x}. Une fleche de T est

m fois n fois

Sim = 0oun = 0, alors f n’existe pas. Sim = 0 etn = 0, alors f est ’application vide. Dans la

suite, m et n seront différents de O et 1., sera I’application identique.

Soient f : C,,, = C,, et g : C,, — C, deux fleches de T'. Alors, la fleche g o f : C,,, — C,, existe

et est unique.

Montrons que ces quatre données vérifient axiome 1 et axiome 2 de la Définition 3.1.1.

Soient [ : C,,, = Cy, g: C,, = Cp, h: C, = C, trois fleches avec m # 0, n # 0, p # 0, ¢ # 0.

Montrons que (hog)o f=ho(go f).

(hog)o f(0,...,0) = (hog)(f(0,..,0)) = (hog)0,..,0) = h(g(0,...,0)) = h(0,...,0) =
—— ——

—— —— ——
m fois m fois n fois n fois p fois
(0,...,0).
——
q fois

EN.S Yaoundé Mémoire DLP.E.S II 2015-2016



3.2 Théories de Lawvere 36

m fois m fois m fois n fois p fois
(0,...,0).
——
q fois

D’ot (hog)o f=ho(gof).

Supposons que f : C,,, — C,, est une fleche avec m # 0, n # 0 et montrons que 1, o f = f et

fole, =T

1¢, o f(0,...,0) = 1¢,(f(0,...,0)) = 1¢, (0, ...,0) = (0, ...,0) = f(0,...,0). Donc 1¢, o f = f.
—— —_—— = ——

N——
m fois m fois n fois n fois m fois
foleg (0,..,0) = f(1¢,,(0,...,0)) = £(0,...,0) = (0,...,0) = f(0,...,0). Donc folg, = f.
—— N—— —— S—— S——
m fois m fois m fois n fois m fois

T ainsi définit est une théorie de Lawvere.

Exemple 3.2.4. La théorie L de Lawvere des groupes. Les objets de L sont des groupes libres

abéliens de n générateurs notés F(n). De plus, Fiz(n) = Z".

Définition 3.2.5. Soient 7" et 7" deux théories de Lawvere telles que 0b(T') = {Cy, C1, ..., Cp, ...}
et ob(T") = {Cy,C4,...,Cr,...}. Un morphisme de théories de Lawvere m : T — 7" est un

foncteur qui préserve les produits finis et m(C;) = Cj.

Définition 3.2.6. Un modele d’une théorie 7' de Lawvere est un foncteur G : 7" — (ens) qui

préserve les produits finis.
Exemple 3.2.5. Soit G un groupe et

hom(—,G): Lg — (ens)
Z +— hom(—,G)(Z) = hom(Z,QG)

hom(—, G) est un foncteur contravariant qui préserve les produits finis. Donc hom(—, G) est un

modele de Lg.

Définition 3.2.7. Soient G et H des modeles d’une théorie de Lawvere. Un morphisme o : G — H

de modele d’une théorie de Lawvere est une transformation naturelle.

Définition 3.2.8. La catégorie des T-modeles notée Mod T est la sous-catégorie pleine de ens”

formée des modeles de T ou ens” est la catégorie des foncteurs de T dans (ens).

Proposition 3.2.1. 2] Un sous-ensemble C C Ogp, est un clone de Ej, si et seulement s’il existe
un modele m : T'— (ens) tel que C = U {m(f)| feT(n 1)}

neN*
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Définition 3.2.9. Un clone abstrait consiste :

- pour chaque n € N* un ensemble C,, ; les éléments de C), étant appelés les symboles d’opérations
n-aires,

- pour chaque n € N* eti € {1,...,n} un symbole d’opération Pi(”),

- pour chaque symbole d’opération n-aire g et les symboles d’opérations m-aires fi, ..., f,, on a

un symbole d’opération m-aire g(fi, ..., f,) tel que :

= (g1 ey Gn)) (f1y ooy fn) = 191 (f1y ooy )y oo Gn(f1y ooos fim))s
_Pz(n)(flaafn) :fz Vi € {L,Tl},
- f(P™, . Py = 1.
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Conclusion et perspective

Dans ce mémoire, il était question d’exhiber les outils utilisés pour introduire la notion de
clone. Pour mener a bien cette étude, nous avons fait recours a des notions telles que la théorie
des ensembles, les polymorphismes, les relations invariantes, la connexion de Galois Pol-Inv, les
catégories, et la théorie de Lawvere. Et cela nous a permis d’aboutir a des théorémes caractérisant
les clones maximaux et minimaux. Cette étude sur les clones nous permettra d’approfondir nos

futures recherches sur "Le treillis des clones sur un ensemble a trois éléments".
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