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& RESUME 4

Dans ce mémoire, nous présentons le treillis des opérateurs positifs et donnons quelques unes
de ses propriétés fondamentales.

Mots clés :Treillis et opérateur positif.
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& ABSTRACT &

In this memoir, we present the lattice of positive operators and give a few basic properties.

Key words : Lattice and positive operators.
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& Introduction &

Les opérateurs ont commencé au début du X1X siecle. Ils étaient liés a des opérateurs inté-
graux (dont ’étude avait déclenché la naissance de 1’analyse fonctionnelle). Cependant les opé-
rateurs positifs ont été examinés de maniere systématique, beaucoup plus tard leur étude a suivi
de pres le développement des espaces de Riesz. Une adresse de F. Riesz; en 1928 sur la décompo-
sition des fonctions linéaires au congres international des mathématiciens de Bologne et d’Italie
marquait le début de I’ étude des espaces de Riesz et des opérateurs positifs. La théorie des espaces
de Riesz a été développée de maniére axiomatique au milieu des années 1930 par H. Freudentha
et L.V. Kantorovich. Des opérateurs positifs ont été également introduits et étudiés dans 1’édi-
tion de 1940 du livre de G. Birkhoff . Sans doute, I’étude systématique des opérateurs positifs est
née dans les années 1930 par F. Riesz, L.V. Kantorovich et G. Birkhoff. Dans les années 1940 a
1950 des découverts sont faites sur les opérateurs positifs . Pendant cette période beaucoup des
contributions sont venues de école soviétique (L.V. Kantorovich, M.G Krein, A.G Pinsker...) et de
[’école Japonaise (H. Nakano, K.Yosida Ogasawara, et leurs étudiants). En 1950 le livre de I’ana-
lyse fonctionnelle sur des espaces partiellement ordonnés par L.V. Kantorovich, B.Z.Vulikh et A.G
Pinsker apparaissait dans la littérature soviétique. C’est ainsi que les opérateurs positifs ont fait
leur apparition et leur évolution.

A cet effet, il sera question pour nous dans ce mémoire de construire des opérateurs positifs, de
treillis des opérateurs positifs et donner des propriétés de ce treillis. Pour y parvenir, notre travail
sera structuré en quatre parties :

La premiere partie portera essentiellement sur les préliminaires et la notion de treillis. La deuxieme
partie sur les espaces de Riesz, la troisieme sur le treillis des opérateurs positifs sur les espaces de
Riesz et la quatrieme partie quant-a elle s’appesantira sur le treillis des opérateurs positifs sur les
espaces de Hilbert. Nous proposons en fin une partie portant sur les apports pédagogiques de ce

travail de mémoire dans notre formation en qualité d’enseignant du lycée d’enseignement général.
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TREILLIS
-

1.1 Préliminaires

Dans tout ce travail, K désigne un corps qui sera souvent un sous-corps de C, c’est-a-dire
essentiellement C, R ou Q. Les éléments de K sont appelés des scalaires. Les éléments neutres de

I’addition et de la multiplication sont usuellement notés 0 et 1.

Définition 1.1.1. (Espace vectoriel)
Soit E un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne notée + et d’une loi de
composition externe a opérateur dans un corps , notée e ;
On dit que le triplet (E, +, o) est un K espace vectoriel si :
1- (E, +) est un groupe abélien.
Va, 5 € K, Ve,y € E;

2-(a+pP)ex=caex+ex (Distributivité par rapport a la somme des scalaires).
3-ae(r+ty)=aexrtaey (Distributivité par rapport a la somme des vecteurs).
4- ve(foex)=(aef)ex (Associativité mixte).

5- ey =y (1 est opérateur neutre).

Dans la suite I’espace vectoriel (E, +, ) sera noté par E, s’il n’y a pas de confusion a craindre

etaexr =ax.

Définition 1.1.2. (Norme sur un espace vectoriel)

Soit E un espace vectoriel; on appelle norme sur E, toute application N :E — R, telle
que :

1- Vx € E, N(x) = 0 <= x = O, (séparation).

2-Vu e K Vo € E, N(uz) = |p|N(z), (homogénéité).

3- Vo,y € E, N(z+y) < N(z) +N(y), (inégalité triangulaire).
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1.1 Préliminaires

Le couplet (E, N) est alors appelé espace vectoriel normé. S’il n’y a pas d’ambiguité sur la norme,
on dira que E est un espace vectoriel normé.

le plus souvent une norme est notée par : || o || : © — ||z

Définition 1.1.3. (suite de Cauchy)
Soit E un espace vectoriel normé, soit (x,)nen une suite d’éléments de E. On dit que la suite

(@ )nen est de Cauchy si : Ve >0, IN, € N, Vn,m € Nyn,m > N, = N(x, —z,) <e

Définition 1.1.4. (ensemble ordonné)
Soit A un ensemble non vide, une relation d’ordre sur A est une relation binaire < définie sur

A qui vérifie les conditions suivantes :

i-) < estréflexive (c’est-a-dire, a<a Vaé€ A).
ii-) < est antisymétrique (c’est-a-dire, a<betb<a — a=0b Va,be A).
iii-) < est transitive (c’est-a-dire, a<betb<c¢c — a<c¢ Va,bceA).

A muni de cette relation est un ensemble partiellement ordonné.
Side plusVa,b € A :
iv-) a<boub<a.

Alors I’ensemble A est dit totalement ordonné.

Exemple 1.1.1. L’ensemble N des entiers naturels muni de la relation a < b si et seulement si a
divise b (a|b) est un ensemble partiellement ordonné.
Soit G un groupe; (S(G), C) l’ensemble des sous groupes de A muni de ’inclusion est un en-

semble partiellement ordonné.

Définition 1.1.5. (majorant d’un sous-ensemble)
Soient P un ensemble non vide et ordonné et A un sous-ensemble non vide de P, un élément
M € P est un majorant de A sia < M Ya € A. Et un élément m € P est un minorant de A si

m<a Vaé&A.

Définition 1.1.6. (borne supérieure et borne inférieure)
Soient P un ensemble non vide et ordonné et A un sous-ensemble non vide de P, un élément
p € P est la borne supérieure de A si p est un majorant du sous-ensemble A et est le plus petit
des majorants. c’est-a-dire a < p Va € Aetsibe Ptelquea <b Va € A, alorsp < b. Et
un élément p € P est la borne inférieure de A si p est un minorant du sous-ensemble A et est le
plus grand des minorants. c’est-a-direp < a Va € Aetsibe Ptelqueb <a Vae A, alors
b <np.
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1.2 Notion de treillis

Définition 1.1.7. (Application linéaire)
Soient E et F deux K espaces vectoriels, une application T : E. — F est un opérateur linéaire

si T (ax + By)=aT (x)+ BT (y), Vr,yeE e Vo,feckK

Définition 1.1.8. (Application sesquilinéaire)

Soient E et ¥ deux C espaces vectoriels, une application f : E xE — F est dite sesquilinéaire
Si
flaxy + xo,y) = af(x1,y) + f(z2,y), V(z1,v), (22,y) € EX EetVa € K ( fest linéaire
par rapport a la premiére composante).
flx,ayi+y2) = af(z,y1)+f(z,92), Y(z;01), (2,92) € ExEetVa € K (fest semi-linéaire

par rapport a la seconde composante).

On note SQ(E, F) I’ensemble des applications sesquilinéaires.

Si F = R on dit que f est une forme sesquilinéaire.

Définition 1.1.9. (Forme hermitienne)
Soit E un C espaces vectoriel, une application f : E x E — R est une forme hermitienne si
1- fest une forme sesquilinéaire.

2- flx,y) = fly,x); (symétrie hermitienne).
On dit qu’une forme hermitienne f est définie positive si f(z,z) > 0et f(z,2) =0 <=z =

0.

Définition 1.1.10. (Produit hermitien)
Soit E un C espaces vectoriels, une application f : E x E — R est un produit hermitien si f

est une forme hermitienne définie positive et est noté par : ().

Définition 1.1.11. (espace de Hilbert)
Soit H un C espace vectoriel, on dit que H est un espace de Hilbert, s’il est un C espace

vectoriel complet muni d’un produit hermitien. On note (H, (, )).

Dans la suite on notera par H un espace de Hilbert s’il n’y a pas de confusion a craindre.

1.2 Notion de treillis

Dans cette section nous allons définir la notion de treillis d’une maniere générale, dont I’usage
est assez varié comme nous le verrons dans la suite. Nous nous intéressons particulierement au

treillis des opérateurs positifs qui est I’objet de notre investigation .
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1.2 Notion de treillis

Définition 1.2.1. (reillis)

Soit E un ensemble non vide muni de deux opérations binaires \V et N\ (on lit "ou" et "et

respectivement); on dit que (E, \V/, \) est un treillis si les conditions suivantes sont satisfaites.

I- xVy=yVuz, TNYy=yANux; (commutativité des opérations).

2- xV(yVz)=(zVy)Vz, TA(YAz) = (zAYy)Az; (associativité des opérations).
3-zVr=ux, r\Nxr =ux; (idempotente des opérations).

4- z=zV(xAy), r=xA(xVy); (absorption des opérations).

Exemple 1.2.1. Soit P I’ensemble des propositions, soient \/ le connecteur logique "ou" et N le
connecteur logique "et". Alors toutes les conditions de la définition 1.2.1. sont bien satisfaites par
ces connecteurs logiques.

Donc (P,V,N\) est un treillis.

Exemple 1.2.2. Soit N I’ensemble des nombres entiers naturels, soient \/ le plus petit commun
multiple (" ppcm”) et A le plus grand commun diviseur ("pged”). Alors toutes les conditions de
la définition 1.2.1. sont également bien satisfaites par le ppcm et le pged. Donc (N, V, A\) est un

treillis.

Proposition 1.2.1. Si E est un ensemble non vide et ordonné tel que Ya,b € E, sup{a,b} et
inf{a, b} existent dans E. Alors E est un treillis muni des opérations définies par : Va,b € E,

aVb=sup{a,b}eta ANb=inf{a,b}.

preuve . Supposons que E est un treillis est montrons qu’il est un ensemble non vide ordonné
dans le quel tout pair d’éléments posséde une borne inférieure et une borne supérieure dans E .
définissons l'ordre < parVa,b € E, a < b si et seulement si a = a N b.

E est non vide par définition. Va, b € E.

De la relation a N a = a on a a < a donc < est réflexive.
Sia<betb<aalorsa=aNbetb=0bAa; ainsia = bdonc < est antisymétrique.

Etsia<betb<calorsa=aANbetb=bAc donc

a = aAN(bAc)
= (anb)Nc

= alc¢

d’ou a < cdonc < est transitive.

C’est qui prouve que la relation < est un ordre partiel sur E.
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1.2 Notion de treillis

De la relation a = a A\ (aV b) etb =bA (aVDb), il vient que a < aVbetb<aVb,;donc
a V' b est un majorant de {a,b).

Cependant si a < u et b < u alors

aVu = (aNu)Vu
=
de méme.
bVu = (bAu)Vu
= u.
Donc

(aVu)V(bVu) = uVu

c’est-a-dire (a V' b) V u = u, donnant

(aVb)Au = (aVb)A[(aVb)Vul

par absorption des opérations
c’est-a-dire aV b < u.
Donc a V b = sup{a, b} .
De facon analogue on montre que a A\ b = inf{a, b}.
Réciproquement, si E vérifie les criteres de la proposition 1.2.1, définissons les opérations \V et N\
sur E par a VV b = sup{a, b} et a A b = inf{a, b}.
Les opérations ainsi définis satisfont les propriétés de la définition 1.2.1.
En effet Va,b,ce Eona:
aVb=sup{a,b} =sup{b,a} eta Ab=inf{a,b} = inf{b, a}.

aV (bV c) = sup{a,sup{b, c}} = sup{sup{a, b}, c}
et

a A (bAc)=inf{a,inf{b, c}} = inf{inf{a, b}, c}

aVa=sup{a,a} =aetaAa=inf{a,a} =ua.
Et a=aV (aAb)=sup{a,inf{a,b}} eta=aA (aVb)=inf{a,sup{a,b}}.

D’out la preuve.
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1.3 Isomorphisme des treillis, sous-treillis et treillis complet

1.3 Isomorphisme des treillis, sous-treillis et treillis complet

Le terme isomorphisme utilisé ici signifie que les deux treillis ont une méme structure excepte

la nature de leurs éléments.

Définition 1.3.1. (Isomorphisme de treillis)

Deux treillis E, et Eq sont dits isomorphes s’il existe une bijection o de K, dans E, telle que
pour tout a,b € By , on ait les égalités suivantes :
alaVb) =ala)V alb) et ala ANb) = ala) A ab).

« est appelé isomorphisme de treillis.

Proposition 1.3.1. Si o est un isomorphisme de treillis E, dans Ey alors o' est un isomorphisme
des treillis Eo dans E; et si 5 est un isomorphisme des treillis Es dans E3 alors o « est un

isomorphisme des treillis K, dans Es.

preuve . Puisque « est un isomorphisme de treillis K, dans Es c’est-a-dire que o est une bijection

1

de B dans Es, alors o™ existe.

AinsiVzx,y € Eq il existe a,b € E tels que x = a(a) et y = a(b).

Donc
al(zVy) = aH(a(a)Va(b))
= ala(aVb)
= aVbd
= a Yz)Va (b
et

alwny) = al(ala)Aalb)
= ala(aND)
= aANb
= a Yz)Aa"t(b)
a~ ! est un isomorphisme de treillis Ey dans E;.

Par ailleurs Va,b € Eq

poalavb) = flalaVb))
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1.3 Isomorphisme des treillis, sous-treillis et treillis complet

et
BoalaAb) = Blalanb)
— Blala) Aa(b))
— Bla(a)) A Ba(d))
— Boa(a) ABoalh)

Donc (8 o « est un isomorphisme de treillis B, dans Es.
On peut reformuler la définition de I’isomorphisme en terme de relation d’ordre.

Définition 1.3.2. Si E; et E, sont deux ensembles non vides, ordonnés et o une application de

E; dans E,. On dit que o préserve I’ordre si a(a) < a(b) dans Es lorsque a < b dans E;.

Théoreme 1.3.1. Deux treillis Eq et Eg sont isomorphes si et seulement s’il existe une bijection

« de E, dans E, telle que o et o™ ! préservent I’ordre.

preuve . Si « est un isomorphisme de treillis B, dans Ey et a < b dans Eq alors a = a AN b;

donc
ala) = alanbd)

= afa) A a(d).

C’est-a-dire que o(a) < a(b) .
D’ou a préserve [’ordre.
Comme o' est un isomorphisme des treillis alors il préserve également I’ordre.
Réciproquement soit o une bijection de E, dans E, telle que o et = préservent I’ordre. Pour
tout a,b € Eq, ona:
a<aVberb<aVbalorsala) < alaVb)etad) <alaVb),
donc a(a) V a(b) < a(a V b).
Par ailleurs si a(a) < ueta(b) <ualorsa < o '(u)etb < a'(u) cara™! préserve ordre.
AinsiaV b < a u); donc alaVb) < ala™(u)) =u car a préserve I’ordre.
Donc a(aV b) < u.
D’oir a(a) V a(b) = a(a VD).
De facon analogue on montre que a(a) A a(b) = a(a A D).

D’out v est un isomorphisme des treillis B, dans Eo.

Proposition 1.3.2. Toute bijection entre deux treillis préservant I’ordre n’est pas toujours un

isomorphisme de treillis.
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1.3 Isomorphisme des treillis, sous-treillis et treillis complet

Exemple.

Considérons les treillis (Z4, <) o < est la relation d’ordre sur Z, = {0, 1,2, 3} définie par :
TSy (Jaer/ aly, 0<y<3)

Et (Z4,<) ou < estlarestriction de I’ordre usuel de R sur Z,, (c’est -a-dire 0 < 1 < 2 < 3)
et a(Zy, <) — (Z4, <) lapplication définie par : «(0) = 1, (1) = 2, a(2) = 3 et a(3) = 0.
« ainsi définie est une bijection sur ces deux treillis qui préserve I’ordre, mais n’est pas un isomor-
phisme des treillis. Car o' ne préserve pas I’ordre.
En effet a7 1(2) < a~!(3) dans (Z4, <) mais on n’a pas 2 < 3 dans (Z4, ).

C’est-a-dire que 1 < 2 dans (Z4, <) n’implique pas 2 < 3.

Définition 1.3.3. (Sous treillis)
Soit (E,V, \) est un treillis et E' est un sous-ensemble non vide de E tel que pour tout pair
d’éléments {a, b} de E', aVbetanbsontdans E ; on dit que E' muni de ces opérations induites

est un sous-treillis de E.

Si (E',V, A) est un sous-treillis de (E, V, A), alors pour tout a,b € E, ona:

a < bdans E' = a < b dans E.

Définition 1.3.4. Soit E; un treillis , on dit qu’un treillis E, est plongeable dans le treillis E,
s’1l existe un sous-treillis de Eo isomorphe a K. On dit dans ce cas que le treillis Es contient une

copie du treillis Ey comme sous-treillis.

Définition 1.3.5. Un ensemble non vide et ordonné E est complet si pour tout sous-ensemble A
de E; sup(A) et inf(A) existent dans E . on note sup(A) = VA et inf(A) = AA respectivement.
Tout ensemble non vide, ordonné et complet est un treillis et un treillis complet est un ensemble

complet.

Théoreme 1.3.2. Si E est un ensemble non vide et ordonné tel que NA ou /A existe pour tout

sous-ensemble A de E, alors E est un treillis complet.

preuve . Supposons NA existe pour tout sous-ensemble A de E. Soit A" I’ensemble des majo-
rants de A, alors NA" existe d’apres I’hypothese. Il est clair que NA" s’identifie a V A.
En effet soit v € E tel que Va € A, a < v alors v € A" et donc NA* < ~.

De facon analogue si VA existe pour tout sous-ensemble A de E. Soit A' I’ensemble des

minorants de A ; alors VA! s’identifie a AA.
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1.3 Isomorphisme des treillis, sous-treillis et treillis complet

Exemple 1.3.1. (R, <) est un treillis complet.
(O, Q) I’ensemble des ouverts d’un espace topologique E, muni de ’inclusion est un treillis com-

plet.

Définition 1.3.6. Un sous-treillis E' d’un treillis complet (E, \, V) est dit, un sous-treillis complet

si pour tous sous-ensemble A de E', les éléments VA et ANA définis dans E sont dans E'.
Un treillis complet peut avoir un sous treillis non complet.

Exemple 1.3.2. (R, <) est un sous-treillis de (R, <) qui n’est pas complet.

Car R, est un sous-ensemble de R qui n’admet pas de borne supérieure.
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tiE @ CHAPITRE DEUX SRS

ESPACE DE RIESZ
-

2.1 Structure ordonnée des espaces de Riesz

Un vecteur = d’un K espace vectoriel ordonné (E, <) est dit positif si Og < z. L’ensemble des
vecteurs positifs d’un espace vectoriel ordonné E, est noté par Et = {z € E; 0 < z}. On
I’appelle le cone positif de E.

On admettra dans la suite la notation 0 < x qui signifie Og < z ety > x pourdire que z < y .

Définition 2.1.1. (espace de Riesz)
Soit E un espace vectoriel, E est un espace de Riesz, s’il est un espace vectoriel ordonné dans
le quel tout pair des vecteurs {x,y} posséde une borne inférieure et une borne supérieure.

Dans la suite, on note x Ny = inf{x,y} et x V y = sup{x,y} sur un espace de Riesz.

Proposition 2.1.1. Si E un espace vectoriel de Riesz; en munissant E des opérations V et N\
qui désignent respectivement la borne supérieure et la borne inférieure. Le triplet (E,V/, \) est un

treillis sur I’espace de Riesz E.

Définition 2.1.2. Soit E un espace de Riesz, pour tout vecteur x de E, on définit par :
zt=xzVv0; 2" =(—z)V0 et |zx|]=zV(-2).
Les éléments x, 1~ et |x| sont respectivement appelés la partie positive, la partie négative et la

valeur absolue du vecteur x.

Définition 2.1.3. Soit (x,,) une suite d’éléments d’un espace vectoriel ordonné E, sur un corps
ordonné K; (x,) est dite décroissante (on note (x,) |)siVo,f € K a > = z, < x5
(xq) | x signifie que (x,) | et inf{z,} = .

La suite (x,,) est dite croissante (on note (x,) 1) siVo, B € K a > = x, > z3.

(xq) T x signifie que (x,,) T et sup{z,} = x.

Propriété 2.1.1. Sur un réel espace vectoriel; Nx > 0 on dit que la suite (nx) est non majorée

dans R équivaut a dire que la suite %x J 0 dans R.
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2.2 Propriétés des opérateurs sur les espaces de Riesz

Définition 2.1.4. Soit E un espace vectoriel ordonné ; E est dit Archimedien, si %x 4 0 dans E,

Ve e ET.
Dans la suite, on suppose que tout espace de Riesz est Archimedien.

Définition 2.1.5. Dans un espace vectoriel de Riesz, deux vecteurs x et y sont dits orthogonaux

(noté x Ly) si |x| A |y| = 0.

Deux sous-ensembles A et B d’un espace de Riesz sont dits orthogonaux (on note : ALB) si
alb Va € Aetb e B.
Si A est un sous-ensemble non vide d’un espace de Riesz, alors on note Ad I’orthogonale de A ;
c’est-a-dire :
Ad={reExly VyeA}l
On note aussi (A4)? = Add,

Ona: ANAd={0}

Proposition 2.1.2. [1] Si A est un sous-ensemble non vide d’un espace de Riesz E tel que la
borne supérieure de A existe, alors le sous-ensemble noté ~—A = {—z,x € A} admet une
borne inférieure et on a : inf(—A) = —sup(A).

I-Vz € E, sup(z+ A)=z+sup(A);

2- Ya >0, sup(aA) = asup(A).

2.2 Propriétés des opérateurs sur les espaces de Riesz

Théoreme 2.2.1. Si x,y, z sont des éléments d’un réel espace de Riesz E, alors :
Favy=—[n)A(—y)] e wAy=—[-2)V(-y);
2-rx+y=xzVy+axAy;
3-z4+(@yVz)=(x+y) V(z+2) et 4+ (yNz)=(x+y) A(z+2);
4- a(xVy) = (az)V (ay) et alz Ny) = (az) A (ay) Ya > 0.

preuve . /-) On sait que x < (x V y) alors —x > —(zVy) ety < (zVy)alors —y > —(zVy);
donc —(x) A (—y) > —(x V y);

c’est-a dire —(x \ y) est un minorant de ’ensemble {—x, —y}.

Soit z € E tel que —x > z et —y > z, alors

r< —zety< —z doncxVy< —z c’est-adire —(xVy)> z
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2.2 Propriétés des opérateurs sur les espaces de Riesz

Donc —(x V y) est la le plus grand des minorants de I’ensemble {—x, —y};
d’oi —(xVy) = [(=2) A (=y)]
c’est-a-dire xNy = —[(—x) A (—y)].
On sait également que © > (x N y) alors —x < —(x A y) et
y > (xAy)alors —y < —(x ANy);
donc —(x) V (—y) < —(z Ay); c’est-a dire —(x A y) est un majorant de I’ensemble {—x, —y}.
Soit z € Etel que —x < zet —y < zalorsx > —zety > —z,
donc x Ny > —z c’est -a dire —(z \y) < z.
Donc —(x A y) est la le plus petit des majorants de I’ensemble {—x, —y} ;
doi —(z Ny) = [(—z) V (-y)],
c’est-a-dire x Ny = —[(—x) V (—y)].

2-)Onsaitque y < xV yalorsy — (xVy) <0;doncx+y— (zVy) <z
De maniére analogue ona x +y — (x Vy) < y.
Doncx+y— (xVy) <xAy;cest-a-direx+y < (xVy)+ (xAy).
Par ailleurs y > (x N y) alorsy — (x Ny) > 0; doncx +y — (z Ny) > .
De méme maniére onax +vy — (x Ny) > .
Doncx+y— (xANy)>xVy. c’est-a-direx+y > (xVy)+ (z Ay).
Par conséquent x +y = (x V y) + (z A y).

3-)Onsaitquey <yVzalorsz+y<x+(yVz)et
z<yVzalorsx+z<xz+(yVz));
donc (x +2)V(x+2) <z 4+ (yV 2).

Par ailleurs
y = —z+(z+y)

< —z+(z+y)Vir+2)

et
z = —r+(x+z2)

< —z+(x4y)V(e+z)
DoncyVz< —z+ (x+y)V(x+2z2), cest-a-direx + (yV z) < (x +y)V (x +2).
Par conséquent x + (y V z) = (x +y) V (z + 2).
De facon analogue ona : y > y N\ z implique x +y > x + (y A 2) et
2>y A zimpliquex + 2> x+ (YA z);
donc (x +2)N(y+z)>x+(yV2).

Mémoire de DIPES II, 2018-2019 13 ©F]cole Normale Supérieure de Yaoundé



2.2 Propriétés des opérateurs sur les espaces de Riesz

Par ailleurs
y = —z+(z+y)

> —z+(x+y A+ 2)

et
z = —r+(x+2)

> —z+(z+y)A(z+2)
DoncyNz> —z+ (x+y)A(x+2z2),; cest-a-direx + (yANz) > (x+y) A (x+2).
Par conséquent x + (y A\ z) = (x +y) A (z + 2).
4-)Onax<xVyety<zxzVyalorsar<alxVy)etay<alxVy);
donc (ax) V (ay) < a(x Vy), c’est-a-dire a(x V y) est un majorant de I’ensemble {ax, ay}.
Soit z € Etel que ax < zet ay < zVa > 0, alors x < éz ety < éz,
donc x VvV y < éz c’est-a dire a(x Vy) < z.
Ce derniere résultat est toujours vrai pour o = 0;
donc a(x V y) est le plus petit des majorants de I’ensemble {ax; ay}.
D’ona(zxVy) = (az) V (ay) Va > 0.
De facon analogue onax > x Ny ety > x ANy alors ax > oz \Ny) et ay > a(x ANy);
donc (ax) A (ay) > oz ANy);
c’est-a-dire o(x N\ y) est un minorant de I’ensemble {ox, ay}.
Soit z € E tel que ax > z et ay > zVa > 0, alors x > éz ety > %z,
donc x Ny > Lz c’est-a dire a(x N y) > .
Ce derniere résultat est toujours vrai pour o = 0;
donc oz N\ y) est le plus grand des minorants de I’ensemble {ax; ay}.

D’ona(zx ANy) = (ax) A (ay) Va > 0.

Théoreme 2.2.2. Si A est un sous-ensemble non vide d’un espace de Riesz E. si la borne su-
périeure de A existe, alors Vx € E, I’ensemble (x N A) = {x A a;a € A} admet une borne
supérieure et on a : sup(x A A) = z Asup(A).

Et si la borne inférieure de A existe, alors Vx € E, I'ensemble (x V A) = {x V a;a € A} admet

une borne inférieure et on a : inf(r V A) = x vV inf(A).

preuve . Supposons que A admet une borne supérieure et posons y = sup(A) et soit x € E.
1l est clair que ¥Va € A; x Na < x Ny,

donc x N\ y est un majorant de I’ensemble x N\ A.
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2.2 Propriétés des opérateurs sur les espaces de Riesz

Soit z € E tel queVa € A, x N a < z; d’apres le Théoréme 2.2.1-2) on a :

a = (xNa)+(xVa)—x
< z+4+(zVy) —u.

En particuliery < z+ (x V y) — .
Ce qui implique
ANy = z+y—(xVy)
< z.
De ce qui précéde, sup(x A A) existe et que sup(z A A) = x A sup(A).

La borne inférieure de x N/ A se démontre de maniére analogue.

Lemme 2.2.1. Si z, 21, %o, ...,7, € ET, oit E est un espace de Riesz; alors :

sA T+ T4 ..tz ST AT+ T AT+ .+ T AT

preuve . Par récurrence sur n.
Pour n = 2, posons y = x A\ (x1 + x2).
1l est clair que y < x1 + xo alors y — 1 < T3,
ory—xr1 <y<axzdoncy—xy <T NI,
ce qui entraine y — (x AN xg) < x1;
ory— (xNwzy) <y<zalorsy— (x Nxg) <z Axq; c’est-a-direy < (x AN x1) + (x A z3).
Donz A (x1+x3) <z Axy+ T A X0

Soit n € Nn > 2 supposons que le résultat soit vrai au rang n; on a

sA (1 + T+ Fxy+Tp1) = A1+ 22+ FT0) + Togr)

N

(AN (1 + 22+ oo +20)) + (T A Tpya)

< (AT H A+ o+ ATy) + (A Tpy)

Doncx AN(x1+ 2o+ .+ Tp+Tpp) ST AT+ T AT+ o+ T ATy + XA Ty
C’est-a-dire le résultat est vrais au rang n + 1;

par conséquentVn > 2, x A (x1+xo+ ...+ x,) <TATI+T AT+ ..+ T ATy

Théoreme 2.2.3. [1] Si x est un élément d’un espace de Riesz E, alors :
I- v =2t —a;
2- x| =at +a;

-zt ANz =0.
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2.2 Propriétés des opérateurs sur les espaces de Riesz

preuve . /-) Ona
zt—27 = 2Vv0—((—x)V0)
= zVO0+x2A0
= x+0
= I
2-)Ona
[z = =V (-x)
= (z+2)V(—x+2x)—=x
= (2r)V0—=x
= 2(xVv0)—(zF —27)
= 2ot —aot a2~
= st 4+ .
3-)Ona
AT = (@t -z )A (T —27)+a”
= zANO0+z~
= —x +x =0.

Proposition 2.2.1. Lorsque la décomposition du Théoreme 2.2.2. est satisfaite , il découle que :
I- Siz=y—zavecy,z € Et alorsy > xt etz > a2 ;

2-Siz=y—zavecyNz=0alorsy=x" etz =2xa".

preuve . /-) Supposons que x =y — z avec y, z des éléments positifs de E.

On sait que v = = — x~ alors

xt = x4
= y—z+zx
< y+a.
par ailleurs
xt = at Azt
< Tt A(y+a)
< st Ay+at Az,

Doncxt <axt Aycarxt Naz™ =0.

D’oin xt < y.
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2.2 Propriétés des opérateurs sur les espaces de Riesz

De maniere analogue on a :
= = zt—x
=zt +z2—y
< 2t 4z
et
T = " Nz~
< 2T A(at+2)
< z Azt +az Az
= Nz
Donc v~ < z.

2-) On suppose x =y —zetyNz=0,ona:

= (y—2)VO0
= y+(=2)V(-y)
= y—(yA2)
=Y
et
= = —(y—2)VO0

= 2+ (-y) Vv (=2)
= z=(yAz2)

= Z.

Théoreme 2.2.4. [1] Si z,y sont des éléments d’un espace de Riesz E, alors :

I-r=(z—y)" +(xAy);

2-aVy=s@@+y+lz—y|); et xAy=s(@+y—|z—yl);
-lr—yl=(@Vy) —(zAy);
4- 2|V |yl = 3(lz +y| + |z —yl);

5

);

2| Ayl =3(lz+yl— |z —y

6- x4y Alz—y|=|lz] =y

B

7- |z +y| Ve —y| = |z + [yl

preuve . /) D’apres le Théoreme 2.2.1, on a :

Mémoire de DIPES II, 2018-2019 17 ©F]cole Normale Supérieure de Yaoundé



2.2 Propriétés des opérateurs sur les espaces de Riesz

Ve,y € E,x+y=(xAy)+ (zAvy), alors

z = (@Ay)+(@Vy -y
= @Ay +(z-yVy-y)+ty—y
= (@Ay)+((z—y)V0)
= (z—y)"+(zAy)
2)ona:
T+y+lz—yl r+y+((z—y)V(-z+y))

DonzVy=3i(z+y+|r—y|.

On a aussi

rt+y—lz—yl =

D'onz Ay=5(x+y— |z —yl).

3) On déduit de la question 2) que :

(zVy)—(zAy) =

4)O0Ona:

lz+yl+lr—yl =

(x+y+r—y VEe+y—x+y)

ety —((—y)V(-z+y))
r+y+ -y A=z +y)
(r+y+rz—yANlx+y—x+y)]
(22) A (2y)

2(z Ny).

s@+y+lz—y))—3@+y—|z—yl)
|z —yl.

(x+y)V(—z—y)+|z—yl
(@+y+lz—y) V(- —y+]z—yl)
2(xVy)V2—zV—y)
2[(xV —2) V(yV -y

2(|z| V [yl)-

Dot |z V [y| = 5(lz + y| + [z — y|).
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2.2 Propriétés des opérateurs sur les espaces de Riesz

5)Ona:

le+yl—lz—vyll = 2(lz+y|Viz—y|) — (lx+y|+ |z —y|)
= 2|+ [y) = 2| V [y])

= 2|z + ly[ = (l=| V [y]))

= 2|z + ly| + (=|z| A =|y]))

= 2(fz[ Alyl).

Dot |z| A lyl=5(|z +y| — |z — y]).

6) D’apres la question 5) on a :

lz+ylAlz—yl = sll@+y)+@-yl-|@=+y) - (@ -yl
= 3122 = |29
=zl = yll.

7) D’apres la question 4), on a :

z+ylVie—yl = @+y)+@—y)|+z+y) - (z—y)
= 5(12z] + 2y])
= |o|+Jyl.

En outreon a :

z+y|lViz—yl = (@+y)V(-z-y)V(z-—y)V(-z+y)
= {@+y)vie-y}tVvi{l-z-y V(-z+y)}
= @+ V(=) Vi—z+(yV(-y))
= (zV(=2)+ 1V (-y)
= |z|+ [yl

Remarque 2.2.1. D’aprés le Théoreme 2.2.3, 5); xLy si et seulement si |x + y| = |z — y|.

Théoreme 2.2.5. Vx,y, z des éléments d’un espace de Riesz E, on a
I- ||| = yl| < |z +y| < |z|+ |y| (inégalité triangulaire).
2-|levVz—yVvz|<|r—y| et |xAz—yAz|<|z—yl|; (inégalité de Birkhoff).

preuve . /) Il est clair que v +y < |z| + |y| et —z —y < |z| + |y|; donc

lz+yl = (@+y)V—(z+y)
< ||+ 1yl
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2.2 Propriétés des opérateurs sur les espaces de Riesz

Nous observons que

7| = [(@+y) -yl
< oyl +yl.
Donc |z| = |y| < |z +y|
De méme —|x| + |y| < |z +y|; donc
x| =yl = (=] =[y]) vV (=|z| + |yl)
< Jz+yl

D’oun
2)ona

(zV2)=(yV2)

De maniere analogue on a
—(zVa)+(yVz) <|r—yl
Donc [(z Vy) = (yV z)| < [z -y

On a également

(xAz)=(yN2)

et —(xNz)+(yNz) <l|zr—yl

donc |x Nz —yAz| <|x—yl|

2] = lyll < |z +yl < ||+ ly|.

= ((x—=2)V0+2)—((y—2)VO+2)
= (z—2)VO0—(y—2) VO

= (@-2)"=(y—2)"

= (z—y)+y—2)"—(y—2)"

< (z-y)T+ly—2)T—(y—2)7

= (@—y)*

< eyl

= ((z—2)AN0+2)—((y—2) A0+ 2)
= (z—2)AN0—(y—2) A0

= —((—z+2)V0)+(-y+2)VO0

= —(—z+2)"+(—y+2)*

= —(—z+2)"+((—y+2z)+(—z+2)"
< —(—x+42) T4+ (x—y) "+ (—x+2)"
= (z—y)"

< Jz—yl

En particulier, dans un espace de Riesz on a

2" —yT] < |z —y
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2.2 Propriétés des opérateurs sur les espaces de Riesz

et

27—y | < |z -yl

Théoreme 2.2.6. (Propriété de décomposition) [1]
Si|z| < |y1 + y2 + ... + yn| dans un espace de Riesz, alors il existe x1, 3, ..., x, € E tels que
r=x1+ T+ ...+ et|z| <|y| Vie{l,2,..,n}

De plus si x est positif; alors x; > 0 Vi ={1,2,....,n}.

preuve . Par récurrence sur n.

Pourn =2ona

soit |z| < |y1 + ya|,; posons x1 = (zV —|y1]) A |y1)-
1l est clair que |x1| < |y1| et six > 0 alors 0 < x; < .
Et puis prendre xo = v — x.
En effet
x2 = x—((@V—|n]) Alwnl)
= 0N (@ +[nl) Vv (z—lnl)]

Par ailleurs |x| < |y1| + |yo| ce qui implique

—ly1| = |y2| <@ <] + |yl

1l découle de ce qui précede que :

—|y2| A O
(z + |y|) A O

_’Z/2|

IN

IN

T2
0V (z — |ml)

|?J2|;

IN

IA

donc |xs| < |yl
Le résultat est vrais pour n = 2.

Soitn € N, n > 2 supposons le résultat vrai au rang n.

Si |Z| = ’yl + Yo + ... + Yn + Ynt1|, posons l’n+1:(Z \% _|yn+1|> A |yn+1|'
1l est clair que |Tp 1] < |Ynt1)-

prendre x = 2 — Ty i1,

d’apres le résultat précédant pourn =2ona: |x| < |y1 +y2 + ... + yn

>

et d’apres I’hypothese de récurrence, il existe x1,xs, ..., T, tels que v = x1 + 9 + ... + 1, et

Mémoire de DIPES II, 2018-2019 21 ©F]cole Normale Supérieure de Yaoundé



2.2 Propriétés des opérateurs sur les espaces de Riesz

25| <ys| Vi=1,2,...,n.
Donc le résultat est vrai au rang n + 1.

D’on la démonstration.

Théoreme 2.2.7. (Propriété de décomposition Riesz) [1]

n m
Soit E un espace de Riesz; si 1, Za, ..., Ty €t Y1,Ya, ..., Ym € ET tels que v = Z T, = Z Yis
i=1 j=1
alors existe une collection finie {z;;; @ = 1,2,...n j = 1,2,...,m} des vecteurs positifs tel

quexi—izij Vi=1,2,...,n, yj—izij Vi=1,2,...met x—iizij.
=1 i=1

i=1 j=1
preuve . Par récurrence sur m.
Pour m =1, d’apres le théoreme 2.2.5, on a le résultat.

Soit m > 1 supposons que le résultat soit vrai au rang m.
m—+1

n m n
Si Z T, = Z yj avec z;,y; € ET, alors y; < sz
i=1 J=1 j=1 i=1

Il découle du théoreme 2.2.5 qu’il existe uy,us, ..., u, tels que 0 < u; < x; Vi = 1,2,...,n et

n m
D= Y
i j=1
D’apres I’hypothese de récurrence il existe un ensemble fini des vecteurs positifs

{Zij = 1,2, ,n,] — 1’2’ ’m} tel que

m

u; = Z’Zij Vi=1,2,...,nety; = ZZU Vi=1,2,..,m.

j=1 =1
Pouriv=1,2,...,n prendre z; y+1 = x; — u; > 0.

En outre I'ensemble {z;; : 1 =1,2,....,n;j = 1,2,...,m + 1} satisfait

m—+1
T; = E Zij Vi = 1,2,...,netyj = E Zije
j=1 =1

Le résultat est vrai au rang m + 1.

D’ou le résultat est vrai Vm € N*
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TREILLIS DES OPERATEURS POSITIFS

SUR DES ESPACES DE RIESZ
-

3.1 Construction de treillis des opérateurs positifs sur les es-

paces de Riesz

Définition 3.1.1. Soient E et F deux K espaces vectoriels ordonnés et T : E — F une applica-
tion linéaire ; on dit que T est un opérateur positif si T (x) >0 Vx > 0.
C’est-a-dire T(ET) C FT et six < yalors T(x) < T (y). On note T > 0.

Définition 3.1.2. Soient E et F deux K espaces vectoriels ordonnés, ¥ un treillis, F(E, F) I’en-
semble des fonctions définies de E dans F.

Vf,g € F(E,F), on définit :

[V gl(w)=maz{ f(w), g(w)}:

[f A gl(w)=min{ f(w), g(w)}.

f < g si et seulement si f(w) < g(w), Vw € E.

Lemme 3.1.1. Si E et F sont deux ensembles partiellement ordonnés, E¥ I’ensemble des appli-
cations de E vers F qui préservent ’ordre ; pour tout f, g € E¥ on définit la relation d’ordre sur

EF par f < g si et seulement si f(z) < g(x) Va € E. si F est un treillis alors EF est un treillis.

preuve . Soient E et F sont deux ensembles partiellement ordonnés, E¥ I’ensemble des applica-
tions de E vers F qui préservent ’ordre; pour tout f,qg € EF, on définit la relation d’ordre sur
EF par f < g si et seulement si f(z) < g(x) Vz €E.

Supposons que F est un treillis et montrons EF [’est.

Soient f, g € EY ; montrons que inf{f, g} et sup{f, g} existent dans EF .

supposons que f < g, alorsVz € E, f(z) < g(x).
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3.1 Construction de treillis des opérateurs positifs sur les espaces de Riesz

r € E, f(x),9(x) € F et F est un treillis alors inf{ f(x),g(x)} et sup{f(x),g(x)} existent
dans F pour tout x € E.
posons a, = inf{f(x),g(x)} et b, = sup{f(x), g(z)}.
Soient h : E — F U'application définie par h(x) = a, et k : E — F Uapplication définie par
k(x) = b.
Montrons que h et k sont bien définies.
Soient x,y € E tels que x = y alors f(x) = f(y) et g(x) = g(y).
Alors inf{f(z), g(x)} = inf{ £ (1), 9(9)}
donc a, = a, c’est-a-dire h(x) = h(y).
De maniére analogue on montre que sup{ f (), g(x)} = sup{f(v),9(y)};
donc b, = b, c’est-a-dire k(z) = k(y).
D’ou h et k sont bien définies.
Soient x,y € E tels que x < y alors f(x) < f(y) et g(x) < g(y) car f et g préservent [’ordre.
Ainsi  inf{f(z),g9(x)} <inf{f(y),9(y)}, c’est-a-dire a, < a,; ou encore h(x) < h(y)
et sup{f(z),g(x)} <sup{f(y),g9(y)}, c’est-a-dire b, <b,; ou encore k(z) < k(y).
Donc h et k préservent [’ordre.
D’oit h, k € EF avec h = inf{f, g} et k = sup{f, g}.
Par conséquent EY est un treillis.
Si x et y sont deux vecteurs d’un espace de Riesz E avec x < y , alors Uintervalle |x,y] est
défini par : [z,yl ={z € E, z<z<y}
Un sous ensemble A d’un espace de Riesz E est dit majoré s’il existe un élément x € E
satisfaisant y < x  Vy € A.
A est dit minoré s’il existe un élément v € E satisfaisant v <y Vy € A.
Et le sous ensemble A d’un espace de Riesz est dit borné s’il est minoré et majoré ( c’est qui

équivaut a dire que A est contenu dans un intervalle borné de E).

Définition 3.1.3. Un opérateur T : E — F entre deux espaces de Riesz est dit borné si 'image
par T de tout sous ensemble borné de E est un sous ensemble borné de F.

L’ensemble des opérateurs bornés de E dans ¥ est noté par L,(E, F).

Lemme 3.1.2. Tout opérateur positif est borné et I’ensemble des opérateurs bornés L,(E, F) est

un sous-ensemble ordonné de L(E, F).

preuve . Soient T : E — F un opérateur positif entre deux espaces de Riesz et A un sous

ensemble borné de E. T étant un opérateur positif, il préserve [’ordre.
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3.1 Construction de treillis des opérateurs positifs sur les espaces de Riesz

En effet soient x,y € E tel que v < y alors y — x > 0, donc T(y — z) > 0 c’est-a-dire
T(y) — T (z) > 0 ou mieux encore T (y) > T ().
puisque A est borné alors la borne inférieure et la borné supérieure de A existent et on aVa € A
inf(A) < a < sup(A) donc T (inf A) < T(a) < T(supA).
D’oi T est borné.

Sur I’ensemble des opérateurs bornés Ly,(E, F) on définit la relation d’ordre par

Vi, g€ Ly(EF), f<gsiet seulement si f(x) < g(z)Vr € E.

Corollaire 3.1.1. Soit E un espace de Riesz; LT (E) I’ensemble des opérateurs positifs de E dans
E; pour tout f,g € LT(E) on définit la relation d’ordre sur LT (E) par f < g si et seulement si
f(x) < g(x) Vax € E. Alors LT (E) est un treillis des opérateurs positifs sur l'espace de Riesz
E.

preuve . E érant un espace de Riesz alors E est un treillis.

D’apreés le lemme 3.1.1, ’ensemble E® des applications de E dans E préservant I’ordre est un
treillis.

Or LT (E) I’ensemble des opérateurs positifs de E dans E est contenu dans I’ensemble des opéra-
teurs bornés de E dans E qui lui est contenu EE.

C’est-a-dire LT(E) C L,(E) C EE.

Donc L1 (E) muni de l’ordre f < g si et seulement si f(x) < g(x) Va € E est un sous-treillis
de E¥ carVf,g € LT(E) inf{f, g} et sup{f, g} sont des opérateurs positifs.

D’ou LT (E) est un treillis des opérateurs positifs sur ’espace de Riesz E.

Lemme 3.1.3. Si 7 : E — F est un opérateur positif entre deux espaces de Riesz, alors pour

toutx € E, |Tz| < Tzl

preuve . Ona :Vr € E, +x < |z| et —x < |z|; comme T est un opérateur positif (application
linéaire), alors on aura +Tx < T|x| et =Tz < T|x|.

Donc |Tz| < Tlz|.

Définition 3.1.4. [2] Pour tout opérateur positif T : E — F entre deux espaces de Riesz;

existe, c’est un opérateur positif et on a :

|T |=sup{—T,T} dans L(E, F).

Théoreme 3.1.1. (Théoreme de Kantorovich)
On suppose que E et F sont deux espaces de Riesz et ¥ Archmédien. On suppose de plus que
Uapplication T : EY — F7T est additive, c’est-a-dire T (x +y) = T(x) + T(y) Vz,y € ET.
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3.1 Construction de treillis des opérateurs positifs sur les espaces de Riesz

Alors T se prolonge en un opérateur positif sur E, on note T et est définie par :

T(z)=T(*)+T(z) VzekE

preuve . Soit 7 : EY — F* une application additive; considérons 'application S : E — F
définie par :
S(z)=8(x") + S(x™).
1l est clair que S(x) = S(x) Vo € ET et S prolonge T sur tout E puisque x = x+ — 2~ Vo € E.
Il s’en suit que S est une application linéaire qui prolonge T sur E.
Cependant il reste a montre que S est additive et homogene.
Additivité de S.
Commengons par observe que Vx € E, il existe x1, 15 € ET tel que x = 11 — x5.
Donc S(x) = T (x1) — T (x2).
En fixant v € E et supposant que v = v+ — 1~ = x; — 19 avec 11,15 € ET,
ona xt+a9=x+1".

Par additivité de T on a :

T(t)+T(x2) = T(xF 4 x9)
= T(zr1+27)
= T(x1)+T(x7).
Donc
S(x) = T(")—T(z7)
= T(x1) = T(x2).
C’est-a-dire S est bien définie.
De ce qui précede on montre que S est additive.

En effet soient v,y € E, ona :

Sr+y) = S(@t+y")— (@ +y)
= Tt+y") =T +y)
= T+ T - T )= T)
= (T =TE))+ (T -Ty)
= S(x)+ S(y).

(
(

En particulier I’additivité de S implique S(rz) = rS(x) Vo € Eetr € Q.
1l reste a montre que S est homogene.

Montrons d’abord que S est monotone.
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3.1 Construction de treillis des opérateurs positifs sur les espaces de Riesz

Ona:Vx,y €E, x> yalorsx —y € ET; donc

S(x) = S((z—-y)+y)
(

= S(z—y)+S(y)
= T(r—y)+Sy)
> S(y).

Soient x € ET fixé A\ > 0 et soient r, T \ et 0,, | \ des suites des rationnels positifs.

Onar,xr < X x < d,x et par monotonicité de S,

rnS(x)

| VAN VAN
]
Loy d
8 8 8
S~— N—

et comme F est Archimédien alors \S(x) = S(\x).
EtsircEetAeR ona:
S(Az) = S((AzT)+ (=Az7))
= S(Azt)+S(—Xz)

= AS(z") = AS(z7)
= MT(@@")=T(=7))
= AS(x).

Donc S est homogéne.

D’out la preuve.

Théoreme 3.1.2. Soit T : E — F un opérateur positif entre deux espaces de Riesz avec F
complet. Alors pour tout x € ET, il existe un opérateur positif S : E — F tel que :
1-0<S8S<T,
2- S(z) =T(x);
3-S(y) =0 Vytel que ylx.
preuve . Soit v € E* fixé, définir S : EY — FT par S(y) = sup{T (y A nzx);n € N*}.
La borne supérieure existe car F est complet et la suite est majorée dans F par Ty.

Nous constatons que S est additif.

En effet soient x,y € Et, comme (y + z) Anz < (y Anz) + (2 A nz). Alors

T((y+2)Anx) < T(yAnz)+T(zAnz)
< S(y) +3S(2).
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3.1 Construction de treillis des opérateurs positifs sur les espaces de Riesz

etdonc S(y + z) < S(y) + S(2).
Par ailleurs Vm,n € N, on a :

(y Anzx)+ (zAmz) < (y+ 2) A (n+ m)x; donc

T(y Anx)+ T (2 Amz)

IN

T((y+2)A(n+m)x)
S(y+ 2) Yn,m.

IN

Ce qui implique S(y) + S(z) < S(y + z).
par conséquent S(y + z) = S(y) + S(2).
C’est-a-dire S est additif.

D’ou S est prolongeable en un unique opérateur positif de E. Et S vérifie les propriétés désirées.

Théoreme 3.1.3. [1] Si E et F sont deux espaces de Riesz avec ¥ complet, alors pour tout

T,S € Eb(E F) et pour tout x € E*, ona:

1- {Z () VT (2:)); x; € ET, sz—x}T SV T(x);
2 {Z (@) AT(2,)); a; € BY, et Zrcizx}i[SAﬂ(w);
3- {Z T (z;)|; = € ET, et le:x}ﬂﬂ(x)

preuve . Considérons la suite D = {Z (x;)) VT (x:); xeE" et le = ).

=1

Puisque g x; = x avec Vxr; € ET alors
i=1

n n

D (S)VT(z) < YISV )] VISV T)()

i=1 i=1
= [SVT](2).
Nous observons que D < [S V T(x).
En outre siD < U alorsVz,y € ET avec y + z = x nous avons :
Sy)+T(2) <Sy)VT(y) +S(2) VT(z) <U

par conséquent
SVTHz) = sup{S(y)+T(2): y,ze€E" et y+z=u}
< U.

Donc supD = [S vV T](x ) 1l reste a montrer que D est croissant.

Pour cela soit x = Z T; = Z yj avec z;,y; € ET.
i=1 j=1
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3.1 Construction de treillis des opérateurs positifs sur les espaces de Riesz

Par le théoréme 2.2.6; il existe une collection finie {z;;; i = 1,2,...,n j = 1,2,...,m} des

vecteurs positifs tel que
m n

T = Z’Zij pourtoutt=1,2,... . nety; = Z’Zij pour tout j =1,2,....m
=1 i=1

n m
En particulier nous avons E E Zij =X

i=1 j=1
En utilisant Iexpression x \ y = 5(x + y + |x — y|) nous avons :

n

D (S@)VT(x:) = 5 [S(xs)+T(w:) +[S(x:) = T ()]

1

= 32> SCu) +Z’rzu +12{8 zi5) — Tz H]

=1 7

=

IA
N |—
[]-L
=T
.
“
&
_|._
S0
é\l
+
E
SN
)
=

=1 j=1
= ZZS 2ii) V T (2i).
i=1 j=1
De facon analogue nous obtenons Z (y)) VT (y;)) < Z Z S(2ij) VT (2i5)-
i=1 i=1 j=1

Donc D est croissant.
2) Utiliser 1) et le fait que T NS = —[(—=T) V (=S)].
3)Utiliser 1) et la propriété |T| =T V (=T).

Le résultat suivent présente une importante propriété d’approximation des opérateurs positifs.

Théoreme 3.1.4. [1]| Si T : E — F est un opérateur positif entre deux espaces de Riesz avec F
complet, alors pour x € E, nous avons :

I- T(z%) =sup{S(z) : S € LE,F); 0<S8<T};

2- T(x7) =sup{-S(z): S€ LE,F); 0<S<T};

3- T(|z]) =sup{S(x): S € LE,F); —-T <S<T},

preuve . /) Soit v € ET fixé, il existe un opérateur positif R : E — F tel que 0 < R < T
d’apres le théoreme 3.1.2.

R(zT)=T(x") et R(z~) =0.

Ainsi T (z1) = R(x).

Enoutre si S € L(E,F) satisfait 0 < S < T alors nous avons :

S(x)

A IA
3 =
5 A
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D’ou le résultat.
2) Appliquer 1) en prenant x— = (—x)*.
3) Si l'opérateur S : E — F satisfait —T < S < T, alors

S(z) = St)+8S(x)

T(z*) +T(x)
T (J])-

IN

En outre, d’apres le théoreme 3.1.2, il existe deux opérateurs positifs R, Ro :E — F bornés
par T tel que :
I- Ri(zt)=T(z") et Ri(z)=0.

2- Ro(z7)=T(z7) et Rylxt)=0.
Donc l'opérateur S = Ry — Ry satisfait =T < S < T et T (|z|) = S(x) et le résultat désiré s’en

Suit.

3.2 Extension des opérateurs positifs

Définition 3.2.1. Une fonction P : G — F out G est un réel espaces vectoriel et F un espace
vectoriel ordonné, est dit sous-linéaire si :

I- P(x+y) <P(x)+Ply) Ve,yecGet

2- P(Az) =AP(z) Vr,e GetA>0

Le résultat suivant est une généralisation du théoreme d’extension de Hahn-Banach. Il joue un

role fondamental dans I’analyse moderne.

Théoreme 3.2.1. Théoréme de Hahn-Banach.

Soit G un espace vectoriel sur R, F un espace vectoriel complet de Riesz et P : G — F
une fonction sous linéaire. Si H est un sous-espace vectoriel de G et S : H — F un opérateur
satisfaisant S(x) < P(x) pour tout x € H. Alors, il existe un opérateur linéaire T : G — F tel
que :

1- T =SsurH (c’est-a-dire T est une extension linéaire de S sur tout G.

2- T(z) <P(x) Vz,eG.

preuve . Il est question de savoir si S admet une extension linéaire qui satisfait (2), pour tout

sous-espace engendre par H et son complémentaire. Si cela est vrai, le théoreme de Zorn garantit
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3.2 Extension des opérateurs positifs

Iexistence d’une extension linéaire de S sur tout G, avec les propriétés désirées.

En effet soit x ¢ H et soit V = {y + Az;y € H, A € R}.

Si T : V — F est une extension linéaire de S , alors T (y + \x) = S(y) + AT (z) doit étre vrai
pourtouty € Het A € R.

Posons z = T (x); établissons lexistence de =z € F tel que :

SW)+ 2 <Ply+Az)Vye Het \e R (%)

Pour A = 0 (%) est équivalent a S(y) + z < P(y + x).

Pour A <0 (%) est équivalent a S(y) — z < P(y — x).

Ces deux dernieres inégalités sont satisfaites pour un z € F si et seulement si

Sly) -Ply—z) <z<Plu+tz)—Su)Vu,yc H (xx).

Pour voir qu’il existe un z € ¥ satisfaisant (%) ; commengons par observer que Vy,u € H, ona :

S(y) +Su) = Sy

IN
)

IN
)
<

|
8
+
)
e
+
2

cary,u € H et P est une fonction sous-linéaire.
Donc S(y) — Py —z) < Plu+2z) — S(u) Vy,u € H.
Cette derniere inégalité et de la complétude de ¥ garantissent I’ existence des extremums
s =sup{S(y) —Ply —xz) :y € H} et t = inf{P(u+ z) — S(u) : u € H} dans F et satisfont
s <t
Ainsi tout élément z € F satisfaisant s < z < t en particulier z = s satisfait () et (*x).

Ce qui acheéve la preuve de ce théoréme.

Comme premier utilisation du théoréme d’extension des opérateurs positifs (théoreme de Hahn-

Banach ).

Théoreme 3.2.2. Soit T : E — F un opérateur positif entre deux espaces de Riesz avec F
complet. Supposons aussi que G soit un sous-espace de Riesz de E et que S : G — F est un
opérateur satisfaisant 0 < S(x) < T (x) Vo € G ; alors S s’étend en un opérateur positif de E
sur F tel que 0 < S < T dans L(E, F).

preuve . Définissons P : E — F par P(x) = T (z1).

P ainsi définie est une fonction sous-linéaire et satisfait S(x) < P(x) Vr e G.
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En effet pour tout v,y € E,ona: (x +y)t < a4+ y*, alors

T(x+y)") < Tl'+y")

= T+ T,
Donc P(x +y) < P(x) + Ply).
OnaVzr e E
S(x) < T(x)
< T(xh)
= P(x).

Par le théoreme d’extension de Hahn-Banach, S admet une extension notée aussi par S satis-
faisant S(z) < P(x) Vz € E.

Maintenant si x € ET, alors

—S(z) = S(—x)
< P(-w)
= T((=2)")
~ T(0)=0
et donc
0<S(x) < P(x)
= T(x).

La section qui suit est consacrée aux propriétés d’extensions des opérateurs positifs. Le résultat
précédent montre qu’un opérateur positif qui a pour domaine un sous-espace de Riesz s’étend en
un opérateur positif si et seulement s’il est dominé par une application sous-linéaire.

Une application f : E — F entre deux espaces ordonnés est dite monotone si

Ve,ye B, <y = f(x) < f(y) dans F.

Théoreme 3.2.3. Soient E et F deux espaces de Riesz avec F complet. si G est un sous-espace de
Rieszde E et T : G — F un opérateur positif. Alors les déclarations suivantes sont équivalentes.
1- T se prolonge en un opérateur positif de E sur F.
2- T se prolonge en un opérateur ordonné borné de E dans F.
3- 1l existe une application monotone sous linéaire P : E — F satisfaisant

T(z) <P(z) VreG.

preuve . 1) — 2) évident.
2) = 3) Soit S € Ly(E, F) satisfaisant S(x) < T(x) Vz e Gy
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alors Uapplication P : E — F définie par P(x) = S(x) est monotone sous-linéaire et satisfait :

T(z)

IN

T(xt)
= S(z™)
< [S)(aT)
= P(z) VxeG.

3) = 1) Soit P : E — F une application sous-linéaire satisfaisant
T(z) < P(x) Va € G. Alors la formule q(x) = P(x™) définit une application sous-linéaire de

E dans F telle que :
T ()

IN

T (zT)
< P(xt)
= q(z) VzreG.
Donc par le théoréme d’extension de Hahn-Banach, il existe une extension R € L(E,F) de T
satisfaisant R(x) < q(z) Vzx € E.

En particulier si x € ET alors on a la relation

—R(x)

I
R
|
=

IA
2
|
&

C’est qui implique R(x) > 0; donc R est un extension linéaire de T sur tout E.

Définition 3.2.2. Un sous-ensemble A d’un espace de Riesz est dit solide si |x| < yety € A

implique © € A.

Un sous-espace vectoriel de Riesz solide renvoie a un idéal.
De I’identité des treillis « V y = 1(x + y + |z — y|) il découle immédiatement que tout idéal est

un sous-espace de Riesz.

Théoreme 3.2.4. 2| Soit T : E — F un opérateur positif entre deux espaces de Riesz avec F
complet. Alors pour tout idéal A de E; la formule Ta(x) = sup{T (y) : y € A,0 <z < y} pour
x € A définit un opérateur positif de E sur F.
De plus nous avons :

I- 0<TA < T.

2- Ta =T sur A et Ty =0 sur A°
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3- Si B est un idéal contenant A, alors Ta < Tg.

preuve . Notons premi¢rement que Ta(x) = sup{T (z Ny) :y € AT} pour tout x € ET.
Selon le théoréme 2.3.2 il suffit de montre que Tx est additif sur ET.
A cet effet , soient x,y € E* si z € A¥,

Alors Uinégalité (x +y) Az < (x A 2) + (y A z) implique

T(x+y)ANz) < TaAz)+TyAz)
< Ta(z) + Taly).

Donc Ta(z +y) < Ta(x) + Ta(y).
Par ailleurs I'inégalité (x N u) + (y Av) < (v +y) A (u+ v) implique
Ta(z) + Taly) < Talz +y).
Par conséquent Ty est additif sur ET.

Les propriétés 2) et 3) sont des conséquences de la formule définissant I’opérateur T.
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TREILLIS DES OPERATEURS POSITIFS

SUR LES ESPACES DE HILBERT
-

4.1 Propriétés des opérateurs positifs sur des espaces Hilber-

tiens

Définition 4.1.1. (Opérateurs linéaires positifs)
Soit T un opérateur défini sur un espace de Hilbert (H, (,)) dans lui méme, on dit que T est

un opérateur positif, on note T > 0, siVx € H, ona :
(Tx,x) >0

Les espaces vectoriels de Hilbert étant des espaces vectoriels complets munis d’un produit
hermitien sont des treillis (complets) .
Sous les hypothéses du Lemme 2.2.1; £1(H) ’ensemble des opérateurs positifs sur un espace de
Hilbert H dans lui méme muni de la relation d’ordre définie par : Vf,g € LT(H) , f < g siet
seulement si f(z) < g(zr) Va € H estun treillis des opérateurs positifs sur I’espace de Hilbert

H.

Proposition 4.1.1. Toute combinaison linéaire finie a coefficients réels positifs des opérateurs

linéaires positifs définis sur un espace de Hilbert H dans lui méme est un opérateur positif.

preuve . Soient n un entier naturel non nul, T, T, ..., T,, des opérateurs positifs sur un espace de
Hilbert H et oy, aua, ...; vy, des réels positifs ; par linéarité du produit scalaire hermitien, on a :
(a1 + aTe + ... + Tz, x)=a1(Tix, x) + as(Tox, x) + ... + ap Tz, x) > 0.

Définition 4.1.2. Soit T un opérateur définie sur un espace de Hilbert H, T admet un adjoint

s’il existe un opérateur S sur H tel que Vr,y e H,ona :

(T(2),y) = (2, 8(y))
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.etonnote S = T*.
Si T* =T, alors I’opérateur 7 est dit autoadjoint.

Proposition 4.1.2. [6] Si T est un opérateur linéaire positif sur un espace de Hilbert dans lui

méme ; alors T est un opérateur auto adjoint.

preuve . Vo € Hon a (T z,x) est un réel positif; d’on T est auto adjoint.

Comparaison des opérateurs positifs.

Soient 7 et S deux opérateurs positifs définis sur un espace de Hilbert H dans lui méme ; on
ditque 7 > S'si 7 — S est un opérateur positif .
Enoutre Vo € H; (T — S)z,2)=(Tx,z) — (Sz,x) > 0.

Théoreme 4.1.1. Soit T un opérateur positif définie sur un espace de Hilbert H dans lui méme ,

alors les opérateurs TT* et T*T sont des opérateurs positifs.

preuve . Nous observons que Vx € H, an a :

(TT z,x) = (T*x,T*z)
= ||T*x|?
> 0.

(T*Tx,x) = (Tx, Tx)
= ||T=|]
> 0.

D’ou le résultat.

Théoreme 4.1.2. Soient n € N*, T un opérateur linéaire positif défini sur un espace de Hilbert

H dans lui méme, alors ’opérateur T est un opérateur positif.

preuve . Puisque T est un opérateur linéaire positif, alors il est auto adjoint et par conséquent
T™ est auto adjoint; donc Vx € H
Sin = 2m, c’est-a-dire n est pair avec m un entier naturel non nul , on a :
(Thzxy = (T™T ™z, z)

= (7", (T™) )

= (T™x, T™z)

= [Tz

> 0.
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Sinon n est impair, c’est-a-diren =2m+ 1, ona :

(Thxx) = (T™TT™x, )

= (T(T™z),(T™)*x)
(T(T™x), T™z)
(T, 0)
0;

v

o o =T
Proposition 4.1.3. Soit T un opérateur positif défini sur un espace de Hilbert H dans lui méme.
Alors tout polynome en T de degré n et a coefficients réels positifs est un opérateur positif.

preuve . La preuve découle immédiatement de la proposition 4.1.1 et du théoreme 4 .1.2.

Théoreme 4.1.3. [6] (théoréme de Cauchy Schwarz)
Soit T un opérateur linéaire positif défini sur un espace de Hilbert H dans lui méme,

alorsNx,y € Hona : {Tx,y)|> < (Tx,2){Ty;y)

preuve . Soientx,y c Het A\ € C,ona:
(T(z = Ay),z—Ay) > 0.

Or (T(x—My),xz — \y) = (T, 2) — MTz,y) — MTy,z) + Ty, y).
Comme T est auto adjoint, on a :

(T(x—\y), 2 — \y) = (Ta,x2) — MTx,y) — My, Tx) + \\(Ty,y).
C’est-a-dire

(T(x—My),x — \y)=(Tx,z) — MTz,y) — MTx,y) + \\ Ty, y).

En prenant|z\7': <;'>,2: zi <0; obt;:t : .

iy iy ey
Tx,x) — - + Ty,y)> 0.
T (Ty,y) {Ty.y) (<Ty,y>)2< )
Donc (Tx,x) — % > 0.

On obtient le résultat

(T2, ) < (T, 2)(Tyy).

Théoreme 4.1.4. [7] Soit T,, une suite croissante d’opérateurs linéaires auto adjoints définis sur
un espace de Hilbert H dans lui méme; si la norme ||T,|| est bornée pour tout n € N, il existe un

opérateur linéaire continu T tel que pour tout x € H, on a

lim 7,2z = Tux.

n—oo
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En d’autre termes , Vn € N, il existe un réel positif M tel que ||T,|| < M , alors

lim 7,z = Tux.

n—oo

Avec ||T|| < M.

preuve . Puisque la suite (T,) est croissante, alors Vx € H, Vn,m € N tels que m > n ’opéra-
teur

(T = To)z, ) 2 0

C’est-a-dire (Tp,x,x) — (Tox, x) > 0.

Or
[(Tow,2)| < |[Toll]]«]]
< 7allll=|[?
< Mzl

Donc la suite numérique (T,x,x) est croissante et bornée, donc convergente.

D’apres le théoreme de Cauchy-Schwarz on a :

(T = Toz, p)I* = (T = Ta)a, )
< AT = o)z, ©) (T = Ta)y, y)
= (T, x) = (Toz, 2)) (T = Tn)y, y))
< (1T = TallllylP) (T, 2) = (Tow, 7))
< 2M|Jy[]*(2e).

En particulier pour y = T,x — Tpx, on obtient :

(T — Toz, y)|? [Tz — Tozl|*
< 2M|| Tz — Toz||*(2¢).

Donc || Tx — Toz||? < 4Me.
D’ou la suite T, est de Cauchy dans [’espace de Hilbert H.

Donc elle converge vers un opérateur T .

lim 7,2 =Tz

n—o0

. On voit facilement que 1’opérateur T est linéaire et continu.
En effet :
| Tozll < (| Tallll2]]
< Mlz(l;
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en passant a la limite, il vient que :
lim |[Toz|| = [|Txl| < M]|z||
n—oo

Donc ||T|] < M.

Lemme 4.1.1. Soit T un opérateur positif défini sur un espace de Hilbert H dans lui méme et de

norme ||T|| < 1, alors 'opérateur S =T — T est un opérateur positif de norme ||S|| < 1.

preuve . En effet soitx € H,ona:

(Sz,x) = (Z-T)x,x)

= (z,z) — (Tx,x)
> l=]|* = [Tl |=]
= || = [ITl=?
= (L= [Tl
> 0.

Donc S est un opérateur positif.

De plus d’apres le théoreme de Cauchy-Schwarz, Vr,y € Hona :

(Sz, )P < (Sz,2)(Sy,y)
= ((z,2) = (T, 2))((z,2) = (Ty,y))
< ((2,2)((y,9)
= [llPllyl*.
En particulier pour y = Sz, ona :
[(Sz.y)F = [IS||*
< llPllS]*;

En simplifiant, il vient que
S| < [[x]].

Donc ||S|| < 1.

Lemme 4.1.2. [7] Soit T un opérateur positif défini sur un espace de Hilbert H dans lui méme
de norme ||T|| < 1, alors la suite récurrente (U,,) définie par :
Uy = 0; Uni1 :%(I—T—I—Z/{fl) :%(S—I—lez), Vn € N,

converge vers un opérateur linéaire continu U de norme ||{U|| < 1 ou encore Vo € H

lim U, x =Ux tel que |U|| < 1.

n—oo
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preuve . D’aprés le théoreme 4.1.4 , il suffit de montre que la suite (U,) est croissante et de
normes bornées ||U,|| < M pour tout n € N.

Compte tenu du lemme 4.2.1 , I’opérateur S = T — T est positif, de norme ||S|| < 1.

D’ouw, par récurrence on vérifie que ||U,|| < 1. pour tout n € N.

En autre termes, supposons que |[U,|| < 1, alors on a :

Uil = 3l1S + 22l
< (IS + 11z
< s(ISI+ 11Ul )
< 3(1+1%) =1

1l est a rappeler que d’apres la proposition 4.2.1, les éléments U,, sont positifs comme suite de
polynome d’opérateurs positifs en S a coefficients positifs. Ainsi on montre par récurrence que la
suite U, est croissante, c’est-a-dire que ’opérateur U,.1 — U,  est un opérateur positif pour
toutn € N.

En effet supposons que l’'ona U,1 —U, > 0, alors
1 2 1 2
Uniz = Unir = 5(S +Uy) = 5(S+U;)

= - U)
Comme la suite U,, est une suite de polynémes d’opérateurs positifs a coefficients positifs, alors
les termes de cette suite commutent entre eux.
C’est-a-dire UU, = UU, Vp,q € N.

Donc , on obtient :

Upo —Unir = (ug—&-l - UQ)

n

(un—H +un>(un+1 - un) Z 0.

N[= D=

L’opérateur Uy, o — U,,11 est positif comme produit de deux opérateurs positifs , car la somme
des opérateurs positifs %Mnﬂ et %L{n d’une part et la différence U, — U,, d’autre part sont des
opérateurs positifs .

Donc il existe un opérateur linéaire U tel que :

lim U,z =Ux; avec ||U|| <1

n—o0

Lemme 4.1.3. Soit T un opérateur positif défini sur un espace de Hilbert H dans lui méme de

norme ||T|| < 1, alors tout opérateur linéaire borné V commutant avec T, commute aussi avec
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la suite d’opérateurs
Uy = %(I —T+ U,QL), Uy = 0 et commute également avec I’opérateur U limite de la suite U,
Enoutre TV =VT = U,V = VU, et UV = VU avec

Uxr = lim U,z Ve e H

n—oo

preuve . Soit V un opérateur linéaire commutant avec T, alors il commute aussi avec S =T —T
, c’est-a-dire

TV =VT = SV =VS.

Par récurrence, on vérifie que V commute avec U,

En effet supposons que VU,, = U, V. On a

VUi = V(S +UP)
(VS +VU?)
(SV + VU, Uy,)
(SV + U, VUy,)
(8V+u2 )

(

1
2
1
2
1
2
1
2
1
2

= Z/{n+1v'

D’ou pour tout x € Hon a

VU(x) =V(lim Uy (x)) = lim VU, () = lim U,V (z) =UV(z).

n—oo n—oo n—oo

4.2 Opérateur racine carrée

Définition 4.2.1. Soit T un opérateur linéaire positif sur un espace de Hilbert H dans lui méme,
un opérateur positif R est dit racine carrée de I’opérateur T si on a la relation

T = R2 ou encore R = VT

Théoreme 4.2.1. [6] Soit T un opérateur linéaire positif sur un espace de Hilbert H dans lui
méme, alors I’opérateur positif T admet une racine carrée positif unique T = /R. de plus
l’opérateur R commute avec tout opérateur commutant avec l’opérateur T. En outre pour tout

opérateur linéaire S tel que TS = ST ona
RS = SR ou mieux encore VTS = SV'T
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preuve . Existence.
On peut suppose que la norme de ||T|| < 1.
1l est évident que I’opérateur T commute avec lui méme. Alors T commute avec les éléments de la
suite U, telle que
Upni1 = %(I— T+U,), U =0.

En prenant S = U,,; compte tenu du lemme 4.1.3 , ’opérateur U,, commute avec I’opérateur limite

U(z) = lim U, (z) Vo € H.

n—oo

C’est-a-dire  U,U = UU,, ou ||U,|| < 1er ||U|| < 1.
1l vient donc que

15 (2) = U (@)l] = [[(Un +U)(Un — U)) ()]
|14, + Ul [th (x) = U]
= 2|t (x) = U)()]]
< e

C’est-a-dire la suit U2 (x) converge vers U*(z).

D’ou pour tout x € Hon a

Donc

Ou encore T = (T — 2U + U*)(x).
L’opérateur R = T — U est un opérateur linéaire positif racine carrée de I’opérateur T .
Eneffet R* = (T -U)*=T.
D’ou Iexistence de I’opérateur positif racine carrée de T .
Unicité.
Soient R et Ry deux racines carrées de I’opérateur positif T.
Ils commutent avec T et entre eux.
Etant des opérateurs positifs ils admettent des racines S, Sy respectivement.

De plusVz,y € Hona

1S + S =
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poury = (Ry — Rz)(x), on aura

181 W)I1* + 11S2) (W)

Si(y) = Sa2(y) =0
Si(y) =S5(y) =0
Ri(y) = Ra(y) =0

Donc on obtient
alors

c’est-a-dire

ou encre (R1 — R2)(y) =0
Donc, Vx € H
[(R1 = Ra)(@)|P = ((Ra
= (R
= (R
= 0.
On obtient  ||(R1 — Ra)(x)|| =0

(R1 — Ra)(x) =0,
Ri=Rs

c’est -a-dire
ou encore

D’oui lunicité de I’opérateur racine carrée de T .

—Ra)(z), (R1 — Ra2)())
— R2)(R1 — Ra)(2), x)
—Ra)(y), x)

Théoreme 4.2.2. Soient T et S deux opérateurs positifs définis sur un espace de Hilbert H dans

lui méme, alors pour que ’opérateur produit T S

commutent.

soit un opérateur positif il faut et il suffit qu’ils

preuve . D’apres le théoreme précedent, I’opérateur /T commute avec I’opérateur S.

D’onvVxr e Hona

(TS(x), )

(VT)*S(x),x)

= (S(VT(2)), VT (x))
= (S().y)
> 0
Doun TS >N0.
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& INTERET DIDACTIQUE &

L’opportunité de rédiger ce mémoire nous a donné l’occasion de faire nos premiers pas d’au-
tonomie en termes investigation scientifiques et de déploiement des nos aptitudes a comprendre,
a produire un raisonnement logique et de maitriser les outils des nouvelles technologies de 1’in-
formation et de la communication indispensables pour les futures enseignants que nous sommes.
Dans cette partie, nous nous proposons de relever les contributions de ce travail de mémoire dans
notre formation en qualité d’enseignants du lycée d’enseignement général. Ainsi nous allons re-
lever ses apports sur le plan des savoirs théoriques et sur le plan pratique des enseignements des

mathématiques.

4.3 Apport sur le plan des savoirs théoriques

Pour mener a terme ce travail , il a fallu puiser des compétences dans plusieurs ressources
pour appréhender la notion de treillis. Ainsi cette notion de treillis des opérateurs positifs repose
plus généralement sur la structure ordonnée des ensembles et en particulier sur [’existence de
minimum et de maximum d’un ensemble ou d’un sous-ensemble ordonné. Nous avons notamment
I’ensemble des nombres réels qui est un treillis.

Ce travail nous permet également de donner aux éleves une motivation pour l’apprentissage
des mathématiques en leur présentant la théorie des ensembles ordonnés et l'utilisation des opé-

rateurs positifs dans le domaine des sciences physiques et des sciences économiques.

4.4 Apport sur le plan pratique des enseignements des mathé-
matiques

Sur le plan pratique des enseignements des mathématiques, ce travail nous permet de :

Mémoire de DIPES II, 2018-2019 44 ©Kcole Normale Supérieure de Yaoundé



4.4 Apport sur le plan pratique des enseignements des mathématiques

o étre mieux outillé pour I’enseignement des structures ordonnées des ensembles au lycée.
Nous avons notamment [’enseignement : des nombres entiers naturels et nombres entiers re-
latifs en sixieme ; les nombres décimaux en cinquieme ; les nombres rationnels en quatrieme ;

I’ensemble des nombres réels en troisieme et seconde qui sont des treillis.

e Pouvoir étre capable de saisir les documents de mathématiques de qualité en utilisant
les outils des technologies de l'information et de la communication tels que : de micro-
ordinateur, de vidéo projecteur, de logiciel L TyX (de son compilateur Miktex, des éditeurs
TeXnic Center, TeXmaker, TeXstudio et Winedit) ou d’internet. En effet [’emploie de ces outils
informatiques peut nous étre utile au lycée dans la mesure ou nous allons saisir des cours,
des fiches des travaux dirigés et des épreuves d’évaluation et présenter des cours au lycée

via de vidéo projecteur.

e Savoir rassembler des ressources , les organiser et pouvoir juger la pertinence et l’utilité
de ces ressources. Au lycée nous serons appelés a préparer des cours et nous utiliserons les
ressources tels que les livres au programmes, les anciens cours et des cours téléchargés;
il est important que nous soyons capable d’apprécier le document utilisé afin d’éviter le
copiage.

1. Ce mémoire a fortement contribuer au développement de nos compétences a savoir : réaliser
les supports de qualités telles que les épreuves de mathématiques ; Préparer et présenter une

lecon.
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& CONCLUSION 4«

Au terme de notre travail qui portait sur le treillis des opérateurs positifs, nous nous sommes
intéressés premierement a définir d’une maniére générale la notion de treillis, il ressort dont qu’un
treillis est tout ensemble non vide et ordonné dans le quel tout pair d’éléments y possede une borne
inférieure et une borne supérieure. Le deuxieme axe est centré sur le treillis des opérateurs positifs
sur les espaces de Riesz, dans cette partie nous avons mis en évidence des structures ordonnées
des opérateurs sur les espaces de Riesz, une construction de treillis des opérateurs positifs qui est
[’objet de notre recherche et des propriétés d’extension des opérateurs positifs sur les espaces de
Riesz et le troisieme axe est centré sur le treillis des opérateurs positifs sur les espaces Hilbertiens
ol nous avons construit des opérateurs positifs et des propriétés de ces derniers. Et nous avons
donné l’intérét didactique de ce travail de mémoire dans notre formation en qualité d’enseignant
du lycée d’enseignement général. En bref une contribution considérable sur le plan théorique et
sur le plan pratique des enseignements des mathématiques. Cependant, le treillis des opérateurs
positifs offre un grand intérét en analyse fonctionnelle dans ce sens qu’il facilite I’optimisation
des opérateurs positifs. Conscient que I’ceuvre humaine est imparfaite, nous comptons améliorer

ce travail dans les prochaines temps par les remarques et suggestions qui seront apportées.
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