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% Résumé x

La procédure de la valeur de Shapley est basée sur deux hypotheses principales : un agent qui
rejoint une coalition obtient la totalité de sa contribution marginale et tous les joueurs ont une
équiprobabilité d’obtenir une admission a n’importe quelle étape de la formation de la grande
coalition. Avec les valeurs probabilistes, Weber suppose que les entrées des joueurs ne se font
pas nécessairement avec équiprobabilité et conserve tout le reste de la procédure de Shapley qui
présente un défaut de solidarité. La valeur de solidarité de Nowak et Radzik se démarque de
la valeur de Shapley uniquement sur le fait que la contribution marginale de I’entrant est par-
tagée €égalitairement entre lui et tous ses prédécesseurs. Cette approche probabiliste de Weber
est appliquée dans le cadre de solidarité de Nowak et Radzik par Diffo Lambo et Nlend Oum
qui définissent ainsi les valeurs de solidarité probabilistes. Dans ce travail, nous présentons de
maniere détaillée les valeurs de solidarité probabilistes. Nous illustrons et interprétons certains
résultats obtenus par Diffo Lambo et Nlend Oum. Nous réécrivons de maniere originale, et met-

tons en lumiere des étapes de certaines preuves des résultats de ces différentes valeurs.

Mots clés : valeur de Shapley ; valeurs probabilistes ; valeur de solidarité ; valeurs de soli-

darité probabilistes.
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% Abstract

The Shapley value is based on two main assumptions : each player who joins in a formed
coalition keeps for himself all this marginal contribution and all the players still waiting aside
may join a coalition randomly with equal opportunities. probabilistic values (Weber, 1988) only
differ from the Shapley value in that two different players may not have the same opportu-
nities to join a coalition, since all the players individually assess their positions in the game.
Nowak et Radzik define the solidarity value to express some solidarity among the players. So
the solidarity value departs from the Shapley value just in the fact that each player in a formed
coalition receives the average marginal contribution of all the players. Probabilistic solidarity
values(Diffo Lambo and Nlend Oum, 2019) combine the probabilistic approach of Weber and
the solidarity setting put in place by Nowak and Radzik. In this work we present in details the
probabilistic solidarity values. So we illustrate and interprete some of the results obtained in
probabilistic solidarity values. Also, we highlight some immportant steps in the proofs of exis-
ting results, be it in the Shapley value, probabilistic values, the solidarity value or probabilistic

solidarity values.

Keys words : the Shapley value ; probabilistic values ; solidarity values ; probabilistic soli-

darity values.
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% Introduction

Dans les jeux coopératifs, des agents oeuvrent pour un intérét commun ; ils ont la possibilité
de s’engager de fagon contractuelle sur les stratégies a adopter au cours du jeu et au cours duquel
les coalitions peuvent se former. C’est le cas des jeux sous forme caractéristique avec compen-
sation(JFCC). Nous supposons que tous les joueurs finissent par s’unir dans la grande coalition
notée N . Il se pose alors le probleme de la répartition entre les joueurs du fruit de cette coopé-
ration. A titre d’exemples, nous pouvons citer la répartition des colits entre partenaires dans un
projet humanitaire, ou la distribution des revenus entre une entreprise et ses employés, etc...
Sur cette question de répartition du fruit de la coopération, il existe plusieurs concepts de solu-
tion. Chaque concept de solution repose sur certains criteres tels que : le critere de rationalité
individuelle, celui de I’efficacité collective et celui de 1’équité. Certains concepts de solution
concluent sur une multiplicité d’accords possibles, c’est le cas des ensembles stables et le coeur
(Gillies, 1959). D’ autres optent pour un accord unique, c’est le cas de la valeur de Shapley (Sha-
pley, 1988). La procédure de la valeur de Shapley est basée sur deux hypotheses principales :
Un agent qui rejoint une coalition obtient la totalité de sa contribution marginale et tous les
joueurs ont la méme chance de rejoindre une coalition donnée .

Mais chaque agent de maniere subjective, pour des raisons personnelles évalue individuellement
sa position dans le projet et peut avoir une préférence pour rejoindre telle ou telle coalition.
Ainsi, Weber(Weber, 1988) suppose que deux joueurs différents peuvent ne pas avoir la méme
chance d’intervenir a une étape donnée de la formation de la grande coalition N, et définit les
valeurs probabilistes.

L’hypothese de Shapley sur le fait que lorsqu’un joueur rejoint une coalition il recoit la totalité
de sa contribution marginale est jugée égoiste ou individualiste par Nowak et Radzik (Nowak et
Radzik, 1994) donc un manque de solidarité entre les joueurs. ces derniers créent un cadre de
solidarité ou les nécessiteux et les maillons faibles seraient assistés. Ils mettent alors sur pied

la valeur de solidarité. Nowak et Radzik supposent que tous les joueurs ont une équiprobabi-
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lité¢ d’obtenir une admission a n’importe quelle étape de la formation de la grande coalition
N comme Shapley, mais au niveau du partage de la contribution marginale du nouvel entrant,
ils supposent que lorsqu’un joueur réjoint une coalition, sa contribution marginale est partagée
égalitairement entre lui et tous ses prédécesseurs.

L’approche probabiliste de Weber est appliquée dans le cadre de solidarité de Nowak et Radzik
par Diffo Lambo et Nlend Oum (Diffo Lambo et Nlend Oum, 2018) qui définissent ainsi les
valeurs de solidarité probabilistes.

Notre travail consiste avant tout a comprendre, illustrer et interpréter la valeur probabiliste de
solidarité.

De ce fait, nous présentons des rappels sur les jeux sous formes caractéristiques afin d’aboutir
au concept de solution d’un JFCC. La compréhension de la notion de valeurs probabilistes de
Weber, nous simplifie la compréhension des valeurs de solidarité probabilistes. Nous illustrons
et interprétons certains résultats obtenus par Diffo Lambo et Nlend Oum, Les propriétés ren-
contrées sont démontrées de maniere intuitive pour une meilleure appropriation de la notion et
nous allons voir comment Diffo Lambo et Nlend Oum ont caractérisé la valeur de solidarité de
Nowak et Radzik comme une classe des valeurs de solidarité probabilistes,.

L’ensemble du travail est organisé en 4 chapitres ainsi qu’il suit : dans le chapitre un, nous
rappelons quelques notions indispensables sur les jeux sous forme caractéristique avec com-
pensation, nous présentons des exemples qui seront étudiés et nous revenons sur les solutions
ensemblistes. Le chapitre deux est consacré d’une part a la valeur de Shapley et d’autre part a
une généralisation de cette valeur qui est les valeurs probabilistes. Au chapitre 3, nous introdui-
sons la valeur de solidarité et une généralisation de cette valeur qui est les valeurs de solidarité
probabilistes de Diffo Lambo et Nlend Oum. le principal théoréeme est d’axiomatiser les valeurs
de solidarité probabilistes symétries . Le chapitre 4 présente les implications pédagogiques de

notre expérience.
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DES GENERALITES SUR LES JEUX

SOUS FORME CARACTERISTIQUE

AVEC COMPENSATION
-

1.1. Exemples illustratifs de situations concretes de jeux sous

forme caractéristique avec compensation

Notre travail porte sur les jeux sous forme caractéristiques avec compensation, un domaine
qui fait partir du vaste domaine des jeux coopératifs. Nous en présentons ci-dessous quelques
illustrations.
illustration 1 : Trois commercants nommés 1, 2 et 3 vendent du poisson dans un marché et ont
la possibilité de coopérer pour cette vente. Le bénéfice journalier en milliers de F CFA est tel
que :

- Individuellement 1, 2 et 3 gagnent chacun 10, 15, et 4 respectivement.

- Lorsqu’ils se regroupent en paires, {1, 2}, {1, 3} ou {2, 3}, ces coalitions gagnent respectivement
30, 14, et 16.

- Et lorsqu’ils forment la grande coalition, ils réalisent un bénéfice de 50.

Illustration 2

Trois entreprises A, B et C produisent et commercialisent respectivement des casiers, des
bouteilles et de la biere, et peuvent coopérer. Les bénéfices de la coopération sont donnés en
millions de F CFA. L’état de cette coopération est donné par :

- Individuellement A, B et C obtiennent 3 , 5 et 6 respectivement.

- Lorsqu’ils se regroupent en paires, {A, B}, {A, C} ou {B, C}, ces coalitions obtiennent respecti-
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vement 6, 9, et 15.

- Lorsqu’ils forment la grande coalition, ils obtiennent un bénéfice de 30.

Dans toute la suite, nous écrivons "JFCC" pour " Jeu sous Forme Caractéristique avec
Compensation". Pour tout n € N, N = {1,2,...,n} désigne I’ensemble de tous les joueurs;
P(N) ={S : § C N}estl’ensemble de toutes les parties de N et I" désigne 1’ensemble de tous

les JECC sur N. Nous écrivons i en lieu et place de {i}.

1.2. Formalisme d’un JFCC

La définition[I.2.T] ci-dessous présente le formalisme d’un JFCC

Définition 1.2.1

Un JFCC est tout couple (I, v) ou N est I’ensemble des joueurs et v est une application définie

par:

v:P(N) — R

S — vs)

telle que v(0) = 0.

L’ application v est appelée fonction caractéristique du jeu, toute partie non vide de N est appelée
coalition et nous désignons par 2" I’ensemble de toutes les coalitions de N. Désormais, nous
écrivons "v" au lieu de "(N, v)".

Par I’exemple[I.2.1] nous présentons le formalisme du jeu de I’illustration 1.

B0 1.2.1. Considérons le JFCC de I'illustration 1, on a N = {1,2,3} et I’état de la

coopération v entre les joueurs est donné par :

S| {1} | {2} | {3} | {12} | {13} | {23} | {1.2,3}
v(S)| 10 | 15 | 4 30 14 16 50

On est en droit de se demander quelle est la problématique dans un JFCC.
De maniere générale, un JFCC souleve deux problemes : Comment les joueurs doivent - ils se

regrouper ? Et comment se partager le fruit de la coopération ?
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Notons que ces deux questions sont liées en ce sens que, ce qu’on obtient dépend de la
coalition formée et la formation de la coalition dépend de ce qu’on va y obtenir. Il en ressort
qu’on ne saurait répondre a I'une de ces questions sans s’intéresser a 1’autre. Par soucis de
simplification, une solution a un JFCC suppose soit résolu la question comment les joueurs
doivent-ils se regrouper et résout celle du partage du fruit de la coopération ou suppose résolu
la question du partage du fruit de la coopération et résout celle du regroupement des joueurs.

Nous nous intéressons aux concepts de solution d’'un JFCC qui supposent que tous les
joueurs se regroupent dans la grande coalition N et le probleme a résoudre est celui du par-
tage du fruit de la coopération.

Soit v € I' un JFCC sur N. Un partage possible pour v est un n—uplet de nombres réels
x = (x1, x, ..., X,) dont la somme des composantes est égale a v(N) et o pour touti € N, x;
désigne la part du joueur i dans v. De plus, I’ensemble R(v) de tous les partages possibles est
donné par R(v) = {x = (x1,x2,..., x,) € R"/ X", x; = v(N)}. Notons que pour un JFCC, une
solution peut proposer, soit plusieurs €léments de R(v) : on parle de solution ensembliste, soit

un unique élémént de R(v) : on parle de solution ponctuelle ou valeur.

1.2.1. On admet que les gains considérés sont des utilités et sont infiniment divi-

sibles.

Comme exemple de solution ensembliste nous avons le Coeur classique (Gillies, 1959)

1.3. Le coeur classique

Soient v € I" et x € R(v), pour toute coalition S € N, on note x(S) = }},.s X;. On a besoin de
la définition suivante.
Dominance classique : Soient v € T, (x,y) € R(v) x R(v) et § € 2V
VieS, x>y

x(S) <v(S)
e x domine y s’il existe une coalition 7 telle que x domine y via T

e x domine y via S lorsque

Autrement dit, x domine y via S signifie que les joueurs de S préferent le partage x au partage

y et qu’il est 1égitime pour les membres de S de réclamer leur part dans x.
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Définition 1.3.1

Soit v € I', le coeur de v est I’ensemble des partages non dominés de v.

Nous notons le coeur de v par C(v). On a la caractérisation du coeur suivante.

VTN 1.3.1. (Gillies, 1959). Soientv € T et x € R", x € C(v) © x € R(v) et VS € 2V,
x(S) =>v(S).

Il en ressort que le coeur est I’ensemble des partages individuellement et collectivement
rationnels.

L’exemple suivant illustre la détermination du coeur dans un JFCC.

D0 1.3.1. Soient N = {1,2,3} etv el tel que:

S {1} ] {2} | {3} | {L2} | {13} | {23} | {1.2,3}
v(S)| 10 | 15 | 4 30 14 16 50

Soit x = (x1, X2, x3) € R>. Par le théoréme ,ona:
xeCW) @ xeRWw)etVS €2V, x(S) > v(S), c’est-a-dire

x1 = v(1),x > v(2),x;3 > v(3)
X1+ X+ x3 = v(V)

x1+ x> v({1,2), x1 +x3 = v({1,3}), x2 + x3 > v({2,3})

ou

x1>10,x, > 15,x3 > 4

X1+ X+ x3 =50

50 = x3 > 30,50 — x, > 14,50 — x; > 16
ou encore

x1>210,x, > 15,x3 >4
X +x+x3=3

10 < x5 < 34,15 < x, < 36,4 < x; <20

On remarque qu’il y a un ensemble de couple (x;, x,, x3) vérifiant la condition :

10 < x3 < 34,15 < x, < 36et4 < x; < 20, par exemple les couples {(20, 15, 15), (4,36, 10), (18,32, 10)}.
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Il en résulte que le coeur peut proposer plusieurs, voire une infinité de partages possibles.
Dans ce cas, quel partage retenir ? De plus, notons que le coeur peut étre vide. En ce moment,
comment partager le fruit de la coopération entre les joueurs ? La section suivante présente le
concept de valeur pour lequel les deux problemes de choix de partage et de 1’absence de partage

ne se posent pas.

1.4. La notion de valeur

La définition[I.4.1] présente le concept de valeur.

Définition 1.4.1 \

Une valeur est une application f définie par :

f:I' — R"

v o= f) = (hO), - fuV)

telle que v(0) = 0.

Pour tout i € N f;(v) représente la valeur ou la part individuelle du joueur i pour avoir participé

au jeu v.

B0 1.4.1. Pour N = {1, 2,3} considérons les applications f et g définies par :

f:r — R
v — f=(,1,1)
g:I' — R
W f(W):(W(N) w(N) W(N))

27 47 4

Chacune des applications f et g est une valeur définie sur I’ensemble des JFCC a 3 joueurs.
En appliquant ces deux valeurs au jeu de I’exemple [[.2.1] de I’illustration 1 , on a : fi(v) =
L) = f3v) = 1et g (v) =25, g2(v) = g3(v) = 12.5. Autrement dit, la valeur du joueur 1 dans
le jeu de I’illustration 1 est 1 et 25 par f et g respectivement et la valeur du joueur 2 et 3 est 1 et

12.5 par f et g respectivement.
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II ressort de la définition [I.4.1] qu’il existe une infinité¢ de valeur. Il semble naturel de se
demander comment choisir une valeur parmi toutes les autres.
Le chapitre suivant présente la valeur de Shapley (Shapley, 1953) ainsi que les valeurs probabi-

listes (Weber, 1988) qui sont une généralisation de la valeur de Shapley.
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LA VALEUR DE SHAPLEY ET LES

VALEURS PROBABILISTES
)

Notons que la théorie de la valeur est introduite avec la valeur de Shapley.

2.1. La valeur de Shapley (Shapley, 1953)

La procédure de la valeur de Shapley est la suivante :
e Tous les joueurs sont regroupés dans la grande coalition N.
e N se forme par entrée successive des joueurs.
e [’entrée d’un joueur est faite de maniere aléatoire et équiprobable.
e Lorsque le joueur i rejoint une coalition S, il recoit sa contribution marginale qui est donnée
par v(S U {i}) — v(S).
La procédure de Shapley est aléatoire. Par conséquent, la part d’un joueur i est une variable
aléatoire. Et la valeur de Shapley d’un joueur i est I’espérance mathématique de toutes ses
contributions marginales. Puisque la coalition N se forme de maniere aléatoire , le nombre de
formations possibles est n ! car (|N| = n). De plus,¥Vi € N; VS C N\{i}, le nombre de formations
de la coalition N ou i regoit la contribution marginale v(S U i) — v(S) est donné par s!(n—s—1)!

ou |S| = s. Dans la suite, la valeur de Shapley est notée S hap.

Définition 2.1.1 (Shapley, 1953 )

Pour tout v € T, pour tout i € N la valeur de Shapley du joueur i dans v est donnée par

Shap(v) = Ygeny S [0S U i) — w(S)].

n!

2.1.1. Considérons I’exemple|1.2.1{, on a N = {1, 2,3} et v est donnée par :
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S {1} {2} | {3} | {L2} | {13} | {23} | {1.2,3}
viS) | 10 | 15 | 4 30 14 16 50

Le tableau ci-dessous présente les contributions marginales de chacun des joueurs, chaque

fois que la coalition N se forme.

permutation | 1 2 3
123 10 | 20 |20
132 10 | 36 | 4
213 15 | 15 |20
231 34 |15 | 1
312 10 | 36 | 4
321 34 | 12 | 4
Total 103 | 134 | 57

Shapy | | |2

Donc les valeurs de Shapley des joueurs 1, 2 et 3 dans v sont respectivement données par %,

13457
6’ 6°

Nous avons besoin des définitions suivantes.

Définition 2.1.2 \

SoientveTlet(i,j)e NXN.

1- Deux joueurs i et j sont interchangeables ou symétriques lorsque VS € N\ {i, j}, v(S U{i}) =
V(S U /D).

2- Un joueur i est dummy lorsque VS C N \ {i}, v(S U {i}) — v(S) = v({i}).

3-un joueur i est nul lorsque VS C N \ {i}, v(S U {i}) —v(S) = 0.

Ayant défini une valeur (un mode de partage), on peut se poser la question quelle valeur choisir
parmi toutes les autres ? Pour répondre a cette question, Shapley introduit des propriétés sou-
haitables que doit vérifier une valeur. Il s’agit des axiomes suivants :

o efficience

une valeur f est efficiente lorsque Vv € I, 3.y fi(v) = v(N).

0
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C’est-a-dire la totalité des biens disponibles est partagée entre tous les joueurs.

e Joueur figurant

Une valeur f vérifie I’axiome du joueur figurant lorsque Vv € I' ,Vi € N, si i est figurant dans v,
alors f;(v) = v({i}).

Autrement dit, tout joueur figurant dans un jeu v regoit sa contribution individuelle v(i). De plus,
pour v({i}) = 0, on parle de joueur nul.

e L’additivité

Une valeur f est additive lorsque Vv e I' ,Yw eI, Vi e N, fi(v + w) = fi(v) + fi(w).

Par I’additivité, la part d’un joueur dans une somme de jeu est égale a la somme de ses parts
dans ces différents jeux.

e La symétrie

Une valeur f est symétrique lorsque Vv € I', Vi € N ,Vj € N, sii et j sont symétries, alors
fiv) = fi(v).

C’est-a-dire dans un JFCC, des joueurs symétriques ont la méme part.

AN

Définissons le jeu " a ’'unanimité " utile pour la suite.

Soient N un ensemble de joueurs et T € 2", un jeu a I’'unanimité v; est défini par :

N 1 siTCS
VS €2V, vr(S) =

0 sisinon

1-T" est un espace vectorielle réel

2-L’ensemble {v; € I'; T € 2V} est une base de I'.

Preuve.

Montrons que I a une structure d’espace vectoriel avec I' = {v : 2V — R, v(0) = 0}.

Soit 0, le jeu nul, 0,(0) = 0d’ou 0, € I'. Soient (1, @) e RxRet(u,v) e [ XTI, (au + Av)(0) =
au(@) + (@) = 0. D’ou, au + Av € I'. Ainsi, I" est un espace vectoriel réel de dimension 2" — 1
avec n=|N]|.

Montrons que {v; € I'; T € 2V} est une base de I'. La famille (v;)7<» est de dimension 2" — 1
et comme " est de dimension 2" — 1, Il suffit de montrer qu’elle est libre pour conclure que c’est

une base de I.

11|
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Montrons que (v7)rev est libre Soit (8,),eov € R tels que 3 v Bsvs = 0 (1). Montrons que
YT € 2V, By = 0. Raisonnons par induction sur |T|, avec T € 2V,

e Si |[T| = 1 alors T est un singleton. Posons T = {i}, on a }, ,vBv(T) = B; (car seul {i}
contient {i} dans 2" ) et d’apres (1), on a donc); v Bsvs(T) = B; = 0. Donc la proposition est
vraie au rang 1.

e Soit k < 2"—1 ; supposons que pour tout s € 2Vtel que |S| < kona g, = 0. Soit s € 2V, tel que
81 =k+1.0na By Bavs(8) = o Bevs O v B = Boon sy Bivs(8) + o = 0.
(2) Or pour tout s C s, s # §’, on a |s| < |s’| et donc |s| < k. Ainsi par hypothese, on a 5, = 0,
Vs C s et s £ s I'égalité (2) entraine que 0 + By = 0, ce qui implique que Sy = 0. D’ou la
propriété est vrai au rang k + 1. Ainsi VT € 2V, B = 0 et la famille (v,),cov est libre, et est donc
une base de I’ &

On peut maintenant énoncer le résultat suivant.

2.1.1. (Shapley, 1953 ) Une valeur ¢ sur I satisfait les axiomes d’efficience, de

symétrie, d’additivité et du joueur nul, si et seulement si, ¢ = shap.

Preuve. Supposons que ¢ = S hap.
Montrons que la valeur de Shapley satisfait I’axiome d’efficience .

Soientie Netvel' ona:

S HE = D s v - i)

Z S hap;(v)

ieN iEN sCN/igs
m—s—1 m—s—1)!

= S T e Y BT D)
ieN sCN/igs ' SCN/ig¢s n:

_ Z Z s'(n—s—l)'[v(s+l) Z Z s(n—s—l)'v(s)]
ieN sCN/igs iEN sCN/i¢s

= Zz(t_s)'(t_l)' ZZ(S)'(n_S_ )’v(s) avec |T| =t
TCN ieT SCN i¢s

-t -1 n—s-1)!

_ Z(n t)(t )! W(T) - Z %(m—s)v(s)

TN s€2N—{N}
t!(n—1! sl(n—s)!

= 2w D ) T
Te2N se2N—(N}
nl(n —n)!

= —V(N) = v(N)
n!

D’ou la valeur de Shapley vérifie I’axiome d’efficience.

Montrons que la valeur de Shapley satisfait I’axiome d’additivité.

12|
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Soient (u,v) eI'xT'etie N

Shapi(v+u) = zzfﬁﬁggilﬁuv+mu+o-mv+m@n
SCN/i¢s ’
S YAt LR SR G et P SR
n! n!
SCN/ig¢s SCN/i¢s
= Shap;v)+ Shap;(u)

D’ou la valeur de Shapley vérifie I’axiome d’additivité.
Montrons que la valeur de Shapley satisfait ’axiome de symétrie.
Soientv el , (i,j)eIxTetS €2V telsquei ¢ S et j ¢ S aveci # j, et v(S U{i}) = (v(S U{j}),

montrons que Sh; = Sh;

SIN| = IS| = 1)!
shoy =Y, SHEEEE D s u iy - ws))
SCN\{i} ’
SN =S| = D)!
Ly BB
ScN\{i,j} .
S+ DINI=(S|+1)-1)!
vy, BRI D DS Ui - S U )
SCN\{i, j} ’
SN = IS| = 1)!
- Y BRI ) - ws))
ScN\{i,j} '
S1+ DIIN| = (S| + 1) — 1!
oy STy s oy
ScN\{i,j} :
= sh;(v).

Montrons que la valeur de Shapley vérifie I’axiome du joueur nul.

Soient v e I'eti € N un joueur nul dans v c’est - a - dire VS C N, v(§S +i) —v(S) =0,0n a

Shi(v)

v(i§ +10)—v(S)

Z ISTIANT = IS| = D!

|
ScN\{i} |N|

0

De ce qui précede, la valeur de Shapley vérifie I’axiome de symétrie, efficience, joueur nul et
d’additivité.

Réciproquement, supposons qu’il existe une autre valeur ¢ qui vérifie ces quatre axiomes et
montrons que ¢ = Shap. Soit le jeu yur, avec v € R, montrons que le joueur i € N\ T estun
joueur nul dans le jeu yvy. C’est-a-dire ;(yvy) = 0. En effet, soiti € N \ T, pour tout § € 2V
on a deux cas :

eSiT C SalorsT CS +ietdans cecas, yvr(S +1i) —yvr(§) =0

3
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oeSiT ¢S alorsT ¢S +icari¢ T etdanscecas yvy(S +i) =yvy(S)=0
Dans tous les cas, tout joueur i € N \ T est figurant dans yv7(S) et a une valeur individuelle
nulle, et comme ¢ vérifie I’axiome du joueur nul, on a ¢;(yvr) = 0.

On a Y,cr ¢i(yvr) = 2ien 9i(yvr) — Xienr 0i(yvr), comme ¢ est nul pour tout i € N\ T,
on a Y.y i(yvr) = 0. Ainsi Y, cr @i(yvr) = Xy wi(yvr) et comme ¢ satisfait I’axiome
d’efficience, ) ;.y @i(yvr) = yvr(N) d’ou 3, ¢i(yvr) = y. D’apres ’axiome de symétrie

ei(yvr) = ¢;(yvr) donc ). ¢i(yvr) = 7, ce qui implique que ¢;(yvy) = % pour touti € T

et pour touti € N\ T i est un joueur nul dans yvz. On obtient ainsi

(o) % siieT
wi\yvr) =
0 siieN\T

Comme v et |T| sont des réels bien connus, il en résulte que ¢ est définie de maniere unique.
Soit v € T, Comme la famille (vr)reon, avec T # 0 est une base de I', le jeu v s’écrit de fagcon
unique sous la forme v = 3. v ar(v)vr ou les ar(v) sont des réels connus.

on a: ¢;(v) = @i(Xrovar(v)vr) et d’apres I'axiome d’additivité, ¢i(X, v ar(V)vy) =
2ren Pilar(v)vy) ; or d’apres ce qui précede, on a

ar(v) :
. St eT

pilar(V)yvr) =
0 siiteN\T

D’ou
@) GijeT

giy= > 4

= 0 siieN\T

Ainsi, Vi € N, Vv € T, ¢;(v) est définie par a7(v) et |T| qui sont tous des réels connus donc ¢ est
définie de maniere unique. De plus ¢ verifie I’axiome d’efficience, d’additivité, de symétrie, et
du joueur nul de méme que la valeur de Shapley d’ou ¢ = Shap B

Rappelons que Shapley suppose que tous les joueurs ont la méme chance d’intervenir a
n’importe quelle étape dans la formation de la grande coalition N. Weber reconduit la procédure
de Shapley en se démarquant de Shapley sur un seul point. En effet, Weber suppose que deux
joueurs différents peuvent ne pas avoir la méme chance d’intervenir a une étape donnée de la

formation de la grande coalition et définit les valeurs probabilistes (Weber, 1988).
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2.2. Valeurs Probabilistes

Weber releve que dans un JFCC, chaque joueur peut avoir besoin d’évaluer individuellement
ses différentes perspectives. Dans ce cas, chaque joueur peut faire une telle évaluation a partir
d’informations privées ou personnelles, qui ne dépendent pas du jeu. Ainsi, Weber modélise un
environnement ol chaque joueur définit de maniere subjective une distribution de probabilité

sur toutes les coalitions auxquelles il n’appartient pas.

Définition 2.2.1 \

Soiti € N : une distribution de probabilité de i est une application p’ : N\i — [0;1], T piT,

ZTQN\I‘ PiT =L

Pour toute la suite, nous désignons par P = UP' avec P' = {p = (pi)remisi € N,ph >

0, p. = 1} 'ensemble de toutes les distributions de probabilités possibles de tous les joueurs.

D0 2.2.1. Pour N = {1, 2, 3} considérons les distributions de probabilités suivantes :
oCas du joueur 1. py = 3, ppy, = 0, pisy = 3, Pl = 0.
e Cas du joueur 2. pg = 3, pf, = 0, Py, = 3, Pf15 = 0.

e Cas du joueur 3 p) = i, p

La définition suivante présente les valeurs probabilistes.

Définition 2.2.2 (Weber, 1988 )

Une valeur ¢ sur I' est une valeur probabiliste lorsqu’il existe p € P,Vv € I, ¢:(v) =

Sremi Pr(T U i) = w(T)).

2.2.2. En utilisant les distributions de probabilités de I’exemple [2.2.1}

Considérons le JFCC de I'illustration 1, on a N = {1, 2, 3} et I’état de la coopération v entre

les joueurs est donné par :

S| {1} | {2} | {3} | (L2} | {1.3} | {23} | {1.2,3}
v(S)| 10 | 15 | 4 30 14 16 50
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Lorsque 1’évaluation n’est pas collective comme dans Shapley, mais décrite par p, les espé-

rances de gains des joueurs 1, 2 et 3 sont données par :

¢1(v)

$2(v)

$3(v)

> PH(T U 1) - w(T))

TCN\1

Pov(D) = v@)] + ply[vi1,2} = vi2}] + ply [Vi1,3) = vi3}] + plyy [v11,2.3} = v{2.3}]
113

?.

D Pr(T U2) = w(D)
TCN\2
Polvi2} = v{0}] + piy[v{1, 2} — v{1}] + piy (2.3} = vi3}] + pjy 5y [v{1, 2,3} = v{1,3}]
ﬁ
s

D PO U3) = w(D)

TCN\3

Palvi3) = viO} + py V{1, 3} = v1}] + py (2. 3} = (2] + p} 5 [v{1,2,3} - v{1,2}]
53

g.

Dans la littérature, I’axiome de linéarité est I’une des propriétés souhaitables pour une va-

leur. Nous le présentons ci-dessous.

o Axiome de linéarité.

Une valeur f est linéaire lorsque V(u,v) € I'XI, Ve > 0, f(u+v) = f(u)+ f(v) et f(cv) = cf(v).

Pour caractériser les valeurs probabilistes, Weber étudie I’impact des axiomes de linéarité, et du

joueur figurant pour une valeur.

Pour toute la suite, nous utilisons les bases :

o {ur;0 #T C N}deT oupourtout S C N,

1 siT=S
ur(S) =
0

si sinon

e {(vi;0 # T C N}deI ou pour toutS C N,

1 siTcCcsS
vr(§S) =
0 si sinon
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2.2.1. Impact des axiomes de linéarité et du joueur dummy

pour une valeur

Proposition 2.2.1 (Weber, 1988 )

Si une valeur ¢ sur I est linéaire, alors il existe une famille de constante (a7 )rcy telle que pour

tout v € I', pour tout i € N, ¢;(v) = X7y arv(T).

Preuve. Soient v € I' et i € N ; cherchons (ar)rcy tel que ¢;(v) = Y pcy arv(T).

Comme ¢ est une valeur sur I' et I’ensemble {u; : @ # T = N} forme une base de I’espace
des jeux, nous avons : Pour v € T il existe a7 des réels tels que v = .,y @rur. Donc
VS CN, v(S) = Ypsereny @rur(S) = ag,carurp(S) =1si§ =T, 0 sinon.

Nous avons ainsi le résultat suivant VT C N, v(T) = ar .
D’ouv = 3 g.rcy V(Tur et ¢ étant linéaire, on a ¢;(v) = 3 4.7y V(T)P(ur). 11 suffit de prendre
d(ur) = arpour T # 0. Pour T = 0, on sait que ¢;(v) = X .7cn V(Tar ou ¢;(v) = X p.rcny V(Tar+
apv(0) ( car v(0) = 0) ou encore ¢;(v) = Y7y V(T)ar avec ag € R on définit ay arbitrairement.

Proposition 2.2.2 (Weber, 1988 )

Soit ¢ une valeur sur I', définie par Vi € N, Vv € I' ¢;(v) = 3.y arv(T). Si ¢ satisfait I’axiome
du joueur figurant alors, pour tout i € N, il existe une famille de réels (Pr)rcyy; vérifiant

ZTgN\i Pr=1V%vel, ¢:(v) = ZTgN\,' PrW(T Vi) —w(T)],

Preuve.

e Montrons que pour tout 7 C N \ i, le joueur i est dummy dans v7. Il suffit de montrer que
VS C N\i,vr(S Ui —vy(S) =0.Soienti € NetT C N \i par définition du jeu unanime vy on a
vr(i) = 0. Remarquons que VS C N, il existe deux cas possibles T € S ou7T CS.PourT £ §,
onalT € SUicari ¢ T onobtient vy(S Ui) =0etvy(S)=0.PourT CS,onaT C§ Uipar
définition de v on obtient v7(S U i) = 1 et vy(S) = 1. Comme ¢ satisfait I’axiome du joueur

dummy, ¢;(v7) = 0, On obtient le résultat suivant : Vi € N, VT C N \ i,

éi(vr) =0 (2.1)
i
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e Montrons que pour toute coalition T C N \ i, ary; + ar = 0 Nous procédons par récurrence
forte sur le cardinal de T. Pour |T| = n — 1, montrons que ay\; + ay = 0. Pour tout v € T,
¢i(v) = Ypcy arv(T), en particulier, pour le jeu unanime vy, on a :

di(vyi) = ZGTVN\i(T)

TCN

= Z aTVN\i(T)

TCN,N\icT

= ayy, + Z arvmi(T)

TCN,N\icT
= ayy+ay.
D’apres (2.1), ¢i(vyi) = 0, d’ot ayy;+ay = Oil enrésulte que VT C N\i, telle que |T'| = n—1

aryi+ar =0
Soitk € N,2 < k < n— 2, supposons que YT C N \ i, |T| > k ary; + ar = 0 et montrons que
VS CN\L,|S|=k-1,ary +ar =0.Soit S € N \itel que|S| =k — 1, considérons le jeu
unanime vg. On a :

¢ilvs) = ZaTVS(T)

TCcN

= Z arvs(T) + Z arvs(T)

TCN,SCT TCN,S¢T

Par définition de vy, on obtient :

¢i(vs)

ar
TCN,SCT

= Z (ar + arui)

TCN\i,SCT

Z (ar + arui) + (as + asy;).

TCN\i,SCT

D’apres (2.1), on a ¢;(vs) = 0. De plus par hypothese de récurrence ar +ary; = 0, on obtient
ZTgN\i,ng(aT +ary) + (as + asy) = 0d’ouag +agy; = 0.
Donc VT C N\iavecl <|T|<n-1,ar = —ary.

On sait que :

éi(v)

> arv(T)

TCcN

D [arv(T) + aow(T U )]

TCN\i

18
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D [@rv(T) + azoiv(T U i)] + (agv(®) + aiv(i))

0+TCN\i

= D [=arsv(T) +aro(T U D] + an(i)
0+TCN\i

= D arulv(T Ui = wD)] +am(i)
0#£TCN\i

Or on veut avoir ¢;(v) = Xg.reny Prv(T U i) — v(T)] + Pyv(i) en identifiant cette expression
avec ¢;(v) = Ygrem; aruilV(T VD) —v(T)] + a;v(i), il suffit de prendre Pr = ary;, YO # T C N\ i
et Py = a;
e Montrons que Xg.rcyy; Pr = 1.Ona Vv € I, Vi € N, ¢i(v) = Xrcp PrIv(T U i) — v(T)] en
particulier, pour le jeu unanime v;, on a ¢;(v) = Yy Prlvi(T U i) — vi(T)]. Par définition de
v, on obtient ¢;(v;) = Y.rcy; Pr. De plus i est figurant dans v; et v;(i) = 1, comme ¢ satisfait
I’axiome du joueur figurant, on a ¢;(v;) = 1 donc ZTQNV Pr=1n1

La monotonie est aussi un axiome généralement étudié pour une valeur.
e Jeu monotone : Un JFCC v est monotone lorsque VS € 7 C N,on a v(S) < w(T).
e Axiome de monotonie : Une valeur ¢ sur I" vérifie I’axiome de monotonie lorsque Vv € T,
Vi € N, si v est monotone alors ¢;(v) > 0.
Weber releve que dans un jeu monotone, chaque joueur sait que son arrivée dans une coalition
ne diminuera pas le gain réalisé collectivement par tous ses prédécesseurs. Par conséquent,

d’apres I’axiome de monotonie, aucun joueur ne se verra imputer un coft.

2.2.2. ’impact de ’axiome de monotonie pour une valeur

Considérons la base {V7;0 # T € N} de I' ou pour tout S C N,

) 1 siTGES
r(S) =
0 si sinon

Rappelons que P = UP' avec P' = {p = (p})rewi-i € N, pi. >0, pt. =1}

Proposition 2.2.3 (Weber, 1988 )

Soit ¢ une valeur sur I', telle qu’il existe un réel Pz, Vv € I, ¢;(v) = Ypcpn; PrIv(T Vi) —w(T)].

Si ¢; est monotone, alors Py > 0.
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Preuve.
Montrons que 97 est monotone. Soit (S1,5,) € N XN tel que §; C S, montrons que 7(S ;) <
V(S 2).
e Premier cas : pour T & S;,ona T ¢ S, car §; € §,. Par définition de Py, on obtient
V(S =9r(S2) = 1.

e Deuxieéme cas : pour T € S; on a v7(S;) = 0 et par définition de V7, on a V7(S;) > 0.
Ainsi V7 est monotone.
Soient§ S N \ietvel,onagi(v) =Yy Ps[v(S Ui)—v(S)]. En particulier, pour le jeu dr

avecT S N\ i,

ior) = > Ps[or(S Ui) = 07(S)]

SCN\i

= >0 Ps[or(S U= 9r(S)] + Pr[or(T Ui) = 0 (T))
SCN\i,S #T

= > PsIrSUD =S+ DL Ps[or(S Ui) = 0r($)] + Pr[pr(T U i) = 9r(T)]
SCN\i,TCS SCN\i, TLS

= Py

Ainsi ¢;(v7) = Pr. Puisque 77 est monotone et ¢ satisfait I’axiome de monotonie, on a ¢;(Vr) >
0.D’ou ¢l(">T) = PT >0. 1

Par le théoreme2.2.1], Weber caractérise les valeurs probabilistes.

VO 2.2.1. (Weber, 1988 ) Une valeur ¢ sur I' est une valeur probabiliste, si et seule-

ment si, ¢ est linéaire, dummy et monotone.

Preuve. Supposons que ¢ est une valeur probabiliste et montrons que ¢ est linéaire, dummy et
monotone. Comme ¢ est une valeur probabiliste, pour tout i € N il existe (p'.)rcy; une distri-

bution de probabilité sur I’ensemble de toutes les coalitions ne contenant pas i tel que Vv € I,

¢i(v) = ZTQN\[ Pr[v(T Vi) —w(T)]

e Montrons que ¢ est linéaire Soita € R ,(u,v) e ' xT"

oi(u+av) = Z Prl(u+ av)(T UID) — (u+ av)(T)]
TCN\i
= Z Pr[u(T U i) + av(T U i) — w(T) + av(T))]
TCN\i

20
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Z Pr[u(T U i)+ u(T)] + Z P [W(T U i) +w(T)]

TCN\i TCN\i

Gi(u) + agi(v)

e Montrons que ¢ est dummy c’est-a -dire Vi € N , si i est un joueur dummy alors
¢i(v) = v{i}. Soiti € N un joueur dummy. On a v(TUi)—w(T) = v{i} donc ¢;(v) = Xy Prvii} =
v{i} X reny Pr et comme P}, est une distribution de probabilité 3,y Pr = 1 d’ott ¢;(v) = v{i}
e Montrons que ¢ satisfait I’axiome de monotonie
Soitv € I'monotone , T C N\i telque T CTUi = wW(T) < w(T Ui)donc, (TUi)—w(T) >0
et VT C N\ i P} est une distribution de probabilité c’est - a- dire 0 < P, < 1 d’ol ¢;(v) =
ZTQN\i Pr(v(TUi)—w(T)] =0

Réciproquement, Supposons que ¢ satisfait I’axiome de linéarité, dummy, monotonie et
montrons que ¢ est une valeur probabiliste c’est - & -dire Vi € N, Yv € " il existe{P}; T C N \ i}
une distribution de probabilité sur I’ensemble des coalitions 7" ne contenant pas i tel que Vv € I,
¢i(v) = Xrep Priv(T VD) = wW(D)], Xpey Pr=1etPr 20.

Comme ¢ satisfait I’axiome de linéarité d’apres la proposition [2.2.1] il existe un ensemble de
constante {ar; T C N} tel que¥v € I', ¢;(v) = > rcy arv(T). De plus, ¢ vérifie I’axiome du joueur
dummy et d’apres la proposition il existe un ensemble de constante {P;T C N \ i} tel
que Yreny Pr = 1etVv € Igi(v) = Yroyy Prv(T U i) — v(T)]. Comme ¢ est monotone, on
a pour tout jeu v monotone, ¢;(v) > 0 et d’apres la proposition [2.2.3] pour tout 7 monotone

¢;(v7) = Pr > 0. Donc ¢ est une valeur probabiliste. H
2.2.1 (Weber, 1988 ). La valeur de Shapley est une valeur probabiliste

Preuve. D’apres le théoreme une valeur ¢ est une valeur probabiliste si et seulement si ¢
satisfait I’axiome de linéarité, de monotonie et dummy. Or la valeur de shapley est additive, et
dummy ; il suffit de démontrer que ¢ est monotone, et Vc € R, S hap;(cv) = ¢S hap;(v).

e Montrons que Shap est monotone. Soit v € I monotone, montrons que S hap;(v) > 0.

Soitv e Cet T C N Shapi(v) = Yy "2 W(T U i) — w(T)] avee [T = ¢,

n!

onal c T Uietcomme v est monotone v(T) < v(T'Ui)d ouv(T Ui)—v(T) >0 or W >0

d’ou Shapi(v) = Speyy "t (T U i) = v(T)] 2 0.

n!

Shapi(cv) = Srep R [en(TUD—ev(T)] = XY ey o (T UD)—W(T)] = XS hap;(v).

n! n!

Dans la section suivante, Weber caractérise les valeurs probabilistes symétriques.

21|
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2.2.3. Caractérisation des valeurs probabilistes symétriques

Dans la suite, notons par II I’ensemble de toutes les permutations des joueurs de N.

Proposition 2.2.4 (Weber, 1988 )
Soit ¢ une valeur sur I' tel que Yi € N,Vp € PV¥v €T, ¢:(v) = Xrcpy PiT[v(T Ui —v(T)].

pooa

YT C N\ i, p, = p,avec|T| =t

Preuve. Soienti € N et (T, T,) deux coalitions ne contenant pas i tel que 0 < |T4| = |T,| < n—2.
i Montrons que P"T1 = PiTz. Soit 7 une permutation telle que n(7,) = T, et n(i) = i. Comme

Vv eT, ¢i(v) = Xgeny PL[v(S Ui) —v(S)] posons v = Pr,, on a

Gi0r) = > Pipn(S Ui) = r,(S)]
SCN\i
= PLUn(TUD =0T+ D Pson(S Ui = 91,(5)]
SCN\i,S#T>
= PLIn(TUD =T+ D, Pson(S U= 91,(5)]
SCN\i,SCT»
> Py (S U = 0py(S)]
SCN\i,SELT»

Notonsque 7, & S = T, & S Ui. Ainsi, par définition de ¥7,, on a pour tout 7> & S,97,(S Vi) =
vr,(S) = 1 c’est-a-dire que
Z Pg [V7,(S U i) —vr,(S)] =0.(2)
SCN\i,SET>
Deméme 7, LS = T, £ S Uicari ¢ T, et par définition de V7,, on a V7, (S Ui) = ¥7,(S) =0
c’est-a-dire
> Pilin(S U - 5,(5)] = 03)
SCN\i.SLT>

Les égalités (2) et (3) entrainent que ¢;(Vr,) = PiTz[\A/TZ(Tz U i) — V1, (T2)] et par définition de Vr,,

on obtient ¢;(¥r,) = P, . En utilisant la méme technique, on obtient ¢;(¥r,) = P} .
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e Montrons que pour tout S € N, 7d7,(S) = D7, (S).

Comme pour tout S € N, b7, (S) = V7, (nS), on a

f—

R siT, CnS
7TVT2(S) =

{ 0 si sinon
1 sinaT; &S
{ 0 si sinon
{ 1 siTi G

0 sisinon

V7, ().

D’ou pour § € N, b7, (S) = V7, (S).

Notons que ¢;(Vr,) = ¢r;(Pr,), comme ¢ satisfait ’axiome de symétrie, on a ¢,;(Vr,) =
¢i(nvr,). Or ¢(ndr,) = ¢i(Vr,). D’ou ¢(Vr,) = PiTz, ¢(r,) = PiTl et ¢(¥r,) = ¢(¥r,). Donc
Py, = Py,

ii Montrons que Vi, j € N,YT C N\ {i, j} P} = ij-

Soient (i, j) € N> et T C N \ {i, j}. Considérons la permutation & € IT qui interchange i et j en
laissant tous les autres fixes. On a pour tout 7 C N \ {i, j}, 1T =T . SoitS C N, montrons que

7 (S) = 97r(S). On a

1 siT &nS
w7 (S) =

0 si sinon

1 siaT &ns

0 si sinon

1 siT&CS

0 si sinon
vr(S).

Notons que ¢;(Vr) = ¢ (V7)) Comme ¢ satisfait I’axiome de symétrie, on a ¢, (Vr) = ¢i(ndr)
Or ¢;(nd7) = ¢;(¥7). Donc ¢;(V7) = PiT, ¢;(0r) = P’Tl et ¢;(¥r) = ¢(¥7).On a ainsi PiT = P§

iii - Montrons que V(i, j) € N*, P}, = P{\,\j

Soient (i, j) € N? et © € Il une permutation qui interchange i et j en laissant tous les autres

joueurs fixes. On a :
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$i(v) = Ygem; Ps[V(S U i) = v(S)]. En particulier, pour le jeu vy,

sivw) = D PSS Ui —vn(S)]

SCN\i
= Phylv(N) = vn(N\ DT+ > Psun(S U i) = vy (S)]
SCN\i

Notons que pour 7' & N\ i, et par définition de vy, on a vy(S U i) = vy(S) = 0. On obtient ainsi

¢i(vy) = Py, de méme ¢ (vy) = Pl ¥

Comme 7 € II est une bijection de N vers N, on a zN = N. De plus pour tout § € N nvy(S) =

vy(S), on obtient

1 siNgnaS
7TVN(S)

0 si sinon

1 siaN&nS

0 si sinon

1 siNG S

0 sisinon

v (S).

Donc vy = vy

Or ¢;j(vy) = ¢ri(vy) Comme ¢ satisfait I’axiome de symétrie, on a ¢, (vy) = ¢i(mvy) Or
¢i(mvy) = ¢i(vy).Donc ¢;(vy) = Pﬁv\,-, ¢ivy) = ij;,\j et ¢;(vy) = ¢;(vy).On a ainsi Pﬁv\,- = P{\I\j

iv - Montrons que Y(i, j)) € N>,VT C N \i, jeT, P, = P{T\j)ul.
Soient (i, j) € N>et T C N\ i, j € T posons Ty = (T \ j) U i. Soit & € une permutation de tous
les joueurs qui interchange i et j en laissant tous les autres fixes. Par la technique utilisée dans
(i), et en considérant le jeu vz, on obtient ¢;(vy) = PiT.

Notons que n1(Ty) = n((T \ j) Vi) c’est-a-dire n(Ty) = n(T \ j) U n(i) et par définition de 7, on a
n(Ty = (T \ j)U jc’est-a-dire n(Ty) = T.

Soit S € N comme 797(S) = ¥7(nS), on a

1 siTy&nS
r(S) = 0%
0 si sinon

1 sin(Ty) & n(S)

0 si sinon
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{1 §iTyC S

0 si sinon

V7, (S).

Donc nvr = P7,. Comme ¢;(V7,) = P’}O et ¢;(Vr) = ¢g;(Pr) on a par I’axiome de symétrie
bx)(P1) = ¢;(7dr). Or ¢ ;(ndr) = ¢;(¥r,). D’0lt ¢i(P7) = ¢;(Dr,). Ainsi P = PJ}O .
v - Montrons que Y(i, j) € N*, Py = Pé.

Soient (i, j) € N? Soit 7 € I une permutation de tous les joueurs qui interchange i et j en

laissant tous les autres fixes. Soit § € N comme 7v7(S) = vy(nrS), on a :

1 sij S
vi(S) sijen(S)

0 si sinon

1 sin@i) € n(S)

0 sisinon

1 siieS

0 sisinon

vi(S).

Notons que ¢;(v;) = ¢;)(v;) et comme ¢ satisfait I’axiome de symétrie, on a ¢.;(v;) = ¢i(mv;).
Or ¢i(nvj) = ¢i(vi)). D’ou ¢(v)) = ¢i(v)).
Comme ¢;(v) = Yrcny; PLIW(T U i) —w(T)] ¥v €T, on a pour le jeu v; particulier

6:v) = D Prlv(T Ui) = v(T)]

TCN\i

= Pn@Ui)—v@1+ > Pplv(T Ui)—v(T)]

0+TCN\i

= Py+ Y PRv(T Ui) = v(T)]
0+TCN\i

On obtient Py = ¢;(v;) = Yguren Prvi(T U i) — vi(T)]
Notons que i ¢ T car T C N \ i et par définition de v;, on a v;(T) = 0. De plus i € (T U i) et par

définition de v; v;(T U i) = 1 et comme ¢;(v;) = ¢;(v;), nous avons

Py = ¢jv)- ), P
0#TCN\i
w3 e 3
0#TCN\i, jeT 0#TCN\i, jeT
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Or d’apres (i) V(i, j) € N>, VT € N\ {i, j} P, = P} et d’aprés (iv) (i, j) € N., VT C N \ i,

j € T,P. = Pq\j) Uion obtient ainsi :

i _ J J
Py = ¢j(vy) - Z Py - Z P jui

0+TCN\i,j&T 0+TCN\i, jeT

= 4= ), P ), P
0+£TCN\ j,igT 0+TCN\ jieT

= ip-C > Phe > P
0+TCN\ j,igT 0+£TCN\ jieT

= g0 > P
0#TCN\j

_ pi

= P@

Ainsi Y(i, j) € N* Pi = P}

Réciproquement, supposons qu’il existe une famille de réels (p;)e.1..n-1) tel que Vi € N,
VT C N\i, piT = pyavec |[T| = t. Soit  une permutation sur N. On a ¢ (v) = Yrcyigr Prv(TU
n(i)) — v(T)], c’est-a-dire que

b)) = > prlva(T) Un() - v(x(T))]
n(T)/n(i)¢n(T)

= > prl(T Ui -]
(1) [n(i)¢n(T)

= Z prlmv(T U i) — 7v(T)]

T/i¢T

= ¢i(mv)

D’ol ¢riiy(v) = ¢i(rv) A

Bl 2.2.3. Soient N = {1, 2,3} et les distributions de probabilités suivantes :

oCas du joueur 1. py = 3, pp, = 0, piy = 3, Play = 0

e Cas du joueur 2. py = 5, pfy, = 0, piy) = 3, pfi5, = 0.

o Cas du joueur 3 p; = 3, Py, = 4> Py = 1» Pl = 3- Ona 3 = py # py = 5. Donc cette valeur

probabiliste n’est pas symétrique.

Par la proposition[2.2.4], Weber montre que si une valeur est probabiliste, alors la probabilité
de rejoindre une coalition ne dépend que du cardinal de cette coalition. Qu’en est-il des valeurs

probabilistes efficientes ?
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2.2.4. Caractérisation des valeurs probabilistes efficientes

On a le résultat suivant.

Proposition 2.2.5 (Weber, 1988 )

Une valeur probablhste ¢ vérifie I'axiome d’efficience, si et seulement si, 2,y Py, = 1 et

VO£ T SN Yir Pir, = 3 jur P)

Preuve. Soit ¢ une valeur probabiliste et v € T, il existe une famille de probabilité (piT)ieN,TgN\i

et Vi € N, ¢;(v) = Xreyy Prv(T U i) — w(T)].

Ona:
vN) = ) 6i)
ieN
= > > PiT Ui)-w(T)]
ieEN TCN\i
= > > P uiy- > > Ppu(T)
ieN TCN\i ieN TCN\i
NI EDIPW AT
SCN ieS SCN j¢S
RGN AP
SCN ieS JjéS
Ainsi
vN) = ) WSO Piy— > Ph
SCN ieS Jjés
= O Py= > PY+ N Py = D P+ > SO Py— Y P
ich je0 ieN j&N S#N,S#0 ieS j#S
= VO Py = D P+ >0 WSO Py = > P
ieN jeN S#N,S #0 icS jeS

Considérons le jeu uy défini par VS € N

1 siT=S
ur(S) =
0 si sinon

Avec() #T C N.
Pour le jeu (ur), on auy(N) = uT(N)(ZzeN N\i ngN P;;I)-'—ZS:#N,S;t@ ur(S )(Zies Pg\i_zjes PL]?)
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-Pour7T =N,ona
un(N) = uy(N)OY Py = D PR+ D ur($)XOQ | Phi= > Pl
ieN &N S£N,S #0 icS jgSs
Notons que pour S # N, par definition du jeu uy, on a uy(S) =0
¢’est-a-dire que Zs;w,m ur(S)(Ties Py = Ljes Py) = 0 De plus oy Py, = 0 et uy(N) = 1
doul =3, yP W

-Pour T & N, par définition de uz, on a

ur(N) = ur(N)Q Pry= Y PR+ > ur($)XQ Phi= D P
icT j&T 0£S #N,S T icS jeS
= ur (1)) Ppi= D P
icT j¢T

Or par définition de ur, ur(N) = Oetpour T # S uT(S) =0d'ou Xir Py — 2jer P§ =0.
Réciproquement supposons que Y,cy Py, = 1 et Yer Pry; = X jer P’T.

Soitvel'etQ#T7T S N,ona

D) = DD PHWT Ui = w(T)]

ieN iEN TCN\i
= Y 3 PwTui-Y > PhuT)
i€EN TCN\i ieN TCN\i
DN OEDIPW AT
SCN ieS SCN jgS
= DO Pr= D P
TCN i€T JjeT
= VN Piy= Y P+ Y WO Pry= > P
ieN Jj&N TSN iT j&T

Or d’apres I’hypothese Y.y P),; = 1 et pour toute coalition non vide T avec T C N };cr Py, =

J 9 N
2 jer Pr-D’ou

Do) = w1 -0)+ Y wT)O)

ieN TGN

V(N)

Donc ¢ est efficience. B

Par cette caractérisation de I’axiome d’efficience sur une valeur, Weber montre que 1’on peut
reconnaitre une valeur efficiente en observant la famille de distribution de probabilité de tous
les joueurs.

Le résultat suivant identifie la valeur de Shapley dans la classe des valeurs probabilistes.
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2.2.2. (Weber, 1988 ) Une valeur probabiliste ¢ sur I est symétrique et efficiente,

si et seulement si, ¢ = S hap.

Preuve. Comme ¢ satisfait I’axiome de symétrie et d’efficience, d’apres les proposition 2.2.4]
et il existe une famille de réels (p,),e(o,]w,,_l) tel que Vi € N, VT C N\ i, piT = P
¢i(v) = Xremi Pr v(TUz) v(D)lavec |T| = tet Yoy Py = 1, Xier P = Y ier Py YO+ T CN.
Ainsi, on a ey Py = 2jey Poot = 0Py = 1 et Xyer Py = Yjer Py o1 ZieT Py =1tP,
et 2 jer P]T = Djer Pror 2 jer Pr = (n — )P, et d’apres la proposition2.2.5| 3 icr Py = 2 jer P;

d’outP,_; = (n—1)P,etnP,_; = 1. Ainsi

P[_l _ fl—t
P,
(=D (=Dlin-0
fn—1—-1)! (n—1)!
1
= G X
Cn—l
douC!_ P, =C"\P,,.
Or
n—1)! t-1
c\p., = X _
- t—Dn-0!" n—t+1)
~ (n—1)!
T -Dln—-t+1)!
= CtZPtZ

Donc, C'_|P, = C'\P,y = ..C'"|P,.; = L d’ob P, = Bl
comme ¢;(v) = Yreyy; PIV(T Vi) —w(T)] avec P, = 2ot ona:

$i(V) = Sreny R W(T U i) = W(T)] = Shap

n!

Réciproquement, supposons que ¢ = Shap. Or la valeur de Shapley étant symétrique et effi-
ciente, il en résulte que ¢ est efficiente et symétrique. et d’apres le corollaire [2.2.1|1a valeur de

Shapley est une valeur probabiliste. D’ou le résultat W

Le chapitre suivant présente la valeur de solidarité et les valeurs de solidarité probabilistes.
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LA VALEUR DE SOLIDARITE ET LES

VALEURS DE SOLIDARITE
PROBABILISTES

La valeur de Shapley modélise un environnement ou il y a un défaut de solidarité, vu que
dans le processus de formation de N chaque nouvel entrant conserve sa contribution marginale.

Mais Nowak et Radzik modélisent un cadre beaucoup plus solidaire.

3.1. La valeur de solidarité de Nowak et Radzik

Nowak et Radzik reconduisent la procédure de la valeur de Shapley, sauf au niveau du
partage de la contribution marginale du nouvel entrant. En effet, lorsqu’un joueur rejoint une
coalition, sa contribution marginale est partagée égalitairement entre lui et tous ses prédéces-
seurs.

Il en ressort que dans une coalition S, les joueurs qui ont une contribution marginale supérieure
a la moyenne arithmétique de toutes les contributions marginales des membres de S soutiennent
ceux des membres qui ont une contribution inférieure a cette moyenne. Cette moyenne est don-

née par :
Ywel,VT C N, T #0,A(T) = I_}I Duer V(™) =w(T \ k)].

Par la suite nous désignons par i, la valeur de solidarité et on a la définition suivante.

Définition 3.1.1 (Nowak et Radzik, 1994 ) \

Soient v € I'eti € N. La valeur de solidarité du joueur i est donnée par :

Ui = Yo SIEDE L 5 [W(T) = (T \ K]
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3.1.1. Considérons le jeu suivant, N = {1, 2, 3} et I’état de la coopération v est donné

dans le tableau ci-dessous :

S| {1} ] {2} | {3} | {12} | {13} | {23} | {1.2,3}
viS)| O 0 0 1 0 0 1

Calculons la valeur de solidarité des trois joueurs.

Le tableau ci-dessous présente les gains de chaque joueur chaque fois que la grande coalition

se forme

permutation 1 2 3
123 0+1+0| 1+0 0
132 0+0+3 3 0+ 3
213 140 | 0+3+0 0
231 3 0+0+3| O0+3
312 0+3 3 0+0+3
321 3 0+1 |0+0+1

Donc ¢ (v) = &, Yo(v) = & et y3(v) = =

Remarquons que le joueur 3 est un joueur nul dans le jeu v de I’exemple [3.1.T]et y3(v) # 0.
Il en résulte que la valeur de solidarité ne vérifie pas I’axiome du joueur nul. Nowak et Radzik
définissent un nouveau type de joueur dans un jeu : le joueur A-null.
Soient v € I'et i € N, le joueur i est A-null dans le jeu v lorsque VT C N,i € T, A"(T) = 0.

L’exemple suivant montre un jeu dans lequel il existe un joueur A-null.

B i3 3.1.2. Soient N = {1,2,3} etv eI tel que.

S| {1} ] {2} | {3} | (L2} | {13} | {23} | {1.2,3}
v(S) | 2 0 2 1 4 1 2

Le joueur 2 est A-null. En effet, les coalitions contenant le joueur 2 sont. {2}, {1, 2}, {2, 3} et
{1,2,3}. Pour T = {2}, A"({2}) = v({2}) = 0.
Pour T = {1,2}, A"({1,2}) = 5[(W{1,2} —v{1}) + (v{1,2} — v{2})] donc A¥({1,2}) = %[(1 -2)+
(1-0)]=0.
Pour T = {2,3}, A"({2,3}) = %[(V{Z, 3} =v2) + (2,3} = v{3})] d’ou AY({2,3}) = %[(1 -0)+
1-2)]=0.
Pour 7 ={1,2,3},A"({1,2,3}) = %[(V{I,Q, 31—v{1,2H+ ({1, 2,3} —v{1,3)+(v{1,2,3}-v{2,3})]
on obtient A*({1, 2,3}) = %[(2 -D+2-49H+2-1D]=0
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De plus, Nowak et Radzik (Nowak et Radzik, 1994) introduisent I’axiome du joueur A-null.
C’est une propriété similaire a celle du joueur nul et convenable au cadre de solidarité dans la
valeur de solidarité.

e Axiome du joueur A-null : Soient v € I" et ¢ une valeur sur I'. La valeur ¢ vérifie I’axiome
du joueur A-null lorsque pour tout joueur A-null i dans v, ¢;(v) = 0.

Pour caractériser la valeur de solidarité, Nowak et Radzik définissent la famille suivante de

JECC :

ﬁ siTCcS
YT C N, T #0,YS CN,wr(S) =1 "5l

0 si sinon
Lemme 3.1.1 (Nowak et Radzik, 1994 )

Pour toute coalition non vide 7 C N, le jeu wy vérifie
O wr(T) =1
(i) SiS =TUFEavec® # ECN\T, alors

wr(S) = ﬁ Dies wr(S \ 0) et tout joueur i € N \ T est A-null dans le jeu wr

L’exemple suivant illustre le lemme [3.1.1]

D00 3.1.3. Soient N = {1,2,3}etve N

S {1} {2} | {3} | {L2} | {1.3} | {23} | {1.2,3}
v(iS) | 1 2 1 1 4 1 1

Pour T' = {1, 2}, considérons le jeu wy; 2;. On a wy; 5,({1,2}) = ch = 1 donc le (i) est vérifié.
Posons S = {1,2,3}, on a wy;5({1,2,3}) = clg = 3» et gy Zienay Woa(1,2,3)\ D) =
T (1 2D +wi (2, 3D +wi (12, 3D]. Or {1,2) & (2,3} et {1,2} € {1, 3} d’oti wy ({2, 3D+
wi1.2/({2,3}) = 0 et on obtient m Yiciaz wiua(1,2,31\ i) = %[w“,z}({l, 2) = %

Montrons que le joueur 3 est A-null dans wy car ({1,2,3}\ {1,2} = 3).

Les coalitions contenant le joueur 3 sont {3}, {1, 3}, {2, 3} et {1, 2, 3}.

A" ((3}) = w3} — wyi2)(0) = 0.

A"19({1,3}) = $[(wiafl, 3} — w1 + (wiafl, 3} — wiuy{3D] = 0.

A"19({2,3)) = $[(wiaf2, 3} — wid2D) + (w2, 3} — wiuy{3D1 = 0.

AI({1,2,3)) = 3[waay1,2,3) = w1, 3D + (w1, 2,3} = wi {1, 2) + (wii2{1,2,3) -

wipd2.3D1 =33 +3-1+31=0.
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Le résultat[3.1.2] présente une autre base de I'.

Lemme 3.1.2 (Nowak et Radzik, 1994 )

La famille {wy, T C N, T # (0} est une base de 1’espace vectoriel réel I'.

Preuve. Posons k = 2" — 1, soit (S5, >, ..., S&) une suite de coalition de N contenant tous les
sous ensembles non vide de N tel que n = [S] > [S,| > ...|Sk| = 1. (wy,), i = 1,2,...k est une
famille de 2" — 1 de I’espace des jeux I', avec I' de dimension 2" — 1. Ainsi, pour montrer que la
famille {wr,T € N, T # 0} forme une base de I, il suffit de montrer que (wy,), i = 1,2, ...k sont
libres, c’est -a-dire qu’il existe des constantes (@;), i = 1......k tel que Zf: L aiws, = 0 implique
que @; = 0 pour tout i = 1......k. Posons W = Zf‘:l aw, =0,ona

W(sy) =0, W(sy) =0,...W(s;) = 0. Nous obtenons le systéme suivant :

a Wy, (1) + aawg, (51) + - g wy, (81) + awg (51) = 0

a Wy, (52) + aawy, (82) + - - g wy,_ (S2) + aaw, (52) = 0

a Wy, (Sk=1) + @aWs, (Sk—1) + - - 1 Wy, (Sk—1) + Wy, (85-1) = 0

a Wy, (k) + aaws, (i) + -+ - 1wy, (Sk) + awy, (5) = 0

Sous forme matricielle on obtient :

alwsl(sl) azwsz(sl) ak—lka_|(sl) CYkWsk(Sl) a; 0
awy (82)  aawg,(s2) o0 @ (2)  auwy(s2) @ 0
X =
aiwy, (si-1) W, (k1) 0 Getwy (Sk-1) - @ws (Sk-1) Q-1 0
aiwg (1) aawg,(s1) o0 akwy (k) aawg (Si) o7 0
(3.1

Calculons w,(s;) aveci, j=1---k
Pour i = j, onaw(s;) = 1 d’apres le lemme [3.1.1]
Pour i > j, par définition de (s;) avec i =1,2--- ,k,on a|s;| > |s;|. On a ainsi deux cas :

. _ 1 . . _ . .
Sis; C s;alors wg,(s;) = o Sinon, si s; € s; alors w,(s;) = 0.Dans tous les cas pour i > j on
Is;jl
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awg(s;)) =a;,i,j=1,2,--- ,keta;; est un réel.
Pour i < j,aveci,j = 1,2,---,k par définition de (s;) avec i = 1,2--- ,k, on a [s;| > |sj].

Comme
1

Is;l

W?,(s]) = lxj‘
0 si sinon

sis; Cs;

Nous avons ainsi deux cas. Si s; € s; alors w,(s;) = 0. Sinon si s; C 5; et comme |[s;| > |s;| alors
s; = §; qui est impossible . Donc pour touti < j, i, j=1,---k,onaw(s;) = 0. On obtient ainsi

le systéme matriciel suivant :

I ay - @ an a; 0
0O 1 - a2 ap a, 0
X L= : (3.2)
0O 0 - 1 ay, k-1 0
o 0 --- 0 1 o8 0
qui donne a; = 0, @_1 + a—1; = 0 implique a;_; = 0 on obtient ainsi @ = @41 = -+ = @, =

a; = 0D’ou {wy, j=1.. x} sont libres, ainsi (wy,);=1..x est une base de I". W
Nous avons besoin des deux résultats suivants pour la caractérisation de la valeur de solida-

rité.

Lemme 3.1.3 (Nowak et Radzik, 1994 )

Si ¢ est une valeur sur I' qui satisfait les axiomes d’efficience, d’additivité, de symétrie et du

joueur A-null, alors pour tout joueuri € N,() # E C N\ T et c un réel

ITIY(InI—ITI)!) siieT

pilewr) = T
0 siieN\T

Lemme 3.1.4 (Nowak et Radzik, 1994 )

Soit ¢ une valeur sur I'. Si ¢ vérifie les axiomes d’efficience, d’ additivité, de symétrie et du

joueur A-null, alors ¢ est une application linéaire.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme de caractérisation de la valeur de solidarité.
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3.1.1 (Nowak et Radzik, 1994 ). Une valeur ¢ sur I vérifie les axiomes d’effi-

cience, d’additivité, de symétrie et du joueur A-null, si et seulement si, ¢ = .

Preuve. Supposons que ¢ = i, avec ¥; = ) ;cr (o TDNT-I L T 2uerV(T) —v(T \ k)] et montrons

!
que ¢ satisfait les axiomes d’efficience, additive, symétrie et du joueur A-nul.

e Montrons que ¢ vérifie ’axiome du joueur A-nul Soit i € N un joueur A-nul dans le jeu
v € I" c’est-a-dire pour toute coalition T contenant i A*(T) = 0. Montrons que ¢;(v) = 0. On a
Oi = Djer WAV(T) et comme A"(T') = 0, il en résulte ¢;(v) = 0

e Montrons que ¢ additivité Soient (u,v) € I' montrons que ¢(u + v) = ¢(u) + ¢(v) on a

—|TH!TI - 1)! 1
pryy = 3 UTIZDEL STy - s i\ o)

|
i€T n: |T| keT

—1TD!T] = D! 1
_ Z(l’l | |) (| |- D! |T| Z[(u(T)—M(T\k))—(V(T)+V(T\k))]

ieT T
v ITI)'(ITI )
) ZT n! T ;((”m —u(T\K)) = o ;wm T\ K]
= @(u) + ¢(v)

e Montrons que ¢ est efficiente
Montrons que ¢ vérifie I’axiome d’eflicience c’est-a-dire » .y ¢i(v) = v(N) pour tout v € T
Montrons d’abord que ¢ est efficience pour le jeu (wr)rcy c’est-a-dire ..y @i(wr) = wr(N).

Ona

S|-=D!n-1SP! 1
S = Sy WD B LS 008) = wr(s \ k)

|
ieN ieN ieS,SCN n: |S| keS

_ Z[((ITI — Di(n —|T)!

Wr(S) == 3 wr(S \ K]

ieN n! |S| keS
MERHGEIM)]
+Z[_ Z (IS )n'(n 1S1) wr IZWT(S \ K]
ieN ieS,.SCN,T+S keS
_ o, AT = DY = T 1
_ ;[ p wr(S) lSl;wﬂs \ k)]

((S1 = Dl = IS!
Y . T<S>—EZWT<S \ 6]

ieN ieS,SCN, TGS keS

— D =1SH!
Y WD LS gy

|
ieN ieS,SCN,T¢S n: |S| keS

Et par définition du jeu wr, si T € S alors wr(S) = wz(S \ k) = 0. Ainsi,
Sienl Dies senres LW (S)— i Fyes wr(S \K)] = 0. De méme si T & S alors d’apres le

n!
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lemme3.1.1|wr(S) = 3; Zypes wr(S \ k). Il en resulte que Fey[Tieg senres S lwr(S) —

ﬁ 2kes wr(S \ k)] =
Dol Yey @ilwr) = Ny [T (i (T) — 3 35 wr(S \ k)] Or d’apres le lemme|3.1.1

un joueur i € N \ T est A-nul dans wy et par définition de wr, wr(T) = 1 et wp(T \ k) = O car

k € T, on obtient ainsi :

T| - Dl(n - |T])!
S = YD

i€T ieEN
T - D!(n—|T))
_(TI=Dim=ITD!
n!
= wr(N)

Montrons que ¢ est linéaire. Nous avons déja montré que ¢ est additive c’est-a-dire ¢(u + v) =

©(u) + @(v). 1l suffit de montrer que Yc € R ¢(cv) = cp(v).

SI=-Dln—-|SP! 1
oty =y, CIEDEBR LS s - evis \ )

ieS,SCN |S| keS
(s1- 1)'(n - ISPt 1
IESZ:CN I ;
= cxXe)

d’ou ¢ est linéaire . Soit v € I' comme (wr)7rcy est une base de I, il existe A7, des réels avec
O0#T CNtelquev=2y.rcyAdrwr.Ona:

Dle) = Y el Y apwr)

ieEN ieN 0+TCN

= Z ﬂTZ‘Pi(WT)

0+TCN ieN

= > Arwr(N)

0£TCN
= V(N)
D’ou ¢ est efficience
Réciproquement, supposons qu’il existe une autre valeur ¢ qui vérifie I’axiome de symétrie,
d’efficience, d’additivité et joueur A-nul montrons que ¢ = .
Comme ¢ vérifie I’axiome d’additivité, symétrie, d’efficience, d’additivité, et joueur A-nul on
a d’apres le lemme [3.1.3| pour tout i € N, pour tout réel ¢

cwr(N)
T|

0 siieN\T
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Soit v € I' comme la famille {wy, T € N,T # 0} est une base de I', v = >,y Brwr ou
les (Br)rev sont des réels connus. On a ¢;(v) = @i(Xrcy Brwr) et comme ¢ vérifie I’axiome
d’efficience et du joueur A-null alors d’apreés le lemme [3.1.4] ¢ est linéaire d’ou ¢;(v) =

2ren PilBrwr) et d’apres le lemme 2.3

Brwr(N)

wi(Brwr) = i el
0 siiteN\T
D’ou
Brwr(N) s .
oi(v) = Z i sitieT
“= 0 siie N\T

. Ainsi Vi € N, Vv € T, ¢;(v) est définie par S7, wr(N) et [T| qui sont tous des réels connus
donc ¢ est définie de maniere unique. De plus ¢ verifie I’axiome d’efficience, d’additivité, de
symétrie, et du joueur A-dummy de méme que la valeur de solidarité d’ou ¢ = ¢ avec Y (v) =
Sier R L Sy U(T) = (T \ )] W

Dans la section suivante, 1’approche probabiliste de Weber de la valeur de Shapley est ap-

pliquée a la valeur de solidarité de Nowak et Radzik.

3.2. Valeurs de solidarité probabilistes

Dans les valeurs probabilistes (Weber, 1988), il y’a le souci de permettre a chaque joueur
de se faire sa propre idée de ses différentes perspectives pour avoir pris part au jeu. De plus,
elles présentent un défaut de solidarité car chaque joueur regoit sa contribution marginale. La
valeur de solidarité (Nowak et Radzik, 1994), prévoit une évaluation collective des diftérentes
perspectives des joueurs. Les valeurs de solidarité probabilistes (Diffo Lambo et Nlend Oum,
2018) combinent cette idée de Weber et celle du partage de la contribution marginale du nouvel
entrant dans une coalition de la valeur de solidarité. La définition [3.2.1] présente les valeurs de
solidarité probabilistes. Rappelons que P = UP avec P' = {p = (p}.)rewi-i € N, pl. > 0, p,. =

1} ’ensemble de toutes les distributions de probabilités possibles de tous les joueurs.

K
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Définition 3.2.1 (Diffo Lambo et Nlend Oum, 2018 )

Une valeur ¢ sur I" est une valeur de solidarité probabiliste lorsqu’il existe p € P tel que

Vv e Vi€ N,¢i(v) = Sryier (T jer (P i VT = v(T \ HD).

Désormais la " valeur de solidarité probabiliste " est désignée par "ps-value".

D0 3.2.1. Soient N = {1,2,3}etv el tel que

S | {1 ] {2} ] 3} | (1.2} | {13} | (2,3} | {1.2,3}
vS)| 10 | 15| 4 | 30 | 14 | 16 50

et les distributions de probabilités suivantes :
oCas du joueur 1. py = 3, ply, = 0, pl3; = 3, plr3 = 0
o Cas du joueur 2. pg = 3, pj, = 0, Py, = 3, Pj15 = 0
e Cas du joueur 3 p; = %, pfl} = %, p{32} = %, p{31,2} = %

Les valeurs probabilistes de solidarités des joueurs 1, 2 et 3 sont :
(i) Cas du joueur 1.

Ona:

s = > O T\,m V(T) = (T \ )])

T/1eT jeT
= Pylv(1) —v(®)] + —(Pi[v(l,Z) —v()] + Piv(1,2) - v(D)])
+ %(P;’3[v(1,2,3) v(2,3)] + PT5[v(1,2,3) = v(1,3)] + P} ,[v(1,2,3) - v(1,2)])
29
3

Cas du joueur 2.

Ona:
oo = S P ) =T\ D)
T/2€T jeT
295
T 24
Cas du joueur 3.
Ona:
$0) = > OP T\jm[vm T\ j)D)

T/3eT jeT

B
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211
24

A la suite de Weber, Diffo Lambo et Nlend Oum étudient I’'impact des axiomes de symétrie.

La section suivante, nous montre comment ils ont caractérisé une ps-value symétrique.

3.2.1. axiome de symétrie d’une ps-value

La proposition [3.2.1] ci-dessous montre que si une ps-value est symétrie alors la probabilité

pour qu’un joueur rejoigne une coalition ne dépend que du cardinal de la coalition.

Proposition 3.2.1 (Diffo Lambo et Nlend Oum, 2018 )

Si une ps-value ¢ sur I" satisfait I’axiome de symétrie , alors Y(i, j) € N X N, VT C N\ J,

VS CN\i (S|=IT)) = (P} = P.).

Preuve. Pour tout i € N, soient 7 et T, deux coalition avec i ¢ T; U T, tel que 0 < |T4| =
|T,| < n—1, montrons que P"T1 = PiTz. Considérons une permutation 7 sur N tel que n(75) = T,
n(i) = ietle jeu vy, défini par :

0 siS=T,o0usS =0

vy (s) = )
1 sinon

Comme ¢ est une ps-value, on a ¢;(v) = X.r/icr(X jeT(PiT\ jﬁ[v(T) — (T \ j)])). En particulier,
pour le jeu vr,, ¢i(vr)) = Xrjicr (ZjeT(PiT\jll?l[VTl(T) —vry (T j)]))'
Mais avec i € T, nous avons toujours vz, (T) = 1 car comme i € T et d’apres hypotheses
ig¢T UTy,onaT # T,.DeplusieT implique T # 0 et par définition du jeu v, v, (T) = 1.
Etvy, (T)=vr, (T\ j) # 0implique v7,(T'\ j) = O car vy, (T) = 1 et par définitionde vy, T1 =T\ j
ouT\ j=0.

—SiT\j=0alorsT ={i}carieTeti=j.

- SiTy, =T\ j,commei ¢ Tyalorsi ¢ T\ jori € Tdouj=ietT =T, U{i} par

conséquent,
1
8ivr) = D, Q Prymlvn () =vi(T\ D)
T/ieT jeT
| 1
= (Pri=Dr,(T) = v, (T \ DDr=tiy.j=i + (Pp ;= ve, (T) = v, (T \ DDr=1,043),j=i

T\j || T\j IT|
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= Pé[le (l) —vr (0)] + P [VTl(Tl U {l}) - VTI(TI)],

T+ 1

Ori ¢ T, donc vy {i} = 1 de méme T, # T U {i}, donc vy, (T U {i}) = 1 d’ou

P)[1 = vr, ()] + P

1- T1
Tl |T1| + 1[ le( )]

éi(vr,)

Pl +P.—
O+ 1

De méme

) =P+ P, ——
9ivr) = Py + Pry e

e Montrons que pour tout S € N, vy, (S) = v, (S).

Comme pour tout S € N, nvy,(S) = vy, (nS),ona:

0 sinS =T,ounS =0
vy, (S)

1 sisinon

1 sisinon

{0 sinS =T, ounS =0

0 siS=T;,ousS =0
1 si sinon

vr, (S).

Notons que ¢;(vr,) = ¢xi)(vr,), comme ¢ est symétrique ¢, (vr,) = ¢i(mvr,)
donc ¢;(nvr,) = ¢i(vy,) ol ¢i(vr,) = ¢i(vr,) et par conséquent Pé + P ﬁ = Pé + P+
ot dob P = Pl
(ii) Montrons que Y(i, j) € N X N, P}, = P).
Soient i et j deux joueurs distincts et 7 une permutation qui interchange i et j et laisse les autres

joueurs fixes. Considérons le jeu

{ 1 siS#0
v(s) =

0 sinon
Comme ¢ est une ps-valeur, Yi € N,Yv € [, $;(v) = Xoricr (ZJ-ET(P"T\jﬁ[v(T) —w(T\ j)]))
Mais avec i € T, T # 0 et par définition du jeu v, on a w(T) = 1. De plus, W(T) —w(T \ j) # 0
implique v(T"\ j) = 0 car W(T') = 1 et par définitionde v, T \ j =@ ori € T donc T = {i} avec

i=jdou
-1
¢:(v) = |\Pp v (1) —vr (T'\ j)])

T
40
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1
P;\jm [VTl ({l}) -V (0)]

= P
Ainsi, Yk € N, ¢ (v) = P’é.
Notons que ¢;(v) = ¢;(v) et par I’axiome de symétrie ¢,;(v) = ¢;(mv) or 7v = v donc

¢i(nv) = ¢;(v) on obtient ainsi ¢;(v) = ¢;(v) il en résulte que Pé) = Pé.

(i) Montrons que Y(i, j) € N X N, VT, € N\ {i, j}, PiTO = P§0. Soient i et j deux joueurs
distincts et 7 une permutation qui interchange i et j et laisse les autres joueurs fixes, soit Ty C
N\ {i, j} une coalition non vide, considérons le jeu vy, défini par :

0 siS=TpouS =0

vr,(s) =

1 sinon
Comme ¢ est une ps-valeur, Vi € N,¥v € I,¢;:(v) = Xrcr (ZjET(PT\J|T| (W(T) —w(T\ j)]))
Mais avec i € T, nous avons toujours vr,(T) = 1, car comme i € T et d’apres ’hypothese
To S N\{i,jlonaT # ToetT # 0. Donc vy (T) — vr,(T \ j) # 0 implique que vy, (T \ j) =0
ieTy=T\jouT\ j= 0 par définition du jeu vy,.
SiTo=T)\ j,commei¢Toalorsi¢ T\ jorie Tdoui=jT =TyU/{J}.

SiT\ j=0,commeie T alors T = {i} avec i = j. Par conséquent

¢i(vr,) (P’T\{ T — v (T) = v (T \ j)]) (P%\ T — v (T) = v (T \ j)])

T={i},j=i T=TyUli},j=i

. 1
(Pylvr, () = vr(@)]) + ( T T+ [VTO(TO Ui) - VTO(TO)])

Ori ¢ Ty donc vy {i} = 1 de méme Ty # ToU{i}, vy, (ToU{i}) = 1 d’ ot ¢i(vy,) = P; +P’T0 ol

de méme ¢;(vy,) = PJ + PJTO mrr de plus @;(vr,) = ¢q)(vr,) et comme ¢ est symétrique,
Gny(vr,) = di(vr,) or wvr, = Ty d”ol ¢i(vy,) = ¢i(vr,) ainsi on obtient P"T0 = P’}O.
(iii) Montrons que ¥(i, )) e N X NVT; C N\ j,i € T3, P}, = P"T~3 avec Ts = (T3 \ i) U j.
Soient i et j deux joueurs distincts et 7 une permutation qui interchange i et j et laisse les autres
joueurs fixes. Soit 75 € N\ j, i € T, considérons le jeu :

0 siS=T;0uS =0

V7, (s) = )
1 sinon

b= 3 P () = v D)

T/ieT jeT
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Mais avec j € T et j ¢ T3 ona T3 # T d’apres la définition du jeu vy, on a vy, = 1 donc
vr,(T) = v, (T \ i) # 0 implique vz, (T \ i) = O et par définitionde vy, ona T3 =T \iouT \i=0
comme j€T,T\i=0implique 7 = {j}et j={i}deméme T3 =T \icomme j¢ T3, j¢ T \i

or je€ T donc j=ietT =T;U {j} par conséquent :

¢i(vry) = (P, [VT3(T) v, (T \ )Dr=(j1.j=i + (P [VT3(T) vy, (T'\ DDr=r;uti), j=i

i |T| ITI
= (PT\{I |T| [VT3(T) VT3(T \ j)])T:{j},j:i + (P |T| [VT3(T) VT3(T \ j)]T:T3U{i},j:i
= Pylvr,(j) — v, (O)] + P —— T+ [VT3(T3 U j) —vr,(T5)]
= Pt Pripr

Posons 75 = (T3 \ i) U j de méme on a ¢;(vs,) = Pi + P"ﬂmﬁ de plus ¢;(vz,) = dul(vy,) et
comme ¢ est symétrique, ¢ (vy,) = @i(v,7,) or vy, = v, d’ou ¢i(vy,) = ¢i(vr,) on obtient
ainsi P}, = P‘L

(iv) Montrons que Y(i, j) € N X N, PN\I {;,\j. Soient i et j deux joueurs distincts et 7 une

permutation qui interchange i et j et laisse les autres joueurs fixes. Considérons le jeu ' défini

par :
. IS|+1 sii¢gSouS =0
'(S) =
1 sinon
ona:
$i(0) = Z(Z(PT\,lTl V() = V(T \ )
T/ieT jeT
= TZ((PT\’|T| V) =V @D+ Y (D (P T\Jm V() = V(T \ D)
/ieT T/ieT jeT,j#i

Mais aveci € T,ona?(T) = 0.eti ¢ T\ jimplique quei = jcari € T ori et j sont deux joueurs
distincts d’ott ¢;(¥) = — Ygyier Py, de méme ¢;(3) = = Xp/jer ij\j de plus ¢;(3/) = ¢ ()

et comme ¢ est symétrique ¢,;(») = ¢;(nd’) or d/ = P d’ou (D) = ¢;(7) on obtient ainsi

— DoTier PiT\,- = = X1/jer PJT\j ainsi Pjv\i + 27 TeNieT PiT\,- = P] it 2UT/T#N,jeT PJT\J' or d’apres

(ii) Py = Py et Py = P} pour To € N \ i, j et d’apres (4i) P}, = Pi,. . avec T3 C N\ ji € Ts
> _ pi

d’ou P;v\l PN\J

D’ou le résultat. W

On peut déduire le résultat suivant
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3.2.1. (Diffo Lambo et Nlend Oum, 2018 ) Si une ps-value ¢ sur I satisfait

I’axiome de symétrie, alors Vv € I, Yi € N, ¢;(v) = Xpjicr T\ZAV(T)

Preuve. e Supposons que ¢ satisfait I’axiome de symétrie, soitv € I' et i € N, comme ¢ est une
ps-value, on a ¢;(v) = ZT/leT(ZJGT(PT\] (T = w(T \ D). EtVj e NYie NVT C N\ j,
¥YS CN\L(S|=1|T) = (P’T = P%). On obtient ainsi :

s0) = Y QP T =T\ D)

T/ieT jeT

= ), (Z“’r\m V() = w(T \ )D)

T/ieT jeT

- Y04 T =T\ D

T/ieT JjeT

- Z Py AY(T).

T/ieT

Ainsi ¢;(v) = Xorier T\ZAV(T) [ |
3.2.2. (Diffo Lambo et Nlend Oum, 2018 ) La valeur de solidarité est une ps-value

La proposition3.2.2] ci-dessous montre la réciproque de la proposition [3.2.1]

Proposition 3.2.2 (Diffo Lambo et Nlend Oum, 2018 )

Soit ¢ une ps-value surI'. SiVje N,Yie NYT C N\ j, VS CN\i (S| =|T)) = (P} = PY),

alors ¢ est symétrique.

Preuve. commeYj € N,Yi e NYT C N\ j,¥S C N\i (S| =IT|) = (P, = P{),ona:
(V) = Xrjier T\J(ZJGT (M) = (T \ DD

. Soit 7 une permutation sur N, on a

birv) = > PLO lTl[nv(T) (T \ j)])
T/ieT JjeT
= D> P D) m[m/(T)—JTV(T\j)])
7(T)/m(D)en(T) n(j)en(T)
= > P m[v(nT)—v(n(T)\n(;))]
a(T)/n()en(T) a(j)en(T)
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— J v
- Z P}, A"(n(T))
a(T)/n()en(T)
G (V)
D’ot ¢;(1v) = ¢riip(v) W
D’apres la proposition [3.2.1] et[3.2.2] nous avons le résultat suivant.

3.2.1. (Diffo Lambo et Nlend Oum, 2018 ) Une ps-value ¢ sur I satisfait I’axiome
de symétrie si et seulement siVje N,VYie NVT CN\ j VS CN\i (IS|=T) = (PiT = Pg).

Diffo Lambo et Nlend Oum introduisent deux nouvelles propriétés : A-consistent et solida-
rity monotonous (s-monotonous) qui, dans le cadre de la solidarit¢ de Nowak et Radzik, sont
respectivement homologues des propriétés dummy et monotonie.

Soient v € I'eti € N, le joueur i est A-consistent dans v € I" lorsque dc € R telque VT C N,
ieT,A(T)=c.

L’exemple suivant montre un jeu dans lequel il existe un joueur A-consistent.

D0 3.2.2, Soient N = {1,2,3} etv e N tel que.

S| {1y | 2} ] 3} | (1,2} | {13} | {2,3} | {1.2,3}
vS)| 0| 0 | 2 0 3 3 4

Le joueur 3 est A-consistent. En effet, les coalitions contenant le joueur 3 sont. {3}, {1, 3},
{2,3}et{1,2,3}. Pour T = {3}, A"({3}) = v({3}) = 2.
Pour T = {1,3}, A"({1,3}) = 2[(»{1,3} — v{1}) + (W{1,3} = v{3})] donc A"({1,3}) = 1[(3 - 0) +
3-2)]=2.
Pour T = {2,3}, A"({2,3}) = 5[(v{2,3} — v{2}) + (v{2,3} = v{3D] d’ot A"({2,3}) = 2[(3-0) +
B-2)]=2.
Pour T ={1,2,3},A"({1,2,3}) = %[(v{1,2, 31-v{1,2)+(v{1,2,3}-v{1,3)+(v{1,2,3}-v{2,3})]
On obtient A"({1,2,3}) = %[(4 -0)+@-3)+(@-3)]=2.

e Axiome du joueur A-consistent : Soient v € I" et f une valeur sur I'. La valeur f vérifie

I’axiome du joueur A-consistent lorsque pour tout joueur A-consistent i dans v, f;(v) = A"(T).

Proposition 3.2.3 (Diffo Lambo et Nlend Oum, 2018 )

La valeur de solidarité est une valeur A-consistent.

m
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Preuve. Soit i € N tel que i est un joueur A-consistent dans v c’est-a-dire dc € R / VT C
N,i € T,A"(T) = c. Comme ¢ est une valeur de solidarité, on a ¢;(v) = X.r/icr Pé\jAV(T) avec
P, = @-DMITEDE e @ apres le corollaire 3.2.2) ¢ est une ps-value. Dot Vi € N Y7 icp P, = 1

™ T~
Donc ¢;(v) = A"(T)=c &

La proposition ci-dessous montre que toute valeur qui vérifie I’axiome du joueur A-consistent

vérifie celle du joueur A-nul, mais la réciproque n’est pas vrai.

Proposition 3.2.4 (Diffo Lambo et Nlend Oum, 2018 )

1- Si une valeur f sur I satisfait I’axiome du joueur A-consistent alors f satisfait I’axiome du
joueur A-null.
2-Une valeur f sur I' peut satisfaire 1’axiome du joueur A-null sans toute fois satisfaire

I’axiome du joueur A-consistent.

La premiere partie de la proposition [3.2.4] est évidente, en effet Soit f une valeur sur I' qui
vérifie I’axiome du joueur A-consistent c’est-a-dire 3¢ € R / VT C N,i € T,A"(T) = c et
fi(v) = c.Pour ¢ = 0, on a A"(T) = 0, on obtient f;(v) = 0 d’ou f vérifie I’axiome du joueur
A-nul.

L’exemple suivant illustre la deuxieme partie de cette proposition. C’est-a-dire qu’ elle montre

une valeur qui vérifie I’axiome du joueur A-null mais ne vérifie pas celle du joueur A-consistent.

I 0 3.2.3. Pour N = {1,2,3}, considérons pour chaque i € N, une famille de réels
(@i )renier tel que a; = 1, a{11,2,3} =0, a{11,3] =0, a{ll,z} = 0. Soit la valeur f sur I" définie par :
VieN, fi(v) = Xrenier @A (T). On observe que f vérifie 'axiome du joueur A-null car pour
tout JFCC v et pour tout joueur A-null iy dans v,ona VT C N, iy € T, A*(T) = 0. Il en résulte
que f;,(v) = 0.

Mais f ne vérifie pas I’axiome du joueur A-consistent. En effet, considérons le jeu v suivant.

Soient N = {1,2,3}etv € N tel que :

S {1} {2} | 3} | {12} | {1.3} | {23} | {1,2,3}

vy | 20| 2| 4 5 0 o

Les coalitions contenant le joueur 1 sont données par : {1}, {1, 2}, {1,3} et {1,2,3}. On a,
Pour T = {1}, A"({1}) = v({1}) = 3.
Pour T = {1,3}, A”({1,3}) = %[(v{l,?»} —v{1}) + W{1,3} — v{3)] donc A*({1,3}) = L[(5 - %) +
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5-2)1=4%
Pour T = {1,2}, A"({1,2}) = %[(v{1,2} —v{2h + (W{1,2} = v{1})] d’ou A”({1,2}) = %[(4 -0)+
“4-31=1%
Pour T ={1,2,3},A"({1,2,3}) = %[(v{1,2, 31—v{1,2H+(v{1,2,3}-v{1,3})+(v{1,2,3}-v{2, 3})]
on obtient A"({1,2,3}) = (¥ - 0)+ (£ - 5) + (¥ —4)] = 3. D’ou le joueur 1 est A-consistent.

Mais,

fiv)

Z alA'(T)

leT

Sabs

1eT

_ gza;

leT

D’ou fi(v) = ‘3—‘ car Y.y dy = % Donc f ne vérifie pas I’axiome du joueur A-consistent

Le théoreme[3.2.2)ci-dessous détermine les coordonnées d’un jeu v € I dans la base {wr, T C

N,T # 0}.
3.2.2. (Diffo Lambo et Nlend Oum, 2018 ) Pour tout v € T, v = Y1 ren 720 A" (Dwr

avec

0 si sinon

L’exemple suivant illustre ce théoreme.

D0 3.2.4. Soient N = {1,2,3}etv el tel que

S {1} [ {2} ] {3} | {1,3} | {23} | {1.2} | {1,2,3}
vS) | 3] 2 |1 2 1 4 5

Déterminons les cordonnées de v({1}), v({2}), v({3}), v({1, 2}), v({1, 3}), v({1, 2, 3})
Posons v = arywr ou ar est a déterminer.
v({1}) = arwr{1} et par définition de wr, onawr{l} = 1si T = {1} d’ou a; = v{1} = A"{1}, on
obtient v{1} = A"{1}w,{1}
Par définition de wy, on a @ wy {1} = 1, wi{2} = 0, wiy {3} = 0, wi{1,2} = %, wil, 3} = %,
w1, 2,3} = % wai2,3} =0
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o wi{l} =0, w{2} = 1, wi{3} = 0, wpy{1, 2} = % w2,3) = % wiil,2,3} = % w1, 3} =
0
o wi{l} =0, wz{2} = 0, win{3} = 0, wizy{1, 3} = % wi2,3) = % w1, 2,3} = % w1, 2} =
0

Calculons .7 7oy A"(T)wr(1).
On a, par définition de wr, wr(1) # 0 si T = {1} d’o0 Xy /pcy A(Twr(1) = A"(Dwi(1) =
A'(1) = v({1}). De méme, v({2}) = A"(2) etv({3}) = A"(3)

la proposition [3.2.5] ci-dessous permet d’étudier I'impact de la linéarité et du joueur A-

consistent sur une valeur

Proposition 3.2.5 (Diffo Lambo et Nlend Oum, 2018 )

Soit v € I' et f une valeur sur I'. si f vérifie I’axiome de linéarité et I’axiome du joueur A-

consistent alors Vi € N, fi(v) = Xr/icr Jiwr)A'(T) et Xogjicr filwr) = 1.

On peut maintenant présenter 1’axiome de s — monotonie.

Définition 3.2.2 (Diffo Lambo et Nlend Oum, 2018 )

Un jeu v € I" est s-monotone lorsque pour toute coalition 7', A"(T) > 0.

Axiom de s-monotonie Une valeur f sur I satisfait I’axiome de s-monotonie lorsque pour tout

joueur i, pour tout v s-monotone, f;(v) > 0.

Proposition 3.2.6 (Diffo Lambo et Nlend Oum, 2018 )

Soit f une valeur sur I" tel que Vi € N, fi(v) = X7icr Jiwr)A'(T) et Yogjicr fi(wr) = 1. Si f vé-

rifie I’axiome de s-monotonie, alors Vi € N, (f;(wr))rcn,ier st une distribution de probabilité.

Preuve. Soiti € N, 0 # T C N, comme ZT/ieT fi(wr) = 1, il suffit de montrer que f;(wr) > 0.
Montrons que V7T # (,wr est un jeu s-monotone.

Cela revient a montrer que VS € N, A""(§)>0.0Ona:

ﬁ siTCS
WT(S) = 1S1
0 si sinon
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et AV (S) = Dyer l—;l[wT(S ) —wr(S \ k)]. D’apres le lemme (Nowak-Radwik, 1994) on a
les cas suivants :

e SiT =S alors wr(S) = letwy(S \ k) =0 d’ouwyp(S) > wr(S \ k) et par conséquent,
AV (S) > 0.

e SiT C S alors wr(S) = ﬁ 2kes lwr(S \ k)] ce qui implique A" (S) = 0.

SiT ¢S alors wr(S) = wr(S \ k) =0.

Dans tous les cas A (S) > 0 et par I’axiome de s-monotonie, f;(wr) >0 R

Remarquons que la monotonie implique la s-monotonie. En effet soit v € I" un jeu monotone,
onaVS CN,S #0,A"(S) = ZkeT%[v(S)—v(S \k)] >0,carVk e S, v(s) —v(s\ k) >0

En revanche, la s-monotonie n’implique pas la monotonie. En effet, pour tout 7 € N, T # N
et T # 0, le jeu wrest s- monotone, mais n’est pas monotone. Car Vk ¢ T, on a wp(T) = 1 et
wr(T U k) < 1, par définition de wy.

Le résultat suivant axiomatise les valeurs qui pour lesquelles la part d’un joueur i s’€crit 3.7 ;cr P'AY(T)
ol p' est une distribution de probabilité sur toutes les coalitions ne contenant pas i.

Désormais, pour tout i € N, p' désigne une distribution de probabilité sur toutes les coalitions

ne contenant pas i.

3.2.3. (Diffo Lambo et Nlend Oum, 2018 ) Une valeur f surI satisfait les axiomes
de linéarité, du joueur A-consistant, et de s-monotonie, si et seulement si, Yi € N, AP' tel que

Vel fiv) = Xrjier PiT\iAv(T)'

Rappelons que la valeur de solidarité est une ps-value. On est en droit de se demander quelle

ps-value est la valeur de solidarité.

3.2.2. Caractérisation de la valeur de solidarité dans la classe

des ps-values.

Avant d’identifier la valeur de solidarité de Nowak et Radzik parmi les ps-values, commen-

cons par axiomatiser les ps-values symmétriques.

NS 3.2.4. (Diffo Lambo et Nlend Oum, 2018 ) Une valeur f sur I" est une ps-value
symétrique, si et seulement si, [ vérifie les axiomes de linéarité, de joueur A-consistent , de

s-monotonie, et de symétrie.

Il en ressort que les ps-values symétriques sont clairement et uniquement identifiées par des

propriétés pratiques et intuitives.
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Présentons maintenant une caractérisation des ps-values efficientes.

3.2.5. (Diffo Lambo et Nlend Oum, 2018 ) Une ps-value satisfait I’axiome d’effi-
cience si et seulement Y.y Py, = 1 et VT ¢ {0, N}, V(i, )) € N XN, Yier Pr; = Xjer PJT

Il en ressort que les ps-values sont caractérisées par les mémes relations sur les distributions

de probabilité que celles obtenues pour les valeurs probabilistes (Weber, 1988).

NN 3.2.6. (Diffo Lambo et Nlend Oum, 2018 ) Une ps-value f est la valeur de soli-

darité, si et seulement si, [ est symétrique et efficiente.

Autrement dit, une ps-value symétrique et efficiente est nécessairement additive et A-null.
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% Implication pédagogique -

Rédiger ce mémoire nous a offert I’occasion de faire nos premiers pas en terme d’inves-
tigations scientifiques et de déploiements de nos aptitudes a comprendre, a connaitre un rai-
sonnement logique et la maitrise des outils de nouvelles technologies de I’information et de la
communication.

Nous nous proposons de relever dans ce chapitre quelques reperes de I’impact de cet exercice

au plan pédagogique sur le systeme éducatif.

3.3. Aptitude a comprendre, mobiliser et construire des

connaissances

Pour mener a terme ce travail, il a fallu que nous puisions dans nos compétences a pouvoir

comprendre une situation-probléme, en proposer un formalisme et d’étudier les propriétés des
objets mathématiques obtenus. Par transposition, les documents de travail (mentionnés en bi-
bliographie) sur lesquels sont basées nos recherches peuvent €tre pergus comme une ressource
pédagogique dont le contenu doit étre partagé avec les apprenants. C’est ainsi que nous avons
décomposé la ressource pour en donner une reconstitution en termes de chapitres ; par la suite
de définitions des concepts a étudier et des propriétés qui vérifient ces concepts. En mettant
ainsi ces propriétés ensemble, on déduit donc des résultats. Cette démarche est fondamentale
dans le quotidien d’un enseignant de mathématiques que nous aspirons a étre . Nous pensons

notamment a 1’élaboration de nos cours futurs a partir des diverses ressources éducatives.

3.4. Initiation aux nouvelles technologies de I’information et

de la communication

Les outils technologiques tels que le micro-ordinateur, 1’utilisation des logiciels ( Word, La-
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tex) et d’internet ont été d’un grand appui au cours de la rédaction de ce mémoire. Ces moyens
de communication (en particulier internet) pourront étre utiles d’une part a 1’enseignant dans
la mesure ou il devra s’arrimer a cela pour compléter le déficit ou I’insuffisance d’informations
contenus dans les manuels scolaires. Ils peuvent de méme 1’assister dans la préparation, la saisie
et la présentation d’une lecon ou d’un sujet d’épreuve. D’autre part, ils seront utiles a 1’éleve

pour compléter les cours qui lui ont été transmis par I’enseignant.
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% Conclusion et Perspectives

Au terme de notre travail qui a porté sur une approche probabiliste de la valeur de soli-
darité de Nowak et Radzik (Nowak-Radzik, 1994), plusieurs points essentiels retiennent notre
attention.

Pour faciliter la compréhension de notre travail, nous avons commencé par présenter les €1¢é-
ments clés sur lesquels était basée notre étude. Nous avons ainsi décrit les notions telles que les
jeux sous forme caractéristique avec compensation, la valeur de Shapley, les valeurs probabi-
listes de Weber et la valeur de solidarité de Nowak-Radzik. Suite a ces préalables, Diffo Lambo
et Nlend Oum ont défini les ps-values et ils ont identifi€ la valeur de solidarité dans la classe des
ps- values. Deux axiomes importants attirent ndtre attention : 1’axiome du joueur A-consistent
et ’axiome de s-monotonie. IIs ont montré qu’'une valeur f sur I" est une ps-value symétrique
si et seulement f vérifie les axiomes de linéarité, de joueur A-consistent, de s-monotonie et de
symétrie.

Ce dernier résultat est important dans la mesure ol il permet d’axiomatiser les ps-valeurs sy-
métriques. Les implications pédagogiques que nous avons évoquées portent sur 1’intérét de cet
exercice sur le plan professionnel.

Cependant le probleme d’axiomatisation (identifier clairement et uniquement par des pro-
priétés pratiques et intuitives) des ps-values n’ayant été fait dans le présent travail que pour le
cas de ps-values symétriques , nous avons en perspective d” axiomatiser de maniere général les

ps-values .
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