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% Abstract %

The modeling of dependence between risks in actuarial and financial is a common problem. In
this project, we present a tool (copula) that allows us to build a dependency between two risks. So we
will begin by define a copula, present its properties and then though two important families of copulas
namly Archimedian copulas and elliptical copulas. In the case where this copula admits a parameter,
we present by using the knowledge related to the notions of inferential statistics some methods of
estimation of the parameter of the copula; then we finish with a set up of the procedure to choose the
right copula for two risks.
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% Résumé

La modélisation de la dépendance entre les risques en actuariat et en finance est un probleme
courant. Dans ce mémoire, nous présentons un outil (copule) qui nous permet de construire une dé-
pendance entre deux risques. Ainsi nous allons commencer par définir une copule, présenter ses
propriétés puis parcourir deux familles importantes de copules a savoir les copules archimédiennes
et les copules elliptiques. Dans le cas ol cette copule admet un parametre, nous présentons par le
biais des connaissances liées aux notions de la statistique inférentielle quelques méthodes d’estima-
tion du parametre de la copule ; puis nous achevons avec une mise en place de la marche a suivre pour
choisir la copule appropriée pour deux risques.
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% Introduction

Les activités de premier plan d’une banque sont les dépdts et les préts. Plus tard vont s’ ajouter 1’in-
vestissement ( risque de crédits), assurance ( risque opérationnel) et bien d’autres. Les conséquences
de cette évolution accentuent I’explosion des banques aux marchés financiers. La gestion de 1’exposi-
tion vis-a-vis des ménages et des PME implique de nombreux emprunteurs qui, lorsque regroupés en
un porte-feuille, présentent des caractéristiques non nécessairement uniformes sur le plan du risque
de crédit.

Dans ce document nous nous limitons au cas bidimensionnel ( au cas d’un porte-feuille a deux
risques).

En probabilité, un risque est une variable aléatoire. Dans la théorie lorsque deux variables aléa-
toires X et Y sont indépendantes la loi du couple (X, Y) est le produit des lois de X et de Y. Comme
dans la pratique les variables aléatoires (risques) ne sont pas toujours indépendantes, il serait sage de
ne pas négliger la dépendance entre elles.

Les copules sont des fonctions qui permettent de construire la loi du couple (X, Y) ( que ces
variables aléatoires soient indépendantes ou non ), afin de mesurer et modéliser la dépendance entre
elle. Les copules contribuent de fagon significatives dans plusieurs domaines tels que : la statistique ;
la finance ; I’hydrologie ; la biologie ... etc. Sklar dans ses travaux a démontré 1’existence et 1’unicité
( éventuelle) d’une fonction de dépendance ( qui est appelée plus tard copule ).

Le présent mémoire est réparti en quatre(04) chapitres : le premier chapitre définit une copule de
facon générale et donne quelques exemples; le second chapitre expose les copules archimédiennes
et élliptiques puis le troisieme chapitre propose quelques méthodes d’estimation du parametre d’une
copule; enfin le dernier chapitre donne quelques implications pédagogiques.
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[ Chapitre Un * ok |

COPULES
]

Les fondamentaux pour le bon suivi de ce mémoire résident en ce chapitre. On y définit une copule
avec des exemples trés connus puis on y énonces quelques propriétés importantes. Le théoréeme de
Sklar y est énoncé mais la preuve a ce théoréme n’est pas écrite par le simple fait qu’elle nécessite des
outils de probabilité avancée mais nous nous en servons quand méme. Etant donné une fonction de
répartition Fx y d’un couple de variables aléatoires (X, Y), on peut calculer facilement les marginales
Fx et Fy. Par contre si nous avons les marginales Fy et Fy de deux variables aléatoires respectives
X et Y, il existe une infinité de fonctions de répartition conjointes dont Fy et Fy sont les marges.
L’ensemble de ces fonctions de répartition conjointes fait I’objet de la section suivante :

1.1. Les classes de Fréchet

Les classes de Fréchet sont des classes de distributions multidimensionnelles qui sont compatibles
avec des marges données. Elles sont a la base des résultats remarquables qu’a connu la théorie des
copules ; mais approchons cette notion par :

Définition 1.1.1 \

Soient X et Y deux variables aléatoires de fonctions de répartitions respectives Fx et Fy. La classe
de fréchet de Fy et Fy, est I’ensemble des fonctions F qui ont pour marges Fx et Fy; on la note
T(FX9 FY)

. J

Bien que la relation d’ordre sur I’ensemble 7 (Fy, Fy) n’est pas facile a établir, nous pouvons quand
méme parler de distributions dite "extrémales" ; celles-ci aiderons a dire un mot sur les copules extré-
males.

Définition 1.1.2 \

Les fonctions

F(x,y) = max{ Fx(x) + Fy(y) — 1;0} (1.1)

et
F*(x,y) = min{ Fx(x); Fy(y) } (1.2)

sont appelées les distributions extrémales de 7 (Fy, Fy)

. J

Maintenant regardons la définition d’une copule avant d’en citer quelques exemples classiques.
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Définition 1.1.3

On appelle copule bidimensionnelle, toute fonction C : [0, 1] X [0, 1] — [0, 1] vérifiant :
1) CO,u)=Cu,00)=0 et C(,u)=Cu,1)=u, Yue|0,1].

(i) C est 2-modulaire (ou 2-increasing en anglais) c’est-a-dire : V(uy, uy), (vi,v2) € [0, 177 tels
que u; < upy etvy < vy,

C(I/tz, Vz) — C(uz, Vl) - C(I/tl, Vz) + C(ul, Vl) > 0. (13)

.

La copule C permet de construire une fonction de répartition conjointe pour les variables aléatoires X
et Y en posant :

Fxy(x,y) = C(Fx(x), Fy()). (1.4)

Dans le cas ou X et Y sont des variables aléatoires continues, les variables aléatoires U = Fx(X) et
V = Fy(Y) suivent une loi uniforme sur [0, 1] et on a :

P(X<xY<y)

= P(Fx(X) < Fx(x), Fy(Y) < Fy())

= P(U < Fx(@),V < Fy()

= C(Fx(x). Fy(y)). (1.5)

FX,Y(X, y)

La copule C s’interprete alors comme la restriction a [0, 1] X [0, 1] de la fonction de répartition
conjointe du couple de variables aléatoires uniformes (U, V) = (Fx(X), Fy(Y)).
Les courbes de niveaux de C permettent de visualiser le type de dépendance générée par la copule.
SKLAR[1959] a prouvé un résultat encore plus intéressant :

Théoréme 1.1.4

Soit F une fonction de répartition bidimensionnelle dont les marges sont F; et F,. Alors F' admet

une représentation copule :
F(x1, x2) = C(F1(x1), F2(x2)). (1.6)

La copule C est unique lorsque les marges sont continues.

.

RGNEWIE 1.1.1. Si I’une des deux fonctions de répartition marginales n’est pas continue, la copule
C de (1.5) n’est plus unique; elle I’est seulement sur le produit cartésien
(ImFx) X (ImFy). Cette multiplicité de copules rend la relation (1.5) peu utile.

Néanmoins ce théoreme est trés important car nous pouvons associer a chaque fonction de répar-
tition bidimensionnelle une copule (qui peut étre unique ).

1.1.1. La copule produit est donnée par :

C(u,v) = uv (L.7)
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1.1.2. Les copules associées a F~ et F'* sont respectivement :

C‘(ul,ug):max{ up + Uy — 1;0} (1.8)

et
C*™(uy, up) = minfuy, up} (1.9)

Ce sont des ( et non les) copules extrémales.

1.1.3. Laloi logistique bi-variée de Gumbel a pour fonction de répartition :

1
F ,y) = . 1.10
xr(%.y) 1 + exp(—x) + exp(—y) ( )
Nous pouvons montrer que les marges sont :
Fx(x) ! (1.11)
X) = —— .
X 1 + exp(—x)
et |
F = — 1.12
)= T e S) (1.12)
Les fonctions quantiles sont donc :
Fy'(x) = In(u) — In(1 — u) (1.13)
et
Fy'(v) = In(v) = In(1 —v) (1.14)
Nous déduisons que la fonction copule est :
Cluv) = Fxy(F3' ), Fy'(v)) = ———— (1.15)
’ BN u+v—uy '

Cette copule est appelée la copule logistique de Gumbel (Gumbel logistic copula en anglais).

1.1.4. La loi exponentielle bi-variée de Gumbel a pour fonction de répartition :

l—e*—e? +e @) §ix>0,y>0 .
Fxy(x,y) = i avec 6 € [0, 1] un paramétre.
0 sinon

Les marginales sont des lois exponentielles de parametre 1, donc :

Fy'(u) = Fy'(u) = —In(1 — u). (1.16)
La copule correspondante est alors :
C(u,v) = Fxy(Fx'(u),Fy'()

= Fyy(=In(1 - u), - In(1 = v))
= u+v—1+{0=-u)(l-v)exp(—0In(l —u)In(l —v)) (1.17)
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1.2. Expression de la densité bidimensionnelle.

Supposons que F y(x,y) soit la fonction de répartition du couple de variables aléatoires (X, Y) de
copule C. La densité conjointe s’écrit :

2

Sxr(x,y) = (')xéyFX’Y(x’y)
(92
= 5x8yc (Fx(x), Fy(y))
(92
= MC(M, V) (FeFr) X Fx(x).Fy(y) (1.18)
Donc :
fxy(x,y) = c(Fx(x), Fy() fx(X) fr (). (1.19)
ou: ,
c(u,v) = EE C(u,v) (1.20)

est appelée la densité de la copule C.

Le produit  fy(x)fy(y) estla densité de probabilité de (X, Y) lorsque les deux variables aléatoires
sont indépendantes.

La relation (1.19) indique que la densité conjointe est le produit de la densité sous I’hypothese d’indé-
pendance des deux variables et du facteur c(Fx(x), Fy(y)). Ce facteur peut donc étre considéré comme
un coeflicient de distorsion de I’'indépendance, qui permet d’induire la structure de dépendance entre
les variables aléatoires X et Y. Dans le cas particulier ou X et Y sont indépendantes, ona c = 1.
Cette observation permet de justifier le critere d’indépendance qui dit que deux variables aléatoires X
et Y sont indépendantes si et seulement si  fx y(x,y) = fx(x)fr ().

1.2.1. En considérant de nouveau la copule Logistique de Gumbel, sa densité s’écrit :

2uv
(u+v—uv)®

c(u,v) = (L.21)

1.2.1. Pour certaines fonctions de répartition bi-variée, il n’existe pas d’expression ana-
lytique. C’est par exemple le cas de la copule Normale. On a :

C(u,v;p) = 0(07 ), @' (v): p) (1.22)

( @ est la fonction de répartition de la loi normale bi-variée ).
Cependant, nous avons utiliser la relation (1.19) pour caractériser sa densité :

1 1 2, .2 1 1, 1 1,
exp(~ (X" +y"=2pxy)) = c| Fx(x), Fy(y)|Jx —exp (-5 x" )X exp(—=y*).
N A )= AP B (=3 e (-37)
D’ou . |
c(Fx(x), Fy(y); p) = exp( - —— (2 +y* =200 + (P +)D)  (1.23)
V1 -p? l-p 2
Nous déduisons que
1
c(u,vip) = exp (= = (7 + 57 = 20m) + 5 +)7) (1.24)
1 -p? 1-p 2

avec x = Fy'(u) ety = F;'(v).

Comme toute fonction, les copules possedent quelques propriétés tres intéressantes.
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1.3. Propriétés des fonctions copules
Définition 1.3.1

La copule C définie par :

Cu,v)=u+v-1+C(1—-u1-v). (1.25)

est appelée copule de survie.

.

1.3.1. Reprenons la copule de I’exemple (1.1.4) ol on avait
Cu,v)y=u+v—-1+{1-uw)(1-v)exp(—0In(l —u)In(1 - v))
. Alors sa copule de survie associée est :
Clu,v) = uv exp ( — Oln(u)ln(v))
Soient X et Y deux variables aléatoires. L’ interprétation probabiliste de (1.25) est :
P(X > x;Y > y) = C(Sx(x), Sy(»)). (1.26)
ou Sr(t) = 1 — Fr(r) est la fonction de survie de la variable aléatoire continue 7.

Nous énongons maintenant les deux résultats importants suivants :

1.3.1. Propriété de Lipschitz

Proposition 1.3.1

Soit C une copule, pour tout xy, x5, y1, 2 € [0, 1], tels que x; < x, ety; < y,,ona:

[CCoo,y2) = Clriy| 1= 2 1+ 132 =31 1. (1.27)

\.

Ainsi C est uniformément continue sur son domaine.
Preuve. Elle utilise le Lemme suivant :

Lemme 1.3.2 \

Soient ay, ay, by, b, quatre nombres complexes de modules inférieurs a 1 (la¢;] < 1;|b;] < 1),Vi €
{1,2}. Alorsona:

laiay — biby| < |la; — by| + |a; — by (1.28)

\. J

Preuve. (du Lemme 1.4.2). En effet, on a :

lajay — biby| = |ai(ay — by) + (a1 — by)by|
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IA

lai|.lay = bo| + |ay — by.1bs|
< lay = byl +|ay —bs|. (carla;| < 1et|by] <1) (1.29)

B Revenons maintenant a la preuve de la Proposition 1.3.1
Ona:

‘ E(]I{U]sz;uzgyz}) - E(]]‘{UI 3x|;Uzsy|}) ‘

’ (10,20 Linzyn) = B(Liwr<an-Livnsyn) ’

Cl,y2) = Cxi, )|

IA

E(']l{UlSXZ}']l{UZS)’Z} - ]I{Uls»q}-ﬂwzsyl}|)

IA

E(']l{U1sz} - ]1{U1£x1} + ‘]I{Uzﬁyz} - ]l{Uzsyl}') (Par le Lemme précédent)

‘ E(Miy,<x)) — E(]l{uls)n})‘ + 'E(]lwzsyz}) - E(]l{uzsyl})‘
|x2 = x1] + [y2 =yl (1.30)

1.3.2. Invariance fonctionnelle

Avant d’aborder la notion d’invariance fonctionnelle, nous allons d’abord définir la pseudo-
inverse ou encore inverse généralisée.

Définition 1.3.2

Soit F' la fonction de répartition d’une variable aléatoire continue X.(On rappelle que F est continue
et croissante).
On définie la pseudo-inverse F~V de F par :

(i) Sit € Im(F), alors FoV(t) = inf{x e R | F(x) = 1}

(i) Sit ¢ Im(F), alors F©U(f) = inf{x € R | F(x) > t}

.

REVEIGIE 1.3.1. Si la fonction F est strictement monotone, alors les notions de pseudo-inverse et
d’inverse coincident ¢’est-a-dire F©) = F~1,

En utilisant la notion de pseudo-inverse et le théoreme de SKLAR, on obtient le résultat sui-
vant qui montre qu’une copule n’est pas affectée par des transformations strictement monotones
croissantes ou bien varie de facon controlée lorsque les transformations sont strictement monotones
décroissantes.
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.

Proposition 1.3.3

Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires réelles continues, de fonctions de répartitions respectives
Fx et Fy, dont la structure de dépendance est décrite par la copule C. Soient g; et g, deux fonctions
strictement monotones.

(i) Si g; et g, sont strictement croissantes, alors C est également la copule de (g,(X), g2(Y)).

(ii) Si g; est strictement croissante et g, strictement décroissante, alors (g1(X), g2(Y)) admet
pour copule u — C(u, 1 —v).

(iii) Si g; est strictement décroissante et g, strictement croissante, alors (g;(X), g2(Y)) admet
pour copule v — C(1 — u, v).

(iv) Si g et g, sont strictement décroissantes, alorsu +v -1+ C(l —u,1 —-v) = 5(u, v). est la
copule de (g1(X), g2(Y)).

(On reconnait bien la copule de survie au (iv))
Preuve.

(i) Supposons g; et g, strictement croissantes. On pose G; et G, les fonctions de répartitions
respectives de g;(X) et g,(Y). Alorson a :

Gi(x) = P(gi(X) <)
= P(X<g')
= Fx(g/' (). (1.31)

De méme, on a :
G>(y) = Fy(g' ). (1.32)

Désignons par C la copule du couple (g;(X), g2(Y)). Alors

P(g1(X) < 3 g2(1) <)

= P(X<g' (Y <g7'0)

= C(Fx(gi' ) Fr(g;' )

= C(Gi(3:G20). (1.33)

C(G1(x), Gav))

C’est-a-dire que .
c=C (1.34)

(i) La fonction de répartition de g,(X) est G; comme ci-dessus et celle de g,(Y) est définie par :

P(ga(Y) <)

P(Y 2 g' ()

1-P(Y < g'0)

1-P(Y < g'O)

1= Fy(g' ) (1.35)

Ga(y)

Si Cestla copule de (g;(X), g2(Y)), alors

5(G1(x), Gz(y)) P(gl(X) <x8(Y) < )’)

P(X <g'(0:Y 2 8'0)
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P(X <g/'(0) -P(X < g7'(x): ¥ < ')
Fx(g7'(0) = C(Fx(g7" (0): Fr(g:' 07))
= Gi(®) - C(Gi(x); 1 = Ga). (1.36)

D’oti la copule de (g1(X), g2(Y)) est donnée par :
Cu,v) = u—Cu, 1 - v). (1.37)

(iii) Se fait en changeant dans (ii) les roles de g; et g».

(iv) Si g; et g, sont strictement décroissantes, on a comme au (ii) Gi(x) = 1-F X(gl‘l(x)) et
G.(y) = 1 - Fy(g; 1(y)) les fonctions de répartitions respectives de g;(X) et g,(Y). Alors si Cc
est la copule de (g(X), g2(Y)), alors on a :

C(G1(x),Go(») = B(gi1(0) < x;2(Y) <)
P(X > 7' (0:Y 2 g,'()

OrP(X 2 g7'(x)) = 1 - P(X < g;'(x)) = 1 — Fx(g;'(x)). D’autre part,

P(X > g'(0) =P(X 2 g (0: ¥ 2 &' () - P(X 2 g7 (0 ¥ < &' (1))
Ainsi
1 - Fy(g7'(0)) =P(X 2 g7'(0): Y 2 8,'(0)) — P(X 2 g7 (x): ¥ < &' (). (1.38)
Or

P(X <& 1(y)) P(X <g 1(y)) (Car Y est une variable aléatoire continue)

P(X <8 (0:¥ < 5'0) + (X 2 8 (0: ¥ < 5'0)

Donc
P(X 2 7' (0 ¥ < g5' () = Fr(gy' ) = C(Fx(gr' (0); Fy(g:' ).
Ainsi dans (1.38),on a :
1 - Fx(g7' () = P(X 2 g7'(0): Y 2 g,'0)) + Fr(g,' ) = C(Fx(gr' (0): Fr(g;' ).

Donc

P(X 2 g7 (x):Y 2 ' () = 1 = Fx(g7" () = Fy(g5' ) + C(Fx(g7' (0): Fr(g;' ).
D’olt
C(G1(1),Ga(y) = Gi(0) + Ga(y) = 1 + C(1 = G1(0), 1 = G () (1.39)
La copule de (g(X), g2(Y)) est donnée par :
6(u, vVi=u+v—-1+C —-u,1-v). (Cestlacopule de survie) (1.40)
|

1.3.2. La propriété d’invariance fonctionnelle permet de déduire que deux couples de
variables aléatoires réelles peuvent avoir la méme copule alors que leurs marginales ont des lois
différentes.

1.3.2. Soit les deux fonctions f(x) = —i et g(x) = €%, alors si (X,Y) est un couple de

variables aléatoires de copule C et (U, V) est le couple de variables aléatoires tel que U = f(X) = —%
et V =g(Y) = e, en désignant par C'la copule de (U, V) on aura C = C.

m
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1.4. Copules max et min

Dans cette sous-section nous considérons un échantillon (X, Y1), (X, Y2), ..., (X, ¥,,) de n couples
de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées et de méme loi que (X, Y). On sup-
pose que F ( respectivement G) est la fonction de répartition de X ( respectivement Y). Soit C la
copule qui caractérise la dépendance entre X et Y.

On pose
Xm = max X; et X; = min X;
i=12,..n i=1,2

et

Y(n) = max Yi et Y(l): min Yl

i=1,2,...n i=1,2,...n

On désigne par F,), Gy, F1) et Gy les fonctions de répartitions respectives de de X, Y (), X1y et Y.
On souhaite caractériser les copules de (X, Y(»)) et (X, Y(1)) appelées respectivement copule max
et copule min

Cas de la copule max

Ona: n
Fuy(x) = B(X( < x) =P( N, (X; < ) = (P(X; < )

car les X; sont indépendantes.De méme on a

G = (B(Y; < y))' (1.41)

Si H est la fonction de répartition du couple (X, Y),et H, celle du couple (X(,), ¥(,)), alors

(Hx.y)
(C(F().GR)))

Hny(x,y) = P(X(n) <X Y < )’)

1 1 "
= (C([F@(x)]n, [G(n)(w]")) . (1.42)
Doncon a:
Co(u,v) = C" ', V"),
pour tout u, v € [0, 1].
Cas de la copule min
Ona:
F(])(X) = P(X(]) < )C) =1- P(X(]) > )C) = 1- P(Q?ZI(X,- > )C))
- 1- (1 - F(x)) (1.43)

(par indépendance des X;).
De méme G()(y) = 1 — (1 — G(y))". Donc comme précédemment, nous obtenons :

H(l)(x, y) = P(X(]) <X Y(l) < y) =1- P(X(l), Y(l) < y) = P( m?:l (Xi >x Y > y))

(P(Xi > XY > y))

11|
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(If(x,y))n
(ctFe.6on)

= (CO - (1= Fay)”", 1= (1 = Gaon'™)'

ou on a utilisé I’indépendance des couples (X;, ¥;). On déduit que :
Coyu) = C"(1 =1 =w'" 1~ (1 -n)'")

ID'CNE 1.4.1. (a) Si X; et Y; sont indépendantes pour tout i € {1, 2, ...,n}, il en est de méme
pour X, et Y(,) d’'une part et X(;) et ¥(;, d’autre part; ainsi

1/n, 1/n]"
Ciyu,v) = [u /ny /”] = uv.

et
n

Cliywv) =1 = A= w1 = (1= v)'/m)
(b) Soit C la copule de Gumbel donnée par C(u,v) = —*—. Alors

u+v—uv "

uy

C( )(M, V) =
! (ul/n + vl/n _ ul/nvl/n)n
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Rl Chapitre Deux SRS

QUELQUES CLASSES PARTICULIERES
DE COPULES
]

Dans ce chapitre, nous considérons deux variables aléatoires X et Y de fonctions de répartitions
respectives Fy et Fy. On note par Cx y la copule qui caractérise la dépendance du couple (X, Y). On a
alors :

F(x,) = Cxy(Fx(x), Fy(»)). @.1)

Notons quand méme que les copules que nous nous apprétons a étudier constituent une classe de
copules la plus rencontrée dans la finance des marchés et en actuariat (Gestion des questions d’as-
surance, de finance et de prévoyance sociale a 1’aide du calcul des probabilité et de la statistique).

2.1. Les copules Archimédiennes

Les copules Archimédiennes sont associées au statisticien canadien Christian Genest. Genest et
Mackay [1986] définissent une copule Archimédienne de la fagon suivante :

Définition 2.1.1 \

Une copule C est dite Archimédienne, si elle s’écrit :

. 2.2)
sinon

-1 9
o) { o) + o)) si @) + @(v) < 9(0)
0
avec ¢ une fonction de classe € 2 qui vérifie p(1) = 0,¢’(u) < 0 et ¢”(u) > 0 pour tout u € [0, 1].
¢ est appelé le générateur ( ou fonction génératrice ) de la copule. Ce générateur est dit strict si
©(0) = co et non strict si ¢(0) < oo

Nous pouvons observer ceci :

2.1.1. Soit C une copule Archimédienne de générateur ¢. Alors :
C estsymétrique, i.e. C(u,v) = C(v,u) pour tout u,v € [0, 1];
2. C estassociative, i.e. C(C(u,v),w) = C(u, C(v,w)).

Les principales copules Archimédiennes sont les copules : produit, Gumbel, Franck, et Clayton.
Etudions chacune de ces copules :

73
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(i) La copule Produit ou d’indépendance
Le générateur est ¢(f) = In(¢). On a donc ¢~!(x) = exp(x). D’ou

Cru,v) = ¢ () + @)
= exp (In(u) + In(v))
= uy 2.3)

copule produit

000.0

Ficure 2.1 — Copule Produit.

1.2.2.2.0.0.0.0.0.2.8.0.0.8 .4 Code R correspondant 1.2.2.8.0.0.0.0.2.2.8.0.0.8 .4

>u=seq (0,1,length=50) u recoit un vecteur de 50 valeurs croissantes et régulicrement
espacées de 0 a 1

> v=u v recoit u

> f=function (u,v) {u * v} f est la fonction a construire

> C=outer (u,v,f) la copule a tracée

> persp (u,v,C,col= " lightgreen " , phi=25 , tick= " detail ’ , theta=-50 , main= " Copule
produit ")  traceur

1, 2.8.8.0.0.0.0.2.8.0.6.000220.0002528200080888808888888088.8 .84

14
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(i1)) La copule Gumbel
Le générateur est p(f) = (- In())", @ > 1. Donc ¢~ !(x) = exp( — xi). D’ou

Colu,v)

0! (@) + ¢(v))
exp (— [(~Inu)” + (- Inv)"]?) (2.4)
La famille de copules de Gumbel contient la copule d’indépendance et la copule de la borne

supérieure de Fréchet : C; = C* et lim,_,,., C, = C*.
La densité de la copule Gumbel est :

a—1 1
Colw,v) _ (Inulnv) (=W + (~Invye)” (2.5)

Ca(ut,v) = i

W (—Inu-—Inv)" e

Densité de la copule de Gumbel avec alpha=0.5 Densité de la copule de Gumbel avec alpha=1.5

Densité de la copule de Gumbel avec alpha=1.25 Densité de la copule de Gumbel avec alpha=3

Ficure 2.2 — Densité de la copule Gumbel pour différentes valeurs de a.

2 2.8.80.0.0.0.0.0.0.0.8.8.8.¢ Code R correspondant 1 2.0.80.0.0.0.0.0.0.0.8.8.8.¢
>u=seq (0,0.1,length=50) u recgoit un vecteur de 50 valeurs croissantes et régulierement

15|
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espacées de 0 2 0.1
> v=u Vv regoit u

> a=0.5
> f=function (u,v){(exp(-((-log(u))*a+(-log(v))*a)*(1/a))/(u*v))*((((log(u))*(log(v))*(a-1)/(-

log(u)-log(v))(2-1/a)))*((-log(u)) a+(-log(v))*a)*(1/a) } f est la fonction a construire

> C=outer (u,v,f) la copule a tracée
> persp (u,v,C,col= " lightgreen " , phi=25 , tick= " detail ’ , theta=-50 , main= "Densité de la

copule Gumbel avec alpha=0.5") courbe
2.2.2.2.2.0.0.0.0.2.2.0.0.0.000.200.00000828800680888888888888.8.8.

En prenant respectivement a=1, a=5, a=20 on a les autres courbes

(iii) Copule Frank
Le générateur est : ¢(¢) = In (5::,’_11), a#0.0na:p'(x)= —é In(1+e*(e®—-1)).Dou

Cou,v) = ¢ ' (p(u) + (1))

_ _ém I +exp| - (m(:_‘;‘_ 11)+1n(:_‘:j_ 11)) (e~ 1)
B PO Gl Clitil) 2.6)
lo4 e —1

La famille de copules de Frank contient la copule de la borne supérieure de Fréchet, la copule
de la borne inférieure de Fréchet et la copule d’indépendance :

lim C, = C*
a—0

lim C,=C"
a—r+
et
lim C, =C"
La densité de la copule est :
—a(u+v) 1—e@
ae (1-€) 2.7

co(Uu,v) =
(l( ) [e—(x(u+v) — e U — pmav 4 e—a]z

Densité de la copule de frank avec alpha=-5 Densité de la copule de frank avec alpha=-1
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Densité de la copule de frank avec alpha=1 Densité de la copule de frank avec alpha=5

0000 0000

FiGURE 2.3 — Densité de la copule Frank pour différentes valeurs de .

1.2.2.8.0.0.0.0.0.2.8.0.80.8 .4 Code R correspondant 1.2.2.8.0.0.0.0.2.2.8.0.0.8 .4

>u=seq (0,1,length=50) u recoit un vecteur de 50 valeurs croissantes et régulicrement es-

pacéesde O a1

> v=u v recoit u

> a=-5

> f=function (u,v){a*exp(-a*(u+v))*(1-exp(-a))/(exp(-a*(u+v))-exp(-a*u)-exp(-a*v)+exp(-a))"2 }

f est la fonction a construire

> C=outer (u,v,f) la copule a tracée

> persp (u,v,C,col= " lightgreen " , phi=25 , tick= " detail ’ , theta=-50 , main= "Densité de la

copule de Frank avec alpha=-5") traceur

2.2.2.82.8.8.0.0.2.2.0.0.0.2.2.2.0.0.0.0.0.22.0.000000000.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.8.9
(iv) Copule de Clayton

Le générateur ici est ¢(f) = ,a>0.Cequiconduita ¢ '(x) = (ax+ 1)_$, d’ou

%1
a

Co(u,v) = ¢ () + p(v))
[(u‘“ -1 v*-1

1

> + > )a/+l

W +vo—1)e (2.8)

La famille de copules de Clayton contient la copule de la borne supérieure de Fréchet et la
copule d’indépendance :
lim C,(u,v) = C*(u,v)
a—r+o0

et
1imo C,(u,v) = C*+(u,v)

La densité de la copule est :

U +v— 1) (2.9)
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Densité de la copule de Clayton avec alpha=0.5 Densité de la copule de Clayton avec alpha=5

0.000

Densité de la copule de Clayton avec alpha=1 Densité de la copule de Clayton avec alpha=10

0.000

FiGure 2.4 — Densité de la copule Clayton pour différentes valeurs de a.

2 2.0.8.0.0.0.0.0.0.0.8.8.8.¢ Code R correspondant 1 2.0.0.0.0.0.0.0.0.0.8.8.8.¢

>u=seq (0,1,length=50) u regoit un vecteur de 50 valeurs croissantes et régulierement espacées
deOal

> v=u v regoit u

>a=0.5

> f=function (u,v){ ((1+a)/(u*v)*(a+1))*(u”(-a)+v~(-a)-1)(-2-1/a) } f estla fonction a construire

> C=outer (u,Vv,f) la copule a tracée
> persp (u,v,C,col= " lightgreen " , phi=25 , tick= " detail ’ , theta=-50 , main= " Densité de la copule
de Clayton avec alpha=0.5") traceur
2,2.0.2.6.2.0.0.0.0.2.6.0.0.0.0.0.0.0.00.0.0.0.0.0.00.20.00.02000000.0.0.0.0.0.8¢

Dans le tableau suivant, nous donnons un récapitulatif de cette étude (ou on note # = 1 — u et
it = —In(n)).

Copules Générateur (¢(u)) | Expression analytique : C(u, v)
Produit : C*+ In(u) uv
Gumbel (- In(w))" exp(—(i@ + 7))
Frank —In (e;;"__ll) —é In (1 + —(e-tm;lg(_erw—]))
I
Clayton u ! (ﬁ“ + 92 — 1)_"

18|
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Maintenant nous entrons dans la deuxieéme famille importante de copules.

2.2. Les copules élliptiques

Elles sont construites a partir des distributions bi-variées qui ont une forme connue. Nous allons
ici nous intéresser particulierement aux copules Gaussiennes (ou normales) et Students.

2.2.1. Copules Gaussiennes

Elles sont définies par I’expression :

Cn(u,v) = (¢~ (W), 7' (v)). (2.10)
ou ¢, est la fonction de répartition de la loi normale bi-variée, de moyenne nulle, de variance unitaire

et de coefficient de corrélation p.

¢! est la fonction quantile de la loi normale (uni-variée) centrée réduite.
En fait I’expression de ¢, est donnée par :

1 “ory 1
(u,v):—f f ex (——(x2—2 xy + 2))dxd (2.11)
et ¢~! est définie par : ¢~!(u) = inf{x € R : F(x) > u}.
Ainsi

x* +y? - 2pxy

oW ) 1
Cy(u,v) = f f ———eX ( —)dxd . (2.12)
N o Jew 2nT=p2 P 2(1-p?) g

Densité de la copule normale avec Rho=-0.5 Densité de la copule normale avec Rho=0
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Densité de la copule normale avec Rho=0.5 Densité de la copule normale avec Rho=0.75

=

=

==

FiGure 2.5 — Densité de la copule normale pour différentes valeurs de p.

1.2.2.8.0.0.0.0.2.8.8.0.8.8 4 Code R correspondant 1.2.2.8.0.0.0.0.2.8.8.8.0.0.4

>u=seq (0,1,length=50) u regoit un vecteur de 50 valeurs croissantes et régulierement espacées
deOal

> v=u v regoit u

>r=-0.5

> f=function (u,v){(1/sqrt(1-r*2))*exp((-1/(1-r*2))*(gnorm(u)*2+qnorm(v)"2-2*r*qnorm(u)*qnorm(v))+0.5:
f est la fonction a construire

> C=outer (u,v,f) la copule a tracée

> persp (u,v,C,col= "green" , phi=25 , tick= " detail * , theta=-50 , main= " Densité de la copule
Gaussienne avec alpha=-0.5") traceur
2,2.2.0.0.00.0.0.0.20.0.00.2.00.20000200208008888088088888.8.

Théoreme 2.2.1

La distribution de la copule normale bi-variée est donnée par :

u 1) — -1
Clu, v;p) = f CD((D »-¢ (W))dw (2.13)
0 1 —p?
2.2.2. Copule Student
Elle a pour expression :
Cu,v) = 1o, (" ), 1 () (2.14)

ou t,, est la fonction de répartition de la loi de Student bi-variée, de moyenne nulle, de variance
unitaire, de coefficient de corrélation p et a u degré(s) de liberté.

u? +v? — 2puy

y X 1
,y) = 1
u(.y) LLM 1_p2( P

De plus, t;l est la fonction quantile d’une loi de Student (uni-variée) centrée réduite a u degrés de
liberté.

1-3)
) dudv (2.15)

0]
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Les copules que nous venons d’explorer sont les plus utiliser dans la modélisation de la dépendance.
Notons que ces copules jouent un rdle important dans 1’étude des mesures de dépendance. C’est
I’objet de la section suivante :

2.3. Mesure de dépendance

Les propriétés de dépendance et les mesures des associations sont interdépendantes, donc nous
pouvons commencer cette étude partant de plusieurs points. Nous nous abstenons de regarder le «
coefficient de corrélation linéaire » qui mesure la dépendance linéaire entre deux variables aléatoires
pour nous concentrer sur les « mesures des associations » telles que le tau de Kendall et le rho de
Spearman.

2.3.1. Concordance

De facon simple, un couple de variables aléatoires est concordant, si « les grandes valeurs » de
I’une ont tendance a étre associées au grandes valeurs de I’autre et « les petites valeurs » de 1’'une ont
tendance a €tre associées aux petites valeurs de 1’autre. Notons par (xi, y;), (x2, y,) deux réalisations
indépendantes et identiquement distribuées de (X, Y). Les deux paires d’observations (xy, y;) et (x2, y»)
sont concordantes si x; < x et y; < y, ou bien x; > x, et y; > y,. Ce qui peut s’écrire encore : les
paires (x1,y1), (x2,y2) sont concordantes si (xy, y;)(x2,y2) > 0. Pour étre plus précis :

Définition 2.3.1 )

Soit {(x1,y1), (x2,¥2), ..., (X4, ¥,)} un échantillon de n observations du vecteur (X, Y) de variables
aléatoires. Ils existent C2 paires distincts (x;,y;) et (x,y;) d’observations dans I’échantillon, et
chaque paire est soit concordant, soit discordant.

Soit ¢ le nombre de paires concordants et d le nombre de paires discordants. Alors le tau de Kendall
pour I’échantillon est défini par :

. J

Ainsi X et Y sont discordants s’ils ont tendance a générer des paires d’observations discordantes.

Définition 2.3.2 \

De facon probabiliste, notons (X, ¥;) et (X, ¥») deux réalisations i.i.d (indépendantes et identique-
ment distribuées) de (X, Y). Le taux de kendall est défini par :

(X, Y) = B[(X; - X)(¥; - Y2) > 0] - B[ (X; - X)(¥1 - Y2) < O] (2.16)

C’est donc la (probabilité de concordance)-(probabilité de discordance).
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Définition 2.3.3

Soient X* et Y+ des variables aléatoires telles que Fy. = Fy et Fy. = Fy, avec Fx.y. = FxFy. (X, Y)
est I’élément de la classe de Fréchet F (Fy, Fy) correspondant au cas ou X et ¥ sont indépendantes.
Le Rho de Spearman est défini par :

0,(X,Y) = 3[P((X — XYY - ¥) > 0) - P((X - X*)(¥Y - ¥*) < 0) (2.17)

Le tau de Kendall et le rho de Spearman jouent le méme rdle pour les copules que celui que joue
la Corrélation pour la distribution gaussienne. Parfois on les appellent des mesures de corrélation
""non linéaires''. Rappelons quand méme que leurs expressions en fonction de la copule qu’elles
caractérisent peuvent étre aussi données par :

T:4ff C(uy, up)dC(uy,up) — 1 (2.18)
[0,11?

et

o= 12ff i uiurdC(uy, up) — 3 (2.19)
[0,1]

Nous donnerons des explications plus claires de certains des résultats précédents un peu plus bas.
Une autre notion de dépendance est la dépendance dite de queue.

2.3.2. Dépendance de queue (Tail dependence)

Les modeles de dépendance de queue tiennent compte seulement des liens entre les valeurs ex-
trémes des deux variables. Le concept est utile en finance car les rendements de titres financiers
montrent de la dépendance de queue inférieure. En effet quand un marché dégringole, les marchés
autour ont aussi tendance a dégringoler.

Deux risques X et ¥ montrent une dépendance de queue si la réalisation d’une valeur extréme posi-
tive (resp négative) pour X entraine une plus grande probabilité de réalisation d’une valeur extréme
positive (resp négative) pour Y.

Définition 2.3.4

Si une copule bi-variée C est telle que la limite :

. Clu,u) 1 =2u+Cu,u)
lim = lim =

u—l1- 1 —u u—1- 1-u

A (2.20)

existe, alors C a une dépendance de queue supérieure( upper tail dependence) si A €]0, 1] et n’a pas
de dépendance de queue si 4 = 0.

(22
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Définition 2.3.5

Si une copule bi-variée C est telle que la limite :

. C(u,u)
lim =

u—0* u

A (2.21)

existe, alors C a une dépendance de queue (lower tail dependence) si A €]0, 1] et n’a pas de dépen-
dance de queue si 4 = 0.

2.3.1. Pour distinguer upper tail dependence de lower tail dependence, JOE [1997]
note respectivement ces mesures Ay et A;.

I 2.3.1. Pour la copule produit C*, nous avons :

1= 2u+ i
Ay = lim — 2% lim 1—u=0. (2.22)

u—s1- 1 — U u—1-

Pour la copule C*,on a:

1 — 2u + min (u, u)
=1. (2.23)

/lU:ugn}’ l1—u

Pour C~, on a plutét :
1 —2u+max (2u—1,0)

Ay = lim 0. (2.24)
u—>1- 1 —Uu
2.3.2. Pour la copule C*, nous avons :
2
Ay = lim — =0. (2.25)
u—~0t U
Pour la copule C*,on a :
. 1 =2u+ min (u, u)
Ay = lim =1. (2.26)
u—0* u
Pour C~, on a plutot :
. 1 =2u+max(2u-1,0)
AL = hr% =0. (2.27)
u—07" u

Les valeurs de dépendance de queues obtenues ci-dessus permettent de choisir la copule appro-
priée dans le cadre des données empiriques.

Comme nous I’avons annoncé plus haut, par la formule simplifiée suivante on calcule facilement
le tau de Kendall de quelques copules :

Théoreme 2.3.6

Soient X et Y deux variables aléatoires continues de copule archimédienne C. Alors le tau de Kendall

est donné par :
1
t
T=1+ 4[ &dt (2.28)
o ¢
ou ¢ est le générateur de la copule.

)
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2.3.3. Pour la copule Logistique de Gumbel, on a : ¢(f) = (- In(?))*. Ainsi

¢@=—%—mmf*

Donc
t - In(z))" t
o0 oy 1y
@' (1) —2(=1In(1)) a
D’ou |
t 1 -1
T:1+4f Thde=1--=2""
0 @ a a
Nous proposons le tableau récapitulatif suivant :
Copules tau de Kendall | A, Ay
Indépendance 0 0 0
Borne Inf-Fréchet -1 0 0
Borne Sup-Fréchet 1 1 1
Clayton -5 27 0
Gumbel el 0 [2-2«
Gaussienne 2 arcsin(p) 0 0
Franck 1) g g
Student 2 arcsin(p) A A
ou )
kK [t
Di(x) = — dt
k() v fo o — 1
et

A=2t4| - +1.m
T

1+p

L analyse de ce tableau permet de faire les constats suivants :
La copule de Clayton présente une dépendance de queue inférieure et pas de dépendance de queue
supérieure ; la copule de Gumbel présente une dépendance de queue supérieure et pas de dépendance
de queue inférieure ; 1a copule de Franck ne présente aucune dépendance de queue alors que la copule
de Student présente une dépendance de queue des deux cotes.
Ces observations sont utiles lorsqu’on doit choisir la copule appropriée pour des données empiriques.

4]
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L3Rl Chapitre Trois RS

ESTIMATION DES COPULES
]

La construction d’un modele utilisant les copules implique 1’estimation et I’identification de la
structure de dépendance a partir des données empiriques.
Le premier article a ce sujet est celui de GENEST[1987] et concerne la copule de Frank. Mais les re-
cherches les plus significatives dans ce domaine viennent des problemes de modélisation des survies
multiples.
Supposons que 1’on dispose d’un échantillon d’une copule appartenant a une famille paramétrique
(Cy) et que I’on souhaite estimer le parametre 6 de notre copule. Notons notre échantillons par :
(x1,¥1), (X2,¥2),-.,(X4, y») du couple de variables aléatoires (X, Y).
Remarquons que si les fonctions de répartition Fy, Fy de X et Y étaient connues, 1’échantillon
(FX(xl), Fy(yl)),(Fx(Xz),Fy(yz)),...,(Fx(Xn), Fy(yn)) serait un échantillon de C et dans ce cas nous
pouvons utiliser les méthodes d’estimation classique de la statistique. Puisque les marges sont in-
connues nous ne disposons pas d’un échantillon de la copule C. Pour y remédier on opte pour deux
approches :
L’approche paramétrique et I’approche non paramétrique. Nous allons nous intéresser a 1’approche
paramétrique ; dans cette approche, on suppose que les lois marginales appartiennent elles aussi a une
famille indexée par un parametre. Pour estimer les marges, il suffit alors d’estimer leur parametre.

3.1. Méthode des moments

Comme nous I’avons dit plus haut, on suppose connues les lois marginales et qu’il faut juste
estimer le parametre de la copule.

Principe

La méthode des moments consiste a calculer une mesure de dépendance sur un échantillon de
valeurs du couple (X, Y), puis a faire correspondre celle-ci a sa valeur théorique. Ainsi si 6 est le
parametre de la copule et 6(X, Y) une mesure de dépendance qui est une fonction g(6#), alors une
estimation de 6 est donnée par :

0=¢"(5(x. 7)) (3.1)

Rappelons que d’aprées GENEST[1987], la version empirique des rho de Spearman et tau de Ken-
dall pour la paire (X, Y) est respectivement donnée par :

~ S, (T -T)(T0 - T,)
p= T (3.2)
—_ JE— 2
[22:1<U§” ~U )23 (U~ Uz>2]

25|
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et

— 2
T =
nn—1)

X Z sign((xk = Xx)(Vk = yl))

k<l

(3.3)

770

ot UP = Fi(x),  Ur=3p, "=, ie{l2)et

1 si x>0
sign(x) =40  six=0
-1 six<0

Manifestement, 1’étude du rho de Spearman est assez complexe dans cette méthode. Donc nous
allons nous restreindre a 1’étude du tau de Kendall. En effet le tau de Kendall s’exprime souvent en
fonction de certaines copules plus que le rho de Spearman.

|10 3.1.1. On a observé I’échantillon suivant (que nous supposons gaussien) :

9.900134 | 13.340830 | 10.600220 | 11.237119 | 9.815872 | 9.622767 | 8.761755 | 11.569010
6.142494 | 4.447986 | 5.609224 | 6.183537 | 4.767386 | 4.810669 | 5.716470 | 6.502679
9.058972 | 12.581758 | 8.319744 | 10.720626 | 12.337828 | 7.225505 | 9.236821 | 12.1597191
5.985187 | 3.920826 | 4.298894 | 6.612945 | 4.708224 | 2.915296 | 6.091633 | 4.228354
4.076314 | 10.974846 | 12.45370 | 11.666076
5.141617 | 6.795826 | 3.933954 | 3.398794

1.2.2.8.0.0.0.0.2.8.0.8.8.8 ¢ Code R correspondant 1,2.2.8.0.0.0.0.0.8.8.8.8.8 .1

>rnorm(20,9,3)
1 2.0.0.0.0.0.0.0.0.8.0.0.2.2.2.8.0.0.2.0.0.0.0.2.2.22.000000000.0.0.0.0.0.0.0.8.¢
Le nuage de point correspondant a cet échantillon est donné par :

FiGure 3.1 — Nuage de points de notre échantillon

10

12

En utilisant la formule (3.3), on calcul le tau de Kendall et le rho de Spearman de cet échantillon

26
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et on obtient :
T=-0.063 et p=-0.179 (3.4)

Si on choisit la copule de Clayton, on sait que : 7(X, ¥) = -$5. Donc

20X, Y)
TIIX Yy

Ainsi une estimation de a pour cette copule est :

_2x(-0.063) _
@ =~ o = ~0.118 (3.5)

3.1.2. Si nous utilisons la copule de Gumbel avec le méme échantillon, le parametre a de
la copule vérifie :

1
(X, Y)=1-— (3.6)
a
Ce qui conduit a
1
Ty

Donc
e 1 1

CTIFXY)  1+0.063

~ (0.941 3.7

3.2. Méthode du maximum de vraisemblance

Pour I’estimation par maximum de vraisemblance, on a trois approches possibles :
- Exacte : on estime en une seule étape les parametres des lois marginales et de la copule.
- Inference function for margins (IFM) : I’estimation est faite en deux étapes : les marginales
sont d’abord estimées puis la copule apres.
- Canonique : la copule est estimée par maximum de vraisemblance a partir de la fonction de
répartition empirique.
Prenons a nouveau notre échantillon i.i.d de (X, Y) soit (x1, y1), (X2, 2)seee0s(X0, Y0)-

Approche exacte

La densité conjointe est fxy(x,y) = c(F x(x), F y(y)) fx(x)fy(y). Soit 8 = (O, 6y, 60c) un vecteur
contenant les parametres des lois et de la copule.
L’expression de la log-vraisemblance est donnée par

o) = ZlanY(xi’yi)
i=1

n

D ine(Fx(x), Fy() + ) (In fulx) + In fr(3) (3.8)
i=1

i=1

L’estimateur du maximum de vraisemblance correspond a :

GEMY — arg max [(6). 3.9

La maximisation de la fonction log-vraisemblance n’étant pas facile, on est rendu a la méthode sui-
vante :

27
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Approche Inference function for Margins

Elle procede en deux étapes :
étapel On estime les marges par maximum de vraisemblance.
étape2  Connaissant les parametres précédents, on estime par maximum de vraisemblance le
parametre ( ou les parametres) de la copule.
Ici, nous notons Iy, Iy et [c les log-vraisemblance respectives de X, Y et C.

On a .
Ix(Bx) = ) In(f(x) (3.10)

i=1

et .
I(®y) = > In(fG) (3.11)

i=1

On estime Oy et Oy par/ezf M = arg max Ix(fy) et @F M = arg max ly(fy) Par suite

lc(Bc) = ) nc(Fx(x), Fy() (3.12)

i=1
ol Fx(x;) et Fy(y;) sont évalués respectivement aux points /H}F M et @F M On a alors

UM = arg max Ic(6¢) (3.13)

o 3.2.1. Les estimateurs 07 et 6EMV ne sont pas identiques

3.2.1. considérons les vingts couples de I’exemple 3.1.1 .

Sachant que les lois marginales sont gaussiennes, estimons une copule de Clayton. Estimons d’abord
les parametres des lois marginales. On a :

ux = 10283, 0x =2.119 et uy =5.11,0y = 1.104.

Soit @ la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

On pose pour tout i € {1,2,...,6}, u; = (D(%) ety;, = CD(%) que nous calculons grace a la fonction

pnorm de R. Nous dressons le tableau suivant :

28|
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Xi

Vi

u;

Vi

9.900134

6.142494

0.133

0.667

13.340830

4.447986

0.126

0.623

10.600220

5.609224

0.156

0.3396

11.237119

6.183537

0.147

0.958

9.815872

4.767386

0.123

0.1513

9.622767

4.810669

0.126

0.9917

8.761755

5.716470

0.103

0.9158

11.569010

6.502679

0.098

0.4425

11.666076

3.398794

0.181

0.4518

9.058972

5.985187

0.147

0.9998

12.581758

3.920826

0.112

0.6995

8.319744

4.298894

0.136

0.0297

10.720626

6.612945

0.121

0.4197

12.337828

4.708224

0.121

0.93696

7.225505

2.915296

0.123

0.8996

9.236821

6.091633

0.094

0.7733

12.159719

4.228354

0.118

0.8513

12.453701

3.933954

0.124

0.9805

4.076314

5.141617

0.155

0.1054

10.974846

6.795826

0.138

0.8521

La copule de Clayton est :

et sa densité est :

Co(u,v) = W™ + v — )7

-1

— (" +v=-1) °
( )

La log-vraisemblance de la copule est :

20 20
lc(Bc) = ) Ineo(Fx(x), Fy() = D Inequs, v) (3.14)
i=1

i=1

Cette expression est évaluée avec les données précédentes. La fonction optimise de R permet d’obte-
nir :
Oc = 19.99993

Approche canonique

L’approche IFM dépend des fonctions de répartitions marginales. Elle est donc influencée par la
qualité de I’adéquation des lois de X et Y. L’idée d’approche canonique est alors de maximiser la
fonction lc(é;) sans tenir compte du choix de la loi de X ou Y. Pour cela, on utilise la fonction de
répartition empirique. Etant donné un échantillon i.i.d X1, X2, ..., X, de X, la fonction de répartition
empirique liée a cette échantillon est donnée par :

— 1 &
Fx(@) =~ Z] 1. (3.15)
ou
1 siX;<x
ﬂmm={ . (3.16)
0 sinon
29|
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Dans le cas des copules, on utilise plutot :

Fx(x) =

1
n+1

n

T ix,<n

i=1

(3.17)

On calcul u; = F, v(X;)) etV; = F, y(Y;) pour tout i = 1,2,....,n. Une estimation du parametre de la

copule est alors :

1VC = arg max(z In c(ﬁ,-,v,-))
i=1

Xi

Yi

Uj

Vi

9.900134

6.142494

0.4286

0.7619

13.340830

4.447986

0.9524

0.3333

10.600220

5.609224

0.4762

0.5714

11.237119

6.183537

0.6190

0.8095

9.815872

4.767386

0.3809

0.4286

9.622767

4.810669

0.3333

0.4762

8.761755

5.716470

0.1905

0.6190

11.569010

6.502679

0.6667

0.8571

11.666076

3.398794

0.7143

0.0952

9.058972

5.985187

0.2381

0.6667

12.581758

3.920826

0.9047

0.1428

8.319744

4.298894

0.1428

0.2857

10.720626

6.612945

0.5238

0.9047

12.337828

4.708224

0.8095

0.3809

7.225505

2.915296

0.0952

0.0476

9.236821

6.091633

0.2857

0.7143

12.159719

4.228354

0.7619

0.2381

12.453701

3.933954

0.8571

0.1905

4.076314

5.141617

0.0476

0.5238

10.974846

6.795826

0.5714

0.9523

En re-écrivant a 1’aide de ces nouvelles données :

On obtient  6%V€ = 10.1632

3.3. Cas pratique du choix de la copule appropriée

lc(6c) = ) Inco(@, V)
i=1

avec

lc(@c) = 7.667.

(3.18)

(3.19)

Dans cette section nous proposons quelques étapes a suivre lorsqu’on qu’on souhaite choisir la
copule appropriée pour 1’analyse de données. Considérons une séquence de valeurs d’un couple de
variables aléatoires (X, Y) de taille 500 que nous représentons par le nuage de points suivant :
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Graphe du couple (F1(X),F2(Y))
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Ficure 3.2 — Nuage de points de 1’échantillon de taille 500

1.2.2.8.0.0.0.0.2.8.8.8.8.8 .4 Code R correspondant 1.2.2.8.0.0.0.0.2.8.0.0.0.0.4
set.seed(1)
>x=rexp(500,0.1) Echantillon loi marginale de X
>y=x-+rnorm(500,0,3) Les couples (x,y) constituent un échantillon de (X,Y)
>u=rank(x)/(length(x)+1) les valeurs de F1(X) loi uniforme tirée de X
>v=rank(y)/(length(y)+1) les valeurs de F2(Y) loi uniforme tirée de Y
>plot(u,v,pch=20,col=10, main="Graphe du couple (F1(X),F2(Y))")
2,8.2.0.0.0.0.00.0.2000.00.200.2080000020000808280880808880.8.(

Observons attentivement les figures suivantes qui correspondent aux formes de la copule de Gum-
bel pour diftérentes valeurs de « :
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FiGure 3.3 — Formes de copule Gumbel pour différentes valeurs de o

1 2.0.8.0.0.0.0.0.0.0.8.8.8.¢ Code R correspondant 1 8. 0.0.0.0.0.0.0.0.0.8.8.8.¢
>### Vérification de 1’adéquation
>x=rgumbel(500,3.3655)
>plot(x[,1],x[,2],pch=20,col=10,main="Copule de Gumbel simulée")
>### Tests d’Hypotheses
>w=cbind(u,v)
>## library(gofCopula)
>gofRosenblattChisq("gumbel",w, M = 20)
>gofRosenblattSnB("gumbel",w, M = 20)
>gofRosenblattSnC("gumbel",w, M = 20)
>## Tous les tests confirment I’adéquation a une copule de Gumbel.
1 2.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.2.2.2.2.2.0.0.2.0.8.0.0.2.2.20000000000.0.0.0.0.0.0.0.8.¢
Nous pouvons constater qu’il serait convenable de choisir @ €]3, 4[ puis de prendre

Fxy(x,y) = Ca(Fx(x), Fy(y)) (3.20)

comme fonction de répartition du couple (X, Y).
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IMPLICATION PEDAGOGIQUE

La rédaction de ce mémoire nous a permis de faire des progres dans la recherche scientifique et
le développement de nos aptitudes a diriger un sujet, une idée dans le but de résoudre un probleme
donné. Dans ce chapitre, nous proposons quelques reperes des conséquences de cet exercice sur le
plan pédagogique.

4.1. Mobilisation et construction des connaissances

Pour parvenir au terme de ce travail, nous avons dii apprendre a étudier un probleme posé, le
formaliser et le découper en sous-problemes afin de le résoudre. Nous avons appris a détecter des
supports de recherche et a y extraire 1’information utilisable pour la résolution du probléme. Nous
avons par le méme biais appris a échanger avec nos enseignants ( encadreurs ) de fagon objective
tant en les copiant qu’en les imitant afin d’étre comme eux. Ce comportement est indispensable dans
notre prochaine vie d’enseignant. Nous ne saurons terminer notre propos dans cette sous-section
sans signaler le grand apport en terme d’apprentissage et de progres considérable dans 1'utilisation
des logiciels comme Word, TeXstudio(avec LATEX), R( logiciel statistique ) et Matlab. Nous
sommes donc désormais capable de saisir nos épreuves avec de belles mises en forme du texte. Par
ailleurs la construction des graphes dans le R, Geogebra, Sinequanon et Matlab facilitera I’insertion
en géométrie au lycée. Enfin le sujet proposé par I’encadreur nous a fait découvrir la grande aventure
qui se cache dans les copules comme par exemple le grand intérét de pour suivre ce travail dans une
formation en Actuariat (Pour devenir assureur, banquier ou bien d’autre) dans la finance ou dans toute
autre filiere faisant intervenir la manipulation des risques.

4.2. Aptitude a raisonner

Le raisonnement mathématiques évolue en fonction du niveau auquel on se trouve. Ce sujet de mé-
moire nous a aider développer nos capacités de recherche et notre esprit critique. Il nous a formé aussi
dans la bonne utilisation des manuels proposés par le MINESEC dans le but d’extraire le contenu a
enseigner, la lecture des documents dans les deux langues ( anglais et frangais ). Nous pouvons aussi
ajouter que désormais nous savons modéliser une situation concrete et simple; ce qui nous a donné
ce golit d’inachevé et nous renvoie dans les livres pour s’étayer d’avantage. Le langage utiliser étant
dépendant du personnel avec lequel I’on échange, il nous a été permis de discuter avec des inspecteurs
nationaux qui, compte tenu de leurs statut nous ont aider a mieux distinguer les outils de communi-
cation en langage facile des mathématiques. Nul ne se plaindre de la brillante formation recue de
AIMS allant dans le méme sens ; celui de I'insertion professionnelle, 1’évaluation panoramique de la
vie d’enseignant qui nous attend.
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'« CONCLUSION

Au terme de ce travail portant sur COPULES : ESTIMATION ET APPLICATION, nous pou-
vons dire qu’une copule est un outil statistique pertinent et assez difficile 2 manipuler. Dans ce mé-
moire nous avons commencé par la définition d’une copule puis nous avons ressorti quelques pro-
priétés et exemples d’une copule. Nous avons poursuivi notre propos en faisant ressortir deux classes
importantes de copules (copules archimédienne et elliptique) que nous avons détaillé partiellement.
Ensuite nous avons recenser quelques méthodes d’estimation du parametre de la copule notamment
la méthode des moments, celle du maximum de vrai-semblance, la méthode des fonction d’inférence
des marginales et 1’approche canonique du maximum de vraisemblance. Nous pouvons rappeler que
le travail qui a été fait dans ce mémoire s’est intéressé€ au cas bidimensionnel. On peut bien I’étendre
au cas multidimensionnel par simple adaptation a certains niveaux. Grace aux copules, les problemes
distincts peuvent désormais €tre traité ensemble ; ce qui contribue a gagner en temps et en argent.
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