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% Résumé

Le théoreme de Gibbard-Satterthwaite est I’'un des résultats d’impossibilité en choix so-
cial : toute fonction de choix social sur le domaine universel qui est non dictatoriale et ayant
au moins trois options éligibles est manipulable. En 1980, sur le domaine restreint des préfé-
rences unimodales, Moulin a proposé une solution pour échapper a cette impossibilité. Nous
présentons et illustrons les notions telles que la manipulation et I’'unimodalité indispensables a
la compréhension des concepts de 1’article de Moulin ainsi que la preuve du résultat d’existence
des fonctions de choix sociales non manipulables et non dictatoriales définies sur le domaine

restreint des préférences unimodales vérifiant a la fois la condition de Pareto et I’anonymat.

Mots clés : Préférences, Fonction de choix social, Domaines restreints, Unimodalité, Non

manipulabilité.
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%« Abstract

The Gibbard-Satterthwaite theorem is a well known impossibility theorem in social choice
theory : any non dictatorial social choice function that admits more than two options in its range
is vulnerable to strategic voting over the domain of all linear orders. Domain restriction such
as single peakedness as shown by Moulin (1980), is a possible wayout. Here are presented
with detailed proofs and illustrations, Moulin’s result on the existence of non dictatorial and
strategy-proof social choice function on single peaked domains which satisfy Pareto condition

and anonymity.

Keys words : Preferences, Social choice functions, Domain restrictions, Single-peakedness,

Strategy-proofness.
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% Introduction générale -

La littérature sur la manipulation des reégles de décision qui a suivie le théoreme de Gibbard-
Satterthwaite traite du résultat d’impossibilité évoqué par celui-ci. Si les préférences des agents
sur I’ensemble des alternatives peuvent étre formalisées par une relation d’ordre totale sans
exception (domaine universel), alors en dehors des regles de décision dictatoriales, toutes les
bonnes fonctions de choix social ou reégles de décision sélectionnant une seule alternative parmi
au moins trois sont manipulables : des agents peuvent, en exprimant des péférences non sin-
ceres, obtenir un résultat meilleur que celui qui serait obtenu en exprimant des préférences
sinceres. Plusieurs relaxations des hypotheses du théoreme de Gibbard-Satterthwaite ont été
étudiées : Tchantcho et Diffo (2009) ont restreint leur étude a la manipulation des correspon-
dances de choix social sélectionnant un nombre fixe de candidats ; Andjiga et al. (2005, 2008)
ont enrichi leurs investigations sur la manipulation par la prise en compte de I’information.

Nous nous intéressons ici a la manipulation lorsque le domaine des préférences individuelles
est restreint au domaine des préférences unimodales. Les préférences unimodales sont obtenues
lorsqu’on suppose que les alternatives peuvent étre classé suivant un axe idéologique gauche-
droite. Chaque individu définit alors sa préférence par un positionnement sur cet axe et sa proxi-
mité par rapport a chacun des candidats. Initialement introduites par Black (1948) pour garantir
I’existence d’un vainqueur de Condorcet (une alternative qui est préférée a toute autre alterna-
tive par au moins la moitié des agents), les préférences unimodales deviennent célebres dans la
littérature. Notamment Dummett et Farquharson (1961) montrent I’existence, en cas d’unimo-
dalité, des fonctions de choix social non dictatoriales et non manipulables.

Concretement, nous portons notre attention aux travaux de Moulin (1980) qui caractérise,
sur le domaine des préférences unimodales, les fonctions de choix social non manipulables et
vérifiant certaines propriétés comme 1’efficience et I’anonymat. L’ anonymat correspond a un

égal traitement des agents tandis que I’efficience requiert que toute alternative unanimement
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meilleure est sélectionnée comme élu. A travers des exemples détaillés, nous donnons un ap-
percu de la notion de préférence en choix collectif tout en nous attardant particulierement sur les
préférences unimodales que nous dénombrons ainsi que les préférences localement unimodales
que nous introduisons. En dehors des résultats de Moulin (1980) que nous présentons, nous
proposons aussi une caractérisation des fonctions de choix social non manipulables a I’aide de
la notion de jeux simples ; ainsi qu’un dénombrement du nombre de préordres totaux sur un
ensemble fini.

L’ensemble du travail est organisé en trois chapitres ainsi qu’il suit : au chapitre un intitulé
préliminaires, nous rappelons quelques notions indispensables dans notre étude telles que les
préférences, I’unimodalité et la manipulation. Le chapitre deux est consacré a 1’étude de la non
manipulabilité sur le domaine des préférences unimodales. Dans ce chapitre nous caractérisons
les fonctions de choix social non manipulables en présence de deux alternatives; puis nous
présentons les résultats de Moulin caractérisant les fonctions de choix social a la fois non mani-
pulables, efficientes et anonymes. Au chapitre trois nous donnons les implications pédagogiques

de notre expérience.
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Ce chapitre préliminaire nous permet de présenter quelques outils nécessaires pour aborder
les problemes de choix social en général et notre theme en particulier : il s’agit entre autres des
notions de relation de préférences, des préférences unimodales et des regles de prise de décision

collective.

1.1. Préférences

1.1.1. Relations binaires

Soit A un ensemble non vide. Désignons par A? le produit cartésien A X A.

Définition 1.1.1

On appelle relation binaire sur A toute partie R de A X A.

Etant donnés (a,b) € A? et R une relation binaire sur A, on dit que :

1. a est en relation avec b et on note aRb, si (a,b) € R;
2. an’est pas en relation avec b et on note non(aRb), si (a,b) ¢ R;

3. a et b sont équivalents suivant R si aRb et bRa.

La partie stricte P et la partie indifférence /z de R sont les relations binaires sur A définies

par :
1. Y(a,b) € A%, (a,b) € Pg si aRb et non(bRa);

2. Y(a,b) € A%, (a,b) € I si aRb et bRa.

1.1.1. algb signifie que a et b sont équivalents suivant la relation R.

SAFOKEM ADIN @ENS 2016
DIPES 11 2015-2016 =



Notation 1.1.1. On note par B(A) I’ensemble des relations binaires sur A.

Les définitions suivantes donnent certaines propriétés des relations binaires sur un ensemble.

Définition 1.1.2

Soit R € B(A). On dit que R est :
(i) réflexive si Ya € A, aRa;
(ii) symétrique si Ya,b € A, aRb = bRa;
(iii) antisymétrique si Va,b € A, (aRbetbRa) = a=0b;
(iv) transitive si Ya,b,c € A, (aRb et bRc) = aRc;

(v) totale (ou complete) si Ya,b € A, aRb ou bRa.

Certaines relations binaires sur A vérifient plusieurs des propriétés précédentes et forment

des familles particulieres comme les suivantes :

Définition 1.1.3

On dit qu’une relation binaire R sur un ensemble A est :
(i) une relation d’équivalence sur A si R est réflexive, symétrique et transitive ;
(ii) un préordre sur A si R est réflexive et transitive ;

(iii)) un ordre sur A si R est réflexive, antisymétrique et transitive .

Notation 1.1.2. : On note par £ I’ensemble des ordres totaux sur A et par ‘W I’ensemble des

préordres totaux sur A.

1.1.2. Lorsque A est fini, un ordre total sur A est un classement de tous les éléments
de A du premier au dernier sans ex aequo tandis qu’un préordre total sur A est un classement de
tous les éléments de A du premier au dernier avec éventuellement des ex aequo.

Un ordre total R sur A sera alors noté R = abc... pour dire que suivant R :
1. a estle premier (il est en relation avec tous les éléments de A) ;

2. bestle second (il est en relation avec tous les éléments de A autres que a) ;

4] SAFOKEM ADIN ©ENS 2016
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3. cestle troisieme (il est en relation avec tous les éléments de A autres que a et b) ;

4. et ainsi de suite jusqu’au dernier qui n’est en relation avec aucun élément de A autre que

lui-méme.

Notation 1.1.3. Pour tout ensemble fini E, on note par #E ou |E| le nombre d’éléments de E.

m 1.1.1. 1. Posons A = {a,as, ..., a,,}.

a) La relation R définie sur A par :
Yaj,ar € A,ajRay & j<k

est une relation d’ordre totale sur A appellée ordre lexicographique sur A.

b) Posons A" = P(A) ’ensemble des parties de A.

La relation Q définie sur A par :
VB,C € A',BQC < |B| > |C|

est un préordre total sur A"

2. Soit X un ensemble fini non vide. Posons A = P(X) I’ensemble des parties de X.

La relation R définie sur A par :
VB,C € A, BRC < |B| = |C|

est une relation d’équivalence sur A.

Proposition 1.1.1

Si A est un ensemble fini non vide de cardinal m, alors le nombre total des ordres totaux sur A

est m!.

Preuve. Comme A est fini, notons qu’un ordre total sur A est un classement de tous les €lé-
ments de A du premier au dernier sans ex aequo. Par conséquent, un ordre total sur A est une

permutation des éléments de A. Il y a donc exactement m! ordres totaux possibles sur A. [ |
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Définition 1.1.4

Etant donnés une relation d’équivalence R sur A et a un élement de A, on appelle classe d’équi-
valence de a I’ensemble a = {x € A : xRa}.

La relation binaire R est définie sur I’ensemble A/R des classes d’équivalence suivant R par

VX,Y € A/R, (XRY si a € X, Ab € Y/aRb).

En utilisant les propriétés d’une relation d’équivalence, on montre que la relation R est bien

définie sur A/R. Notamment on a la propriété suivante :

Proposition 1.1.2

Si R est une relation d’équivalence sur A, alors VX € A/R,Vx e X, X = x.

Preuve. Soient R une relation d’équivalence sur A et X € A/R. Alors Ja € A tel que X =a.
Soit x € X, montrons que X = Xx. Soity € A.

-Siy € X, alors yRa, or x € X = a donc xRa et on a également aRx car R est réflexive.

Ainsi yRa et aRx, donc yRx car R est transitive. Par conséquent y € x. Donc X C x.

-Si y € X, alors yRx or xRa (car x € X = a). Donc yRa car R est transitive. Par conséquent

yeX=aDoncxCX.DouX=x. [ |

Définition 1.1.5

On appelle partition de A toute famille (A;);c; de parties de A vérifiant :
a) Yiel A # 0;
b) Vi,jEI,A,-ﬂAJ-i(D:Ai:AJ-;

C) Ui/A; = A.

6| SAFOKEM ADIN @ENS 2016
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Proposition 1.1.3

Soit R une relation binaire sur A.

1. Si R est une relation d’équivalence, alors I’ensemble des classes d’équivalence suivant

R est une partition de A.

2. Si R est un préordre total, alors la relation R définie sur A /Ig par
VX,Y € A/Ig, (XRY si Ja € X, b € Y/aRb)

est un ordre total sur A/Ig.

Preuve. 1. Supposons que R est une relation d’équivalence sur A.
OnaA/R C P(A) par définition de A/R.

a) Soit X € A/R, alors da € A tel que X =a.
Comme R est réflexive, alors aRa.
Ainsia € X. Donc X # 0.

b) Soient X,Y € A/Rtelsque XNY # 0.
Soit ¢ € X N Y, montrons que X = Y. Comme ¢ € X NY, alors ¢ € X et d’apres
la proposition 1.1.2, X = c. De méme comme ¢ € X N Y, alors ¢ € Y et d’apres la
proposition 1.1.2, Y =¢c.D’ou X =Y.

c) OnaVX € A/R, X C A, donc UyesrX C A.
Soit a € A, alors a € a car R est réflexive.
Ainsi, a € UxeqgX. Donc A C Uxeq/gX.
D’ou A = Uyea/rX.
Donc I’ensemble des classes d’équivalence suivant R est une partition de A.

2. Supposons que R est un préordre total, et montrons que la relation R définie sur A /Ig par
VX, Y € A/lg,(XRY si 3a € X, b € Y/aRb).

est un ordre total sur A/I.

L’ensemble A /I est bien défini car Ik est une relation d’équivalence sur A, par conséquent
R est une relation sur A /Iz qui est bien définie.

Soit X € A/Iz. Alors X # 0, donc Ja € X/X = a. Comme R est réflexive, on obtient

aRa ; ainsi XRX. Donc R est réflexive.

SAFOKEM ADIN ©ENS 2016
DIPES II 2015-2016 -



Soient X, Y, Z € A/l tels que XRY et YRZ. Alors Ja € X,db,ce Yetdd € Z/aRb et cRd.
Ona:b,ceYdoncbRcetcRbcarY € A/lg.

Comme aRb et bRc, alors aRe car R est transitive.

De méme comme aRe et cRd, alors aRd car R est transitive.

Par conséquent a € X,d € Z et aRd. Donc XRZ.

D’oli R est transitive.

Soient X, Y € A/l tels que XRY et YRX.

Alors da,b € X et dc,d € Y/aRce et dRb.

Par conséquentona X =a=betY =c¢=d.

aRc = X CY,de méme dRb = Y C X.

Donc X = Y. D’olt R est antisymétrique.

Soient X, Y € A/Ip, alors X # 0 etY # (. Soienta € X et b € Y, alors aRb ou bRa car R

est totale. Ainsi XRY ou YRX. Donc R est totale.

D’ott R est un ordre total sur A /1z.

Dans toute la suite, nous noterons un préordre total R sur A par
R = C1C2...Ck

pour dire que
1. Les classes d’équivalence suivant I sont Cy, Cs, ..., Cy;
2. C, estla classe des premiers ex aequo ;
3. C; est la classe des deuxiemes ex aequo ;

4. ainsi de suite jusqu’a Cy qui est la classe des derniers ex aequo.

Proposition 1.1.4

Soit C une partition de A en k éléments.
Le nombre de préordres totaux sur A dont I’ensemble des classes d’équivalence coincide avec

C est donné par k!.

Preuve. D’apres la proposition 1.1.3., deux préordres totaux sur A dont les ensembles res-

pectifs des classes d’éléments équivalents donnent C different suivant leurs classements des

B SAFOKEM ADIN @ENS 2016
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différentes classes d’équivalence B € C; ces classements étant des permutations des éléments
de C, on obtient le résultat.

B3 1.1.2. Posons A = {a,b,c} et C = {{a,b},{c}}. Alors les 2 préordres totaux sur A

dont I’ensemble des classes d’équivalence coincide avec C sont
R ={a,b}{c} et R = {c}{a,b}.

Etant donnée une collection d’entiers naturels non nuls ¢ = (¢y, Ca, ..., Cp), posons

el ={cp 1< j<k}etlc= ‘{je (1,2, .k} i c; = u}‘ pour tout « € [c].

L’ensemble [c] donne tous les différents entiers naturels qui apparaissent dans ¢ et pour
chaque entier u ainsi obtenu, |c“| est le nombre de composantes de ¢ égales a u. Le nombre
de permutation distinctes des composantes de ¢ est donné a partir des formules d’anagrammes

d’un mot par
k!

1 e el ©

ana(c) = U [c] = {uy,up, ..., u;}.

Proposition 1.1.5

Soient k un entier naturel non nul et ¢ = (c j)1< _, un k—uplet d’entiers naturels non nuls de
<j<
somme .

Alors le nombre total de préordres totaux R sur A tels que Ya € A,fa|l € [c] et pour tout

J€11,2,...,k}, il existe exactement |c“/| classes distinctes de cardinal c; est donné par

m!
ana(c)—————— .
leal! leal!.. fexl!

Preuve. Un préordre total R sur A tel que Ya € A, [a] € [c] et pour tout j € {1,2, ..., k}, il existe
exactement |c“/| classes distinctes de cardinal c¢; est obtenu pour chaque permutation de ¢ en
chosisissant ¢, éléments de A, puis ¢, éléments de A parmi les éléments de A restants, ainsi de
suite jusqu’aux ¢, derniers éléments restants. Le nombre de tels choix est exactement le nombre
d’anagrammes d’un mot de m lettres formé a partir de & lettres distinctes en nombres respectifs

c1, €2, ..., Cx. C’est-a-dire
m!
leilt et fexl

Puisque le nombre de permutations distinctes de c¢ est ana (c), alors on obtient le résultat. [ |
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B0 1.1.3. Posons A = {a, b, c,} et c = (2,1). Alors les seuls préordres totaux sur A dont
I’ensemble des classes d’équivalence comprend une classe a 2 éléments et une autre a un seul

élément sont au nombre de
2! 3l ) 1
T — 0 sachantquec” =letc =1.

et listés ci-dessous

Rl {Cl,b} {C},R2 = {C}{aab}’
Ry = {a,c}{b}, R4 = {b}{a,c},
Rs = {c,b}{a}, Rs = {a}{c,D}.

Posons

k
D, = {c : dk e N* telqueceN*k, ch =metc;>cj1,j=1,2,... k- 1}.
=1
I’ensemble de toutes les décompositions possibles de m en des entiers de somme m listés dans

I’ordre décroissant. Pour tout ¢ = (cy, ¢3, ..., ¢x) € D,,, posons |c| = k le nombre de composantes

de k. Alors

Proposition 1.1.6

Le nombre des préordres totaux sur A est donné par

P, = Z ana(c) m

PSTIPTINPATE
ceD,, |Cll- |C2|~... |Ck|-

Preuve. La preuve découle de la Proposition 1.1.5. en remarquant que pour tout préordre total
R sur A, il existe un seul élément ¢ de D,, (les composantes de ¢ sont ordonnées dans 1’ordre
décroissant) tel que R = C,C,...Cy vérifiant Ya € A, [a] € [c] et il existe exactement |c“/| classes

distinctes de cardinal c; suivant R pour tout j € {1,2, ..., k}. [ ]

|50 1.1.4. Posons A = {a, b, c}. Alors m = 3 et
131 21 31 31 3
Dy =13), @, D, (L1L DY et Py = 3+ 7oy + 3T

IB.En 3 1.1.5. Posons A = {a,b,c,d}. Alorsm =4,D,, ={4),3,1),2,2),(2,1,1),(1,1,1, 1)} et

14 20 41 2141 31 41 41 41
A T 1M 2220 T ammm T o

4
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1.1.2. Préférences individuelles et fonctions d’utilité

Préférences individuelles

On considere :

> Un ensemble N fini et non vide dont les éléments sont appelés votants ou électeurs. Un
votant peut tre par exemple un décideur, un expert, ... Les votants représentent des personnes
physiques ou morales dont les avis comptent dans un processus de prise de décision. Ainsi, un
électeur peut étre un individu, un groupe d’individus, un pays, un parti politique, ...

Dans la suite, N = {1, 2, ..., n} ou n est le nombre d’éléments de N,n > 2.

> Un ensemble A fini non vide dont les éléments sont appelés candidats ou options. Les
candidats peuvent étre des projets, des allocations, des états sociaux, ... Les éléments de A
représentent des objets proposés au choix des votants.

Dans la suite, nous désignons par m le nombre d’éléments de A.

Dans le cadre de notre travail, nous supposons que les préférences individuelles sur les can-
didats peuvent étre formalisées par les relations binaires sur A. Nous noterons par R’ la relation
de préférence du votant i sur les candidats.

Etant donnés i € N, R’ € B(A) et a, b € A,

- aR'b (ou tout simplement a >; b si aucune confusion n’est possible), signifie que pour I’élec-
teur 7, le candidat a est au moins aussi bon que b; ou encore que le votant i préfere (au sens
large) a a b.

- a®P'b (ou tout simplement a >; b si aucune confusion n’est possible), signifie que pour I’élec-
teur i, le candidat a est strictement plus bon que b ; ou encore que le votant i préfere (au sens

stricte) a a b.

1. La partie stricte de >; notée >; est définie par :
Ya,b€ A (a>; b)sila>; betnon(b >; a)l.

On dit alors que 1’électeur i préfere strictement a a b.

2. L’indifférence de >; notée ~; est définie par :

(a~ib)si(a>;beth>;a).
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Dans ce cas, on dit que 1’électeur i est indifférent entre a et b ou que a et b sont des ex

aequos pour i.

Définition 1.1.6

Soit D une partie non vide de B(A).

On appelle profil de préférences de D, toute collection R = (R)ey € D" ou le terme R
représente la relation de préférences de I'individu i.

En particulier, si D C £, on dit que R est un profil d’ordres totaux et si D C ‘W, on dit que R

est un profil de préordres totaux.

LV désigne I’ensemble des profils de préférences d’ordres totaux sur A.

W désigne I’ensemble des profils de préférences de préordres totaux sur A.

Notions de fonction d’utilité

Définition 1.1.7

On appelle fonction d’utilité sur un ensemble non vide B toute application

u: B — R

a v ua) .

Si u est une fonction d’utilité sur B, alors pour tout a € B, u(a) représente (ou mesure) la
satisfaction que 1’objet a procure. Si A est un ensemble de biens et a un élément de A, alors u(a)

représente la satisfaction procurée par le bien a.

5.0 1.1.6. : Si B = {ananas, orange, mangue, papaye, pasteque}, alors I’application

u: B — R
6 si a = ananas
5 sia = orange
a +— u(a)=48sia= pasteque est une fonction d’utilité sur B.

0 si @ = mangue

1 si a = papaye
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Définition 1.1.8

Soit u une fonction d’utilité sur B.

On appelle relation binaire associée a u, la relation notée R, et donnée par :

Ya,b € B, aR,b < u(a) > u(b).

Proposition 1.1.7

Si u est une fonction d’utilité sur B, alors la relation binaire R, associée a u est un préordre

total sur B.

Preuve. > 1l est clair que R, est une relation binaire sur B.

> Soit a € B, alors u(a) > u(a), ainsi aR,a.

Donc R, est réflexive.

> Soient a, b, ¢ € B tels que aR,b et bR,c, alors u(a) > u(b) et u(b) > u(c), par conséquent
u(a) > u(c) car > est transitive sur R.
Ainsi aR,c, donc R, est transitive.

> Soient a,b € B. Comme > est totale sur R, alors u(a) > u(b) ou u(b) > u(a); c’est a
dire
aR,b ou bR,a. Donc R, est totale.

D’ou R, est un préordre total sur B. [ |

Nous dirons que la fonction d’utilité u représente la relation R,. De maniere plus formelle,
nous donnons ci-dessous la définition de relation de préférence représentable par une fonction

d’utilité.

Définition 1.1.9

On dit qu’une relation binaire R sur B est représentable par une fonction d’utilité s’il existe

une fonction d’utilité u sur B telle que :

Ya,b € B, aRb < u(a) > u(b); c’est-a-dire R = R,.
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1.1.3. 1. Soient R une relation binaire sur A et a,b € A tels que a ~; b; si R

est représentable par une fonction d’utilité u sur A, alors u(a) = u(b).

2. Supposons que A = {a, b, c}. Soit R la relation binaire définie sur A par :
a>g b,b>¢cetc>¢a.
Si R était représentable par une fonction d’utilité u, alors on aurait :
u(a) > u(b), u(b) > u(c) et u(c) > u(a), donc u(a) > u(a) impossible.
La relation R n’est donc pas représentable par une fonction d’utilité sur A.

Le second point de la remarque précédente nous amene a nous poser la question de savoir
s’il existe une condition aussi bien nécessaire que suffisante pour qu’'une relation sur A soit
représentable par une fonction d’utilité sur A. Le résultat ci-dessous, dii a Debreu G. (1954),

répond a cette question lorsque A est fini.

1.1.1. Si A est un ensemble fini non vide, une relation binaire R sur A est repré-

sentable par une fonction d’utilité sur A si et seulement si elle est un préordre total sur A.

Preuve. Soient A est un ensemble fini non vide et R une relation binaire sur A.
=) Supposons que R est représentable par une fonction d’utilité u sur A.
Alors R = R, et d’apres la proposition 1.1.6, R est un préordre total sur A.
&) Supposons que R est un préordre total sur A et construisons une fonction d’utilité sur
A représentant R.
Notons Ya € A,a = {x € A/aRx} et f(a) = #a. Alors la fonction
f: A — R
a +—  f(a) =#a estbien définie (car A est fini) et f est une fonction d’utilité sur A.
Montrons que f représente R sur A c’est a dire Va,b € A, aRb < f(a) > f(b).
Soienta, b € A.
- Supposons que aRb.
Considérons x € E, on a: aRb et bRx ; ainsi aRx car R est transitive.
Donc x € a. Nous venons de montrer que b Cd. Par conséquent #a > #b, ¢’est A dire
fla) = f(D).
- Supposons que f(a) > f(b) et non(aRb).

Comme R est totale, alors bRa et on a de fagon analogue que a C b, par conséquent #a < #b.
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On obtient #7 < #b et #b < #a, c’est a dire #a = #b et comme @ C 5, on déduit que a = b
absurde cara € deta ¢ b (puisqu’on a non(aRb)).

D’ou f est une fonction d’utilité sur A qui représente R.

Proposition 1.1.8

Si A est un ensemble fini non vide, une relation binaire R sur A est représentable par une

fonction d’utilité injective sur A si et seulement si R est un ordre total sur A.

Preuve. Soit R une relation binaire sur A.

=) Supposons qu’il existe une fonction d’utilité u injective sur A telle que :
Ya,b e A, aRb < u(a) > u(b)

Alors d’apres la proposition 1.1.7, R est un préordre total sur A .
Soient a, b € A tels que aRb et bRa, Alors u(a) > u(b) et u(b) > u(a), c’est a dire
u(a) = u(b), par conséquent a = b car u injective.
Ainsi R est antisymétrique.
Donc R est une relation d’ordre totale sur A.
=) Supposons que R est une relation d’ordre totale sur A. Alors R est un préordre total sur A

et d’apres le théoreme 1.1.1, il existe une fonction d’utilité u sur A telle que :
Ya,b e A, aRb < u(a) > u(b)

Montrons que u est injective.
Soient a,b € A tels que u(a) = u(b), alors u(a) > u(b) et u(b) > u(a), c’est a dire aRb et bRa.
On obtient a = b car R est antisymétrique, ainsi u est injective.

Donc u est une fonction d’utilité sur A injective et R est représentable par u. [ |

Proposition 1.1.9

Si R est représentable par une fonction d’utilité u sur A, alors il existe une infinité de fonctions

d’utilité sur A représentant R.
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Preuve. La preuve se fait en deux étapes.

1. Soient g une application strictement croissante de R vers R et u une fonction d’utilité sur
A représentant R.
L’application g o u : A — R est bien définie. De plus, Ya,b € A, on a
a > b équivaut a u(a) > u(b), ce qui équivaut a glu(a)] > glu(b)] (puisque g est strictement croissante),
ce qui équivaut a g o u(a) > g o u(b).
Donc si u est une fonction d’utilité représentant R et g une application strictement crois-
sante de R vers R, alors g o u est aussi une fonction d’utilité représentant R.
2. Soient a, b € R deux constantes réelles avec a > 0, alors I’application
f: R — R

x = f(x) =ax+ b eststrictement croissante sur R.

Donc on obtient un ensemble infini de fonctions d’utilité représentant R en considérant a €

R’ eth € R.

1.1.3. Cas des préférences unimodales

Black (1948) propose la condition d’unimodalité qui sera reprise plus tard par Arrow (1951).

On suppose ici que A contient m candidats avec m > 3.

Notion de préférence unimodale

Définition 1.1.10 \

Soit R® = aya,...a,, un ordre total sur A = {a;, as, ..., ).
Un ordre total R est dit unimodal par rapport a R si pour tout a;,a; et a; € A avec i < j <

k,a;n’est jamais surclass€ par a; et q; simultanément. C’est-a-dire :

Vi, k€ {l,2,..,m}:i< j<k,non(a; > a; et a, >g a;).

Un profil R est unimodal s’il existe un ordre de référence par rapport auquel tous les ordres de

préférences du profil R sont unimodaux.
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Exemples

1. Pourm =3 etA = {a, b, ¢}, les seuls ordres unimodaux par rapport a abc sont abc, bca, bac et cba.

2. Pourm=4etA ={a,b,c,d},

(1) les seul ordres unimodaux par rapport a abcd sont

abcd, bacd, bead, cbad, beda, cbda, cdba et deba.

(ii) le profil R = (bacd, dabc, becad) est unimodal (par rapport a chad)

(iii) le profil Q = (abcd, beda, cdab) n’est pas unimodal.
En effet si Q est unimodal par rapport a R’ = ajaxaza, avec ay, as, as, ay € {a, b, ¢, d}
deux a deux distints, alors a; n’est jamais dernier, par conséquent as # a,a; #
b,a; # d car a est surclassé dans Q?, b est surclassé dans @, d est surclassé dans
Q' ; donc a; = c.

De méme on montre que a, = ¢, par conséquent a, = as, ce qui est absurde.

La proposition suivante donne le nombre total des ordres totaux unimodaux par rapport a

un ordre de référence donné.

Proposition 1.1.10

Si R est un ordre unimodal sur A, il y a exactement 2"~! ordres unimodaux par rapport a R.

Preuve. Sans nuire a la généralité, supposons que R = aya;...a,,. En queue d’un ordre
unimodal par rapport a R, se trouve soit a;, soit a,, ; si tel n’est pas le cas cet élément
sera surclassé par a, et a,,. Il y a donc deux possibilités pour le choix du dernier candidat.
Supposons fixé ce dernier candidat, I’avant dernier candidat ne peut €tre alors qu’une
des deux extrémités de R amputé du dernier candidat de cet ordre. Il y a donc deux
possibilités pour le choix de I’avant dernier candidat. Ainsi il y a 2 X 2 possibilités d’avoir
I’avant dernier et le dernier candidat de I’ordre. On a ainsi a chaque étape 2 possibilités

et en tout (m — 1) étapes entrainant ainsi un choix car la derniére possibilité est fixée. Il y

a donc 2! ordres totaux unimodaux par rapport a R. [ |
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Proposition 1.1.11

Soient R° = a,a,...a,, et R deux ordres totaux sur A. Alors il y a équivalence entre :

(a) R est unimodal par rapport a R°

(b)y Ak efl,2,...m}/Vi,je(l,2,...m}: qyRa; et [(i < j < kouk < j <i) = ayRa;Ra;]

Preuve. (a) = (b). Supposons que R est unimodal par rapport a R°.

Existence de &

Soit ay, le candidat classé premier suivant R.

Soient i, j € {1,2,...m}telsquei < j < kpouky < j<Ii.

Alors ay,Ra; et ay,Ra; car ay, est le candidat classé premier suivant R.

Comme R est totale, alors a;Ra; ou a;Ra;.

Si a;Ra;, alors a; est surclassé dans R par a; et ay, ; absurde.

Donc ajRa;.

Ainsi ai,Ra; et a;jRa;, ¢’ est a dire ax,RajRa;.

11 suffit de prendre k = k.

Unicité de k

Supposons qu’il existe k et k' € {1,2, ..., m} vérifiant (b).

Alors a;Ray et ay Ray.

Comme R € £, alors a; = ay ; donc k = k.

D’ou I'unicité de k.

(b) = (a). Supposons que !k € {1,2,...,m}/Vi, j € {1,2,..,m} : ¢,Ra; et

(i< j<kouk< j<i) = aRa;jRa; et R n’est pas unimodal par rapport 2 R°.
Alors Jig, jo, ko € {1,2,...,m} avec iy < jo < ko tel que ay, >r a;, et a;, >g aj,.
comme R € L, alors R{a;,, a,, ax,} = axai,aj, ou Ri{ai,, aj,, ax,} = ai,ax,a;,

Si k = ko, alors iy < jo < ko ce qui entraine ay,Ra,Ra;,, on obtient a;, >x a;, car a;, #
aj, ; absurde.

Si k = iy, alors iy < jo < ko ce qui entraine a;,Ra;,Ray,, on obtient a;, >g a, car a;, #
ay, ; absurde.

Si ko < k, alors iy < jo < ko < k ce qui entraine a;Ray,Ra;,Ra;,, on obtient a;, >g a;,

car a;, # aj, ; absurde.
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Sik < i, alors k < iy < jo < ko ce qui entraine a;Ra;,Ra,Ray,, on obtient aj, >g ay,
car aj, # ay, ; absurde.

Siip < k < jo < ko, alors k < jo < ko ce qui entraine a;Ra;,Ray,, on obtient a;, >g a,
car a;, # ay, ; absurde.

Siig < jo < k < ko, alors iy < jo < k ce qui entraine a;Ra;,Ra;,, on obtient a;, >z a;,
car aj, # a;, ; absurde.

Sik = jo, alors iy < jo < ko ce qui entraine a;,Ra;, et a;Ray,, on obtient a;, >x ay, car

aj, # ay, ; absurde.

Unimodalité locale : une extension de la notion d’unimodalité

Associons a chaque ordre total une fonction d’utilité. Dans le cas des préférences uni-
modales par rapport 2 un ordre fixé R°, la proposition 1.1.10 met en évidence I’existence
d’un unique candidat a, tel que I’ utilité est maximale pour qy ; puis décroit pour tout autre
candidat a; au fur et 2 mesure que le nombre de candidats entre a; et a; dans I’ordre de
référence R° augmente. L’ unimodalité locale suit la méme logique avec la possibilité que
I"utilité soit maximale pour plusieurs candidats a condition que ceux-ci soient consécutifs

suivant R°.

Définition 1.1.11

Soient A = {a;, az, ..., a,}, R° = ayas...a,
(@) Yi,jef{l,2,...m}: qRa;et[(k < j <k ouk < j<k) = aqRajRay];

(b) Vi,je{l,2,..m}:(i<j<k<kouk<k <j<i)= ayRay >g a; >g a:.

m 1.1.7. Pour m = 3 et A = {a, b, ¢}, les seuls préordres localement unimodaux

par rapport a abc sont abc, bca, bac, cba, (bc)a, b(ac) et (abc).

Proposition 1.1.12

Toute préférence unimodale par rapport 2 R° est localement unimodale par rapport a R°.
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Preuve. Soit R une préférence unimodale par rapport 2 R°. Alors R € L.

D’apres la proposition 1.1.11, kg € {1,2,...,m}/Vi,j € {1,2,...m} : qyRa; et [(i < j <
ko ou ky < j < 1) = ay,Ra;Ra;].

En prenant k = ko et kK = ko, les conditions (a) et (b) de la définition 1.1.11 sont vérifiées.

Donc R est localement unimodale par rapport a R. [ |

Proposition 1.1.13

Si R? est un ordre total sur A, il y a exactement 2™ — 1 ordres localement unimodaux par rapport

aRr’.

Preuve. Soit R° un ordre total sur A.

Pour un préordre total R localement unimodal par rapport a R, il existe deux candidats
a; et ap tels que définis dans les conditions d’unimodalité locale. Par définition de R, les
candidats de a; a ay (avec k < k’) sont équivalents suivant R et sont tous premier ex aequo.
En fusionnant ces candidats en un candidat noté a., R® est remplacé par 7° et R par 7.
Le probléme est alors celui de déterminer le nombre d’ordres totaux unimodaux suivant
70 et classant ay premier. Lorsqu’on a fusionné exactement p candidats, le nombre de

ces ordres totaux est :

i
=

c,, =2""°

I
m—p
I

Il
(=]

car il faut trouver parmi les m — p places restantes, les emplacements des candidats a; a
la gauche de ay (c’est-a-dire j < k) sachant que les candidats a; a la droite de a; (c’est-a-
dire k¥’ < j) sont rangés dans les places restantes de facon unique. Puisqu’on a fusionné p
candidats, k varie de 1 a m — p + 1 ; tandis que le nombre / de candidats a la gauche de a;
varie de 0 a m—p. Comme p varie de 1 (cas des ordres unimodaux) a m (cas d’indifférence

totale), le nombre cherché vaut

Zm:2’”_p =2"-1.
p=1

L’un des problemes en théorie du choix social est celui de savoir comment transformer

les opinions individuelles exprimées par les individus en une opinion collective. Pour
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aborder ce probleme, nous définissons quelques regles de prise de décision puis nous en

donnons quelques exemples.

1.2. Regles de prise de décision

1.2.1. Quelques classes de regles

Dépendant du probleme a résoudre, le résultat collectif peut étre :

> Un unique candidat : c’est par exemple le cas de 1’élection d’un président. On dira

que la regle de prise de décision est une fonction de choix social.

> Une partie non vide de I’ensemble des candidats : ceci arrive par exemple lorsqu’on
doit élire les membres d’une délégation. Dans ce cas la regle de prise de décision

est appelée correspondance de choix social.

> Un classement des différents candidats : on dit qu’on a une procédure d’agrégation

des préférences.

191100 1.2.1. Election des membres d’un bureau avec une hiérarchie établie
On veut élire les membres d’un bureau constitué d’un président, d’un vice-président,
d’un secrétaire, d’'un commissaire aux comptes et d’un censeur. On décide de faire
un classement collectif de tous les candidats et de prendre comme président le pre-
mier candidat du classement, pour vice-président le deuxieme candidat, pour secré-
taire le troisieme candidat, pour commissaire aux comptes le quatrieme candidat et
comme censeur le cinquieme candidat. On demande alors a chaque des membres de
proposer un classement. La regle de décision est alors une procédure d’agrégation

des préférences.

Notation 1.2.1. Notons par 2" I’ensemble des parties non vides de N, un élément de 2V

est appelé une coalition de N
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Définition 1.2.1 \

Etant donnée une partie D non vide de B(A), on appelle :

(i) fonction de choix social sur D toute application f : DY +— A, pour tout R € DV, f(R)

est appelé candidat élu au profil R;
(ii) correspondance de choix social sur D toute application C : DV — 24,
pour tout R € DV, C(R) est appelé ensemble des candidats élus au profil R ;

(iii) procédure d’agrégation des préférences sur D toute application F : DV — B(A),

pour tout R € DV, F(R) est appelé classement collectif au profil R ;

(iv) fonction d’utilité social sur D toute application F : DY +— W.

1.2.2. Regles positionnelles simples et séquentielles
Notations : Soient x,y € A,R € LN et B € 24,
Nx,y,R)={ie N:x> yletn(x,y,R) = #N(x,y,R)
Rg(x,R)=#yecA:x>y}+1

R'|B désigne la restriction de R’ a B.

Les regles positionnelles simples

Définition 1.2.2 \

1) On appelle vecteur score tout vecteur @ = (a1, s, ..., @,) de R™ tel que pour tout i €

{1,2,...m}, a; 2 0eta; > ay > ... > @, aveCc a; > ,y,.

2) Soit R un profil, le score d’un candidat x dans R suivant « est le nombre réel noté

S (x, @, R) et donné par S (x,a,R) = Z Rg(x R)-

ieN

. J

Pour tout vecteur score « et tout profil R € LY, on pose :

Fo(R) = Argmax S (x,a,R) ={x€A:S(x,a,R) > S(Q,a,R) Vy € A}.

any € A’x Zfa(R) y = S(x9 Q’,R) 2 S(Y, alaR)
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Notons que F, est une correspondance de choix social et f, est une procédure d’agréga-

tion des préférences.

Définition 1.2.3

1) Une correspondance de choix social F sur £V est dite de type positionnelle simple s’il

existe un vecteur score « tel que F = F,,.

2) Une fonction d’utilité social f sur LV est dite de type positionnelle simple s’il existe un

vecteur score « tel que f = f,.

.

RGBT 1.2.1. Pour obtenir une fonction de choix social a partir d’une correspon-
dance de choix social, on peut la munir d’une regle de "tie-break” ¢’ est-a-dire d’une regle

permettant de départager les ex aequo.

1.2.2. La pluralité : o = (1, 0,0, ...,0) (Scrutin uninominal a un tour)
L’¢€lu est le candidat qui est le plus souvent classé en téte dans les préférences indivi-
duelles.

C’est par exemple la regle de vote utilisée au Cameroun pour les élections présidentielles.
B0 1.2.3. Lantipluralité : o = (1,1, 1,...,1,0)

L’¢€lu est le candidat le moins souvent classé dernier dans les préférences individuelles.
1.2.4. La procédure de Borda: o =(m - 1,m-2,...,2,1,0)

Cette procédure fut proposée par Jean-Charles Borda (1781) pour I’élection des membres

de I’ Académie des sciences de Paris.

m 1.2.5. Considérons I’environnement de vote suivant : N = {1,2,3,4,5,6,7},
A ={a,b,c,d, e} et R = (abcde,adech, becad, bdcea, cdabe, ecbda, edcba).

L’ensemble des vainqueurs pour la pluralité est {a, b, e}.

L’ensemble des vainqueurs pour I’antipluralité est {c}.

L’ensemble des vainqueurs pour la procédure de Borda est {c}.

REHEWIE 1.2.2. Nous remarquons que pour un méme environnement de vote,

I’ensemble des vainqueurs varie suivant la regle de vote utilisée.
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Les regles positionnelles séquentielles

ko ...,a%), o étant le

On dispose d’un (m — 1) — uplet de vecteurs scores o* = (@, ..., «
vecteur score qui doit étre utilisé lorsque I’ensemble des candidats encore en compétition
est tel que |[B] = k > 2. A la premiére étape, les scores sont calculés en utilisant le
vecteur score @™ et les candidats de scores plus petits que ceux des autres. On passe
alors a la deuxieme étape en utilisant le vecteur score approprié en fonction du nombre
de candidats encore en lice. On continue ce processus jusqu’a ce que 1’on obtient un
ensemble sans aucun candidat ayant un score plus petits que ceux des autres.

Pour tout B € 24, R € LV et tout vecteur score a* € R¥, I’ensemble des perdants noté
L(B, R, a*) formé des candidats a; € B tels que :

Ya; € B, S (a;, o, R|B) < S (aj, o, R|B);

Ja; € B: S(a;,a*,RIB) < S(a;,a*,RIB).

Définition 1.2.4

Soit o = (@, ..., @, ..., @*) une collection de vecteurs scores.
On appelle regle positionnelle séquentielle associée a o” toute correspondance de choix so-
cial notée F 4 telle que pour toute partie BC A,R € LN eta; € A,a; € Fou < a; € Ay, avec
A défini de maniere séquentielle ainsi qu’il suit :
A=A
Ay = A\L(A},RIA, ™)

Ay = Ayg\L(Ayp, RIB, CU#B)

Ap = Ap—l \L(Ap—l s RlAp—l > a#Ap_l)-

Une regle positionnelle séquentielle élimine donc pogressivement les perdants a chaque
étape jusqu’a ce qu’il n’en reste plus.
Les regles positionnelles séquentielles les plus utilisées sont données dans les trois exemples

ci-dessous.

1.2.6. La procédure de Hare : A chaque étape, le vecteur score o utilisé
est le #B-uplet (1,0, ..., 0).
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1.2.7. La procédure de Coombs : A chaque étape, le vecteur score o*? utilisé
est le #B-uplet (1,1, 1,...,1,0).

1.2.8. La procédure de Nanson : A chaque étape, le vecteur score a*® utilisé
est le #B-uplet (#B — 1,#B -2, ...,2,1,0).

1.2.3. Jeux simples

Définition 1.2.5

Soient W € 2V et G = (N, W).
i) On dit que G est un jeu simple si W # Qet¥S e W,T €2V, S CT = T € W.

ii) On dit que G est propre si VS, 7 € W; S N T # 0.

Les jeux simples sont utilisés pour modéliser les votes "pour ou contre"”, W est appelé
ensemble des coalitions gagnantes. C’est par exemple le modele utilisé pour 1’adoption

ou le rejet d’un projet a I’assemblée nationale.

B @ 1.29. 1) L’unanimité
Pour ce jeu simple, on a W = {N}, c’est a dire qu’un projet est adopté si et seulement

si tous les votants sont "pour” son adoption.

2) La dictature
Ce type de jeu simple est donné par I’existence d’un (unique) i € N appelé dictateur tel que
W={Se2V/ieS}.
Dans ce cas I’adoption ou le rejet d’un projet dépend uniquement de 1’opinion du

dictateur.

3) Le vote a la majorité absolue
.. . n
L’ensemble des coalitions gagnantes est donné par W = {S € 2V /#S > 5}'
Ici un projet est adopté si et seulement si plus de la moitié€ des votants est "pour” son

adoption.

1.3. Manipulation des fonctions de choix social
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1.3.1. Notion de fonction de choix social manipulable

Quelques notations : Pour tout profils de préférences R = (R', ..., R/, ..., R") et
Q=(,...Q,...Q",i € N,onnote : R le profil de préférence des n — 1 autres agents
de N différents de i, R~ est appelé une contingence (Andjiga et al. 2005) ;

(RIQ) ou (Q', R™) le profil obtenu a partir de R en remplagant la préférence R’ de I’agent
i par @ et en conservant les préférences des autres agents ;

(RIQ!, Q%) le profil de préférence obtenu a partir de R en remplacant la préférence R! de
I’agent 1 par Q! et la préférence R* de I’agent 2 par Q* et en conservant les préférences

des autres agents. On note de fagon formelle :
RQ) =R, ...Q,...R";

RIQ', @) = (Q',@%, R, ..., R").

Plus généralement, (R|Q%) désigne le profil obtenu de R en remplagant uniquement chaque

préférence R’ par Q pour touti € S.

Définition 1.3.1

Soient D une partie non vide de B(A) et f une fonction de choix social sur D.

(i) Soienti € N, R un profil dans D" et @ € D. On dit que f est manipulable par i de R a
(RIQ) si
JRIQR f(R) et f(RQ) # f(R).
On dit aussi que f est manipulable en R de R 2 Q'.

(ii) On dit que f est manipulable s’il existe un profil R dans DV, i€ N et Q € D tels que f

est manipulable par i de R a (RIQ).

(iii) f est non manipulable si f n’est pas manipulable.

Interprétation : Une fonction de choix social f est dite manipulable disons par un
votant i si celui-ci est incité a déclarer une préférence stratégique @ en lieu et place de
sa préférence sincere R', cette incitation étant due au fait qu’en déclarant une préférence

stratégique la satisfaction de i augmente.

Voici un exemple de manipulation de la regle de Borda.
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1.3.1. Soit f laregle de Borda considérée comme une fonction de choix social
avec le tie-break qui est I’ordre alphabétique.
Posons N ={1,2,3};A ={a,b,c,d}et D = L.
Le vecteur score de Borda est @ = (3,2, 1,0).
1) Considérons le profil R = (abcd, cdba, abdc); Q* = beda
S(a, ,R) =6 S(a,a,RIQ*) =6
Sh,a,R) =5 Sb,a,RQ?) =17
S(c,a,R) =4 S(, o, RIQ) =3
Sd,a,R) =3 S, a,RIQ°) = 2.
Il apparait que f(R) = a, f(RIQ*) = b et bR?a.

Donc le votant 2 manipule f de R a (R|Q?).

2) Considérons également le profil R = (abcd, abcd, abed). On a: S(a,a,R) =9,
Sh,a,R)=6,5S(c,a,R)=3etSd,a,R) =0.
Il apparait que f(R) =aetV¥ie N,Vx € A,aR'x
Donc f est non manipulable en R.

Bien que f soit manipulable, il y a des profils en lesquels f est non manipulable.

Notation 1.3.1. Pour tout R € L, notons par minR le candidat classé dernier dans la

préférence R. Plus formellement,
minR = x & Yy € A, yRux.
1.3.2. Soit f la fonction de choix social définie par :

f: LN — A
R =  f(R) = minR'

Soit R un profil quelconque. Posons R! = a,a;...a,, et Q' = aya;3...a,a,
Ona: f(R) = a,, f(RQ") = a, et a;R'a,,.

Ainsi le votant 1 manipule f de R a RIQ'. Donc f est manipulable.

Il apparait de I’exemple 1.3.2 que f est manipulable en tout profil.
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Définition 1.3.2

Posons A = {ay,...,a,} etale m — uplet (1,0,0,...,0).
On appelle pluralité avec tie-break lexicographique, la fonction de choix social f définie
comme suit :

N : L. S(ai, a,R) > S(a;, @, R) ou
VRe LY, f(R)=a, = Vjell,.,i—Li+1,..,m}

S(ai,a,R) =S(a;,a,R)eti<j

Proposition 1.3.1

Sim = 2, alors la pluralité avec tie-break lexicographique est non manipulable.

Preuve. Soit f la pluralité avec tie-break lexicographique. Posons A = {ay, a»},

alors £ = {aja,,a,a,} et f est définie par :

a; siS(a,a,R) =S, a,R)
VR e LY, f(R) =

a siS(a,a,R) <S(a,a,R)
Supposons que f est manipulable.
Alors i € N,R € LN et @ € L tels que f(RIQ)R f(R) et F(RIQ) # f(R).
Supposons sans nuire 2 la généralité que f(RIQ) = a;.
Alors f(R) = ay et R = a1a,
-SiQ =aja, alors @ = R = f(RIQ) = f(R) absurde.
- SiQ = aay, alors S (a1, @, RIQ) = S(a;, a,R)—1et S (ar, @, RIQ) = S(ar, v, R) + 1
fRQ)=a; = S(a,a,RQ)>S(a,a,RQ)
= Sa,a,R)-1>Sa,a,R) +1
= S, a,R)=>Sa,a,R)+2o0rS(ay,a,R)+2>S(a,a,R)
= S, a,R) > S, a R
= f(R) = a; absurde.
D’ou f est non manipulable. [ |
1.3.1. Nous reviendrons a la pluralité avec tie-break lexicographique lorsque

#A > 3 au chapitre deux.
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1.3.2. Notion de fonction de choix social collectivement

manipulable
Quelques notations : Pour tout profils R et Q = (Q',...,@, ...,@") et toute coalition
S de N, on note Q5 le profil des préférences des agents de S dans Q; L5 représente
I’ensemble de tels profils. (RIQ°) désigne le profil obtenu 2 partir de R en remplagant

simultanément les préférences R’ des membres i de S par Q'.

Plus formellement, si S € 2V avec s = #S et S = {i|, ..., i}, alors (RIQ®) = (RIQ", ..., Q").

Définition 1.3.3

Soient D une partie non vide de B(A) et f une fonction de choix social sur D.
On dit que f est collectivement manipulable si :

v N @R @R
A5 €27,30° € L2,AR € L  telsque Vi€ S

et f(RQ) # f(R)

Interprétation : Une fonction de choix social f sur D est dite collectivement manipu-
lable si I’on peut trouver une coalition d’agents S telle qu’en déclarant collectivement
des préférences stratégiques @ au lieu de déclarer des préférences sinceres R®, chaque
membre obtient une satisfaction meilleure par rapport a la présentation des préférences

sinceres.

Proposition 1.3.2

Soient D une partie non vide de B(A) et f une fonction de choix social sur D.

Si f est manipulable, alors f est collectivement manipulable.

Preuve. Supposons que f est manipulable.

Alors Jip € N,IR € LV,3AQ" € L tels que

JRIQIRf(R)
et f(RIQ") # f(R)
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Posons S = {ip} et Q5 = Q°

(RIQ R f(R)
Alors S €2V, Re LV, @Q € LSetVie S / /

et f(RIQ) # f(R)

Donc f est collectivement manipulable.

RGNEWIE 1.3.2. En général, la réciproque de la proposition précédente est fausse, a

moins que D = L.

Proposition 1.3.3

Soit f une fonction de choix social sur L.

Si f est collectivement manipulable, alors f est manipulable.

Preuve. Supposons que f est collectivement manipulable et montrons que f est mani-

pulable.

f étant collectivement manipulable, il existe
ReLV,S e2V,Q e L5VieS, fRIQ) >r f(R).

Posons a = f(R),b = f(RIQ%), B ={a,b} et S = {i\,...,is} ol s = #S.
Considérons le profil R défini par :

R =Risii¢s
Vie N, .
R = Rl’; siieS
xﬁli;ysix:bety:a
ouvieS§,Vx,y €A, xﬁll;ysi(x:aetyib)ou(x:betyia)
xﬁ@y(z}xﬂysixiaetyib
Deux cas sont possibles : (1) f(ﬁ) *a,(2) f(ﬁ) =a
1°" cas : f(ﬁ) # a. Posons f(ﬁ) =c

.....

co=f(R)=a
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¢ = FRR)

¢ = fRIR R

o= fRR R, .. R)
Alors ¢, = f(RIR ) = f(R) = c. Comme a # ¢, Fko € {1, ..., s}/cx, # a.
Soit k le plus petit entier naturel tel que ¢, # a, alors ¢,_; = a.
Sic, = b, alorscomme iy, € S etb >gi, ac’estadire ¢, >gi Cr—1, On obtient f(Rlﬁil, ...,ﬁik) > Rix
FRR", R,
Donc f est manipulable par 1’agent i, en (Rlﬁil, ves 7_€ik_1) de R a ﬁik.
Si ¢ # b, alors par définition de ﬁik on aura a >z Cy (car ¢y # a), c’est a dire ¢, >k Cho
on obtient f(RR,...R"™") > fFRR ... R).
Donc f est manipulable par i; en (R|7_2i1, - ﬁik) de ﬁik a Rk,
2™ cas : f(R) = a

Considérons la suite (ay)r=o

......

ap = f(R) = a
a; = fRIQ")

a = fRIQ", Q?)

a, = fRQ",Q", ...Q")
Alors a, = f(RIQ) = f(RIQS) = b. Ainsi Tk, € {1, ..., s}/ay, = b.
Soit k le plus petit entier naturel tel que a; = b, alors a;_; # b et par définition de ﬁik, on
aura b > a;-; (car i € §). On obtient fRQ", Q" ...,Q") > i fRIQ", Q" ..., Q).
Donc f est manipulable par I’agent i, en (RIQ", Q2, ..., @) de R 2 Q.

Dans tous les cas f est manipulable. [ |
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* % * %
Non manipulabilité et unimodalité

Des difficultés sont rencontrées dans le domaine du choix social quand a ce qui
concerne la qualité des décisions collectives. C’est pour cela que se pose d’une part la
question de recherche d’une "bonne" regle de prise de décision ; et d’autre part la question
d’existence, de détermination et d’unicité d’une telle regle de prise de décision.

Parmi les propriétés "raisonnables" tres souvent évoquées, il est souhaitable pour

un mécanisme de prise de décision donné de satisfaire les propriétés suivantes :
- Encourager la sincérité ;
- Résister a la manipulation individuelle et collective ;
- Refléter I’opinion de la majorité et non 1’opinion d’un seul individu.

Le théoreme de Gibbard-Satterthwaite est un résultat d’impossibilité en choix col-
lectif sur la manipulation en domaine universel (les préférences des individus sont des
ordres totaux) qui nous apprend qu’une telle regle de prise de décision n’existe pas lors-
qu’il y a au moins trois alternatives éligibles. Mais sur le domaine restreint des préférences
unimodales, Moulin (1980) a établi un résultat d’existence de fonctions de choix social
non manipulables. Dans ce chapitre, nous présentons brievement le théoreme de Gibbard-

Satterthwaite, la notion de restriction de domaine puis nous énongons et nous prouvons

le théoreme d’existence de Moulin.

2.1. Non manipulabilité

2.1.1. Non manipulabilité : cas de deux options

Dans cette section on suppose que m = 2 et A = {a, b}.
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La proposition 1.3.1 nous permet de voir que la pluralité avec tie-break lexicogra-

phique est non manipulable.

Nous caractérisons a la proposition 2.1.1 ci-dessous toutes les fonctions de choix social

sur A non manipulables.

Soit f une fonction de choix social sur A.
Notation 2.1.1. W,={S €2V :3R e LY/N(a,b,R) =S et f(R) = a};
Wy, ={(S €2¥:3IR e LY/N(b,a,R) = S et f(R) = b};
Imf = {x € A : IR € LY/f(R) = x} c’est-a-dire I’ensemble des alternatives

éligibles par f.

Proposition 2.1.1

Une fonction de choix social f sur A non constante est non manipulable si et seulement si

(N, W,) est un jeu simple.

Preuve. Soit f une fonction de choix social sur A non constante.
=) Supposons que f est non manipulable.
Alors ‘W, € 2V par définition.
Comme f est non constante, alors IR € LV tel que f(R) = a, posons Sy = N(a,b,R);
alors §Sg € W,.
Donc ‘W, + 0.
Soient S, T € 2V tels que S € W, et S C T, montrons que T € W,,.
Comme S € W,,AR € LN/S = N(a,b,R) et f(R) = a
Q =absiieT
Définissons le profil d’ordres Q par : Vi € N,
Q =basii¢T
Montrons que f(Q) = a.
Supposons que f(Q) # a.
Alors f(Q) = b # f(R),donc T # S.Posons T' = T\S.
VieT ,Q =abetR = ba
Ona:(vieS, Q@=ab=R
Vie N\T, Q =ba=R
Ona:T e€2VetVie T, fRIQT R F(R) car FRIQT) = £(Q).
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Par conséquent f est collectivement manipulable via la coalition T
D’apres la proposition 1.3.3, f est manipulable ; ce qui est absurde.
AinsiQ € LN, T €2¥,T = N(a,b,Q) et f(Q) = a
Donc T € ‘W,
D’ou (N, W,) est un jeu simple.
=) Supposons que (N, W,) est un jeu simple et f est manipulable.
Alors comme f est manipulable, Jip € N,R € LY/ JRQIREF®R)
et f(RIQ") # f(R)
- Si f(R) = a; alors f(RIQ?) = b et R = ba.
Donc Q° = ab.
Posons S = N(a,b,R) et T = N(a, b, RIQ").
Ona:SCT,SeW,carRe LN, S =N(a,b,R) et f(R) = a.
Comme (N, W,) est un jeu simple, alors T € W,,.
Donc AR € LN/T = N(a,b,R) et f(R) = a.
Comme T = N(a,b,RIQ?) et T = N(a,b,R),alors R = R|Q car L = {ab, ba).
Ainsi f(R|IQ?) = a et f(RIQ°) = b, absurde car a # b.

- Si f(R) = b; alors f(RIQ?) = a et R = ab.
Donc Q" = ba.
Posons S = N(a, b, RIQ*) et T = N(a, b, R).
Ona:S CT,S € W,carRIQ? € LN,S = N(a, b, RIQ) et f(RIQ?) = a.
Comme (N, W,) est un jeu simple, alors T € W,,.
Donc AR € LY/T = N(a,b,R) et f(R) = a.
Comme T = N(a,b,R) et T = N(a,b,R ), alors R = R car L = {ab, ba).
Ainsi f(R) = aet f(R) = b, absurde car a # b.

Donc si (N, “W,) est un jeu simple, alors f est non manipulable.

Cas particuliers

1) Si (N, W,) est Punanimité

fR) =asiR =abVie N
Alors la fonction de choix social f sur £ définie par YR € LV,

f(R) = b sinon
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est non manipulable.

2) Si (N, W,) est la dictature
Soit i le dictateur de ce jeu simple. Alors la fonction de choix social f sur £ définie
_ asi R =ab
par YR € LV, f(R) = maxR" = est non manipulable.
b si R = ba
3) Si (N, W,) est le jeu simple a la majorité absolue

Alors on obtient que la pluralité avec tie-break lexicographique est non manipulable.

Le probleme de la manipulation se pose comme suit : est-ce qu’il existe des fonctions de

choix social sélectionnant au moins trois options et qui sont non manipulables ?

Gibbard (1973) et Satterthwaite (1975) proposent une solution a ce probleme a travers un

théoréeme qui porte leurs noms : le théoreme de Gibbard-Satterthwaite.

2.1.2. Le théoreme d’impossibilité de Gibbard-Satterthwaite

Définition 2.1.1

Soit f une fonction de choix social sur D C L.
On dit que f est dictatoriale s’il existe iy € N tel que : YR € DV, ¥x € A\{f(R)}, f(R) >

x (o >;, estla partie stricte de R).

.

2.1.1. Lorsque f est dictatoriale sur £, iy de la définition précédente est

unique ; il est appelé dictateur de f.

Notation 2.1.2. On note alors YR € DV, f(R) = maxR®.

Le théoreme d’impossibilité de Gibbard-Satterthwaite est un résultat d’impossibilité en
choix social traduisant le fait qu’il est impossible de trouver une fonction de choix so-
cial satisfaisant les conditions d’universalité, de non manipulabilité et de non dictature

lorsqu’il y a au moins trois alternatives éligibles.

Proposition 2.1.2

Si f: £V — A est une fonction de choix social dictatoriale, alors f est non manipulable.
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Preuve. Supposons que f : LY — A est une fonction de choix social dictatoriale et f

est manipulable.

Soit iy le dictateur de f. Comme f est manipulable, 3i € N,AR € LV, AQ' € L/ F(RIQIR f(R)
et f(RIQ) # f(R).

Sii # i, alors f(RIQ) = maxR = f(R) absurde car f(R|IQ) # f(R).

Si i = iy, alors on obtient f(R|Q)R® f(R) et f(RIQ®) # f(R) absurde car f(R) = maxR®.

D’ou le résultat. u

La réciproque de la proposition 2.1.2 est vraie sous la condition supplémentaire #/mf > 3,
ceci fait I’objet du théoreme de Gibbard-Satterthwaite qui s’énonce comme suit :

2.1.1. [De Gibbard-Satterthwaite]

Si f: LN — A est une fonction de choix social telle que #Imf > 3 et f est non

manipulable, alors f est dictatoriale.

Preuve. Confere (Gibbard 1973, Satterthwaite 1975).

2.1.2. Toutes les hypotheses du théoreme de Gibbard-Satterthwaite sont né-
cessaires. Par exemple
1. Sur la condition #/mf > 3
a) Si #Imf = 1, on obtient f est constante et donc est non dictatoriale et non
manipulable.
b) Si #I/mf = 2, nous avons montré a la proposition 1.3.1 que la pluralité avec
tie-break lexicographique est non manipulable, or elle est non dictatoriale.
2. La condition du domaine universel (f est définie sur £V). Nous construirons 2 la
sous-section 2.2.2 des fonctions de choix social non dictatoriales et non manipu-

lables sur le domaine restreint des préférences unimodales.

Nous présentons a présent quelques restrictions de domaines.

2.1.3. Restriction de domaine

La relaxation des hypotheses du théoreme de Gibbard-Satterthwaite dans le but d’échap-
per a I’'impossibilité évoquée par celui-ci nous a amené a restreindre le domaine des pré-
férences admissibles, ainsi on considere des fonctions de choix social définie non pas sur

£ mais sur une partie D de B(A).
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Le domaine des préférences séparables

Barbera et al. (1991) consideérent un domaine différent : celui des préférences séparables.

Définition 2.1.2

Soit R € ‘W. On dit que :

1. la préférence R est 2-séparable ou dichotomique s’il existe une partition (F, E) de A telle

que R = FE;

2. la préférence R est 3-séparable ou trichotomique s’il existe une partition (F, N, E) de A

telle que R = FNE ;

3. la préférence R est séparable si elle est dichotomique ou trichotomique.

Interprétation : Si i € N est un votant ayant une préférence R € W,

1. La préférence R’ est dichotomique si elle est un préordre ayant deux classes d’ex
aequo : I’ensemble des candidats amis du votant i, il s’agit des candidats que le
votant i aimerait voir élu noté F;; I’ensemble des candidats ennemis du votant i,

noté E; c’est ’ensemble des candidats que le votant i n’aimerait jamais voir élu.

2. La préférence R' est trichotomique si elle est un préordre ayant trois classes d’ex
aequo : I’ensemble des candidats amis du votant i, il s’agit de F;; I’ensemble des
candiats impartiaux pour le votant i noté N; et I’ensemble des candidats ennemis du

votant i, noté E;.

Notation 2.1.3. Soit R € W. On désigne par D;* le domaine des préférences dicho-
tomiques, par D;" le domaine des préférences trichotomiques et par D% le domaine
des préférences séparables. Si R est une préférence séparable, on note #(R) = F de la

définition 2.1.2

Définition 2.1.3

Soit f : (D*P)N —s A une fonction de choix social.
On dit que f vérifie la propriété de meilleure alternative si YR, Q € (DP)",

(HR) =1 @) Vie N) = f(R) = f(Q.
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Barbera et al. (1991) ont montrés que les seules fonctions de choix social non manipu-
lables sur le domaine des préférences séparables qui vérifient la propriété de meilleure
alternative sont les fonctions de choix social de vote par comités.

Le domaine des préférences unimodales

Ce domaine a été évoqué a la sous-section 1.1.3. Sur ce domaine Moulin (1980) a produit
une caractérisation des fonctions de choix social non manipulables.

Régle majoritaire-vainqueur de Condorcet

Nous supposons que A = {ay, ..., a4}

Soient D € Let R = (R);en € DV.

Définition 2.1.4

La régle majoritaire est la procédure d’agrégation notée Maj et définie sur D" par :

YR € DN Va;,a; € A, a; Zyajw) a; < n(ai,a;,R) > n(a;,a;,R)

Lorsqu’on se heurte a des ex aequo avec la regle majoritaire, on utilise généralement la

regle majoritaire avec tie-break lexicographique qui se définie comme suit.

Définition 2.1.5

La regle majoritaire avec tie-break lexicographique est la procédure d’agrégation notée
Mayj et définie sur D" par :-YR € DV, Va;,a; € A,

n(ab aij, R) > }’l(aj, ai, R)
ai > MajoR) dj =

oun(a;,aj,R) =naj,a;,R)eti < j

Définition 2.1.6

On appelle vainqueur de Condorcet pour le profil R toute alternative a;, € A telle que :

aj, >Maj(7€) a; Vi e {1,2, ceey i() = 1, i() ale 1, ,m}
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D0 2.1.1. Pour A = {ay,a;,a3}; N = {1,2,3} et R = (axaya3, araza,, aza,a,).
Ona:n(ay,a;,R) =2 > n(ar,a,R) = ar >majr) a1

n(az,as, R) = 2 > n(as, a, R) = ar >majiw) a3-

Donc le candidat a, est un vainqueur de Condorcet pour R, il est méme I’unique vainqueur

de Condorcet pour R comme nous le verrons a la proposition suivante.

Proposition 2.1.3

Soit R € LV,

S’il existe un vainqueur de Condorcet pour R, alors il est unique.

Preuve. Supposons que x et y sont deux vainqueurs de Condorcet pour R.

Comme x est un vainqueur de Condorcet pour R et x # y, alors n(x, y, R) > n(y, x, R) (1).
De méme comme y est un vainqueur de Condorcet pour R et x # y, alors

n(y, x,R) > n(x,y,R) ().

(1) et (2) donnent une contradiction.

D’ou lorsqu’il existe un vainqueur de Condorcet pour R, il est unique.

2.1.2. Le paradoxe de Condorcet

Pour A = {a,a>,a3}; N ={1,2,3} et R = (a1aza3, arasza,, aza,a,).

Ona:n(ai,ax,R) =2 > n(ax,a1,R) = ai >uajr a2 = a, ne peut &tre un vainqueur de Condorcet
pour R.

n(az,az, R) = 2 > n(az,a, R) = a, >uaqjr a3 = az ne peut €tre un vainqueur de Condorcet pour R.
n(ai,as3,R) = 1 <n(as,a,,R) = az >uajr) a1 = a; ne peut étre un vainqueur de Condorcet pour R.

Donc il n’y a pas de vainqueur de Condorcet pour le profil R.

Notons que ceci est dii au fait que la partie stricte de la regle majoritaire n’est pas tran-
sitive sur le domaine universel £ ; mais nous verrons que sur le domaine restreint des
préférences unimodales la partie stricte de la réegle majoritaire est transitive, ce qui garan-

tit ’existence d’un vainqueur de Condorcet.
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Proposition 2.1.4

Soit RV e LetRe LV,

Si R est unimodal par rapport a R?, alors la partie stricte de la régle majoritaire est transitive.

Preuve. Supposons que R est unimodal par rapport a R° et la partie stricte de la regle
majoritaire n’est pas transitive.

Alors da, b, c € A tels que a >uyqjr) b, b >majir) € €t non(a >pqjw) €).

Nous pouvons supposer sans nuire 2 la généralité que R°|{a, b, c} = abc.

. . n
Comme non(a >uyqjx) ¢), alors n(c,a,R) > n(a,c,R), ce qui entraine n(c,a, R) > 3 car

Re LN,

De méme a >y, ;) b, entraine n(a, b, R) > n(b, a, R), ce qui donne n(a, b, R) > g

Or #(N(c, a, R) NN(a,b,R)) = #N(c,a,R) + #N(a, b, R) — #(N(c,a,R) U N(a, b, R))
=n(c,a,R) +n(a,b,R) — #(N(c,a,R) U N(a,b,R))

> n(c,a,R) +n(a,b,R) — ncar #( N(c,a,R) UN(a,b,R)) <n

>g+ g —ncarn(c,a,R) detn(a,bﬂ) > g
>0

dotted

Donc N(c,a,R) N N(a,b,R) # 0, par conséquent Jiy € N/R®|{a, b, c} = cab, ainsi b est
surclassé dans R par a et c, ce qui contredit le fait que R est unimodal par rapport a R°.

D’ou le résultat.

2.2. Résultat de caractérisation de Moulin

2.2.1. Quelques préliminaires

Considérons un ensemble N = {1, ..., n} avec n agents (n € N*) et un ensemble A d’alter-
natives. Nous notons U; I’ensemble des préférences de 1’agent i (il est un sous ensemble

de I’ensemble des préordres totaux sur A).
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Nous identifierons les préférences aux fonctions d’utilité. En supposant que les domaines
Uy, U,, ..., U, sont tels que pour tout profil (uy,...,u,) € U; X U, X ... X U, il existe un
vainqueur de Condorcet noté C(uy, ..., u,). Dummett et Farquharson (1961) ont montrés
que la fonction de choix social C : (uy,...,u,) — C(uy,...,u,) est non manipulable par

tout agent ou toute coalition d’agents.

Dans la suite, nous nous limitons au contexte ou un vainqueur de Condorcet existe tou-
jours : nous supposons que A = R est la droite réelle, et que Vi € N, U, est I’ensemble §
des préférences unimodales, c’est-a-dire :

ues si et seulement s’il existe une alternative a appelée meilleure alternative de u, telle que :

x<y<a=ulx) <u®y) <ula)
Vx,y € R

a<x<y=u(a)>u(x) > u(y).

Nous identifions ainsi le préordre de préférence u avec toute fonction d’utilité qui lui est
associée.
Soit (uy, ...,u,) € S" un profil avec les meilleures alternatives correspondantes (ay, ..., @,).

Sin = 2p + 1, le vainqueur de Condorcet est le point médian noté m(ay, ..., a,) et défini

par :
#ija, <m}>p+1
m(ay, ...,a,) =m & < et 2)
#ija;>=m}>p+1
Notons que m(ay, ..., a,) estI’un des a;. Comme conséquence du résultat énoncé ci-dessus,

nous obtenons que les fonctions de choix social correspondantes sont non manipulables
et non manipulables collectivement. Une hypothese de base du modele est que les agents
savent que leurs préférences sont unimodales : ils ne sont pas autorisés a déclarer des
ordres non unimodaux. Dans ce travail, nous ajoutons une hypothése qui implique une
perte de généralité dans notre modele : nous supposons que chaque agent déclare simple-
ment sa meilleure alternative. En conséquence, nous définissons un mécanisme de vote

comme une fonction

II: R — R
(CITRRNS ) B R ¢ (CPRE )
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Qui a tout n—uplet (xy, ..., x,,) de meilleures alternatives associe 1’alternative sélectionnée
Il(xy, ..., x,). Une large classe de mécanismes est obtenue en considérant toutes les fonc-
tions II": §" — IR, qui sont des mécanismes de prise de décision ou la péférence
de chaque agent est unimodale. A chaque mécanisme de vote IT (définit comme ci-dessus)
nous pouvons évidemment associé une fonction IT* définie par :

Y(ui,....,u,) € S",V(ay,...,a,) € R"tel que Vi =1,...,n a; est la meileure alternative de u;; ITI*(uy, ..., u,)
Il(a,, ..., a,).

Ainsi, nos résultats caractérisant les mécanismes de vote non manipulables I1 fournissent
une information a propos de la non manipulabilité des mécanismes de prise de décision IT*
(puisque pour tout mécanisme de vote non manipulable I1, le mécanisme de vote associé
IT* est bien non manipulable). Mais nous ne donnons pas une caractérisation complete

des mécanismes non manipulables IT*.

Définition 2.2.1 \

On dit que le mécanisme de vote IT est non manipulable si :

Vi € N,Vu; € S, de meilleure alternative associé a;,on a : Vx; € R, Vx; € R™™" w;(I(a;, x;)) >
u;(I1(x;, x7))
(Ou x; = (X1, «eey Xi—1, Xix15 ..., Xp) €St le (n—1)-uplet des meilleures alternatives des autres votants

en dehors du votant 7).

Définition 2.2.2 \

On dit que IT est non manipulable par groupe si pour tout S C {1, ...,n} et pour tout profil de

préférence (u;)ics € S S avec les meilleures alternatives associés as = (a;)jcs NOUS avons :
Vxge € RS, Axs € RS, Vi € S, u(I(xs, x50)) > u;(I(as, xsc))  (3)

Ici, S€ est le complémentaire de S dans N.

Le concept de non manipulabilité correspond a la notion de stabilité non coopérative
de I’équilibre de Nash : aucun agent n’a intérét a déclarer une alternative autre que sa
meilleure alternative. Dans un mécanisme de vote non manipulable par groupe, cette
propriété de stabilité est également vraie pour les coalitions : aucune coalition d’agents

n’a intérét a mentir collectivement sur leurs meilleures alternatives. La relation (3) ci-
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dessus est équivalente a dire que pour chaque profil (uy, ...,u,) € S", le n-uplet (ay, ..., a,)
de meilleures alternatives associés est un équilibre de Nash du jeu sous forme normale
I'=({1,...,n}; R"; uy0ll, ..., u,o0Il).

Les exemples de mécanismes de vote non manipulables sont les mécanismes de vote de
Condorcet :

I(xy, ..., x,) = m(xy, ..., x,) si n estimpair (4)

Les mécanismes de vote ci-dessus sont des membres particuliers d’une large classe de
mécanismes de vote non manipulables que nous décrivons maintenant. Soit k un entier tel
que 1 < k < n, si les nombres réels xy, ..., x, sont ordonnés par ordre croissant de valeur,
nous notons I1;(xy, ..., x,,) le nombre classé au k-ieme rang, alors le mécanisme de vote I1;

est non manipulable. Pour k = 1 et pour k = n, nous obtenons en particulier :
I (xq, ..., x,) = inf(x1, ..., x,) (5)

I1,(xy, ..., x,) = sup(xy, ..., x,) (6).
Le mécanisme de vote (5) est interprété comme suit : les alternatives inférieures sont

socialement prisées.

Notation 2.2.1. Sy est ’ensemble des applications bijectives de N vers N.

Définition 2.2.3

Soit IT : R” — R un mécanisme de vote.

On dit que IT est anonyme si Yo € Sy, V(x1, ..., X,) € R, II(X5(1)s -.es Xony) = (X1, ..., X).

Ainsi un mécanisme de vote anonyme traite les votants de facon égale.

Définition 2.2.4

Soit IT : R” — R un mécanisme de vote.

On dit que IT est efficient si (Va € R,Vi € N, x; = a) = [l(xy, ..., x,) = a.

Ainsi un mécanisme de vote efficient respecte I’opinion des votants lorsqu’ils sont una-

nimes.
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La proposition suivante décrit une classe de mécanismes de vote non manipulables par

groupe incluant tous les mécanismes précédemment décrit.

Proposition 2.2.1

Soit a1, ..., @1 € R U {+00, —c0}.

Le mécanisme de vote suivant :

II: R” — R

(X150 X)) 2 0, e, X)) = m(X0 oy Xy @1 ey 1) (7))

est alors non manipulable par groupe, anonyme et efficient.

Notons que dans la définition de (7) nous faisons une extension directe a (RU{+o0, —c0})*"~! ;

alors que les valeurs de II sont finies.

Preuve. Anonymat
Soient o € Sy et (xy, ..., x,) € R”, montrons que IH(xyy, ..., Xo() = H(xp, ...y Xp).

xisiieN o(i)siie N
Posons M ={1,2,....2n— 1};Vie M,y; = eto(i) =
a;_, sinon i sinon

On a H(Xg—(l),...,xo—(n)) = H(xg(l),...,xan));\v’a (S R,#{l € M/a < y,-} = #{l € M/a

IA

Vi) et#{i € Mja > y;} = #{i € M/a > yz;)}.

D’ou m(yz1ys -» Yoe@n-1)) = M1, ..., you—1) €’ est a dire II(xy(1y, ..., Xomy) = (1, ..., Xp).
Efficience

L’efficience de II résulte du fait que V(x, ..., x,) € R, II(xy, ..., x,) € [inf; x;; sup; x;].

En effet, fixons (y1,....y2,-1) € R" X (R U {+co, —co})""!, alors #{i/y; > inf;y;,j =
1,...,n} > n.

Ainsi m(yy, ..., y2,—1) 2 inf; y; pour j =1,...,n

et de fagon similaire #{i/y; <sup;y;, j=1,...,n} = n

impliquant m(yi, ..., y2,-1) < sup;y; pour j = 1,...,n.

Non manipulabilité par groupe

Supposons que I1 est manipulable par groupe.

Soit (4;)i=1..,» € S" un profil de préférences avec les meilleures (ay,...,a,) tel que les

agents de la coalition S soient inciter a déclarer xs € RS au lieu de ag :

YieS u(Il(xs,asc)) > u;(Il(as,asc)) (8)
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Par (8), nous avons I1(xg, asc) # Il(as, asc) ;

Supposons I1(xs, asc) > Il(as,asc) (9)

Puisque u; est unimodale (voir (1)), les inégalités (8) ef (9) impliquent

YieS a; > (as,asc) (10)

Par définition de I1, on all(as, asc) = m(ay, ..., a,, ay, ..., @,_1) ; sinous posons (Vi, ..., Ya,—1) =
(@t ey A, @15 ooy @), OUS avons : #{j € {1,...,2n — 1}/y; < Il(as,asc)} > n

chaque y; tel que y; < Il(as, asc) correspond soit a un @; avec i ¢ S (par (10)) ou a un «;.
Ainsi si nous posons (21, ..., 22,-1) = (Xs, dsc, @y, ..., ¥,—1), NOUs obtenons :
#jell,...2n—1}/z; <(as,asc)} > n (11).

Notons que pour tout réel o, n < #{j € {1, ...,2n - 1}/z; < a} = m(zy, ..., 220-1) < @.
Alors (11) implique que : I(xs, asc) = m(zy, ..., 22,-1) < l(as, asc).

Ceci est une contradiction.

Si aucun des nombres a4, ..., @, n’est fini, alors le mécanisme de vote I1 correspondant

est ’un des I1; défini plus haut, plus précisément on a :

(X1, ey Xy, —00, ..., —00) = inf{xy, ..., X, };
m(xl’ vees Xpg, 700, —00, ..., —OO) = HZ(xl’ XX) xn);
m(xl s eees Xnis +09, +00, —00, ..., —OO) = H3(x17 reey xn);

(X1, ooy Xy +00, ..., +00) = SUP{X], ..., X, }.

Considérons maintenant les mécanismes de vote (7) ou a4, ..., @, sont tous finis : ce qui
équivaut a dire que la société a (n — 1) voix alors que chacun des agents a une seule voix.
Ainsi les agents anonymes peuvent déclarer toute alternative arbitraire, mais des que les
préférences des agents different, les voix sociales a4, ..., @,—; deviennent arbitraire entre-
elles (par exemple si chaque x; est plus grand que sup{ajy, ..., @, 1}, alors I’alternative
sélectionnée inf{xy, ..., x,_; } est I’alternative la plus proche de {ay, ..., @,_1}).

Nous pouvons finalement noter que les mécanismes de vote (7) contiennent aussi les
mécanismes dans lesquels la société a seulement (n — 3) voix (prendre @ = +oo,@; =
—00, @3, ..., &, finis) ou (n — 5) voix (prendre @) = @y = +00,@3 = @y = —00,As, ..., Ay,

finis), etc...

2.2.2. Théoreme de caractérisation

N0 2.2.1. Les assertions suivantes sont équivalentes :
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(i) Le mécanisme de vote Il de R" vers R est non manipulable, anonyme et efficient ;
(ii) 1l existe (n — 1) nombres réels ay, ..., @,_; € R U {+0c0, —c0} tels que :

Y(x1, ., x,) € R, TI(x1, ..., x,) = m(X1, ..o, Xy Q15 ., @pep). (12)

Notons que pour les mécanismes de vote anonymes et efficients, la non manipulabilité est
équivalente a la non manipulabilité par groupes (ceci découle de la proposition 2.2.1 et

du théoreme 2.2.1).

Proposition 2.2.2

Le mécanisme de vote I1 de R” vers R est non manipulable et anonyme si et seulement s’il
existe (n + 1) nombres réels a, ..., @,+; € R U {+00, —c0} tels que :

Y(x1, ..., X,) € R TI(xq, o X)) = mU(XY, eeey Xy QU1 eeey Q).

En particulier un mécanisme de vote non manipulable et anonyme est non manipulable

par groupes.

Preuve du théoreme 2.2.1 et de la proposition 2.2.2

Etape 1

Pour chaque entier n > 1, nous notons par S, le sous-ensemble de R®" suivant :
S,={IT:R" > R /day,...,a, € RU{+00, —c0} : T1(x1, ..., X,) = MU(X1, cvy Xy A1y evvy A1)}
Chaque élément de S, est clairement un mécanisme de vote non manipulable par groupe

et anonyme (la preuve est identique a celle de la proposition 2.2.1).

Seule I’efficience est violée puisque nous avons par exemple : m(xy, ..., X, @, ..., @) = @
——

(n+1) fois
Nous allons maintenant prouver que réciproquement tout mécanisme de vote non mani-

pulable et anonyme appartient a S ,, Ce qui prouvera la proposition 2.2.2 et qui va nous
rendre 2 montrer une implication du théoréme a savoir, si [1 € §, et de plus est efficient,

alors nous avons : Yx € R,m(x, ..., x, a1, ..., ¥py1) = (x, ..., x) =x  (13)
~——

n fois

Ainsi, il est impossible d’avoir @; > —c0 Vi € {1,...,n + 1} (cela contredirait (13) pour
x < inf @;).
De méme on ne peut avoir @; < +o0 Vi € {1,...,n + 1} (ceci contredirait (13) pour

X > sup ;).
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Donc 3 j,lef{l,...,n+1} telsquea; = —coeta; = +o0.

Comme m(+00, —00, B, ..., Box+1) = m(By, ..., Bax+1) nous pouvons diminuer deux a; dans
(X1, ey Xy X1y eeey Qg])-

Ceci prouve que II a la forme (7) désirée.

Etape 2

Nous montrons maintenant par induction sur n que tout mécanisme de vote non manipu-

lable et anonyme entre n agents appartienta S, .

Nous commencons par le cas trivial des mécanismes de vote entre 1 agent. Dire que

IT : R — R est non manipulable c’est dire que

VxeR YueS (le peak de u est a) = u(Il(a)) > u(II(x))

Soient x,a € R .

Supposons que I1(a) < inf{a, I1(x)}.

- SiIl(a) < II(x) < a, alors considérons la fonction d’utilité unimodale associée au peak
a, u définie par Vy € R u(y) = —|y — al.
Ona: Il(a) <Il(x) <a = Il(a)—a < (x)—a < 0 = u(Il(a)) = I1(a)—a, u(Il(x)) =
[1(x) — a et u(Il(a)) < u(Il(x)), ceci contredit la non manipulabilité de I1.

- Sill(a) < a < Il(x), alors considérons la fonction d’utilité unimodale associé au peak
a, u définie par Yy € R

II(x) — I1(a)

<~ 1) (y—a) siy<a

u(y) =
a—y st yza.
On a u(Il(a)) = Il(a) — II(x) < a — II(x) = u(Il(x)). Ce qui contredit le fait que II est
non manipulable.
Donc II(a) > inf{a, I1(x)}.
Un raisonnement similaire prouve que I1(a) < supia, I1(x)}

Ainsi Vx,y e R Il(x) € [x,I1(y)] (14)

a = inf, g II(x) € R U {—o0}
Posons

B =sup,g IH(x) € RU {+00}

Nous déduisons de (14) que Vx € R, Il(x) € [x, a],

Donc pour x < a(si « est fini), nous avons :
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a <Il(x) € [x,a] = II(x) = a.

Par un raisonnement analogue, on obtient Vx € R, Tl(x) € [x, ]
Donc pour x < S (si g est fini), nous avons I1(x) = .

Ainsi, Vx € Rtelque @« < x <Bona: Il(x) € [x,a] [x,B] = {x}.

Notre fonction IT est définie comme suit :

a sl x<a

VxeR, II(x) ={x si a<x<B
B six>p

Donc Vx € R, I1(x) = m(x, @, B), ceci prouve bien que I1 € §;.
Etape 3

Soit n € IN* nous supposons que notre résultat est vrai pour tout k € N* tel que k < n et

nous le prouvons pour n + 1. Soit

Im: R™! — R

(X0, X150 X)) > (0, X1, ..., Xp)

un mécanisme de vote non manipulable et anonyme entre n + 1 agents.

- Sinous fixons xo, alors ¢ : (xy, ..., x,,) — [(xo, X1, ..., x,) est clairement un mécanisme
de vote non manipulable et anonyme entre n agents. Par I’hypothese d’induction, il
appartient a S . Il existe alors (n + 1) fonctions ay, ..., @,+; de R vers R U {+c0, —oco}
telles que : V(xo, ..., x,) € R™ TI(xq, X1, ...r X) = 1(X1, oovy X, @1(X0), vy @1 (X0)) -
Quitte a redéfinir les a;, nous pouvons supposer que :

Vxo € R, a;(xg) < ar(xg) < ... < @uy1(xg). (15)

- Si nous fixons maintenant (xi,...,x,) € R” alors ¥ : xo — Il(xp, X1, ..., x,) €st un
mécanisme de vote non manipulable et anonyme en 1 ; d’apres I’étape 1, ¥ € § et par
conséquent vérifie (14) qui se réécrit :

Vxo, X, € R, TI(xg, X1, ..., X,) € [X0, T, X1, .oy X)] - (16)
Nous fixons maintenant Vx, € R et unindice k telque 1 <k<n+1

Nous pouvons remarquer que :
lim m(/L sees /17 _/l’ sees _/L a (XO)? ceey a,,H_](X())) = ak(xo)'
—_——— —— ——

A—+00
k—1 fois  n—k+1 fois
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La preuve de ce résultat est élémentaire.

En appliquant (16) pour x, x, fixés et avec :

(X1, oo X) = (4, ..., 4, =4, ..., — 1), nous obtenons pour chaque indice k :
—~—— ——

k—1 fois  n—k+1 fois
Vxo0, X, € R ax(xo) € [xo, ax(x,)].

Cette propriété implique que a; € S (voir I’étape 2 : le fait que @ prend quelques valeurs
infinies n’affecte pas notre argument).

Alors a; peut €tre écrit comme suit :

ai(xg) = m(xg, ag, by) o — oo < aq; < by < +00. Et notre mécanisme de vote I1 est écrit
comme suit :

I1(x0, X1y oes Xp) = M(XY, ooy X, M(Xg, A1, b1), ..., M(X0, Qyy1s Dpst)-

En utilisant la propriété d’anonymat de I1, nous prouvons que maintenant que :

by =ay,..bp =ai1,....b, = a1 (17)

Premierement, nous avons par (15) et pour tout k € N* telque 1 <k <n

Yxo € R m(xo, ax, by) < m(xo, aie1, bis1)

Qui est équivalent a a; < a4y et by < biyy.

Supposons que ai,; < by, nous pouvons alors choisir (x, X1, ..., X,) € R""! tel que :

Ars1 < Xo < X, < by
X1 :...:)Cn_k:/1<)C()
Xkl = oo = Xpo] = MU > Xy

Ceci implique que :

VK <k-1, ay (x0) < ap(xo) = aps1(x0) = x0 < @ (X0) VK" > k+2

DOHC H('an -xla seey xn) = m(&9 eeey /19 Ma ...,'Ll, xn9 a/k' (x0)7 seey a/k/ (x0)9 an a/k” (X()), ceey a’k” (-XO))
S~ ~—

n—k fois k-1 fois k-1 fois n—k fois
X0

De facon similaire, nous avons VK < k-1, ay(x,) < ar(x,) = ap(x,) = x,

ay(x,) VK >k+1

IA

Donc II(xp, X1, .ccy Xp) = (A, ooy Ay ooy 1y X0y @ (X)) ves Qg2 (X)) Xy @ (X)) ooy @7 (X51))
——— ——
n—k fois k-1 fois k-1 fois n—k fois

Xn

Cette hypothese xy # x, contredit ainsi I’anonymat de I1.

Nous avons prouvés que by < ay.1.

Supposons maintenant b < dy,, nous pouvons choisir (xo, x, ..., x,) € R"*! tel que :
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bk < Xo < X, £ Ay
X1 =..=X, =A< X
Xp—kdl = oo = Xp] = U > Xy

Ceci implique que :
VK <k—1, ap(xo) < ap(x0) = by < ags1 = Qa1 (x0) =< g (x0) YKk 2= k+2 (18)

Donc H(xo’ xl’ seey xn) = m(/lv seey /l’ll’ ceey M’ xn’ a’k’ (xO)’ [RXTY a,k’ (x0)3 bk’ ak+l’ G“/k'/ (xo)’ ceey ak” (XO)) =

n—k fois k-1 fois k—1 fois n—k fois
Xn

Ainsi nous avons montrés que by = a. qui est (17).

Si nous posons a,;; = b,.1, alors nous obtenons 1’expression de II suivante :

II(xg, X1y ooy X)) = m(X1, .uvy X, BU(Xg, A1, A2), ooy M( X0, Qi Ats1)s oo MU(XQ, Apa1s nen), avVeC
—o < LWL . L@ La L. L1 L app <0 (19)

La derniere étape dans la preuve du théoreme est d’établir que pour toute suite croissante
ai, a, ..., a,+> de ce type nous avons pour chaque xy, xi, ..., X, :

mM(X1, eeey Xy, M(X0, A1, A2),y vy (X0, Ay Qis1)s ooy M( X0, it Aps2)) = MU(XY, ooy Xy A1y vy Gpin)  (20).
Etape 4

Nous prouvons la formule (20).

Premierement, supposons xy < a;. Le terme de gauche dans (20) est alors :

m(X1, ey X A1, ..., Apyy) =6 (21)

puisque les n + 1 agents sont majoritaires, on obtient : a; < 6 < a,;. Nous utilisons alors
I’observation suivante :

Sim(yi,...,yp) =6 et y,.1 <0<y, alors m(yy, ..., y,, ¥ps2) = 6. Ceci implique que :
X0y X175 eees Xy A1y vvvy Qpyn) = 6.

La preuve de (20) dans le cas xy > a,,,, est similaire.

Supposons maintenant que pour un certain k, 1 <k <n+ 1;onait a; < xo < Gxy41-

Le terme de gauche dans (20) est alors : m(X1, ..., Xy, A1, wvs Qm1s X0s Qs 15 ooy Aps1) = 6 .
Puisque a; < 6 < a,,; nous obtenons a; <0 < a,,, et par la méme observation :

X0y X1y wevy Xy A1y A2y oy Apyn) = 6

Ceci conclut la preuve de la proposition 2.2.2 et du théoreme 2.2.1 B

Quoique les mécanismes de vote anonymes soient moins intéressant pour la théorie du

choix social, il est valable de caractériser tous les mécanismes de vote non manipulables.
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Proposition 2.2.3

Le mécanisme de vote Il entre n agents est non manipulable si et seulement s’il existe pour
chaque sous-ensemble S de {1, ...,n} (I’ensemble vide inclu), un réel as € R U {+co, —co} tel
que :

Y(xi, ..., Xp) € R, TI(xy, ..., x,) = Infscqi . my[sup;eslxiastl  (22)

Par exemple, les mécanismes de vote non manipulables entre deux agents prennent la
forme suivante :
H(x1, x2) = inf{a, sup(xy, b1), sup(xz, b), sup(x, x2, ¢)}

Afin de décrire ces mécanismes de vote, supposons ¢ < b; < a pour i = 1,2

2.2.1. Notons que a < b; = a < sup(x;, b;) de facon que a peut étre sim-
plement retiré de 1’expression de I1, et de méme b; < ¢ = sup(x;, b;) < sup(xy, xa,c) de
facon que sup(x;, b;) peut étre retiré dans la méme expression ; ainsi ces inégalités sont

vraies si et seulement si les quatres termes sont utilisés dans I’expression de I1.

En outre, en réordonnant les agents, nous pouvons supposer b; > b,. Nous avons pour

tout x;, x, € R :

M(x;,x) =a e x,x>a
c <Il(x;,x) <a et

II(x1,x) =c e x1,x, < c.
Ainsi I’intervalle [a, c] est imposé pour 1’alternative a sélectionner.
- Si pour un certain i, j tels que x; < a et x; > ¢, alors II est écrit comme suit :
II(x1, x) = inf{sup(x;, by), sup(xz, by), sup(xi, x2)}.
- Si by = by, alors I1(xy, xo) = m(xy, x2, b).
- Sinon les deux agents ont des influences différentes sur I1 . On illustrer les expressions
ci-dessus de facon similaire pour les différentes positions relatives de x;, x, et by, b;.

Preuve de la proposition 2.2.3.

Notons que dans la formule (22) , si deux S et 7 sont tels que 7 C S et ar < ag, alors
Vx € R, sup,.-{xi, ar} < sup,qixi,as} de fagon analogue que le terme de droite ne joue

aucun role dans (22) et as peut étre remplacé de facon équivalente par as
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Nous pouvons donc supposer :

VS, 7, T cS=as<ar (23)

Désignons par X, I’ensemble des mécanismes de vote I1 qui prennent la forme (22) pour
une famille de (as)scqi,., de parametres vérifiant (23). Nous avons S| =X .

Nous prouvons la proposition 2.2.3 par induction sur 7 .

Supposons que la propriété reste vraie jusqu’a n, nous prenons un mécanisme de vote non

manipulable
IT: R"! — R
(X0 X150 X) > T(X0, X1, 1oy X))

entre n + 1 agents. Pour chaque x, fixé,
y: R” — R
(X15eees Xp) = WXy, ey X)) = (X0, X1, ey X5)
est un mécanisme de vote non manipulable entre n joueurs, donc appartient a X, par
hypothese d’induction. Ainsi I1 peut s’écrire :
H(x0, X1, ey %) = Infscqr_m[SUPesii, as(xo}]l (24)

. .o, . . ’
construisons une coalition non vide S, et deux nombres constants xo et x, tels que :

Yi e So, Xi=MU
Vi¢g Sp,x; =4
Nous obtenons alors par (24) : lim II(xg, x1, ..., x,) = inf as(xp)
(A1) (+00,—00) ScSy

Par (23) le terme de droite est simplement as,(xo).

Ainsi nous obtenons : lim I(xo, X1, ..., X,) = as,(xp).
(A,u)—(400,—00)

De méme lim H(xé), Xlyey Xp) = aso(xé)).
(A,p)—>(+00,—00)

Pour les mémes raisons, pour xi, ..., X, € R fixés,
Y: R — R
xo > Y(x) = (xp, x1, ..., X,)
est un élément de X, ; il doit donc vérifier (14). Les deux conditions ci-dessus impliquent
que ag, vérifie également (14) pour tout ensemble non vide Sy. D’otiag, € §; = Z; et

peut s’écrire : as, = inf{as,, sup(Bs,, Xo)}.

52 SAFOKEM ADIN ©ENS 2016
DIPES II 2015-2016



Un travail analogue permet de montrer qu’une fonction écrite de la forme :

infscqi,. ny[Sup,esixi, inf{as, sup(Bs, xo)}}], peut encore s’écrire sous la forme (22).

La derniere étape de la proposition 2.2.3 est de prouver que tout mécanisme de vote du
type (22) est non manipulable . On vérifie que toute fonction de la forme (22) satisfait :
ViVx,x, € R Y, € R TI(x;, %) € [ TI(x;, x;)] . W

Notons que %,, ’ensemble des mécanismes de prise de décision non manipulables est
stable par 1’opération de supremum et d’infimum (non nécessairement fini). On prouve

que X, est le plus petit sous-ensemble de R®" stable par infimum et supremum et conte-

nant les fonctions élémentaires

Hi(xl, o Xp) = X

% =gq pouri=1,..,neta € R

En particulier, la suite X1, 25, ..., X, ... a la propriété suivante dite de décentralisation : en
supposant que I’ensemble des n agents est partitionné en p coalitions avec les cardinalités
respectives ny, ...,n,. Soient Il; € %,,...,1I, € X, des mécanismes de vote entre les
agents de la partition en coalitions. Finalement, soit Ily € X, un mécanisme de vote non

manipulable entre p joueurs.

Alors le mécanisme de vote composé I1 définit par :

(xy, oy x) = (I (epy eeny Xy )y T (X 415 ovos Xnyng )s oo Hp(x,,_np+1, v X)) Y(xq,...,x,) €
]Rl’l

appartient a X,. Ceci équivaut a dire que si la décision finale est prise a 1’issue d’une
procédure a deux étapes ol un comité initial est partitionné en sous-comités, chaque sous-
comité devant choisir un représentant, alors aucune manipulation ne pourra survenir dans
la procédure entiere si chaque étape est indépendamment non manipulable.

Comme résultat final nous pouvons observer qu’un mécanisme de vote non manipulable

est aussi non manipulable par groupe (la preuve est similaire a celle de la proposition

2.2.1).

REOBIGIE 2.2.2.  (a) Tous les résultats de notre travail sont facilement transposables
a un contexte plus élémentaire ou A est fini et ses éléments sont totalement ordonnés

suivant un ordre de référence donné.

(b) On vérifie facilement que certains mécanismes de vote non manipulables IT* ne
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proviennent pas des mécanismes de vote non manipulables I décrit ci-dessus.

Considérons par exemple le mécanisme de vote suivant concernant un seul agent :

Pour chaque z € S avec le meilleure alternative associée a, nous prenons :

asia<-1oua>1
Mz ={-1si —1<a<letz-1)>z1
1 si —1<ac<letz(-1)<z(1).

Il est clair que ce mécanisme est non manipulable (le votant ne gagne rien en présentant un z de

facon non sincere) mais il ne peut pas dérivé d’un mécanisme de vote du sens ci-dessus.
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* % * %
Implications pédagogiques

L’ opportunité de rédiger ce mémoire nous a offert I’occasion de faire nos premiers
pas d’autonomie en termes d’investigations scientifiques et de déploiement de nos apti-
tudes a comprendre, a construire un raisonnement logique sans oublier la maitrise indis-
pensables des outils de nouvelles technologies de I’information et de la communication
incontournables pour tout enseignant en ces moments ol les apprenants sont aspirés par

les téléphones androide, ipad, tablette...

Nous nous proposons de relever dans ce chapitre quelques reperes de 1I’impact de

cet exercice sur le systeme éducatif.

3.1. Comprendre, mobiliser et construire des connaissances

Pour mener a terme ce travail, il a fallu puiser dans nos compétences a pouvoir
comprendre une situation-probleme, a proposer un formalisme et d’étudier les propriétés
des objets mathématiques obtenus. Par transposition, le document de travail sur lequel
porte notre compte rendu, Moulin (1980), peut étre percu comme une ressource pédago-
gique dont le contenu doit €tre partager avec des apprenants. C’est ainsi que nous avons
décomposé la ressource pour en donner une reconstitution en termes de définitions des
concepts a étudier ; en termes de propriétés qui vérifient les concepts et en termes de ré-
sultats qu’on peut déduire en les mettant ensemble. Cette démarche est fondamentale dans
le quotidien d’un enseignant de mathématiques que nous aspirons a étre. Nous pensons
notamment a I’élaboration de nos futurs cours a construire a partir de diverses ressources

éducatives.
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3.2. Aptitude a mener un raisonnement logique

Le raisonnement mathématique permet d’associer, de différencier, de catégoriser,
de mesurer, d’évaluer, de tester des hypotheses, de démontrer un processus, de tirer des
conclusions a partir d’informations données ou de lois générales, de retrouver des infor-
mations manquantes par logique, d’aller des causes aux conséquences et inversement, de
mettre au jour les contradictions ou incohérences, de justifier un résultat,...C’est donc un
type de raisonnement essentiel pour comprendre et analyser le monde mais aussi pour
beaucoup d’opérations de la vie quotidienne et professionnelle nous demandant d’analy-
ser logiquement des situations et de prendre des décisions. On pourra donc ainsi déve-
lopper chez les éleves des capacités qui contribueront a I’avancement vers des nouvelles
connaissances. Celles ci ont pour but d’initier 1’éleve a la pratique de la recherche de
la vérité par le biais du raisonnement en le rendant capable d’utiliser adéquatement les
ressources documentaires, les méthodes d’investigation et d’analyse appropriées. L’éleve
sera donc a méme de développer les capacités suivantes :

1 Réfuter une proposition lorsqu’elle est fausse en donnant un contre-exemple ;

1= Prouver une proposition lorsqu’elle est vraie en utilisant un raisonnement logique ;

1= [a valeur et la pertinence du nouveau savoir produit par le travail ;

1= [ ’aptitude a intégrer les différentes connaissances ;

1= [ aptitude a construire une problématique ;

1= | ’aptitude a la recherche : rigueur méthodologique, logique de 1’argumentation et de
la démonstration ;

1 La qualité de la présentation selon les normes d’un travail scientifique ;

1= La qualité de la présentation matérielle et typographique.

3.3. Initiation a ’usage des nouvelles technologies de

P’information et de la communication

Pendant la rédaction de ce mémoire, nous avons eu a utiliser les outils des technolo-
gies de I’information et de la communication ; il s’agit : du micro-ordinateur, du vidéo-
projecteur, du logiciel Latex (de son compilateur Miktex, de ses éditeurs TeXnicCenter,

TeXmaker, TeXstudio et Winedit) ou d’internet. L emploi de ces outils informatiques peut
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nous aider a faire des recherches sur internet pour actualiser les contenus a enseigner, a
préparer un cours, a saisir une épreuve et a présenter une lecon. Notons que ’usage du
vidéoprojecteur peut permettre d’illustrer une définition ou une propriété lorsqu’elle est

introduite.

Ce mémoire a certainement contribué au développement de nos compétences a
savoir :
1= Réaliser les supports de qualité telles que les épreuves de mathématiques ;
1= Préparer et présenter une lecon ;

i Utiliser un vidéprojecteur lors d’une lecon.

57 SAFOKEM ADIN ©ENS 2016
DIPES II 2015-2016



% Conclusion et perspectives

Au terme de ce travail dont le but était de rendre compte des travaux de Moulin
(1980) sur la manipulation des fonctions de choix social en cas d’unimodalité des préfé-

rences individuelles, plusieurs points forts retiennent notre attention.

Pour faciliter la compréhension, nous avons commencé par des préliminaires qui
nous ont amenés a présenter les relations binaires sur un ensemble qui modélisent les pré-
férences individuelles. Avant de nous intéresser aux préférences unimodales et localement
unimodales que nous avons dénombrées, nous avons proposé une formule du nombre to-
tal de préordres totaux sur un ensemble fini. A la suite de ces préalables, nous avons
continué par la manipulation et I’'unimodalité. Nous avons proposé une caractérisation
des fonctions de choix social non manipulables lorsqu’il y a deux alternatives a 1’aide des
jeux simples avant de présenter le résultat de caractérisation de Moulin. Les implications
pédagogiques que nous avons enfin évoquées portent sur le plus valu de cet exercice sur
le plan professionnel.

Toute la contribution de Moulin (1980) se fait sur le domaine des préférences uni-
modales ; il serait intéressant de regarder ce que devient ses résultats sur le domaine des

préférences localement unimodales que nous avons présentées.
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