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& Résume &

Les équations d’Einstein-Vlasov dans le contexte de la relativité générale, modélisent I’ évolution
en temps d’une particule (étoiles, galaxies) se déplacant librement dans [’espace. Dans ce mémoire,
nous écrivons les équations d’Einstein avec constante cosmologique et I’équation de Vlasov dans un
systeme de coordonnées cylindriques (t, r, z, 8). On obtient ainsi un systéme complet d’E.D.P formé
d’équations du premier ordre (Vlasov) et d’équations du second ordre (Einstein). Par la suite, nous
distinguons les équations de contraintes des équations d’évolution. Enfin nous donnons des résultats

d’existence et d’unicité locale et globale dans le temps pour la solution de ce systeme.

Mots clés :  Relativité générale, Equations d’Einstein, Equation de Vlasov, Variété Lorentzienne,

Coordonnées Cylindriques.
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& Abstract &

In the context of general relativity, the Einstein-Vlasov equations model the time evolution of a
self gravitating collisionless particle (stars, galaxies) in the space. In this brief, we write the Einstein
equations with a cosmological constant and the Vlasov equation in a cylindrical symmetry system
(t, r, z, 0). We thus obtain a complete P.D.E system formed with equations of first order (Vlasov) and
second order (Einstein). Then we distinguish the evolution equations from constraints equations. At
the end we give some results of local and global existence and unicity in time to the solution of this

system.

Key words : General Relativity, Einstein equations, Vlasov equation, Lorentzian manifold, Cylin-

drical symmetry.
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& Introduction &

La dynamique des matieres gravitationnelles est un sujet d’une grande importance en théorie de
la relativité générale, y sont étudiées différentes formes de maticre a I’instar des étoiles, des particules
(les électrons en plasma par exemple), des galaxies, des météorites et bien d’autres. Cette étude est
faite sous I’hypothese qu’il n’ya pas d’interactions entre les différentes particules intervenantes lors de
I’étude ou du moins elles sont suffisamment rares pour étre négligées. Cf Fjallborg Mikael (2006 : 4).
Les équations d’Einstein sont I’expression mathématique de la relativité générale et plus généralement
de toute la physique de la gravitation. La forme générale de ces équations signifie : (Une mesure de
la courbure moyenne de I’espace temps) = (Une mesure de la densité d’énergie). Résoudre les
équations d’Einstein, c’est déterminer a la fois la source du champ de gravitation et le champ de
gravitation. Ces équations expriment et concentrent les idées principales d’Einstein gouvernant la
relativité générale. La conviction d’Einstein est la suivante : il doit exister une loi qui lie le contenu
matériel et I’énergie de la matiere avec le champ gravitationnel qui détermine I’élément de longueur
et toute la géométrie de 1’espace temps. Etant donné le tenseur d’Einstein, la formulation compléte et

exacte de I’équation d’Einstein en découle directement : Cf Choquet Y-Bruhat (2009 : 39)

1 8rG
Raﬁ - (iR + A)Qaﬁ = C_4Taﬁ

Il s’agit d’un systeme de 10 équations aux dérivées partielles non linéaires pour 20 inconnues, ce qui
rend sa résolution tres complexe. Dans I’optique d’une possible résolution de ce probleme, on écrit
la métrique dans un systeme de coordonnées locales imposant une certaine symétrie, par exemple :
la symétrie de surface, la symétrie cylindrique, la symétrie sphérique, la symétrie axiale ... Selon le
choix du tenseur impulsion énergie (second membre de I’équation ci-dessus), les équations d’Einstein
peuvent étre couplées aux équations de maxwell, a I’équation de Vlasov, aux équations de Yang-Mills,
avec un champ scalaire pour ne citer que ceux la. Lorsque le second membre de cette équation est

nul, on parle d’équations d’Einstein dans le vide. Cf Choquet Y-Bruhat (2009 : 34). Les équations

1
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d’Einstein-VIasov modélisent I’évolution en temps d’une particule se déplacant sans interactions dans
I’espace. Dans notre travail, la métrique est choisie en symétrie cylindrique et le tenseur impulsion
énergie est engendré par une fonction positive f, solution de 1’équation de Vlasov (parfois appelée
équation de Liouville). L’hypothese selon laquelle les particules étudiées se déplacent librement est
caractérisée ici par ’équation Ly f = 0, ou Ly désigne la dérivée de Lie. Ceci permet d’écrire dans
un systeéme de coordonnées locales, le systeme d’Einstein-Vlasov avec constante cosmologique : Cf

(Rendall A. D. 1997 : 37, Fjallborg Mikael 2006 : 14, Noundjeu P. et Tegankong D. 2016 : 2)
of + Lo s Lo
tf—l_ﬁ xif_ﬁraﬁpp pi = 0
1
Rog — (§R + A)gap

Dans ce systeme, les inconnues sont, une variété Lorentzienne M de dimension 4, munie d’un tenseur
métrique g et une fonction de distribution de particules f. En symétrie cylindrique, cette métrique est

de la forme : Cf Gourgoulhon (2012-1013)

ds? = —ae®M Mg 4+ 20N qr? 4 e?(dz + Adf)* + r’e”*7dH? (1)

Ou; a, v, A et n sont toutes des fonctions inconnues des variables t et 7. Avec t,z € R, r € R et
8 € (0,2m).

Il est donc question dans le présent mémoire d’établir ces équations dans un systeme de coordonnées
locales (z%, p%).

Pour cela, nous allons dans un premier chapitre, définir toutes les notions qui interviennent dans les
chapitres suivants.

Dans un second chapitre, nous effectuons des calculs qui aboutissent a I’obtention du tenseur d’Ein-
stein, nécessaire pour I’établissement du systeme d’Einstein-Vlasov.

Le troisicme et dernier chapitre se consacre, a établir le systeme d’Einstein-Vlasov, puis a donner des

théoremes d’existence et d’unicité locale et globale dans le temps de la solution de ce systeme.

2
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3k Chapitre Un ‘ * K

NOTIONS PRELIMINAIRES

1.1 Quelques notions de géométrie différentielle

Dans cette section, nous avons adopté les définitions et notations telles qu’elles ont été faites dans

le livre de géométrie de Talpart. Cf (Talpart Y. : 1993)

Définition 1.1.1. (Espace topologique)

Soit £ un ensemble non vide, O une famille de parties de E vérifiant :
)0, EcO
ii) VAL Be O, ANBecO
iii) V (0)ie; C O, JO; €0

iel

Le couple (E, Q) est appelé espace topologique et O est appelé ensemble des ouverts de F.
Définition 1.1.2. (Espace topologique séparé)

Un espace topologique (F, Q) est dit Hausdorff-séparé ou tout simplement séparé s’il n’y a pas
d’ambiguité, si Vr,y € E tels que x # vy, il existe U € O contenant x et V' € O contenant y avec
unv=»4.

Dans la suite lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, on notera tout simplement £ pour désigner un

espace topologique.

Définition 1.1.3. (Application de classe C*°)
Soient n € N* et 2 un ouvert non vide de R™. Soient z = (xy,...,x,) € R"eta = (aq,...,qy,) €

N" un multi-indice. On pose :

olal
aof=a1+ - +a,et D* =
o ! " 0x'0x5? ... Qxin

3
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1.1. Quelques notions de géométrie différentielle

Soit f : © — C une application. On dit que f est de classe C* (k € N*) si Va € N” tel que

la| < k, Df existe et est continue. f est de classe C* si f est de classe C*, Vk € N.

Définition 1.1.4. (Cartes locales et C'*-compatibilité)
Soit E un espace topologique. On appelle carte locale de dimension 7 sur £, la donnée d’un couple

(U, p) tel que :
i) U estunouvertde F
ii) D'application ¢ : U — ¢(U) C R™ est un homéomorphisme.
n est appelé dimension de la carte. Deux cartes (U, ) et (V1)) sur un espace topologique M sont

dites C*-compatibles lorsque U NV = P ou U NV # () et I’application de transition
Yot o(UNV) — (U NV) estun C*-difféomorphisme.

Définition 1.1.5. (Atlas)
Soit F un espace topologique séparé. Un atlas de dimension n (n € N*), de classe C*(k € N) sur E
est la donnée d’une famille (U;, ;)¢ s telle que :

Vi € I, (U;, ;) sont des cartes C*-compatibles de dimension n recouvrant E.

Définition 1.1.6. (Variété topologique - sous-variété)

Une variété topologique de dimension n € N* est un espace topologique séparé dont chaque point
posseéde un voisinage ouvert homéomorphe a R”.

Un sous-ensemble M de R™ est applelé sous-variété de R" de dimension d(d < n), de classe C*
si Vo € M, il existe U ouvert de R contenant z et  : U — o(U) C R de classe C* tels que
e(UNM)=¢pU)NR

Définition 1.1.7. (Variété différentielle)
Une variété différentielle de classe C* et de dimension n est un espace topologique séparé muni d’un
atlas maximal (au sens de 1’inclusion) de classe C* et dans lequel toutes les cartes sont de dimension

n.

Définition 1.1.8. (Courbe différentielle en un point)

Soit M une variété différentiable, I une partie ouverte non vide de R contenant 0.  un point de

c: I — M
M. Une courbe différentielle de M en x est une application différentiable telle que

t— c(t)
c(0) = z.

['=¢(I) C M est appellé arc parametré de M et le couple (7, ¢), une paramétrisation de I’arc I'.

Définition 1.1.9. (courbes tangentes en un point)

Deux courbes ¢; et ¢, sont dites tangentes en un point x si pour toute carte locale (U, ) d’une variété

Mémoire de DI.P.E.S 1T E E.N.S Yaoundé 2016



1.1. Quelques notions de géométrie différentielle

différentielle M,

ona:

c1(0) =c2(0) =z

d(pocy d(poca
(Zt )(0) = (fit )(O)

Par suite, on définit la relation R sur I’ensemble des arcs parametrés de M par ¢; R co si et
seulement si c; et ¢, sont tangents en .
‘R ainsi définie est une relation d’équivalence et une classe d’équivalence suivant la relation R est

définie par :

_4d
Cdt

Ou, C®°(M) ={v: R — M dif frentiable telle que v(0) = =}

g — [ (9) (g0 ¢)(p(z))

Définition 1.1.10. (Vecteur tangent - Espace tangent)

Soit M une variété différentielle et z € M. Un vecteur tangent a M en x est une classe d’équivalence
pour la relation R définie ci-dessus.

L’espace tangent a M en x est I’ensemble des vecteurs tangents a M en x. Noté 1, M, c’est un espace

vectoriel de dimension égale a celle de M.

Théoreme et définition 1.1.1. (Fibré tangent)
Soit M une variété différentielle.

TM = H—J T, M est une variété différentielle de dimension égale a deux fois la dimension de M. Elle

xeM .
est appelée Fibré tangent a M.

Définition 1.1.11. (Champ de vecteurs)

Soit M une variété différentielle. Un champ de vecteurs est une application

X: M —TM
r — X(z) =X, X, eT, M.
Un champ de vecteur est dit différentiable si I’application qui le définit est une application C*°. On

note par X' (M) I’ensemble des champs de vecteurs différentiables définis sur M.

convention de sommation d’Einstein :

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K et B = {ey, e, ...e, } une base de E.

5
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1.1. Quelques notions de géométrie différentielle

Soitx € E, alors, x =Y " we;; x; € K

Un indice tel que i sur lequel on effectue la somme est appelé indice muet. La convention d’Einstein
consiste a supprimer le signe >, et d’indiquer I’indice muet en haut et en bas.

ainsi x = z'e; 1=1,2,..n

Dans toute la suite, on adoptera la convention de sommation d’Einstein ci-dessus.

Définition 1.1.12. (Dérivation)
Soit M une variété différentielle.

Un champ de vecteurs X sur M/ définit une dérivation sur C'* (M) par :

X :C®(M) — C°(M drt
L e
vérifiant :

i) Va,beR,Vg,he C®(M), X(ag+bh)=aXg+bXh.
ii) Vg, he (M), X(gh)=gXh+hXg.

Définition 1.1.13. (Produit de 2 champs de vecteurs)

Le produit de 2 champs de vecteurs X et Y sur M est défini par :
XY(g)=X(Yyg), Vg € C°(M).

Proposition 1.1.1. Le produit de 2 champs de vecteurs ne définit pas une dérivation.

Preuve. Soient X et Y deux champs de vecteurs.

Vg, h € C*(M),
XY(gh) = X(Y(gh))
= X(9gYh+ hYg)
= gX(Yh)+ XgYh+hX(Yg)+ XhYyg
Mais,

g XY)h+h(XY)g=9X(Yh)+hX(Yyg).
il vient que, XY (gh) # g(XY)h + h(XY)g.
Définition 1.1.14. (Crochet)
Soit M une variété différentiable.
On appelle crochet de Lie de deux champs de vecteurs X et Y, le champ de vecteurs noté |-, -] et
défini par :
[ X(M) x X(M) — X (M)

(X,Y) — [X,Y] = XY - YX

Mémoire de DI.P.E.S 1T @ E.N.S Yaoundé 2016



1.1. Quelques notions de géométrie différentielle

L’ opérateur crochet définit une dérivation sur C*°(M). En coordonnées locales, on a :

[X, Y] = (X]8JYZ - YjanZ) 31

Définition 1.1.15. (Dérivée de Lie)
La dérivée de Lie d’un champ de vecteurs X par rapport a un autre champ de vecteurs Y est le champ

de vecteurs Lx (Y') défini par Ly (X) = [X,Y].

Définition 1.1.16. (Applications n-linéaires)

Soient n un entier naturel > 1, Fy, ..., F, et F' des K-espaces vectoriels.

Une application f : Fy x --- x E, — F' est dite n-linéaire si elle est linéaire par rapport a chacun
des n facteurs.

Si F' =K, on dit que f est une forme linéaire sur £} X --- X E),.

Remarque 1.1.1. Lorsque £ = Ey, =...= E, = F et F =K, on dit que f est une forme n-linéaire

sur £/

Définition 1.1.17. (Tenseur élémentaire)
Soient £ et F' deux K-espaces vectoriels (K =R ou C), z € E ety € F. On appelle tenseur

élémentaire I’application

r@y: E*xF* —K
(@, 8) > alx)-By)

ou "-" désigne le produit dans /C et £* (respectivement F*) le dual algébrique de 1’espace £ (respec-

tivement de F').

Définition 1.1.18. (Produit tensoriel)

Soient E' et F' deux K-espaces vectoriels, z € Eety € F.

On appelle produit tensoriel de £ par F' I’ensemble £ @ F' défini par :
EQF=<{r®y,vec EyecF}>.

Dans tout ce qui va suivre, M désigne une variété différentiable de dimension n.

Définition 1.1.19. (Tenseur covariant)

0
Un tenseur de type ou p-fois covariant au point x € M est une forme p-linéaire définie sur
p
(T, M)?.
On désigne par QLT M = T

p> I’espace des formes p-linéaires sur 7, M.

7
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1.2. Rappels de géométrie riemannienne

Exemple 1.1.1. Un tenseur 2-fois covariant ou de type au point x est une forme bilinéaire

symétrique définie sur 7, M x T, M.

Définition 1.1.20. (Tenseur contravariant)
q . . . S r
Un tenseur de type ou ¢-fois contravariant au point x est une forme g-linéaire définie sur

(T; M)

On désigne par @17, M = T, I'espace de toutes les formes g-linéaires sur 7 M.

Définition 1.1.21. (Tenseur mixte)

. q . . . . )
Un tenseur mixte de type ou tenseur p-fois covariant et g-fois contravariant au point z € M
p
est une forme (p + ¢)-linéaire définie sur (T, M )P x (T M )q.

.. , q .
On désigne par T, I’ensemble des tenseurs de type ) au point z € M.

Définition 1.1.22. (Fibré tensoriel)

On appelle fibré tensoriel, la variété différentielle 77 M définie par :

TIM = ] ({z} x T?,)

zeM

Définition 1.1.23. (Champ de tenseurs)

Un champ de tenseur de type 1 sur M est une application différentiable
p

T: M —TIM

x —T(z) = (x,t,.), ty € T,

1.2 Rappels de géométrie riemannienne

Dans toute la suite, V,; désigne une variété différentiable de dimension 4, le corps de base est R.
On adopte la convention de sommation d’Einstein ou les indices grecs a, 3, v, ... vont de 0 a 3 et les

indices latins ¢, j, k, ... vont de 1 a 3.

Définition 1.2.1. (Variété lorentzienne)
Une variété hyperbolique ou lorentzienne est la donnée du couple (M, g) ou, M est une variété diffé-

rentielle de dimension 4 et g est un champ de tenseur 2-covariant de classe C?~! sur M, p > 1 appelé
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1.2. Rappels de géométrie riemannienne

tenseur métrique et qui vérifie :

e g est symétrique;
e Vx € M, g induit sur 7, M une forme bilinéaire non dégénérée
g - T M X T, M — R;

e g estde signature (+,—, —,—) ou (—, +, +, +) : on dit que g est de signature hyperbolique.

Remarque 1.2.1.

i) Dans la définition précédente, le dernier point signifie que la forme quadratique associée a g
admet une décomposition en un carré positif et 3 carrés négatifs (ou en un carré négatif et 3
carrés positifs).

ii) Dans un repére naturel (e,) de Vj, g s’écrit en coordonnées locales par
9 = Jopdr® @ dz” Gop = 9(€a, €3). g est alors vue comme une matrice carrée symétrique
d’ordre 4 dont les composantes sont les g,3. On note alors g = (g,s3). La matrice g est inversible

et son inverse est notée (¢*?). On a: g** gy = 05 (symbole de Kronecker).

Définition 1.2.2. (Repere orthonormé)

Le repere (e,,) est dit orthonormé (dans (V, ) si g s’écrit :
3

g= ds? = (de)Q _ Z(dxz)2 en signature <+, B _)

=1
3

ou ds’=g=—(dz*)?®+ Z(d:pi)Q en signature (—, +, +, +)
i=1
Un événement = € V) est représenté par x = (2°, 2*) avec 2° = t appelée coordonnée temporelle et
x’ coordonnées d’espace. Ainsi, pour tout systeéme de coordonnées locales (z*) dans Vj, 2° représente
le temps ¢ et 2% I’espace. Cette représentation est diie & Minkwoski dans les années 1908. Cf (Talpart

Y. 1993 : 267, Gourgoulhon 2012 - 2013)

Définition 1.2.3. (Espace-temps)

Un espace-temps est la donnée d’un couple (M, g) avec (M, g) variété lorentzienne.

Exemple 1.2.1.

x (R*,n) est ’espace temps de Minkwoski ol la métrique 7 dite métrique de Minkwoski est

3
définie par : n = —(dt)? + z:(dxi)2 avec goo = —1,
i=1
1 si i=j . .
Gij =05 = oun = (dt)* — Z(d:cl) (suivant la signature de 7)
0 st 1 # ] i=1
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1.2. Rappels de géométrie riemannienne

x (R x 83, g) est ’espace temps de Sitter. S désigne la sphere unité de R?, la métrique g
s’écrit g=dt* — CLQChQ(é)[dOé2 + sin*a(df* + sin*0dp?)].
teR, a>0, 0<6<7m, 0<p<2rm
g est de signature (4, —, —, —) avec goo = 1, g11 = —a’ch?(L), goo = —a*ch?(L)sin*a,

a
g3z = —a*ch?®(L)sin®asin®0 et les autres coefficients sont nuls.

Un élément u de 7).V, est encore appelé vecteur contravariant et ses composantes dans une base
(eq) de TV, sont notées (u®), ¢’est-a-dire u = u®e,. Un élément u* de T7V est encore appelé vecteur
covariant et ses composantes dans la base duale (/%) de (e,) sont notées (u} ), c’est-a-dire u* = u} 6.
On saitque g = g, : 1.V, x TV, — R est une forme bilinéaire symétrique, donc Yu € T, V,, u
fixé, I’application v — g(u,v) est une forme linéaire sur 7.V}, donc u* = g(u, ) € T V.

Ona:

u* =ul 0% ou uf =u*(e,). Dol

*

up = u(eq)
= g(u,€q)
= g(u’es, ea)
Bg(emeg)
B

= Uu
fry gaﬁu

Par analogie, avec I’inverse g® qui est une forme bilinéaire symétrique sur 77*V/, on associe a tout
vecteur covariant u* € TV, un vecteur contravariant par u” = g*’u*. Ainsi g permet d’associer
canoniquement a tout vecteur contravariant v un vecteur covariant u* et réciproquement. Par la suite,
u sera identifié a u* et on parlera de u tout simplement et de ses composantes covariantes u, et
contravariantes u” liées par les relations :

Uy = Gapt® et u® = g*Pug.

La généralisation de ce résultat aux tenseurs d’ordre p quelconques est immédiate car un tenseur est

une combinaison de tenseur €lémentaire de la forme 77 ® 72®...Qx,. Ainsi, on a :

T, 5= gard ﬁuTVH ToB — g™ gﬁf‘Tw
Tg =g Tus 7§ = gpu T

Définition 1.2.4. (Connexion linéaire - Symboles de Christoffel)

Une connexion linéaire sur V; est la donnée d’une application

v TV, — TV, TV,

v Y

10
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1.2. Rappels de géométrie riemannienne

définie sur les champs de tenseurs différentiables sur Vj et qui est telle que

V(utv) = vu+ v
Viu=df v+ fyv (1.1)

pour toute fonction différentiable f.
7 v est appelée différentielle absolue ou covariante de v. Si v = v®e,, dans la base naturel (e, ) de T,V

alors les composantes locales du tenseur mixte /v notées v/,v° sont données par
Vat® = 0,0 + T2, (1.2)

(1.2) montre que la connaissance des 64 coefficients I') 5 détermine enticrement 17 dans une carte
locale de V.

Les coefficients T') 5 de larelation (1.2) sont appelés coefficients de Christoffel associ€s a la connexion

V

Remarque 1.2.2. Les composantes covariantes locales du tenseur /v notées \/,vg sont données
par

Valpg = &ﬂ;g -+ Fiﬁv/\

Définition 1.2.5. (Identités de Ricci)
Soit x € Vj. On considere 7, V; muni de sa base naturelle (e,,).

La relation 9,93 = gaxI'3, + gasla,, est appelée identités de Ricci.

Proposition 1.2.1. Les coefficients de Christoffel en coordonnées locales s’obtiennent du tenseur
métrique par :

1
Tos = ggk”(aagw + 0pGop — Oulap) (1.3)

Preuve. D’apres les identités de Ricci, on a :

6049#/8 - g/ﬁ)\rga + g)\ﬁrz\a

aﬁgau = ga)\rgu + gukrgﬁ

OpGop = gaAFEM + gwrﬁa
D’ou,

g’\“@aguﬁ = Fga +gA“gA5Fﬁa

_ A LT
= Dhp+ 05T,

11
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1.2. Rappels de géométrie riemannienne

gAMaﬁga,u g/\'ugoc)\rgu + Féﬁ

= ATy, +T0s

gkugugaﬂ - g)\ﬂga)\rgu + g)\ﬂgkﬁrza
_ A LA
- 55Fﬁu + 56Fua
Par suite,
A A A A A A A
9" (0agup + sGap — Ougap) = LUap+Tos+ 0510, + 0015, — 0T 5s — 0515,

_ A
= 2T}
Ce qui donne alors le résultat (1.3)

Remarque 1.2.3. Puisque le tenseur métrique g est symétrique, alors les symboles de Christoffel

ra 5 ci-dessus sont symétriques par rapport aux indices inférieurs (ici, « et ), ¢’est-a-dire r 5= I3,

On va a présent généraliser la notion de dérivée covariante d’un champ de vecteurs pour le cas
d’un champ de tenseurs. Si (e,) est la base naturelle de TV} et (6*) sa base duale alors pour tout
tenseur 7', on a

T=T"", e @ ®eq,®0" @ @0
La dérivée covariante de 7" est donnée par : Cf ( Talpart Y. 1993 : 288)

T r

+ 4
p q
Qap...0...0p Qap...0...Qp
v, T er = 0,1 +» I T — rv, T
14 Blnﬂq P 61--'511 Tzl ap ﬂl-..O’...ﬂq rzl Brp 61---0'---ﬁq
T T

T T

Exemple 1.2.2.

e Pour un tenseur de type ,

A A A A
Vol = 0, + AT — T, T

aytp

e Pour un tenseur de type ,

vVTOéfp, = 8VTQ)€LL + FSUTU)’iu + Fga agu - ZATaUﬁ;L - FZ}LTan

12
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1.2. Rappels de géométrie riemannienne

Définition 1.2.6. (Tenseur de courbure)

Le tenseur de courbure ou tenseur de Riemann R* uap Associ€ a la connexion lin€aire 57 est un tenseur

1
mixte de type sur V; défini en coordonnées locales par :

R 05 = 0alpg — 0100 + T, T — T3, I, (1.4)

uaf T uv= pp

Proposition 1.2.2. Le tenseur de courbure R* Lop €St antisymétrique par rapport aux indices a et 3,

__R)\

’ N . A
c’est-a-dire R* 5 =

upa

Preuve. D’apres (1.4),ona:

R o5 =0alhg — 0sT, + T, g — T3, T%

Mais,
R g0 =0, — 0ul + 15,10 — 0,1

pUrT o

En utilisant la remarque (1.2.3), on a

R = —(0uI — 0T, + T, I — T3, T%)

pBo v pp

= R

uapB

Définition 1.2.7. (Torsion de courbure)

On appelle torsion de la courbure linéaire 5/, le tenseur .S de composantes locales :
A A A
Socﬁ - aaruﬁ - aﬁrua

Théoréeme et définition 1.2.1. (Connexion de Lévi-Civita)
Il existe sur V; une connexion linéaire et une seule v/ telle que :

1. sy est sans torsion, c’est-a-dire S = 0.
2. vg=0.
Une telle connexion est appelée connexion riemannienne ou connexion de Levi-Civita.

Preuve. Cf (Choquet Y-Bruhat 2009 : 9, Gourgoulhon 2012-1013)

Définition 1.2.8. (Tenseur de Ricci)
Le tenseur de Ricci est le tenseur de composantes R, = 17, ,; obtenu par contraction de I'indice
supérieur et du deuxieme indice inférieur du tenseur de Courbure (on parle de trace)

Son expression en fonction des coefficients de Christoffel est :
Rup = aurga — Ol + T3, 0, — T, 1,
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1.3. Changement de variables dans les intégrales

Le tenseur de Ricci est un tenseur symétrique.

Définition 1.2.9. (Courbure riemannienne)
La courbure riemannienne scalaire R de (V}, g) est le scalaire obtenu par contraction des deux indices
du tenseur de Ricci :

R = g""Rap

1.3 Changement de variables dans les intégrales

Définition 1.3.1. (Application mesurable)
Soient (E, A) et (F, B) deux espaces mesurables.
Une application f : E — F est dite mesurable lorsque VA € B, f71(A) € A.

Théoreme 1.3.1. (Changement de variables)
Soit U et V deux ouverts de R", ¢ : U — V un difféomorphisme de classe C' de U sur V. Pour
toute fonction f Lebesgue mesurable positive, f : V' — [0, 4+00), la fonction f o ¢ | Dy | est

Lebesgue mesurable sur U eton a :

/V f(y)dy = / (o)) | Do() | de (1.5)

Dy ici représente la matrice jacobienne de ¢ au point z et | Dy(z) | 1a valeur absolue du jacobien.

Preuve. Cf Dixmier J. (1987 : 31)

Nous avons le cas particulier suivant :

Proposition 1.3.1. (Cas des intégrales triples)

Soient U et V deux ouverts de R3, /A un ouvert de R? inclus dans V.

Soit f une application continue sur /A, D un ouvert de R? inclus dans U et p : U — V de classe C*
telle que (D) = AA. On suppose de plus que I’ensemble des points de A qui ont plusieurs antécédents
dans D est négligeable.

L’application

@ D — A

(u,v,w) — p(u,v,w) = (x(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w))

14
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1.3. Changement de variables dans les intégrales

D
définit un changement de variables et J(u,v,w) = %, le jacobien de ¢ en un point quel-
U, v, W
conque de U induit une application continue de D dans R.
Alorson a:
[ ] [ eyt = [ [ [ st oo, o) | o) | dudedo
A D

(1.6)

Exemple 1.3.1. En coordonnées cylindriques, on a : x = pcos#, y = psinf et z = z.

cosl  —psinf 0

J=1sind pcosd 0 D=R, x[0,2r] x Ret A=R?
0 0 1
On a alors, |J| =pet

///Af(xvy7z)dxdyd»z:///Df(pCOS@,pSin@,z)pddedZ

15
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LE TENSEUR D’EINSTEIN EN
SYMETRIE CYLINDRIQUE

Notation et Convention

1 Dans tout ce qui va suivre, les indices grecs «, 3, ,... varient de 0 a 3 et les indices latins,i, 7,

k,...de 1 a 3. Nous adopterons la convention de sommation d’Einstein suivante :

2 Nous adopterons les notations suivantes 0, f = gc—ﬂ ou f est une fonction différentiable.

2.1 Introduction

Einstein établit ses équations entre les années 1905 et 1915 dans la théorie dite théorie de la relati-
vité générale ou il stipule que le contenu matériel et énergétique d’un milieu détermine sa géométrie.
Pour de plus amples informations sur le sujet veuillez consulter Choquet Y-Bruhat (2009 : 37). Les

travaux d’Einstein lui ont permis d’établir les équations suivantes :

&G

1
Raﬁ - (éR + A)Qaﬂ - 7Ta5 (2.1)

ou R,p3 désigne le tenseur de Ricci
A la constante cosmologique
Ja le tenseur métrique

R la coubure Riemannienne scalaire

16
Mémoire de DI.P.E.S 1T - E.N.S Yaoundé 2016



2.2. Le tenseur métrique

G la constante gravitationnelle qui vaut 6.6742.1071m3. kg=1.s72

c la célérité de la lumiere qui vaut environ 3.10%m.s~*

T, estle tenseur d’impulsion énergie dont la forme (valeur) dépend du choix du modele de la maticre.
Dans cette écriture, on pose Gog = Ro5—( %R+A) gap : on1’appelle tenseur d’Einstein avec constante
cosmologique. Il convient donc d’affirmer que 1’obtention de ce tenseur passe par la détermination de

R, et R. Ainsi, il sera question dans ce chapitre de déterminer les symboles de Christoffel qui nous

permettront par la suite de calculer le tenseur de Ricci et la courbure scalaire.

2.2 Le tenseur métrique

La métrique g en coordonnées cylindriques (¢, r, z, ) comme nous 1’avons déja mentionné plus
haut est définie en (1), elle est donc de signature (-, +, +, +). C’est un outil mathématique important

permettant de calculer les longueurs des géodésiques. Sous forme matricielle cette métrique s’écrit :

—ae?™) 0 0 0
0 e2(n=7) 0 0
g =
0 0 ey Ae®Y
0 0 Ae?Y r2e? 4 A2
goo = G = _a62(n_7)’ gi1 =Grmr = 62(77_7)’ 922 = Gz = 6277

G23= 0.0 = Ae®', g3z = gog = 72727 + A%e?. C’est une matrice inversible puisque son déterminant
lg| vaut —ar2et(=7) £ 0.

Sa matrice inverse est alors donnée par :

N ( 0 0
o 0 e20—m) 0 0
T 0 0 e AT AT
0 0 =A™ e
00 — tt — e2<;—n) gl=gm= (v=n) gR=gF =M+ %
23 _ 20 _ _Aﬁj” g = gee — e:;
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2.3. Les coefficients de Christoffel

2.3 Les coefficients de Christoffel

Les coefficients de Christoffel représentent 1’évolution des vecteurs de base d’un point a I’autre

de I’espace temps, due a la courbure de ce dernier. Ces coefficients dépendent de la métrique de la

variété sur laquelle on s’y trouve. Cf (Talpart Y. 1993 : 286, Choquet Y-Bruhat 2009 : 13) En systeme

de coordonnées locales, les symboles de Christoffel sont définis par :

1
Féﬁ - 59)\#(8@9/16 + aﬁgau - augaﬂ)

On en dénombre 64 coefficients au total et pour des raisons de symétrie, on ne va en calculer que

40 soit 24 coefficients non nuls. Ainsi, on a :

1
Fgo = §gt#<atg,ut+atgt,u_ ugn&)
1
= §gttatgtt
1 2(y—m)
= S @=act)
1
= %at@ + O — Oy
It =T% =19 om — 0
tt =100 = 550t + O — Oy
0 1 ti
1—‘01 = 59 (atguT+argtu_augtr)
1
= Egttargtt
1 20—
— — — 87‘ — 2(777'7)
(=)@ (—acr))
1
= %&a + 0,n — Oy
I‘81 = Fir = %87”04 + 0y — Oy
M, — lgmo 0 )
11 — 59 (Tg/M”+ r9rp — /Lg’I‘T)

1

tt
. a rr

29 tg

1 2(y=n)
I (CA )

1
a(am - at”Y)
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2.3. Les coefficients de Christoffel

F(l)l = Ff‘r = é(atﬁ - at’Y)

1
= igt”(azguz + azgzu - 8ugzz>
1

= _§gttatgzz
1 2= )
— (= Y
S-S0

= 1647—277@7
Qo

0 _ Tt _ 1 4v—2
F22—Fzz—g€W "0y

1
§9t“ (O guo + OvGon — 0u9o0)

1

_ tta
29 tJ60

1 20—

)
eI ADA + A%0y) — r?e 0y

«

0 _—
F33_

Ft _ e AD A+ A2 y)—12e 210y
060 — a

1
§gtu(azgu9 + 86.gzu - augzé)

1 tt

— —Zg"0g.
29 1920
1 62(7_77)

= S @ae)

2

1 1
= MDA 4 — A0,y
[0

2a

[0y =Tt = 5-e 219, A + L AeP 210,

2a
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2.3. Les coefficients de Christoffel

1
F(1)0 = §9Tu(at9ut + 09ty — augtt>

1

— _ T‘Tar
29 it

= —%(22(7")(&(—0[62("7)))

1
= Eé?ra + a0,n — aldyy

Thy = I, = 20,0+ adn — ad

1 'S
I%l = 59 u(atgw" + 8rgt,u - 8;Lgtr>
1
= 3 rr@ rr
29 tg
= %(32(7—77)(@(62(77—%))
= Om— Oy

Loy =T7. =0m — O

1
F52 = §gzu<azguz + azgzu - 8ugzz)

1

= —59 r9zz

= _362(7—77) (9,e¥)

- _647_27]8'/7

1 _Tr _ _ _4y—2
Doy =T7, =710,y

1
Fil = 597"#(87“9/” + argtu - 8ugrr)
_ 1 rr
- 29 TgT'T'
= %‘32(771) (37"(62(77*7)))
= 0m— 0wy

20
Mémoire de DI.P.E.S 11 - E.N.S Yaoundé 2016



2.3. Les coefficients de Christoffel

ML =17 =0 — 0

1
FéB = §9T”(5z9u9 + aegzu - 8u9z0)

. 1 rr
- 29 rJ20
= _%(32(777) (9, (Ae*))

= —3647_27’&,14 — A1,

1
ly = §9T“(899u9+3999u — O0u900)
1
- __ rrar
29 9o
— _362(’777)(871(7«2627_|_A2627))

= 12e7 0,y — AeMTO, A — A%,y

Fés = FQG = 7’26_277&7 _ Ae4'y—2778TA . A264’y_2n87/‘)/

1 zZ
F%Z = 59 u(atg,uz—i_azgt,u_augtz)

1 1

= §9zzat9zz+§gzgat9ze
1 r2e 27 4+ A2e?Y 1 Ae*

= @) + 5= TS0 @A)

Ae?
= Oy — 972 O A

F(Qn =17, = Oy — Ae—MatA

272

1
Egzu(atgue + aegtu - ugté)

1 1

égzzatgzﬁ + igzeatgee

1, r2e 2 + A%e? 1 Ae> -

5( 2 )(at<A€27>) + 5(_ 2 )(at(rze oy Aeh))

atA A264’y
o T

0, A
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2.3. Les coefficients de Christoffel

[2,=T%=2%4 4 240,y — £¢709,A

ry, = %gz“(&«guz + 02014 — Ourz)
= %g“ ez + %gz‘g&«gze
= SEEE A @ 4 A @ ()
= 0y — %&A

F%2 = Fiz = 87"/7 — Ae &A

272

1
F%?; = Egzu(argue + 8997’# - @gre)
1 1
= 592281"920 + 5929871900
1 r2e 27 4 A%e® 2y 1 Ae¥ — »
— 5( 2 )(0-(Ae™)) + 5(— 3 )(Op(r7e =7 + Ae™))
0. A A264’y
= - 2A r! T T a o TA
2 240 2r2 0

%3 =17 = %4 + 240,y — %@A

1
Fg2 = §ggu(atguz + azgtu - augtz)

1 1

= §geeat99z+§gzeatgzz
1, e* 1, Ae*

= §(ﬁ)(3t14627)+§(— 2 )(0:(Ae?))
et

- ﬁatA

3 _T10 _ &Y
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2.4. Le Tenseur de Ricci

3
1—\12

1
2 elt(atgpﬂ + a9gtu a,uth)

1

5999@999 + 59”@929

1 1
e + AT + 5

( Ae?7
2" r2
Ae‘”

) (0(Ae™))

—at’}/ —+ (9tA

Aet
272

_at'y + atA

3 16 —
1_‘(]?)_Fte_

1
_geu(atguz + azgru - augrz)

1 1
_g%argez + Egzeargzz

2

1 e 1, Ae*
N 2( 2<

et

27

) (0, Ae™) + )(0:(Ae™))

r2 r2

0y A

1%,=TY% = £39,A

1
_geu<8rg,u9 + aegru - augré‘)

2
1 1

599681"996' + §gzear920
1 e
e
Aetr
52 —0,A —|—

)(0,(Ae*T + r?e™*
1

r7Y

=T = 4504+ 10

Tous les autres coefficients sont nuls.

2.4 Le Tenseur de Ricci

Dans le cadre de la théorie de la relativité, le champ gravitationnel est interprété comme une

déformation (courbure) de I’espace temps .

Cette déformation est exprimée par le tenseur de Ricci
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2.4. Le Tenseur de Ricci

dont le nom a été attribué a ’honneur de son inventeur Grégori Ricci-Cubastro. Cf Le tenseur de
Ricci-Wikipédia (2015 : 15h) Le tenseur de Ricci est un tenseur d’ordre 2 obtenu comme le contracté

du tenseur de courbure complet défini en coordonnées locales par :

R)5 = (015 — 0s14) + () The — T5.T70,). (2.2)

Byt va
Et par la suite le tenseur de Ricci est donné par :

Rag = 9uwRos
= (a)\réa - aﬂrﬁﬁ) + (Fi\)\rya - Fgurl)/\a) (23)

C’est un tenseur a 16 coefficients, et pour des raisons de symétrie on ne calculera que 10 de ces coef-

ficients dont 6 non nuls. Ainsi on a :
1)
Ry = Ry = O\I'), — 0,1, + T3, T, — TATY,
Mais,

(9,@‘25 - atrﬁt = 8,5F§t + arr:t - (%(Fit + F:t + th + th)

= @F; - at(r:t + th + th)

= (T + Ty, + T2 +Tg,) + (T, + T + T2+ T7,)

rary, = Ity +rory, +rary, 101y,

tv-rt tv— 2zt v

= (T4)* + ()% + (T%.)* + (Typ)* + 203, T, + 205, T,
De sorte que,

Ry = 0,1y — 0T, + T2 +Tg) + (T, + %+ Tg,) + Th(Th, — Th, + T2, + T,)

z

—(I,)* = (TR.)* = (T4)* — 205,

On obtient finalement apres calculs :

Orr ) o,
ROO = 2Oé + Oé(arrn - arrf)/) - (8tm — 3“7) + 2t—3(8t77 — at”)/) + 7a<ar77 — &’y)
oo « (0,r)? , e )
to (O = 07) = = = 2(00)° - 55(84) (2.4)

24
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2.4. Le Tenseur de Ricci

i)
Ry, = ROl = 8/\F?r - arrﬁt + Fﬁurrr - Fi\urzt

Mais,

akri\r - aTFit - atl—‘ir + afl—‘:r - aT(Pit + F:r + Fit + th)

= atFir - 87"<F§t + th + th)

Ly = L0y, + 1, + 12, +19,)

F?V]'—‘Kt = Fiu]'—‘ilflt + F:VF:t + Fiul—wt + F?"VFZt

z

= I, I+, + T, + 10, Ty, + T2 0%, 4+ T, + T0.T;, + Ty Ly,

rrrt rz+ zt

De sorte que,

Rt”‘ = atrir - 87»(1_‘;5 + th + th) + FIT(Fiz + F60 + Fi’r) - Firrgt - F59F2t - Ffzrzt

r

Ainsi, on a :
0,A0.A 0,
Ro1 = —20,7v0yy — 9 zt —et el (2.5)
T T
iii)
Rll = aAFi\r - 8TF§T + F?I/F;‘/T - F?VFKT‘
Maison a:
8TF1)“\T - 87"]'—&7“ - atrf"r + 87'1_‘77:7" - a"’(rir + F:r + Fjr + FZT)
= atrf"r - 87"<F§r + Fzr + FZT‘)
Ly, = Th(0y, + 17, + 12, +19,)

= (L) 4T (T + Ty + 1%+ Tg,) + IL.(Ty, + T2, + T9,)

]‘—‘?V]‘—‘Kt = Ff’urtyr + FT IW + ]_"Z ]'—W + FfVFZ’/‘

Trverr rTv—T 2T

- (F:;")z + (F:r)2 + (Fiz)2 + (F£9)2 + 2F£TF:T + 2Fi0F§r
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2.4. Le Tenseur de Ricci

De sorte que,

atrf’r -
_(Fir)Q - (Fiz>2 - (F?”G)Z - QFiHFzT

R’r'r -

Apres calculs, on obtient alors :

O«

1 I5)%e}
Ry = —(0un = 0u7) = 5,5(0m = 0ry) = (s = Orry) = 5~ (0 = 07)
(0,)*  Oppa 1 s 20,7 eV 9
- —(0,n — 0,v) — 2(0, - —(0, A
iv)
R29 - R23 - a/\rie + Fiu ZO - Fg\uriz
Mais,
MYy = oI, +0,I',

F:\\VFZG = FZ&S‘(F;/ + F:l/ + le/ + Fgu>
= [L(0f + Ty + 1%+ Tg) + Toy(Ty, + Ty, + 1%, + 1)

Fg\yrzz Fgurtyz + Fglz 7l:z + ng/ Zz + qu ZG

t t 0
= Fezrfz + F@Gth + ngriz
De sorte qu’on obtienne :

Ry = O+ 0Ty +TL(T4 +T5,) + T4, +17,)

t o r 70 z Tt z 7T
_FGOth - FGGFTZ - FGthz - FTHFZZ

Finalement, apres calculs on a :

(T + T2 +Tg,) + 0, (D) —Tr, + T2+ Tg,) + T (T, + T2, 4+ 19,

+ TgelY, + T5 L, + Dol + Tg T, + 0T

)

(2.6)

687*277

2.7)

R23 _ attA€4,y_2n _ 3tA8toz 1 2@/187 64'7—277 4 A@tﬂe&y_zn _ M647_277
20 402 o « 202
2
_a”Aeﬁl'Y*?n — 20, A0,~eM2 — AQ,, yet 2 — A&na@wemf% _ A(G4)
2 e " 200 202
A(aTA>2 8y—2n 6787‘14 4y—2n aTA 4y—2n
22 ¢ T 4a € + 2r ¢
V)
Rzz = R22 = a/\F,/z\z + FinZz - F,/Z\VFKZ
Mais,
a)\riz - atriz + a'frq,;z

0 a0, 0
647’2”(%7 — Oy) — %6477277 + %6477277(43{)/ —20ym) — (40,7 — 20,1)e 210,

26]

E.N.S Yaoundé 2016
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2.4. Le Tenseur de Ricci

Avt zz

Ary, = Ity + 10y + 020y, + 19

VT rz 2Vt 2z zv— 20

= o' T +ort,I% 421" I'?, + 2I"

zZzTTrz z

0
OFTZ
De sorte que,

RZZ - atFiz + 87“1—‘2,2 + Fiz(rit + F:t - Ffz + th)

FZZ<F: + F:r - Fiz + Fzr> - ZFiGFZt - 2F29F1€z

T

Ce qui donne apres calculs,

2
Ry = 647—277(875ﬂ — 0,y) — (‘9,:&5),57647_27, — ¢r—2n 90 + (0,4) 32 _ 87"_7647—277
o " 202 2a0 2r2 r
(0:A)*

— i 8121 (2.8)
Vi)

Rgg = Ry3 = Iy + T3,y — [5,1%0

Mais,
a)\Fé\e = 8,5F§9 + 8rrg9

FiVFZH = F59<F§l/ + F’:l/ + Fiu + Fgu)

= Tpg(Ty + T + 1%+ T5,) + Top(Th + Ty + 1%, + Thp)

Lo I = Tolh+To, % + 15,0 + 5,

z

= 2Ty + 204 Ty + 2052 + 210,17
De sorte que,

Rgg = O+ 0, g+ Tpo(Ty + Thy +T7, — Tg,)

EG(F:T + F:r + Fiz - Fzr> - 2F29F§t - 2F29Fi9
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2.5. La courbure riemannienne scalaire

Ce qui donne apres calculs,

Ras — (‘9;_12)264%277 + %647—277 . %647_277 + 4/4(2_#4647_27; + @647_2
/122%328”647—2’7 — 7“2(?7”64%2" + %eh_% — AD,, Ae*™ — 4A0, AD,
— A?0,, 7€ 4 120, ye % — @e‘”‘?" + rOpye” 2 — 2Q(Aa Aetr2n
+A20,7e ™ 4 re™ 1 — 120, ye ) - %@M—?ﬂ + /4?”_’”14647—277
_A22(2:;1)2687—2n _ (67”—;4)2687—277 2.9)

2.5 La courbure riemannienne scalaire

La courbure riemannienne scalaire est une contraction du tenseur de Ricci. Notée R, elle est défi-

nie par :

R = ga/BRaﬁ = gttht + grrRrr + gzszz + QQZQRZO + QGQRGO'

En utilisant (2.3) — (2.9), on obtient :

2(y=m) 2(v=m) )
tt _ € 2(y— € tQ 5(y—n)
g Ry = — 2% arra —¢€ 3 n)(arrn - 8rr’7) + o (attﬂ - att’Y) - _20426 v (8t77 - at’y)
ora Oy e20=m) (0,r)?
_Zr .20 _ _ I 2(v=m) _ ) o2(v=m)
20y ¢ (01 = 0r7) 27“046 r O 97) + 4a? ©
2(8,505)2 2(v—n) 62(37_7])
- 7 a A 2
* o ¢ + 2012 (0:4)
e2(—m) o o B
9" B = ———(0un — Ouy) — —2;2 2Dy — 8,) — (Dyen) — Dppry) 207
O .2 (0,a)? 5vy Opper 5 €207
=19 o r 20y=m) _ 2 J2(y—n) on—20
2a (O = Oy) + 42 c 20 ¢ + r (91 = 0:7)
—2(&&)262(7_’7) + 28_”%2(7—77) (8 A) 2(3v=m)
r S22

atOéat’Y o20-m) _ ar’Y e2By=m) 4 () (8 A) 2(3v—n)
202 r 2r2
Azﬁtaﬁw 2 (3y—n)

0
G*R,, = 62(7_77)( Y Byrar) —
«

_&u@wez(%n) N A2e237=0) 9o ) -
2a0 r2 a Y 20212
2
M 2(3v=m) _ A aﬂe?(fwfn) + A? (8 A> 2(3y—n)
2012 r3 24
,
E.N.S Yaoundé 2016
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2.5. La courbure riemannienne scalaire

_AduA

A0 A0, Aa A0, A20,
20 — 23y—n) 4 VT 2y tAOY a(3y—n) _ L O e23v=n)
Ry = (3y—n AGAGT
g 0 2ar2 2ar2 © 4o2r? Tdarr? © ar? ¢ Car?
2
A? 9 adyy e2Br=n) A&"’"A 2B3y=1) 4 9 A@ A@w e2Br=n) A a”7€2(37*77)
20272 2 o2 r2
2 2 2
A*0ra0ry e2Br=m) Aa’“AQQ(thn) A0 78 A 23y—n) _ A%(0,4) e2(57=n)
2012 2r3  dar? 2r4
2 2
+A (atA) 62(57777)
2art
2
"Ry = (9:4) e2B3y=n) 4 AattA 2(3y—n) _ Ada e2B3y=m) 4 AatA 2(3y—n)
2ar? Car? 20527"2 ar?
+A2att7€2(37*n) % 2(3v—n) _ %62(3%77) + %62(37771)
ar? 20272 o 202
A0, A _ A0, A0, A20,, _ _
=3 2(3y—n) 4T7€2v 5 A9 2(3y—n) + Opprye?O0M)
A9,00,4 2(3v=m) _ A%0,00,7 2(3v=m) _ a"_a + _87“0‘87“762(7*77)
2ar2 2ar?2 2ar 20
2 2
_A 837"762(37—?7) + @62(37—77) + A (3;4) + A(93A (Bv—n)
r r r T
_A2<atA)2 2(5v-n) (0, A)? 2(5v—n)
2ar? 212
Par suite, on obtient finalement :
arr 2 87‘
R = 926 _ 2y — 37«W)€2(7_77) + Z(Oyn — 3tt7)e2(7_’7) _ I 2(v-m)
@ e’ ar
_at_a(a — Oyy)e20 — a?“_a(am — O,y)e20m (8r)® e2(r=n) 4 2(@7) 2(y—n)
«o 202 Qo
O.A _ 0, A Y on_
+(2;r3 2(3v=m) _ 2(&«7)262(7 n _ (27") 2(3v=n) _,_2762@ n) (2.10)

Une fois ces calculs faits, on est en méme de calculer le tenseur d’Einstein avec constante cosmolo-
gique G, défini par :
1
Gag = Rag = (5B + A)gap.

1
Gy = Goo = Roo — (§R + A)goo
Gtr - C:01 - ROI

1

Gy =G = R — (§R + A)gi
1

G.o = Gz = Rog — (§R + A)gos
1

G.. = Gag = Ryy — (53 + A)gao

1
Gop = Gg3 = Rag — (§R + A)gss

29
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2.6. Conclusion

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, il était question pour nous de déterminer les composantes G,z du tenseur d’Ein-
stein G . Pour ce faire, nous avons débuté par la détermination des coefficients de Christoffel Fé 55
par la suite nous avons calcul€ les coefficients du tenseur de Ricci 1,3 qui nous a permis de calculer
la courbure riemannienne scalaire R, enfin, avec tous ces composantes déterminées, on en vient a
calculer le tenseur d’Einstein. Tous les calculs effectués dans ce chapitre seront d’une grande utilité

dans le chapitre suivant.

30
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3 Chapitre Trois S

LE SYSTEME D’EINSTEIN-VLASOV

3.1 Introduction

La dynamique des maticres gravitationnelles est un sujet d’'une grande importance en relativité.
Les matieres a collision décrit par les équations de Vlasov offrent de propriétés mathématiques par-
ticulieres. Dans ce chapitre nous allons dans un premier temps donner 1’écriture locale du tenseur
d’impulsion énergie engendré par la fonction densité de distribution des particules, solution de 1’équa-
tion de Vlasov. Par la suite, nous écrivons les équations d’Einstein nous conduisant ainsi au systeme
d’Einstein-Vlasov et enfin nous énonc¢ons un théoreme d’existence et d’unicité locale de solution de

ce systeme pour des données initiales convenables.

3.2 Le tenseur d’impulsion énergie

Le tenseur d’impulsion énergie dans le cadre de notre travail est défini par : Cf (Rendall A. D.

1997 : 16, Fjallborg Mikael 2007 : 2253, Noundjeu P. et Tegankong D. 2016 : 2)

e (e pOlp ~
Tog=— [ f(t, 2% p™) =22 /|gldp. 3.1)
R3 Po

Ou, dp = dp'dp*dp?; f est la fonction distribution de particules, |g| est la valeur absolue du détermi-
nant de la métrique, les p* sont les composantes canoniques définies par :
dx®

p* = <. Ils vérifient

Gapp™p’ = —1 (3.2)

Avec, p° > 0 (ceci pour indiquer 1’univers évolue vers le futur).

La fonction distribution f est définie sur une sous-variété de TR* = R® notée P M espace des phases

31
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3.2. Le tenseur d’impulsion énergie

des particules appelé hyperboloide de masse, avec, PM = R x R munie des coordonnées locales ¢,
x' et p'. Sur cet espace de phase, la variable p° est une fonction des variables (¢, 2%, p%) : de (3.2), on
déduit p° = /=goo~/1 + gijp'p?, p° > 0.

Pour simplifier I’éciture de (3.1) et faciliter les calculs, nous allons introduire les nouvelles variables

v® liées aux variables p“ par :

0 = \/ae”_VpO
vl = e”‘”pl

v = e'p? 4+ Ae'p?

V3 =re 7p? (3.3)

Ce qui s’écrit encore :

= s

p?=e % — Aeny?
T

p3 — levvfi

Proposition 3.2.1. Avec le changement de variables (3.3) précédent, on a la relation :

W= V4 (01?2 + (02)2 + (03)?
Preuve. On a: g,sp°p° = —1.

D’ol, goo(p°)? + gi;p'p’ = —1
par la suite, (p°)* = —¢%(1 + g;;p'p’), ou encore p° = [—g*(1 + g;;p'p’)]

Puisque v° = \/ae"7p°, on obtient alors

NI

o = Vae" 7 [—g"(1 + g,p'p))2
—2(n—v) o
= Vae[——(1+g,p'p)]

= (1+gyp'p’)?

N

Mais,

(’01)2 + (U2)2 + <U3)2 _ 62(777'y)<p1)2 + 627(]?2)2 + 2Ae2ﬂ/p2p3 _|_r2672'y(p3)2
= gu(P")? + 922(1*)* + 29230°P" + g33(p*)°
= gijpipj

Le résultat en découle immédiatement.
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3.2. Le tenseur d’impulsion énergie

Le jacobien associé au changement de variables ci-dessus est défini par :

det J=|J| = —e ~=7)_On rappelle que |g| = e,
Nous pouvons avec ce changement de variables, calculer les composantes du tenseur impulsion 7,

ce qui nous donne :

Too = —/Bf(t,x“,p"‘)pox/|g|dﬁ
R
= = [ f oV Ioldp
R

1 1
= — t,r,v)—=e~ 0 x are?1 x == 5
Joo s f( )\/a Va r
= —goo/ ft,r,v)°do

R3

dv = dvtdvidv®

In = —/Rgf(tafco"l?a)pl\/mdﬁ
= —Asf(t,x“,p“)gllplmdﬁ
= —gu /]RS ft,rv)e” "Myl x ae"db
= —Vagn , ft,rv)v'do
"

T, = /ftx,p Xv]gdp

R3 Joop”
—21=7) (p1)
_ 9 n—y
- o 5 f(t,T,U) Le_( _,Y)UO dU
R Va
(v')?
= Jn f(t,r,v) 20 d
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3.3. L’équation de Vlasov

T22

/ftx,p

=2 % /gldp
(922p) x /]gldp

:_/RB

0295 [ fape, )
R3

f(&, %, p%)
R3
2 e 'Y’U — Aemy3
_J22 f(t,r,v)( . r x 21 dp
goo JRrs v
02)2 — 2Ae723+A o (3)2
f(t,r,v)( ) L ( )dﬁ
R3 'UO
(1?2 2AeM vid A2667/
t,r,v dv — t,r,v dv + t,r,v
[ a2 | o a s S [ e

£t 2%, p) 222 /lgldp

a gpgp
_ 3f<t7$ )Mx ‘/|gdv
R

Joop®
(e 7v? — é67213)(1671)3)

goo
2 3
G223933 vTv A 922933
= r R3f(t>r7v) UO / ft'f’U
T3 = /ftxJ? Xv\gdp

= — | ft,a"p g33p xmp
RS
_ —(“"3‘“’)2 / At P Vlgldp

127 2
= g33 /ftrv 2 ( )e(”_”)dﬁ

@6277 )

2933 /f,, 5

Les autres composantes valent toutes 0.

3.3 L’équation de Vlasov

L’équation de Vlasov provient du fait qu’il ya conservation du nombre de particules a la traver-
sée d’une hypersurface de 7'V, qui est PM. Dans le cadre de ce travail, nous avons supposé que les
particules dans cet espace se déplacent sans collision ou du moins que les collisions entre particules

étaient suffisamment rares pour qu’on puisse les négliger. Mathématiquement cela se traduit par le

x e dp

(v°)?

9

fait que Lx f =0, ou Lx f désigne la dérivée de Lie suivant le champ X de la fonction f. X

dv

= (p',

- Bp“pﬂ ). X est tangent aux trajectoires des particules(géodésiques). Cf Fjallborg Mikael (2006 :
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3.3. L’équation de Vlasov

6)

L’équation Ly f = 0 dans nos coordonnées locales (¢, x*, p*) s’écrit :

of P of 1., . 50f
—J — I (e g 4
ot 5 oaxz o apP P Ip? 0 (3.4)

Proposition 3.3.1. L'équation de Vlasov (3.4) en coordonnées locales (¢, z°, v') s’écrit :

of avt Of 0 0f of
a \/;) o [Va(d,n — 0.7) + ]U 01 (Om — 3t’7)vlﬁ
v?)? 1. (v3 0,Ae* v2v3. 0 v2. 0
HVadyt 0) —\/_(&xy—;)(vo) NG e ]afl ore? + Va2
0y Ae® Vao, Ae* vi? 1 vl Of ,

[ o — Oy + o 0 + \/&(T Ory)—— ]81)3 0 (3.4)
Preuve. (3.4) nous donne :

of pt Of 1 5 Of J 5 Of 1 4 5 Of

£ o -J (0% _J (6% _J _1—‘ (0% L .
8t p0 ozt po Faﬁp p apt O Faﬂp op:  p° apP P p3 0 3.5

Mais en utilisant le changement de variables (3.3), et le fait que (z%) = (r, z,0),on a:

of ptof  of  Ja'of
ot "ot T a0 or (0
E.N.S Yaoundé 2016
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3.3. L’équation de Vlasov

1 of 1 of
o, B r r 0.1 r 23
— 0P o _E[Ptt< p°)? + Thp°p' + 7, (p")* + Tlep®p® + T (p )]@p1
_ N N () R V70 o)
- [ Fttp _Ftrp - 0 F _p_F29 po Fzz_ po F99]%a_pl
1 1 2= (p1)?2
— - _ om0 _ YNl 2 \T
[(2&04 a8r77+a8,xy)\/ae v’ + (=0 + 0yy)e” v \/iaev—ﬁvo
Y2 _ Av,3)(1o7,,3 1
(0 — 0,7~ TG (Lo 4 pen-g,0)
\/—ae v
02 _ A v,,3)2 1,7,,3\2
(6 ?]1 e’y_rniov ) 647—27787/}/ . (17‘67?277) 0(7“26_278737 . A€4fy—2naTA
\/—a \/—ae v
_ of
— A2t )] e ——
e Ory)le av
0 Of vh)?
= _[\/a(arn - arV) \/_]?) a1 (atn atf}/) a_f - \/a( UO) (arn -
1,2.3 A _~y(,3\2
(N Loy, 4 — act-ing,
\/—567 ny 2
(6—27(1)2)2 _ %1}21}3 + Aie;“f (U3)2)647_277@
\/Lae"f*nvo il
1 2v(,3)\2
A G () (r*e 210,y — Ae¥ ™20, A — A%eM7210,7)]e" T == of
\/Lae’Y*nUO 8’0
0 Of 0 v!)?
= _[\/a(arn - 87“'7) \/—]U a1 (8t77 8157)1} 8_-]1 + [ \/_( 1)0) (@77
v?)? 1 0, Ae* v203 . 0
a0 L a(e,y - DL VoA ) O
v r’w r ov!
1, 8f . p1p2 : pp3 <9f
A Ae* 1 0, A A2 4y
= [0 = ) 0y — i 5 OiA) = (T 1 240y = = -0,A)
el (e7M? — deMv?) Aet
- L er-m0 Oy = 2—7“26TA)
e Mytleny? 9 A A2et of
_ T r vy I
L er=ny0 ( 2 240, 212 O Ale ov?
A 3y A 2,57
= [—(Oyye Tv" — ;2 O, Av? — @ Tu? 4 A @AU ) — 8214671)3
r
2A0,y A%ed _vt? \/_AeVU Aet
B rt i 2r3 Ocv® — (Vo™ r oY C 212 )
Va ; v3 0.A A2 ail af
~— 2A
re U0(2 + 240 27"28A>] Ov?
2 af
= [0 —\/aaw—]m (3.8)
v
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3.4. Les équations d’Einstein

s o p0f gpp o P'D°, Of
_Eraﬁ o [~TLp* = Tip® = T7 S Lo ]ap
4 AeY A 4
= [——Gt (e Tv? —ev?’) - —6703(—8,57 + 2 @tA)
Ae? \/_ v 1 of ov®
— Tt — — —8A A+ - —0Y)|===—=
Vali(ewt = A (g 4y - YOO <22 )bt
o O Ae® , AP0, A o 4 opyer Ae T9,A
B oz " 2r3 r " o8 "
Ae*9, A v Jade) vtd VaAe 9, A vt
(= T - _ _
( 272 )(\/&e 0 r 0 ) 273 Y
Vael vty \/_6781/7 vl Of
RS r V0 Ire ov3
0, Ae* Vao, Ae* 1)1712 vid Of
= Oy’ — —Va(= -0, 3.9
(=5, + 5 \F( N5 (3.9)
On remplace les relations (3.6) - (3.9) dans (3.5) pour obtenir le résultat escompté.
3.4 Les équations d’Einstein
Les équations d’Einstein avec constante cosmologique données par (2.1) s’écrivent :
1 8rG
Ra/g — (§R + A)gag = —4Ta5 (310)
Dans la suite, nous prendrons ¢ = G = 1.
Suivant les composantes, ces équations donnent :
1
Rop = (51 + A)goo = 87T (3.11)
Roy = 8mTiy (3.12)
1
Ry — (§R + A)gin = 811y, (3.13)
1
Roy — (§R + A)goo = 87Ty (3.14)
1
Rog — (§R + A)gaz = 81To3 (3.15)
1
Rys — (§R + A)gs3 = 8133 (3.16)
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3.4. Les équations d’Einstein

En utilisant (2.11) et (2.4), (3.11) devient :

Orrax Oy oM
87TT00 = 9 + O(<arr77 - arrf)/) - (attn — 8tt’y) + t—(@m - @’y) + T(&n — 8,xy)
O« (0,)? et 2, L oy OmQ o
o T3 (O — 0py) — 4@ —2(9py)* — 52 5 (0 A)° + 50e [ e
—2(0pp1) — Oppry) 2071 (@m Byy)e = — O @ p2(-m) _ at_o‘(a — Oyy)e20m
om" a?
O,

(O — D)2 4 9r)” @ ) 2y 2(3t7> 26-n) 1 (A 2@ _ 9 2200
a? 202
(0,A)*

e2By=m) 2@62(7—77)] + A=)
2r2 r

Ce qui aboutit a :

2 A 2
(0:4) e + 04% — a@T ) e — o 0,y)* + Aae® =7 = 87Ty, (3.17)
2r2 r 2r2

—(@7)2 -

L’égalité (3.12) s’écrit encore en utilisant (2.11) et (2.5)

ABA |,
—20,70yy — O 28; +@ = 87Ty (3.18)

En utilisant (2.11) et (2.6), I’égalité (3.13) s’écrit encore :

1 0 O,
8l = E(EM — Owy) — 2%5;(@77 — 1) = (B — DY) — 22 (8 — D)

2a
(0,a)? B O 1 2&7 et

or ~ 5 T (0 = 0:7) = 2(9)° + — 53(0:A)
—%62("_7)[—%62(7_")—2(@7’7] — Oppry) 207 4 E(atm — Oyy)e?T — i“_fe%—n)
ata(a — Oyy)e20 — Or O‘@m dyy)e20 M 4 (620(;) 2(y—n) +2(8g) 2(y—n)
%62(37_,7) (D)2 (02;4) 2(3v-n) 4 2@62@—77)] — A2
D’ou,
T T S

L’égalité (3.14) s’écrit encore en utilisant (2.11) et (2.7) :

2
87Ty — 6477217(@ o) - ataam o 2010 DA ooy O iy
« 2c 2r2 r
(@A) 8y—=2n _ 1 a"’“a e20r—n) _ 2(y— 2 _
— Oy — Oppy) 20 4 Z(9ym — O 2(y—n)
202 o2 € 2 21— o 2(0rrm v)e + a( Ul 1Y) e
2
_31«_0462(7,77) - @_oz(a — Oyy)e*m — ”O‘(am — 8,y)e20 4 (@o;) o20—m)
ar o on?
2 2
+2(8{y) 2(v=m) 4 @62(37—77) _ 2(&7)262(7_") —_ @_A)emv—n) + 287"_762(7—77)] A
r

2ar? 272
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3.4. Les équations d’Einstein

Par la suite,

oo Opa 1 2 (0r)*  (01y)?
—  L2(2v—m) S — =z — — —
87TT22 e [QCW” + 2% a(atm aarrn) + o (att’)/ oz(?,q,ry) 4@2 o
0,a0 0,0 0,0 20 0,0 3ety
2 t t7) t tY T rY (4 T r1] 2 2
— — — - A) — A
)"+ 202 o? o r * 2a 4ar? (0 A)" = a(0:A))
—Ae¥ (3.20)

L’égalité (3.15) s’écrit encore en utilisant (2.11) et (2.8) :

8Ty = %e‘”_?" — 0 Adex + 20,A0, edr=2n @647—277 _ Meﬂw—?n
2a 40 o Q 202
2
——aMAe‘”_Q” — 20, A0, — AQ,, e — —jqaraawe‘”_277 — —A(até) S
2 e " 200 2ar
+A(87”A)2687—277 _ a’YaTA64'y—277 %647—277
2r2 4o 2r
_%AGM[_%TTO‘QQ(%H) —2(0,m — Oppy)e 2(v=m) 4 Z (8tt77 Ouy)e 2(y=n) _ %SGQ(W—U)
ata g2t s o e (‘9 @) ey 9(0) 2t
(5 Oyy)e o (0rm — 0yy)e + 5 49 -
0 A _ _ 0, A &
—l—%e%?’” n _ 2(&"7)262(7 m _ ( 2r2) 2B3y=n) L 91 1 7 02 ] — AANe®
D’ou,
Ad,av Ad,a 1 1
87TT23 = € 22y=n) [ 20r + 2% - a(attn - arrn) + a(att'y - arr7>
A0, 0)?  A(0)? L Ad Ady A«
_ (4a2) ~ A9w) |+ 20 (S5 (9 — ) + + S (0 = 9,7)
Aet 2 2 2
13 (@A) — a(@,47) - Ade @21

L’égalité (3.16) s’écrit encore en utilisant (2.11) et (2.9) :

2 2
20y o 202 o o
A2 2 2
——&0‘28”647—2’7 7O g T 0000 ato‘f O =20 _ A9, A= — 440, AD,~
200 « 2c0
AQ& O,
—A%0,, e 4 20, ye 2 — L9 eI 4 r 9 ye a(A@ AeP 72 1 A2, yetr =
A%(0,A)? A0 A A2(8 A)? (0,A)?

-2 2 -2 r 8y—2 4 4y—2 t 8y—2 T 8y—2
“+re "—r@r'ye 77)4-2—71267 W+T€V "—WGV 77—767 g
1 Opr _ 2 _

5(7426—% + A2e2) [T 20 99, — 0,07)e20 4 a(atm — Byy)e20
2
_a’"a€2(7—77) ato‘(a — Oyy)e20 — 87“05(3”7 _ 5T7)62(7—n) + (9-a) e2(—n)

ar o 202

2
4ot (at7> (’y n) + (atA> 62(37—77) _ 2(87»’7)262“_77) — M
a 2ar? 2r?

—A(r?e? + A%e?)

e2By=n) | 287"_762(7—77)]
T
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3.4. Les équations d’Einstein

Par suite,
o Ovv O 1 (O.)? Oy
Tow — p2o—2 2% 4 _ O o
8 33 r-e [27“05 + 2% Oz(attn aarrn) A2 o
dadym  0,.a0mm oy TOa o 3A(0A) sy
+ 202 + 200 (0:7)] 20y  4ar? ©
62(27_77)[_ A0 A B A%20,.A B (87.14)2 B A20v0,c A%«
202 212 42 202 2ar
A%20,,a0  A? AQ(&Q)Q A
20 - E(attn - aar?“”) - T + E(attA - Oé@rrA)
A2%0,« AQ((? A)2 2A%20,v  AD, A0«
T _ A2 2 T _ T _ T T
5 (O = 0ry) + ANOy)” + — 5 . 50,
Ao, A A
I (% . 8710687“7] _A(T2€—27+A262'y) (322)

r 2a

Lemme 3.4.1. Les équations (3.17), (3.18) et (3.19) conduisent respectivement aux équations :

0, 0, A0 A
PN 989,70y + e = Vae g (3.23)
r r
Oy 9y)?  (0,A)? 0, A)?
n_ (0,7)? + (0ry) + ( 2) et 4 u(fw + 2= p — A1) (3.24)
r ! 4r 4ar?
Oy
27?‘ = a2 (P, — p) + A (3.25)
-8 11
Ici, p =8mg" Ty, P, =8ng" Ty et J = "9 To1

Ja

Preuve. [’égalité (3.18) nous donne :

o 0,A0A

= 8nTy1 + 20,70y + e
r 2r2
0 0,A0, A
_ an_ 20,70y + et — Vae2n= g
r 2r2
L’égalité (3.17) nous donne :
0, 0,A)? 0,A)?
oY Tn = 87Ty + (0y)* + %e‘” + a%e‘” + a(0,7)* = Aae® 1Y)
D’ou,
2 2 2
87"77 _ 87TT00 + (ath) + (atA) 647 + M647 + (&"'7)2 o A€2(n—7)
r o Q@ 2ar? 2r?2
_ (at7)2 <8tA)2 4 (a”'A>2 4y 2 2(n—7) 2(n—7)
o« * 2012 * o2 ) +e p—Ae

L’égalité (3.19) nous donne :

2 2 2
0.0 O (042 4, 00, (04)

= 8rTi1— 0,7)? Ae2(=)
2ar Ty +0)"+ 2r2 o dar? A
Par suite,
O, 0, 0,A)? 0,A)?
@ _ 87rozT11—oz—77 + a(0,7)* + Me‘” + (07)? + (9:4) + Aaem=)
2r r 2 492

= 87TCYT11 — 87TT00 + AO&€2(7]77)

= ac® (P, — p) + Aae?=)
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3.4. Les équations d’Einstein

Lemme 3.4.2. Les équations (3.20), (3.21) et (3.22) conduisent respectivement aux équations :

Oprcv N Oradm (0,r)? N 0,a0,m

. _ 2 2
att77 0467“7“77 9 2 Aoy 9 + Oz(@r’y) (aﬂ/)
et
—|-4—702((8t ) Oz(arA)Z) + QGZ(U—W)(P2 —P3) — Aae2=7) (3.26)
0l  adyy O ozaw 9
Oy —alpy = —-—+— =+ 2r ((@A) — a(0,A)?)
a€2(7777) 9
(= Pi+ P = Py) — Aae (=) (3.27)
A A A
oud—ad, A — 2 23*0‘ Lo 28’“0‘ 40, A + 400, AD,y — 2O
+2are*M27) S, (3.28)
e

Of.l, 323 = T23 - ATQQ, TQQ = 627(P2 — Pg) et P3 = —2(214523 — 87TT33 + AQTQQ) (328/)
r

Preuve. [’égalité (3.20) nous donne :

2(n—27) 9 + Orrx
2ar 2a

<8ra)2 . (at’y)Q

42 o

1
_(attn - aaﬁ“”) = + —(atﬂ/ — Oéam«’}/) —
(8% (6%

o610, Oy 0,0 20 0,0,
2 tQO OOy OrQOyY  20rY .a0pm
+(0,7)* + 5 — - o
3er
— i3 ——((8,A)? — a0, A)?) — A1)
Par suite,
o, Oppx 0,a)?
attn - aar?“n - _(]-/62(77_27)1—‘22 o 5 + 2(82&15'7 - a@rw) - % — (at’y)2
T R R o S P W DO
2 o r 2c
3et
_F((atA) — a(0,A)%) — Aae*Y) (3.29)

On remplace ensuite (3.29) dans (3.21) pour avoir :

1 oA 20,A0 0, A
81 Thse(1727) = ——(Ouy — @0py) — L + 2 Y _ A0, A0,
«o 4o o
_@ozarA I A (n—27) T22 4 (9ttA _ 3tA8t04 X 261}148{)/ I Aatt”)/
4oe? 200 4o «o «o
A@w@toz &TA Aﬁw&a
— — —20.A —A _—
da? y ~2A0 = AG = o
2
Adyy . AatAezw + A(9:4) et 0y, A + 9, A — AA2=) o Ae2(1=7)
r 2ar2 272 4o 2r
1 A A0, 20, A
_ L 9,4 ao, ) - 240 0A0a  20A0Y o5 4g
e 4oe? 4o o

a0, A

r

+ Ae*r=2)T,,
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3.5. Systeme d’Einstein-Vlasov

Ainsi, comme Sy3 = To3 — AT5,, On obtient :

A A
atg‘gto‘ Lo 2&”0‘ 49,0, + 400, A0~ — OO

+2are?=21 G, (3.30)

8ttA — oz&«,,A =

En remplagant les égalités (3.29) et (3.30) dans (3.22), on obtient :

2 2
2r 2r ataaﬂe_%

Oy — B y)e2 + 2((B,A)2 — a0, A)2)e20-20) |

T3 = —— —
Sl o o 202
2r20,~0,
+%6_2n + 27“(9{}/6_277 + 2A(T23 — ATQQ) + A2T22
—1—7“26_47T22 _ ro,o — Ar2e2m=)
2c0
En utilisant (3.28'),on a :
et 0,00y 0,70 ady
Oy — a0y = —((0,4)% — (9, A)? rore -
1= a0y = S((OAP — (@A) + S 4 S 20
O,
—%(87TT35 — 2A523 — A2T22 — 7"26_4’YT22)€277 — 4—700[
r
et 0,00y O0y0.a b,
_ = a A 2 @A 2 t t T T T
2r2((t) of )+ 20 + 2av * r
- (p— P, + P, — P5) — ahe* ™) (3.31)

2

Enfin, on remplace (3.31) dans (3.29) pour avoir le résultat escompté.

3.5 Systeme d’Einstein-Vlasov

Les résultats précédents nous permettent d’obtenir le systeme complet d’Einstein-Vlasov avec

constante cosmologique formé des équations (3.23) - (3.5), (3.26) - (3.28) et (3.4') :

AD,A
9 _ 20,70y + arg % eV — a7 J (3.32)
T T
5, 0y)?  (0,A)? 9, A)?
1 (@4 Z) + 47@) 6“%ehwz@_ﬂp—mm—” (3.33)
a;y — 0Py — p) + Aae?®) (3.34)
"

Oyt N dhadm (0,a)? N 0,00,m

a1&1577 - Oéarrn = 2 20 Ao 9 + a((?/y)2 - (&57)2
4y
+ (04 — a(0,A4)%) + ac®) (P, — Py) (3.35)
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3.5. Systeme d’Einstein-Vlasov

Oadyy  adyy 80«%7

—_ — _ 2
Oy — aOppy 50, + . + 5 2 ((6&14) a(0,A)%)
a€2(77_’7)
t—— P+t PR (3.36)
A A A
Oud— ad,A = 2 2?0‘ Lo 28”0‘ 40, A + 400, AD,y — 2O
+2are?172) Gy 4 20N A7) (3.37)
of  Jav' Of 8f  Of
at w0 Va(0rm — 0.y) + \/—] — (O — Oy )v' 0l
(v?)? (P Ja arAe% o of : W2 of
VAo o — a(an - ) YOO it ~ O+ VR Tl
O Ae* Vaod, Ae* vty? 1 v of
— 5V oyv® + o " + \/a(; — w) ]81)3 =0 (3.38)

Ou,
J=8r [ f(t,r,v)v'dd

RS

p=28r [ f(t,rv)0’do

R3
12
P =8 [ f(t,rv) (v 0> dv
R3 v
22
Py,=8n [ f(t,r,v) (v o) do
R3 v
3)2
Py=8r [ f(t,r,v) (v 0) do
R3 v
2,3
Sog =81 | f(t,r, v)ﬁdv
R3

Remarque 3.5.1. Ce systeme est un systeme de 7 équations aux dérivées partielles d’ordre 1 et 2, a

S inconnues «, 7, v, A et f qui sont des fonctions des variables ¢ et 7.

La résolution de ce systeme nécessite des données initiales sur I’hypersurface ¢ = 0. Ces données
sont imposées par le choix de la symétrie cylindrique et sont prescrites comme suit : Cf Fjallborg

Mikael (2007 : 2254)

O‘(O7T) =O[O(T)’ ’7(0’7”) =70(T)’ 77(0:7“) =770<T)’ A(O,T) =AO(T)'
f0,7,v) = fo(r,v), QA0 7) = Ai(r),  Om(0,7) =m(r), 0ny(0,7)=(r) (3.39)
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3.5. Systeme d’Einstein-Vlasov

Pour tout compact K C {x = (1,72, 73) € R® : 3 = cste}, nous supposons f; identiquement nulle
sur le complémentaire de K et vy = 0, 19 = 0, Ag = cste sur le complémentaire de K.
De plus, lim ao(r)=1.  n(0) =0.

r—+00

Les conditions aux bords sont prescrites par :

TEIEOOa(t, r)=1 Tginoov(t, r)=0 TETOO n(t,r)=C,
lim A(t,r)=Ca n(t,0)=0 lim f(¢,r,v)=0. (3.40)
r—+00 r——+00

On obtient ainsi un probleme de Cauchy au sens relativiste. Il est a noter que le probleme de Cau-
chy en relativité générale a tout d’abord été abordé par Yvonne Choquet-Bruhat Cf Choquet Y-Bruhat
(1971 : 181), beaucoup d’autres s’y sont penchés apres a I’instar de P. B. Mucha Cf Mucha P.B (2006 :
111)

De facon générale, les données initiales pour le probleme de Cauchy du systeme d’Einstein-Vlasov
sont choisies sur une hypersurface de dimension 3 et sont telles qu’on retrouve 1’espace temps de
Minkwoski a la limite lorsque » — +o00. Cf Noundjeu P. et Tegankong D. (2012 : 6).

Il est maintenant question d’étudier le probleme de Cauchy posé par le systeme complet d’Einstein-
Vlasov (3.32) — (3.38).

L’équation de Vlasov (3.38) est une E.D.P linéaire hyperbolique du premier ordre en f. Elle peut se
résoudre en utilisant la méthode des caractéristiques et dans ce cas, f s’exprime en fonction de la
donnée initiale f.

Si les fonctions 7, v et f sont connues, alors (3.34) permet de déterminer «. D’oti le résultat suivant :

Proposition 3.5.1. Les équations (3.32), (3.33) et (3.34) sont les équations de contraintes et les

équations (3.35), (3.36) et (3.37) sont les équations d’évolution.

Preuve. On montre comme indiqué dans (Fjallborg Mikael 2007, Noundjeu P. et Tegankong D. 2016)
que si les équations (3.32) — (3.34) sont vérifiées a ’instant initial ¢ = 0 et si les équations (3.35) —

(3.37) sont vérifiées a tout instant ¢, alors les équations (3.32) — (3.34) sont vérifiées a tout instant.

Remarque 3.5.2. On dit que les contraintes se propagent.
Ce théoreme permet ainsi de réduire le systeme d’Einstein-Vlasov ci-dessus qui au départ est un sys-

teme de 7 équations aux dérivées partielles a 5 inconnues en un systeme de 5 équations a 5 inconnues.
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3.5. Systeme d’Einstein-Vlasov

Théoreme 3.5.1. (Existence locale dans le temps et unicité de solutions)
Le probleme de Cauchy (3.35)— (3.38), (3.39) et (3.40) admet pour tout 7" > 0, une unique solution

a, 1,7, Aet f dans [0, 7] lorsque les données initiales vérifient les contraintes (3.32) — (3.34).
Preuve. Cf Choquet Y-Bruhat (1971 : 181-201).

Théoreme 3.5.2. (Existence globale dans le temps)

Soit [0, T"), I'intervalle maximal d’existence de la solution obtenue au théoréme précédent, pour tout
T > 0. Supposons que A < 0 et pour tout € > 0, 3C, > 0 tel que pour r < ¢,

|0P~(t,r)| < C., |0PA(t,7)| < Ceret  f(t,r,v) =0 pourtoutt € [0,T) etv € R3.

Alors, T' = oo.

Preuve. Cf (Fjallborg M. 2007 : 2256, Noundjeu P. et Tegankong D. 2016 : 7)
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& Portée Pédagogique &

Dans le cadre de la rédaction du mémoire de DIPES 11, il nous a été demandé de donner I’inté-
rét pédagogique de notre travail. Comme toute activité de recherche scientifique, notre travail vise
a déposer une pierre a I’édifice de la recherche scientifique. Rappelons que le theme soumis a notre
étude s’intitule équations d’Einstein-Vlasov en symétrie cylindrique. C’est un sujet important tant
chez I’enseignant que chez I’éleve. Ainsi, il permet a ’enseignant du secondaire de résoudre sans
faille des équations différentielles qui sont au programme du lycée. Il lui permet d’approfondir ses
connaissances sur le calcul intégral. Ce travail permet a I’enseignant d’enrichir sa culture scientifique,
I’enseignant a donc connaissance de cette théorie dite théorie de la relativité ; théorie qui differe de
la théorie newtonienne au niveau de la géométrie utilisée : on parle de géométrie riemannienne en
relativité (avec la notion de courbure) et de géométrie euclidienne dans la théorie de Newton (ou
la courbure ici est nulle). Ce travail permet I’interdisciplinarité : on passe des théories physiciennes
a une explication mathématique rationnelle et des mathématiques a une concordance avec les phé-
nomenes physiques observées. Il permet aussi a I’enseignant de se familiariser avec les logiciels de
programmation tels que Latex, WinEdit, Scientific Workspace et bien d’autres qui font de trés bonne
mise en page et s’averent donc tres utiles pour la rédaction des épreuves d’évaluation et des lecons a
dispenser : ils offrent une bonne mise en page et une bonne lisibilité.

Pour I’éleve, ce travail lui permettra d’animer sa curiosité, d’enrichir sa culture, va le pousser a la
recherche. Ce travail permet aussi a 1’éleve de voir I'interdisciplinarité entre la physique et la mathé-

matique.
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& Conclusion &

Parvenu au terme de ce travail, il était question pour nous de réécrire les équations d’Einstein-
Vlasov avec constante cosmologique en symétrie cylindrique (¢, 7, 2, §). Pour y parvenir, nous avons
dans le chapitre 1, rappelé des notions qui ont permis dans le chapitre 2, d’effectuer des calculs qui
nous ont conduit a I’établissement final du systeme d’Einstein-Vlasov en symétrie cylindrique avec
constante cosmologique, ou nous avons scindé les équations de contraintes des équations d’évolution
permettant ainsi de nous ramener a un systéme de 5 équations a 5 inconnues. Enfin, nous avons énoncé
un théoreme d’existence et d’unicité locale puis globale dans le temps de la solution de ce systeme
muni des conditions de Cauchy bien déterminées. Notons que les équations d’Einstein avec constante
cosmologique couplées aux équations de Vlasov ont permis d’expliquer beaucoup de phénomenes
physiques tels que les trajectoires des supernovas de type Ia. Cf Fjallborg M. (2007 : 2253)

Une perspective plus générale serait par exemple de reprendre tous les calculs faits dans le cadre de
ce travail pour le tenseur d’impulsion énergie de Vlasov avec champ scalaire ou alors a considérer
le tenseur d’impulsion énergie de Vlasov additionné avec celui de Maxwell donnant ainsi lieu aux

équations d’Einstein-Vlasov-Maxwell.
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