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Résumé

Dans cette these, il s’agit du contrdle optimal des systeémes dynamiques stochastiques ou modeles
stochastiques, et de ses applications en épidémiologie. Un modele stochastique donne non seule-
ment la prédiction des variables de sortie, mais il tient aussi compte des perturbations de nature
aléatoire (ou "bruits blancs") de ces variables. Une telle étude ne peut se faire sans avoir au préa-
lable un modele stochastique approprié qui décrit mieux un phénomene évolutif en épidémiologie.
D’ou le besoin d’avoir des modeles stochastiques, de les analyser afin de les contrdler. Apres avoir
posé la problématique relative a notre étude et rappelé des outils mathématiques nécessaires, nous
avons abordé théoriquement les concepts du controle des équations différentielles stochastiques
(EDS) qui revelent qu’un systeme dynamique stochastique dont le comportement est inquiétant
sans contrdle, peut avoir un comportement acceptable avec le contréle. En guise des applications
en épidémiologie de ces concepts, nous modélisons la dynamique de transmission des infections
qui releve du domaine stochastique et non déterministe. Ainsi la dynamique que nous modélisons,
prend en compte des bruits blancs aléatoires et donne un modele stochastique simulable. Notre
étude vise a chercher les actions adéquates ou contréle optimal qui influence la dynamique de la
diffusion de I’infection dans une population donnée, afin de reduire le nombre des individus in-
fectés, obtenir un gain en espérance de vies humaines et reduire les dépenses en médicaments.
Pour ce faire, nous introduisons un processus de controle dans la dynamique stochastique de pro-
pagation d’une maladie infectueuse afin de la contraindre a moindre cofit et a un temps record a
atteindre le but recherché. Plusieurs modeles des maladies existent déja, mais la plupart de ceux-la
sont déterministes ou ne répondent pas a nos hypotheses de modélisation. Motivés par le fait qu’un
modele déterministe n’est qu'un cas particulier du modele stochastique qui traduit mieux un phé-
nomene évolutif du monde réel, nous avons besoin des modeles stochastiques. La méthode de la
formulation des modeles stochastiques a partir d’'un modele déterministe SIS, SIR ou SEIR existe
dans [21} 27, 28, 92] ; mais elle est quelquefois fastidieuse a cause de la grande taille des matrices
de transition de chaine de Markov que cette méthode emploie. En s’inspirant de cette méthode
existante, nous avons utilis€ une méthode palliative pour formuler les modeles stochastiques de
la dynamique d’une Maladie Sexuellement Transmissible (MST), du VIH/SIDA, de Tuberculose
(TB) et du Cancer du Col utérin (CC); et puis les analyser en vue de leur validation. Le controle
optimal représentant les actions adéquates a agir sur un critere bien défini, introduit dans nos mo-
deles formulés, nous a permis d’influencer leur comportement mis en évidence par les simulations

numériques.

Mots clés : Contrdle optimal, Equations Différentielles Stochastiques, Epidémiologie, Mo-

deles Stochastiques des infections, Processus stochastique d’Itd, Analyse mathématique.

These de Doctorat/Ph.D 4 BONGOR DANHREE (© 2017



Abstract

In this thesis, it is about the optimal control in the stochastic models or in stochastic dynamics
systems, and its applications in epidemiology. A stochastic model not only gives the prediction of
the exit variables, but it holds as account of the random perturbations (or "random noise") of these
variables. Such a survey can’t make itself without having a suitable stochastic model that describes
an evolution phenomenon better in epidemiology beforehand. From where the need to have the
stochastic models, to analyze them in order to control them. After having put the problematic rela-
tive to our survey and recalled the necessary mathematical tools, we have approach the concepts of
the control in the Stochastic Differential Equations (SDE) that reveal theoretically that a stochas-
tic dynamic system whose behavior is troubling without control, can have an acceptable behavior
with control. In manner of the applications in epidemiology of these concepts, us modeling the
transmission dynamics of infection that resides in the stochastic domain and not in deterministic
domain. Thus, the dynamic that us modeling, takes in account of the uncertain white noises and
gives a model stochastic that can be simulated. Our survey aims to look for the adequate actions
or to search a optimal control that influence the dynamics of the diffusion infection in a host po-
pulation, in order to reduce the number of the infected individuals, to get a gain in hope of human
lives and to reduce the expenses in purchase of drugs. For it, we introduce a control process in the
stochastic dynamics of propagation infection in order to constrain a least cost and to one record
time to reach the sought-after objective. Several models of diseases already exist, but most those
are deterministic or don’t answer our hypotheses of modeling. Motivated by the fact that a deter-
ministic model is a particular case of the stochastic model that translates an evolutive phenomenon
of the real world better, we formulated the stochastic models. Method of the stochastic model for-
mulation from deterministic model associated SIS, SIR or SEIR exists in [21, 27, 128, 92] ; but it
is sometimes trying because the large size of the transition matrixes of Markov’s chain that this
method uses. While being inspired by this existing method, we used a palliative method to formu-
late stochastic models of the dynamics of a Sexually Transferable Diseases (STD), of HIV/AIDS-
infection, of Tuberculosis (TB) infection and of Cancer Cervix (CC); and to analyze its for their
validation. The optimal control representing the adequate actions to act on a well definite criteria,
is introduced in our formulated models, allowed us to influence their behavior put in evidence by

the numerical simulations.

Key words : Optimal Control, Stochastic Differential Equations, Epidemiology, Stochastic

Models of infections, Stochastic Process of It6, Mathematical analysis.
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Introduction Générale

0.1 Motivation historique

Dans de divers domaines tels que la physique, I’astronomie, la biologie, la géologie, la géné-
tique, la finance, I’épidémiologie et autres champs de la science et de I’'ingénierie, un phénomene
évolutif dans le temps et dans 1’espace est un systeme dynamique qui peut €tre décrit grace a la
modélisation mathématique par un systeme d’équations différentielles ou modele. C’est pour cette
raison que Pierre Perrier dans [S8]] a écrit : "Pour la plupart des systeémes rencontrés dans le monde
réel, leur comportement peut €tre modélisé€ a 1’aide d’une telle équation”. Historiquement, la théo-
rie du contrdle optimal dérive du calcul des variations [} 37, 38, 56]. Au 17¢ siecle lorsque les
grands mathématiciens de cette époque ont voulu résoudre les problemes du calcul des variations,
ils sont arrivés d’abord a reformuler les énoncés comme des problemes d’optimisation et par la
suite, beaucoup d’idées mathématiques se sont développées pour permettre 1’analyse de ces pro-
blemes d’optimisation qui a abouti a la théorie du contrdle optimal. Parmi ces mathématiciens,
nous pouvons citer par exemple Euler, Lagrange, Hamilton, Jacobi, Bellman. De 1967-1985, la
théorie du controle était vue également sous I’angle de la géométrie différentielle avec un pseudo
sémi-groupe qui opere sur une variété différentielle [25]. Le concept du contrdle peut &tre défini
comme le pocessus qui consiste a influencer le comportement d’un systeme dynamique en vue d’at-
teindre une certaine cible a moindre cofit. Dans les années 1950 et 1960, les systemes dynamiques
des engins en ingénierie aérospatiale ont stimulé la théorie du contréle optimal déterministe. La
question que 1’on se posait a 1I’époque, était : comment faire pour optimiser la trajectoire du vol
d’un avion ou d’un autre véhicule spatial tel que la fusée ? En économie financiere également, il
y avais eu le besoin de valoriser le prix des options et d’optimiser le profit (portefeuille) lors des
transactions financieres ; nous voulons faire allusion aux travaux de R. Merton, Black et Scholes
entre 1969 et 1973 qui ont stimulé la théorie du contrdle optimal stochastique [84]. La théorie du
contrdle optimal vise alors a construire un modele contr6lé i.e., a partir d’un modele donné, trouver
un modele souhaité ; optimiser sous certaines contraintes une fonctionnelle de cofit ou de gain bien
définie. Ainsi, a ’aide de la modélisation mathématique, plusieurs modeles déterministes ont été
construits. Ces modeles déterministes ont permis de prédire une valeur bien déterminée associée
a chaque variable de sortie du modele, mais ils ne prennent pas en compte les bruits aléatoires
du systeme dynamique. Pourtant, tout systtme dynamique est soumis pratiquement a des pertur-
bations de nature aléatoire qui peuvent influencer son comportement. Il était donc intéressant non

seulemrnt de prédire une valeur d’une variable de sortie, mais aussi de connaitre 1’évolution et
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0.2 Problématique Introduction Générale

la diffusion de cette variable. D’ou la nécessité de la prise en compte du terme aléatoire (produit
par un mouvement Brownien et un «bruit blanc») dans la modélisation des systemes dynamiques
[71]. Nous parlons d’un systeme différentiel déterministe si la partie aléatoire est omise et du
systeme différentiel stochastique sinon. Un modele déterministe est alors un cas particulier d’un
modele stochastique qui contient un terme stochastique additionnel. Cependant, des chercheurs
ont construit des modeles aléatoires en se servant des outils probabilistes tels que les chalnes de
Markov, des processus stochastiques, etc...,. Par ailleurs, tout systtme dynamique peut avoir une
évolution inquiétante sans contrdle optimal. La théorie de contréle qui, est née dans les années
cinquante, continue a faire chemin dans les différents domaines de la recherche actuelle, et permet
de modifier cet état inquiétant vers un €tat acceptable [34]. En épidémiologie, science qui a pour
objet I’étude, la prévention et I’éradication des épidémies, la dynamique d’une maladie infecteuse
peut étre modélisée et contrdlée par cette théorie afin de minimiser la diffusion d’infection au sein
d’une population donnée [98]]. Considérons par exemple I’infection des cellules épithéliales par le
Papilloma Virus Humain ou Human Pavilloma Virus (HPV) (voir I’'mage FIGURE [I] ci-dessous)
dont 0,8 % des cellules infectées développent le cancer sans aucune mesure de contrble. Cette
dynamique peut donc étre modélisée par des EDS et contrdlée par les outils mathématiques basés

sur I’'un des deux principes fondamentaux d’optimalité énoncés au Chapitre [2]

Exemple ; Image d’un modele de I’infection par le HPV des cellules

» Infection ! !
. by HPV
5 ~90% heal HPV DNA integrated
/ *  within two years into tumour cell DNA
viral "\ 0.8% develo
W replication , G, cancer y
b Y ] o .
Weeks = .8 10-30 years e
.. : —- " . em—
Q [ LANGYIC | @& G 1 :
[nfected < | HPV in epithelial Invasive
basal cell — cells cancer ~

FIGURE 1: Infection des cellules épithéliales du col de I’utérus (Source : FIGURE [99)).

0.2 Problématique

La théorie du contrdle a connu un véritable essor dans les années cinquante avec la découverte
d’outils fondamentaux a savoir, le Principe de Programmation Dynamique (PPD) de R. Bellman
[82] et le Principe du Maximum de Pontryagin (PMP) [80]. Ces deux principes sont fondamentaux

en théorie du contrdle et ont donné lieu a plusieurs types d’approches de résolution des problemes
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0.2 Problématique Introduction Générale

du contr6le optimal.

Le PMP repose sur la recherche des états stationnaires du systeme controlé et celle des états ini-
tiaux permettant de les atteindre de facon optimale [80]. Sa mise en oeuvre dans la résolution des
problémes du contrdle des EDS présente des difficultés notoires [6]]. Quant au PPD, il est fondé sur
le critere d’optimalité : un contrdle optimal est tel que, quels que soient I’état initial et la mésure
initiale, les mesures suivantes doivent constituer une politique optimale par rapport a I’état résul-
tant de la premiere mesure [82]. Sa mise en oeuvre s’appuie sur deux faits : I’introduction de la
version dynamique du probléme et 1’utilisation des enchainements des controles afin d’obtenir le
résultat escompté. Le PPD conduit a une équation aux dérivées partielles du second dégré appelée
équation de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) dont la résolution analytique n’est possible que dans
les cas simples. L’équation de HIB peut étre résolue numériquement en utilisant deux approches
possibles : la discrétisation de HJB par le schéma des différences finies ou éléments finis et la dis-
crétisation du probleme de contrdle optimal stochastique qui conduit a la chaine de Markov. Pour
la premiere approche, le spécialiste du domaine J.P. QUADRAT et son équipe (BENSOUSSAN
[2], GOURSAT [60], LIONS [74, 75,76, 78] et autres) ont mis en oeuvre plusieurs techniques sur
le plan théorique et pratique pour la résolution numérique de HIB dégénerée ou non. Ils ont montré
que la théorie du contrdle stochastique fournit une solution théorique au probleme qui consiste a
trouver un controle optimal. Cette théorie revele que le contrdle optimal retroactif ou Feedback
n’existe que dans le cas non dégéneré, i.e. le cas ou la matrice de diffusion est inversible. Pour
le cas dégéneré, les techniques d’identification de diffusion avec saut viennent pallier a cette dif-
ficulté. Les méthodes multigrilles (FMGH) ont été étudiées par R.Hoppe et Mariane AKIAN [4]]
et utilisent I’agorithme d’itération de Howard. La seconde approche utilise la matrice des transi-
tions [52]. Dans ces études menées par les auteurs précités, le contrdle ne figure en particulier que
dans le terme déterministe des EDS. Pour le contrdle du processus de diffusion, CHANG M.H.
et KRISHNA K. ont proposé une approximation successive de HIB. Fabio C. et Maurizio F. [32]]
utilisent un schéma numérique d’approximation construit a partir de la version discrete du PPD de
Bellman. Ce schéma converge vers la solution de viscosité de HIB. Cette approche de résolution
numérique qui consiste a discrétiser la HIB présente des difficultés lorsque I’espace des états est
superdimentionnel (d > 4). Dans un passé récent (2013), ZHENG Qu a axé ses travaux de these
sur les méthodes numériques max-plus pour la résolution de HIB associée au contrle des EDO.
Les méthodes de max-plus atténuent cette difficulté superdimentionnelle. La méthode de max-plus
pour la résolution numérique des problemes du controle optimal des EDO s’applique -t-elle aussi
a I’équations de HIB associée au contrdle optimal des EDS ? A la méme année Ning dans [635]]
a proposé une méthode numérique du Gradient Stochastique Projeté avec un simple algorithme
qui permet de résoudre une classe de problemes du contrdle optimal stochastique. Cet algorithme
utilise un bloc d’itération basée sur le gradient projeté afin de résoudre les équations de 1’état et
de 1I’état adjoint par le schéma d’Euler. Cette méthode est a été utilisé pour le cas particulier ou le
contrdle ne figure que dans le terme déterministe ; mais est-il possible de I’étendre au cas général

ou le controle figure a la fois dans le terme déterministe et le terme stochastique ?
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Considérons un processus décrit par une EDS contrdlée. Sous les conditions d’existence et d’uni-
cité des solutions de cette EDS, un probleme du contrdle optimal a horizon continu fini ou infinie
peut étre énoncé. Ce probleme du contrdle consiste a trouver une fonction de contrdle optimal qui
optimise (minimise ou maximise), sur I’ensemble des contrdles admissibles, 1’espérance mathé-
matique d’une fonctionnelle (de colit ou de gain) ; donnant alors la fonction valeur optimale. Cette
fonction valeur est obtenue, pour tout €tat initial donné, par 1’optimisation de la fonctionnelle de
colit du type espérance mathématique sur I’ensemble des controles admissibles. Le but d’un tel
probléme, est de caractériser cette fonction valeur et de déterminer le contrdle optimal associé.
Ainsi donc quelques questions relatives a I’optimum surgissent ; a savoir :

— Existe-t-il un contrdle optimal ?

Existe-t-il quel type de contrdle ? Un contrdle retroactif ou feedback ?

Comment peut-on déterminer un contrdle optimal s’il en existe ?

Peut-on déterminer analytiquement ou approcher numériquement un contrdle optimal ?

Quelle méthode numérique doit-on employer pour approcher un contrdle optimal ?

— Comment la fonction valeur se comporte-t-elle ?

— Avec quel code et quel logiciel faut-il simuler numériquement le controle et la fonction

valeur pour étudier leurs comportements ?

— Comment peut-on formuler un probléme pratique avec une application en épidémiologie ?
Des méthodes classiques de résolution d’un probleme du contrdle optimal stochastique existent
[2,167,168,101]. Notons ici deux faits rélevant de ces méthodes : premierement, on suppose a priori
qu’il existe un controle optimal donné qui optimise la fonctionnelle de cofit du type espérance
mathémaique sur I’ensemble des controles admissibles et deuxiemement, si la fonction valeur du
probleme optimal est réguliere alors elle est solution d’une équation aux dérivées partielles (EDP)
non linéaire de degré 2. Mais si cette régularité n’est pas vérifiée, alors la solution de viscosité
existe pour pallier a cette difficulté . Ainsi donc, toute fonction valeur d’un probleme du controle
optimal stochastique est toujours solution au sens de voscosité d’'une EDP non linéaire (voir [75}
77, [78]]). C’est ¢a la caractéristique de la fonction valeur.

Dans le Chapitre [2] nous introduisons les deux outils principaux du contréle optimal. Quels
que soient les méthodes numériques utilisées pour résoudre un probléme du contrdle optimal, elles
sont fondées sur I'un des deux principes. Ces deux outils vont nous permettre d’atteindre le but
recherché par nos problemes du contréle optimal formulés dans les Chapitres [2] et [5] Ainsi donc

les questions posées précédemment auront leurs réponses.

0.3 Objectif et axes de recherche

L’ objectif de cette these, est de formuler un probleme du contrdle optimal comme question
d’optimisation stochastique, le résoudre et I’appliquer en épidémiologie. Ainsi nous pouvons four-
nir aux thérapeutes ou aux décideurs des lois relatives a la santé publique, des outils mathéma-

tiques du controle de traitements des maladies a haut risque pour la meilleure prise en charge
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thérapeutique des patients. Motivés par le fait qu’un modele déterministe n’est qu’un cas parti-
culier du modele stochastique, nous nous intéressons d’une part aux systemes dynamiques sto-
chastiques et d’autre part, nous contrélons un parametre approprié de ces systemes. Partant des
concepts du controle optimal des systemes dynamiques stochastiques, nous devons suivre trois
axes de recherche complémentaires pour atteindre cet objectif. Le premier axe est la formulation
d’un modele stochastique a partir d’un modele déterministe associé, en s’inspirant des travaux de
Edouard Linda J.S. Allen et de son équipe [21} 27,28}, 92], sur les modeles SIS, SIR et SEIR. Cette
formulation est quelquefois fastidieuse, surtout lorsque le modele déterministe est non linéaire et
complexe. L’analyse mathématique des modeles stochastiques formulés est faite en vue de leur va-
lidation. Le deuxieme axe, le plus important, est de déterminer un contrdle optimal (i.e. les actions
adéquates sur un critere bien défini) qui minimise la fonctionnelle de cofit du type espérance mathé-
matique afin de contraindre le syst¢tme dynamique dont le comportement pourrait étre inquiétant
sans contrOle, a avoir un comportement acceptable. Controler donc un systeme c’est influencer
son évolution inquiétante pour accomplir un but désiré. Cela nous amene alors a énoncer des pro-
blemes du contrdle optimal dans les modeles stochastiques et chercher a les résoudre. Le troisieme
axe enfin, en guise des applications, est par exemple le contrdle de la dynamique de I’infection
des maladies épidémiques telles que le VIH/SIDA, la Tuberculose, ... qui ont tué et continuent a
faire des milliers des victimes dans la population humaine malgré les traitements existants pour les
contenir. De plus, I’OMS, nos gouvernements et les associations pour la lutte contre ces maladies
dépensent des sommes colossales d’argent; des dépenses relatives a 1’achat des médicaments et
a I’offre de traitement fourni par le service médical. Face a une crise épidémiologique due a une
pandémie ; les pouvoirs publics doivent prendre instantanément des décisions adéquates afin de
réduire la propagation de I’épidémie. La théorie de contr6le optimal permet alors de déterminer
les actions adéquates sur un critere bien défini. Cela peut s’illustrer par la récherche du contrdle
optimal parmi les mésures admissibles afin de réduire le taux d’incidence de la dynamique de pro-
pagation d’une maladie infectieuse dans une population donnée, i.e. réduire le nombre des infectés
et obtenir un gain en espérance de vies humaines tout en préservant le pouvoir économique. Nous
allons donc formuler des problemes pratiques du contrdle optimal en introduisant une commande
ou un contrdle dans les modeles stochastiques de propagation des maladies infectueuses afin de
contraindre a moindre colt et a un temps record, la dynamique de I’infection a atteindre le but
recherché par nos gouvernements en matiere d’épidémiologie. Ainsi les problemes de contrdle
des équations différentielles stochastiques sont appliqués aux modeles épidémiques stochastiques
SIS, SIR [33]], et aux autres modeles stochastiques formulés tels que : le modele MST de la
dynamique des maladies sexuellement transmissibles avec traitement, le modele SH; HoWy du
VIH/SIDA et le modele SLT R de la tuberculose tous deux en présence d’un traitement et enfin
le modele SIyIrIgK du cancer du col utérin.

Cette these, constituée d’une introduction suivie de six chapitres et d’une conclusion, est donc
structurée comme suit :

Introduction Générale () qui donne une complete introduction au problématique du sujet, le
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situe dans le contexte des travaux de recherche a développer pour atteindre les objectifs visés.

Chapitre [I] fournit quelques outils mathématiques de base comme support aux travaux a dé-
velopper dans les chapitres suivants. Plus précisement, ces outils mathématiques sont les rappels
de quelques notions en calcul stochastique, équations différentielles stochastiques, processus du
contrdle optimal stochastique, stabilité aléatoire et optimisation. Il est y aussi rappelée la notion du
nombre de reproduction de base, parametre en épidémiologie mathématique qui apporte une idée
sur la dynamique de la transmission d’une maladie infectueuse au sein d’une population donnée et
permet d’orienter les stratégies de controle de cette infection.

Chapitre [2| donne les concepts de base du contrdle optimal stochastique des équations diffé-
rentielles continues non linéaires a horizon du temps fini ou infini. Les principes de base a utiliser
dans la résolution des problemes du controle optimal sont y énoncés.

Chapitre [3|rapporte la formulation mathématique de quelques modeles stochastiques en épidé-
miologie. Focalisé€s sur les modeles stochastiques formulés par Alen et al., nous proposons d’abord
comment se fait la transformation des modeles épidémiologique déterministes classiques SIS,
SIR, et SEIR en modeles stochastiques dont les variables d’états sont aléatoires. Cette formu-
lation prend en compte 1’aspect aléatoire des perturbations auxquelles est soumis naturellement
tout systeme dynamique. Ensuite, cette approche est utilisée pour formuler des modeles stochas-
tiques mathématiques de la dynamique de transmission d’une maladie sexuellement transmissible
avec traitement, du HIH/SIDA avec traitement, de tuberculose avec traitement et cancer du col
utérin avec contrdle. Quelques modeles stochastiques formulés sont mathématiquement analysés
et controlés dans les chapitres suivants.

Chapitre 4] est celui dans lequel nous avons développer I’analyse mathématique des mmodeles
déterministes et stochastiques associés. Cette analyse est faite précisement pour les modeles déter-
ministes et stochastiques de la dynamique de transmission d’une maladie sexuellement transmis-
sible avec traitement, du VIH/SIDA avec traitement et de tuberculose avec traitement précédement
formulés. Dans un premier temps, nous y avons montré 1’existence, 1’unicité, la positivité des solu-
tions, ainsi que les trajectoires bornés des modeles déterministes précités. Nous avons aussi calculé
le nombre de répoduction de base ainsi que les points d’équilibre et L’étude de leur stabilité. Dans
le second temps, pour les modeles stochastiques, nous avons montrer la positivité des solutions,
les trajectoires bornées et 1’existence des solutions. Nous avons aussi calculé les points d’équilibre
et étudié leur stabilité. L’effet du traitement a été mis en évidence dans ce chapitre.

Chapitre [5]traite le contrdle optimal des stratégies du traitement pour les modeles stochastiques
de transmission d’une maladie sexuellement transmissible, du VIH/SIDA, de tuberculose et cancer
du col utérin.

Chapitre [0|fournit les simulations numériques des modeles stochastiques d’une maladie sexuel-
lement transmissible, du VIH/SIDA, de tuberculose et cancer du col utérin avec et sans contrdle
des stratégies de traitement. Les simulations numériques comparatives de deux types, stochastique
et déterministes, de ces modeles sont effectuées.

Conclusion Générale avec les perspectives envisagées termine cette these.
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CHAPITRE 1

OUTILS MATHEMATIQUES

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques outils mathématiques devant servir de la base d’ap-
pui pour I’étude relative a notre sujet de these. Pour plus de détails, consulter [, [10, [11} 12, 44,
93, 197]]. Ces outils sont précédés d’une section de notations mathématiques et se terminent par une

section sur le parametre seuil en épidémiologie.

1.1 Notations :

Notons par
N : I’ensemble des entiers naturels et R : I’ensemble des nombres réels.
R? : I’ensemble produit de d—uplets des nombres réels. M,,(R) : ’ensemble des matrices carrées
réelles de taille n non nul.
M., 1(R) : ’ensemble des matrices colonnes (n, 1) i.e a n lignes et 1 colonnes.
M (nxm)(R) : I’ensemble des matrices (n, m) i.e a n lignes et m colonnes.
S, (R) : ’ensemble des matrices symétriques sous-ensemble de M, (R).
ST(R) : I’ensemble des matrices symétriques positives sous-ensemble de M,,(R) ; i.e les matrices
S de S, (R) vérifiant XTSX >0, VX e M, (R).
Gl,(R) : I’ensemble des matrices inversibles de M,,(R).
Spc : Le spectre ou I’ensemble des valeurs propres dans C
I,, est la matrice unité de M,,(R).
AT 1a transposée de la matrice A de M,,(R).
D,, = diag(A, A2, ..., A\n), AN € R, i =1,2/...,n. la matrice diagonale de M, (R)
int(U) est ’ensemble des points intérieurs d’un ensemble U.

|.| est la norme euclidienne vectorielle ou matricielle, i.e.

VM = (mi;) € Maxm)(R)

& ou (2 : est I’ensemble ou I’espace des états et T : est 1’espace temporel.
[P : 1a mesure de probabilité et P(\) : est la loi de Poisson de paramétre A > 0.

[E : I’opérateur espérance mathématiques.

0 o\
V=|—=—,...,= | :1opérateur vectoriel gradient par rapport a v € R,
0xy 0x4
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Outils Mathématiques
1.2 Eléments de I’algebre linéaire

0? . . . :

D? = ( 2.0 : I’opérateur matriciel Hessien des dérivées partielles du second ordre par raport
T;0Z

azr c R

tr : est la trace d’une matrice carrée.

L et A désignent les opérateurs infinitésimaux

1.2 Eléments de I’algébre linéaire

e Définition de la Racine carrée d’une matrice : Soit A une matrice (n x n). On dit qu’une ma-

trice R de dimension (n x n) est une racine carrée de A si R? = A.Onlanote: R = VA

e Racine carrée d’une matrice symétrique : Soit A, une matrice (2 x 2) telle que :

a b
1.1 Ay =
w ()

La racine carrée de A, est donnée par la formule :

a b 2 1 a+w b
1.2 A, = i
1:2) \/_2 (b c) 5( b c+w>

ol w=+va—0 et d=+a+c+2w

Remarque 1.2.1. Pour un cas général de la matrice symétique A, de dimension (n X n) avec
n > 3, il n’existe pas une formule pour le calcul de \/ A,, comme (1.2) ci-dessus. Mais lorsque A,

peut se décomposer sous la forme canonique suivante A,, = PT D, P, alors

VA, = P"\/D,P = P diag(x/M, v/ D2, /M) P

Propriété 1.2.1. (de la racine carrée d’une matrice symétrique positive) La racine carrée d’une

matrice symétrique positive existe et est unique ; i.e

VS € Su(R), AR e S,(R), S =R

Définition 1.2.1. (de exponentielle d’une matrice) Pour toute matrice A € M, (R), la série
+oo  in
Z — est normalement convergente vers exp(A) = et € M, (R) i.e
n!
n=0

400
An
VA € M,(R), I exp(A) € M,(R), exp(A) =e = Z —

n!
n=0

Propriété 1.2.2. Soient A, B € M, (R) et P € Gl,,(R)
= exp(0) = I
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Outils Mathématiques
1.3 Rappels sur Le calcul stochastique

- V(A1 Ag, .o A) € RY,
exp(diag(Ai, Ag, ..., A\y) = diag(exp(Ay), exp(Na), . .., exp(\,))
et
exp(trig(Ai, Ae, ..., \y) = triglexp(Ar), exp(Ae), . .., exp(A,))
— 8i A= PBP™, alors exp(A) = Pexp((B))P~!
— det(exp(A)) = exp(tr(A))
— Spc(exp(A)) = exp(Spe(A))
— Si N € M,,(R) est nilpotente d’indice p, alors exp(N) = Z —

— exp(A) est un polynéme en A, et donc commute avec A.
n n

1.3 Rappels sur Le calcul stochastique

1.3.1 Calcul stochastique

Le calcul stochastique est 1’étude des phénomenes aléatoires dépendants du temps comme les

systemes dynamiques stochastiques. A ce titre, il est une extension de la théorie des probabilités.

1.3.2 Processus stochastiques (ou aléatoires)

Soit (€2,/F,P) un triplet désignant un espace de probabilité et soit (E,£) un couple désignant un

espace mesurable. T désigne un ensemble quelconque.

Définition 1.3.1. — Un processus stochastique (ou aléatoire) X indexé par T et a valeurs dans
(E,E) est une famille de variables aléatoires (X;),. définies sur le méme espace de proba-
bilité (), F,P) et a valeurs dans (E,E).
— L’espace (E,E) (ou par abus de langage I’espace E) est appelé ’espace des états.
— Pour tout w € Q, Uapplication t — (X;),(w) est appelée trajectoire du processus.
Le processus stochastique est donc une application mesurable X de deux variables, le temps t
et [’état w définie par :
X:TxQ—FE
(t,w) — X(t,w)
Pour toutt € T, t —— X, qui est une variable aléatoire implique que :

pourtoutt € T, w+—— X(t,w) est une variable aléatoire

Remarque 1.3.1. — Si T C Nalors le processus est a temps discret ;

— SiT C R alors le processus est a temps continu.

Les processus stochastiques sont tres utilisés dans les modeles physiques, chimiques, biolo-

giques, statistiques, financiers et épidémiologiques.
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1.3.3 Filtration

Un phénomene connu a la date t est rassemblé dans une tribu F;, c’est I’information a la date t.

Définition 1.3.2. Soit (2, F) un espace mesurable.
On appelle filtration, une collection {F;,t € T} des sous-tribus emboitées de F qui peut s’inter-
préter comme [’information disponible qui évolue au cours de temps.

Donc F, CFetF, C Frsis<t

Le quadruplet ( 0, F,{Fi}i>0, P ) est appelé espace de probabilité filtré.

Définition 1.3.3. Un processus (X,),. est dit adapté a une filtration {F;,t € T} si X, est Fy-
mesurable pour tout t.

Un processus (X;), .y est dit a trajectoire continue (ou simplement processus continu) si. P({w €
Q; t — Xy(w) est continu }) = 1 c’est-a-dire les applications t — X,(w) sont continues

pour presque tout w

Définition 1.3.4. La filtration naturelle d’un processus (X;),.p est {F;*,t € T} telle que F* =
0(Xs;0 < s < t) tribu engendrée par (Xs;0 < s < t)

1.3.4 Martingale

Définition 1.3.5. Un processus stochastique (X),.r est une martingale si :
E[X|Fs, s < t] = X;

ou I’événement conditionnel [ X|F, s < t| est I’ensemble de l'information disponible a l’instant
s, Fs qui contient toutes les réalisations passées de X a la date s, dont I’espérance mathématique

conditionnelle de X; F; est égal a X,.

Théoreme 1.3.1. (de Lévy-Doob)
Soit Wy, 0 < t une martingale de variance finie tels que :
- Wy=0
- E[dW|Ws,0<s<t]=00adW, =Wy g — W,
— E[(dW,)?|[W,,0 < s <t]=dt

Alors Wy est un processus de Wiener standard

1.3.5 Processus de Markov

C’est un processus (X;) dont le comportement dans le futur ne dépend que du présent et

teR+
non du passé c’est-a-dire un processus sans mémoire puisque pour tous r, s et t de R+ tels que

t > s >r > 0,latransition de s a t ne depend que de X et ne tient pas compte de X,

Définition 1.3.6. Un processus (X;),cp.

pour toute fonction borélienne et bornée f : R — R, ona :

est un processus de Markov si pour toutt > s > 0 et
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E(f(X,)|FX) = E(f(Xy)|X) presque stirement avec FX = o(X,;0 <r < s).

On dit aussi que (X;) est un processus de Markov adapté a la filtration F2X.

teR+
En particulier si f(x) = Ig(x) avec B € B(R) tribu borélienne de R, alors on a :

P(X, € B|IFX) = P(X, € B)|X.)

Définition 1.3.7. Soit (X;), g, est un processus de Markov adapté a la filtration FX. Pour tous

t> s> 0etx € fixé il existe une mesure de probabilité P, ;(-/ X, = x) sur (2, = B(Q)) tels
queV B € B(QY)), Pis(-|Xs=2x) est B(2) — mesurable et

P(X; € B|X;) = E(Ixpen|Xs) = Py o(B|X,) presque surment (p.s.)

L’ensemble {IP; ;(B|X, = )} est ’ensemble des probabilités de transition pour le processus
de Markov (X;),.p. -
Alors {P, ;(B|Xs = x) représente la probabilité pour que, de I’état initial X, = x au temps s, le
processus prenne une valeur dans I’ensemble B au temps ¢.

Pour tout t > s > 0 et pour toute fonction B(2) —mesurable bornée f : 2 — R, ona:

Pou(BIX,) € {Pus(BIX, = a)} <= E[f(X,)|F)] = / F)Pea(dylXs) ps.

Pourtoutn € N etty <t; <...<t,; By, Bi,...,B, € B({2), nous avons :

]P)(th € Bn;---;XtQ € Bo) =

/ .. / Ptnytn—l (dxn|Xn—l = .flfn_l) c. ]P)tlyto(dxﬂXo = .Z'()).
n Bo

Les probabilités de transition pour le processus de Markov de (X;) satisfont a I’équation de

Chapman-Kolmogorov ci-dessous :
Pra(BIX. =) = | Pea(BIX, = 1) Pus(dy}X. = )
Q

Théoreme 1.3.2.
Soit X = (X,,) une chaine de Markov sur un domaine ) donné ayant pour matrice de transition
P. Alors

P(Xo =20, X1 =T1,..., X, = %) = Mo({xo})]?(xoy $1)p($17 $2) .- 'p(xn—h %)

ou o désigne la loi se probabilité de la variable aléatoire X. En plus
la loi u,, de X, vérifie la relation de récurrence connue aussi sous le nom de I’équation de
Chapman-Kolmogorov :

fins1 = pnP = poP™

out P est un opérateur matriciel défini pour tout x, y € S) par

P(X, =y|Xo=z) =P"(z,y)
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et pour toute fonction bornée h : () — R,
E[h(Xn)| Xy = z] = P"h(x).

avec

P () =D pn(@)P(z,y) et Ph(z) = P(z,y)h(y).

Y

1.3.6 Temps d’arrét
Le temps d’arrét se rencontre dans un processus arrété.

Définition 1.3.8. Un temps d’arrét T par rapport a une filtration { F; } > est une variable aléatoire

7:Q — R, =R, U{+oo} telle que pour tout t > 0, on ait :

{r<ti={rw)<t}er

1.3.7 Mouvement brownien

Le mouvement brownien est un exemple particulierement simple de processus aléatoire indexé
par R. On peut également le voir comme la limite d’une marche aléatoire lorsque le pas de temps

tend vers zéro.
Définition 1.3.9. Un mouvement brownien est un processus stochastique {W, },cr . a valeurs dans
(R, B(R)) défini sur un espace probabilisé (0, F,P) tel que :

1. {W,}, est a trajectoire continue

2. {Wi}s est a accroissements disjoints independants c’est-a-dire : ¥t > s > r > 0, les

variables aléatoires (W, — Wy, W, — W,.; W,.) sont indépendantes

3. Vs >0, (Wyrs — W,) est une variable aléatoire de loi gaussienne centré de variance
s N(0,s)
Si de plus :

4. P(Wy =0) =1, alors {W,}icr, est un mouvement brownien standard.

1.3.8 Intégrale stochastique

L’intégrale stochastique la plus importante est I’intégrale d’Itd portant le nom de son inventeur
Kiyoshi Ito.

Définition 1.3.10. L’intégrale d’Ito est I'intégrale stochastique de la forme :

t
(1.3) / XdW
0

ot {Witier, est un mouvement brownien et { X, },cr, un processus stochastique.

These de Doctorat/Ph.D 22 BONGOR DANHREE (© 2017



Outils Mathématiques
1.4 Equations différentielles stochastiques

Propriété 1.3.1. Table de multiplication

X | dt | dWy S
1 sti=y
dt 0 0 avec 0;; = {

0 it
AWy, | 0 | 6,dt st

E[dW,] = 0, E[dW, dW,] =

Iidt sit=s
0 sit#s

ou I est la matrice identique (d x d).

1.4 Equations différentielles stochastiques

Définition 1.4.1. ( Equations différentielles stochastiques (EDS))
Soit un espace de probabilité filtré (0, F,{Fi>o}, P).
On appelle équation différentielle stochastique (EDS), une équation de la forme :

. XO = 29
ot zyg € R? est la condition initiale, X; = (X},..,XH)T € R? un processus aléatoire d-

dimensionnel, W, € R™ est un mouvement brownien, f(t, X;) € R% et G(t, X;) € R™™ sont

respectivement des fonctions mesurables vectorielle et matricielle.

Définition 1.4.2. Le processus { X, }+>¢ est une solution forte s’il est F-adapté et si

/ UG XDP + 16 X))t < 50

et X, défini ci-dessous vérifie ’EDS (L.4)

+o00 +o00
0 0

Définition 1.4.3. Le processus {X:}:>o est une solution faible s’il est H.-adapté o H, est une
filtration de ’espace probabilisé (2, F, P) et si W est un mouvement brownien de dimension m tel
que Wy soit une martingale relativement a H; enfin si on a presque siirement :

+oo +oo
(1.6) Xy = Xo+ ft, Xe)dt + G(t, X)) dW,
0 0

vérifie ’EDS.

Remarque 1.4.1. Lorsque le processus {X;}ier est a Uhorizon fini i.e T = [ty,ts], alors Les

solutions (L.3)) et (1.6) s ecrivent :

t t
(17) Xt = X() + / ' f(t, Xt)dt + / ' G(t, Xt))th
to

to
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De plus I’espérance mathématique de ce processus est donnée par :

(18) B =BG+ B[ feX0d

car ¢
f
B[ G x)aw) = 0
to

Nous avons aussi

et
(1.10) Var[Xeoar — Xo| Xo) = G(t, X;)GT(t, X;) At + 0(At)

Théoreme 1.4.1. Conditions d’existence et de ’unicité d’une solution forte
Soit L5 (2, R*)’ensemble des variables aléatoires X a valeurs dans R? telle que E(|X|? < 00)
avec p € [1;+oo[ Les conditions d’existence et d’unicité d’une solution forte de I’EDS (1.4)) :

— Si les fonctions f(t,.) et G(t,.) sont localement lipschitziennes c’est-a-dire qu’il existe L>0 tel

L X - g X)) < - x|
G(t, X)) = G(t, XP)| < LIX{ — X7
— Sideplusona:
[t X0 +|G(t, X,)| € (2R

alors pour tout Xo € L(Q,RY) avec p > 1, il existe une unique solution forte de (L) qui
vérifie :

E( sup |Xif") < K(1 - E(|Xo["))

te[0;00[

E(|X; — X,[")) < K(1 = E(|Xo[")|t — s]2) Vt,s € [0;00[ K >0

Remarque 1.4.2. Conditions d’existence et de I’unicité d’une solution faible
En plus des conditions d’existence et d’unicité d’une solution forte, il faut ajouter que l’espace de
probabilité filtré qui n’est pas fixé, fait partie de la solution faible.

Rappelons aussi que sous ces conditions sur f et G, nous avons en particulier :

(1.11) E|sup | X, |*| < +oo
s€(t,T]
(1.12) lim E| sup | X,—2|*| < +oo
h—0% | se[t,t+h]

ou X; = x est la condition initiale du processus partant de v en s = t et X, est la solution de

I’EDS (T4).
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Lemme 1.4.1. (d’It0)

Soit X € R un vecteur aléatoire d-dimensionnel dont le processus X; = (X}, ..., X})7T est
gouverné par I’EDS (1.4).
Soit Yy =h(t,X;) = (Y ...V HT avec h : R, x R? — R? deux fois continument dérivables.

Alors le lemme d’Ito généralisé est donné :

d
(1.13) Ay = %dt ~ Ol —raxi+ L Oy
. k=

J
ot Oz’ 8x18 7 X,

La formule d’It6 multidimensionnelle s’écrit sous la forme suivante :

d o O?h . Oh
(1.14) dY, = dh = E fZ - ZEJ (GG )”8 D07 dt + g Gi;dW, ta .
La formule d’Ito unidimensionnelle s’écrit sous la forme suivante :
oh 0%h oh
1.15 dY; = dh(X;,t) = — + =G? dt Xy, t)d
(115 () = (G + T 56 ) dit G0

Soient A et L les générateurs ou opérateurs infinitésimaux définis respectivement par :

A= (.09 -+ 57 [(G7G)(a, 1)D*)

0- 1 T 9 0-
- Sz D2l = =
L at+f(x,t)v +5tr [(GTG)(x,t)D* ] 8t+A
La formule d’It6 multidimensionnelle (1.14)) devient
oh ; Oh
(1.16) dY; = dh(X,t) = ( -+ Ah | dt + ZGdet o

Théoréme 1.4.2. Soit v = v(t, z) une fonction de classe C*? a dérivées en x bornées, t.(t, ) une
fonction continue bornée sur [0; +o00[xRY, et X; la solution de ’EDS (T.4). Si A™ = f(7,2)V -

1
+§t7" [((G"G)(7,2)D*] est I’'opérateur associé a cette EDS, alors

M, = v(t, X,)e 5 — / <(z):; +A"v—c v) (1, X )e $Mdr

est une martingale avec £(t) l'intégrale définie par

(0 = [ . x)ds

Propriété 1.4.1. (Du générateur infinitésimal A)
— A est dit elliptique si et seulement si

d d
>N (GTG)i(tx)mm; > 0 V(t,x) € T xR, p e RY

i=1 j=1

c’est-a-dire que (GTG) € S (R) ou que les valeurs propres de G*' G sont positives.
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— A est dit uniformément elliptique s’il existe ¢ > 0 tel que
d d
ZZGGUtxnm]>c]77\ V(t,z) € T x R%, n € R
i=1 j=1

et toutes les valeurs propres de (GT G) sont strictement positives.

— A est dit dégénéré si (GT G) a au moins une valeur propre nulle.

Lemme 1.4.2. (de Gronwall) Soit g : [0,T] — R une foncton borélienne bornée telle que , pour
a,b >0,

t
g(t)§a+b/ g(s)ds, VO0<t<T.
0
Alors g(t) < ae® ¥V t € [0;T).

Lemme 1.4.3. Soitp > 2, x,y € Ry et € > 0 et suffisament petit

Preuve: Les inégalités ci—dessus peuvent étre démontrées a 1’aide des inégalités de Young : pour

1 1 yP
p,q > 0et— —|———11;y<—+—
P q p q

Lemme 1.4.4. Les deux équations différentielles stochastiques d’Ité (ED.S) et (EDSs) ci-dessous

sont equivalentes :

dX, = f(t, X,)dt +VV dW; (EDS,)

onf:TxRY—RYG:T xR — R>X™ et V: T x RE — R, sont tels que V = GGT.
Wiy = (WJ) =107 €t W = (Wt*j)T

7j=1,....m=4"
Suivant la méme loi de probabilité et sous la condition de Lipschitz, X; est une solution de

(EDS,) et de (EDSs). En plus la solution X, des (EDS)) et (EDS5) posséde la méme distribu-
tion de probabilité.

1.5 Stabilité stochastique

La théorie de la stabilité des systemes dynamiques suit généralement la stabilité de Lyapunov
[40, 145, 159, 89]. Une importante application de cette théorie est la stabilité du controle optimal
stochastique. La loi du contrdle doit garantir la stabilité du systeme stochastique dans le sens

convenable. Dans cette section, nous donnons des outils nécessaires de cette théorie.
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1.5.1 Stabilité de la solution triviale d’une EDS

Considérons I’EDS (1.4) satisfaisant la condition initiale X;, = .
On dit que la solution X; de (1.4) est stable lorsque pour une petite variation de cette condition
initiale dans un domaine borné, la solution X, varie aussi dans un domaine borné. Lorsque la

solution X; = 0, il est nécessaire dans ce cas que f(¢,0) = G(¢,0) =0

Définition 1.5.1. Sous les hypotheses d’existence et de 'unicité de solution de I’EDS (1.4) et soit
f(t,0) = G(t,0) = 0 pour tout t > t,.
On appelle solution triviale de (1.4), la solution "nulle" c’est-a-dire X; = 0.

Définition 1.5.2. (Stabilité faible en probabilité)
La solution triviale X; = 0 de (1.4) est dite faiblement stable en probabilité si¥ ¢ €|0; 1, Vp > 0
alors 30 > 0 tel que pour tout t > ty, ty > 0 on ait

|20 |<0 = P(|X¢| <e|Xyy =m0) >1—p

Définition 1.5.3. (Stabilité asymptotiquement faible en probabilité)
La solution triviale X; = 0 de (1.4)) est dite asymptotiquement faiblement stable en probabilité si
elle est faiblement stable en probabilité etV v > 0, on a

a0 ]< 0 = Jim P(X,] <X, =) = 1

Notons en passant que la faible stabilité ne caractérise pas le comportement de la trajectoire
de X;. En effet, la solution triviale peut €tre faiblement stable, mais presque toutes les trajectoires
de X, peuvent tantot quitter son domaine d’attraction | X; |< e. Pour ce faire, la stabilité forte en

probabilité (ou stabilité en probabilité), concept que nous définissons a la suite, est plus employée.

Définition 1.5.4. (Stabilité en probabilité)
La solution triviale X; = 0 de (1.4) est dite (fortement) stable en probabilité si¥ ¢ €]0;1[, Vp > 0
alors 36 > 0 tel que pour toutt > to, tog > 0 on ait

|29 |<0 = P(sup|Xy| <e|Xy, =x9) >1—p
t>to

La définition (1.5.4) signifie qu’avec une perturbation initiale suffisament petite, la trajectoire

de X; demeure dans un petit voisinage de la solution triviale avec une probabilité tendant vers 1.

Définition 1.5.5. (Stabilité asymptotique en probabilité)
La solution triviale X; = 0 de (1.4) est dite (fortement) asymptotiquement stable en probabilité si
elle est stable en probabilité etV v > 0, on a

| 2o |[< 09 = lim P(sup | Xy| <Xy =20) =1

T—>+00 t>to+7
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Définition 1.5.6. (p—Stabilité )
La solution triviale X; = 0 de (L.4) est dite p—stable si ¥ ¢ > 0, 3§ > 0 tel que pour tout
t>ty, to>010onait

| 2o |< 0 = E[|XiP| Xy, =] <e¢

Lorsque p = 2, on parle de la stabilité en moyenne quadratique.

Définition 1.5.7. (p—Stabilité asymptotique)
La solution triviale X; = 0 de (1.4) est dite asymptotiquement p—stable si elle est p—stable et si

pour toute solution X; on a
| Xy |§ (S() — lim E[|Xt|p|Xt0 = l’o] =0
t—>4o00

Définition 1.5.8. (p—Stabilité exponentielle)
La solution triviale X; = 0 de (1.4) est dite exponentiellement p—stable si pour toute condition
initiale Xy, = 19 € R, t >t >0, Ja > 0,5 > 0 tel que I’on ait

B[ X0 [P| X1, = o] < | X [P 1)

Définition 1.5.9. (Stabilité exponentielle presque siire)
La solution triviale X; = 0 de (L.4) est dite exponentiellement stable presque siirement (p.s.) si

pour toute condition initiale X;, = xo € R?, t >ty > 0, on ait

1
lim sup gln|Xt| <0 D.S.

t——+o00

1.5.2 Stabilité de I’état d’équilibre aléatoire d’une EDS

Considérons I’EDS (1.4)) satisfaisant la condition initiale X;, = z, et supposons que f(¢,0) =
G(t,0) = 0.
On dit que X, = z. est un état d’équilibre aléatoire de (I.4) si f(¢, X.) = G(t, X.) = 0.

Définition 1.5.10. (Stabilité en probabilité)
Un état d’équilibre aléatoire X, de (1.4)) est dit stable en probabilité si ¥ ¢ €]0; 1], ¥ p > 0 alors
36 > 0 tel que pour tout t > ty, to > 0 on ait

| g — 2 |[< 6 = P(sup|Xy| <e|Xyy=20) >1—p

t>to

Définition 1.5.11. (Stabilité asymptotique en probabilité)
Un état d’équilibre aléatoire X, de (1.4) est dit asymptotiquement stable en probabilité s’il est
stable en probabilité et ¥ v > 0, on a

|20 — 2. |< 0y = lim P(sup | Xy <v[Xy, =20) =1

T—>400 t>to+T
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Définition 1.5.12. (p—Stabilité )
Un état d’équilibre aléatoire X, de (1.4) est dit p—stable si ¥ ¢ > 0, 36 > 0 tel que pour tout
t>ty, to>010onait

|z — 2. |< 60 = E[|X; — Xc|P| Xy, = 0] <
Lorsque p = 2, on parle de la stabilité en moyenne quadratique.

Définition 1.5.13. (p—Stabilité asymptotique)
Un état d’équilibre aléatoire X, de (1.4)) est dit asymptotiquement p—stable s’il est p—stable et si

pour toute solution X; on a
| zg — 2. [< 0y = lim E[|X, — X |°| X, = z0] =0
t—+o00

Définition 1.5.14. (p—Stabilité exponentielle)
Un état d’équilibre aléatoire X, de (1.4)) est dit exponentiellement p—stable si pour toute condition
initiale Xy, = 19 € R, t > t5 >0, Ja > 0,5 > 0 tel que [’on ait

E[|X; — X |P| Xy = o] < B8] Xy, — X [Pemott0)

Définition 1.5.15. (Stabilité exponentielle presque siire)
Un état d’équilibre aléatoire X, de (1.4)) est dit exponentiellement stable presque sirement (p.s.)

si pour toute condition initiale X;, = ¢ € RY, t >ty > 0, on ait

. 1
lim sup ;ln’Xth_Xz:(t,XtO) <0 P.S.

t—4o00

1.5.3 Théoremes de stabilité

Théoréme 1.5.1. S’il existe une fonction V (t, z) de classe C**(T x RY, R) vérifisant les inégalités

ci-dessous pour toutes constantes c; > 0, co > 0, c3 > 0
aleff SV(tx) <cofaf”, V(L z) < —cslaf”.
Alors la solution triviale de (1.4) est exponentiellement stable.

Théoreme 1.5.2. Lorsque la solution triviale de (1.4)) est exponentiellement p—stable et les fonc-
tions f(t,x) et G(t,x) de (1.4) ont des dérivées prmiéres et secondes continues et bornées, alors
il existe une fonction V (t, x) de classe C**(T x R R) vérifisant

alzlP <V(t,z) < clzP, V(t,z) < —cslzlP Ver >0,¢0>0,¢3 >0

et
92V (t,x)

<eglzlP™? i,j=1,....,d Vei>0.
al’ial'j 4| | J 4

< c4|x]p_1,

AV (t, )
8@»
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Théoréme 1.5.3. ([69]) Supposons qu’il existe une fonction V (t,x) € CH?(R, x R?) satisfaisant
les conditions suivantes pour K1 > 0, Ky > 0etp > 0:

V(t,x)] < Ki|z|’ et  LV(t,x) < —Ks|z|P
ot A est un opérateur différentiel associé au modéle stochastique (3.37), opérant sur une fonction
V =V(t,x) € C*(R; x RY) par

L g OV
+ 567 (t2) 55 Gl o).

oV oV

Alors la solution triviale de (1.4)) est exponentiellement p-stable.
Lorsque p = 2, alors cette solution est exponentiellemnt stable en moyenne quadratique et est

globalement asymptotiquement stable.

1.5.4 Positivité de la solution bornée d’une EDS

Définition 1.5.16. Une solution X; de I’EDS (1.4), est dit positive s’il existe un sous ensemble
compact K de R tel que pour tout état initial X,;, = xo € R?, t >ty > 0, on ait

P(Xt € K|X0 = .T()) =1

De plus pour tout sous-ensemble ouvert O de K C R, et pour o, le temps limite d’explosion de

O, alors pour tout xy € RY — O, on ait
E[X,, = 70| X, = 0] < +00.

Théoreme 1.5.4. Si [’état initial aléatoire Xo = xo € K C Ri avec K un compact, alors toute la
trajectoire de la solution X, de (1.4) demeure dans K avec une probabilité égale a 1, ¢’est-a-dire
pourtoutt >ty > 0, 0ona

P(X; € K| Xg=1mp) =1

1.6 Processus de controle et processus controlé

Nous définissons ici un processus de contrdle et un processus controlé qui évolue et se diffuse
sous I’action d’un "controleur". Celui-ci influence le comportemnt d’un processus stochastique en
modifiant sa dynamique (son évolution et sa diffusion) a chaque instant par une action ou fonction
de controle.

Soit (Q, F,{Fi=0},P). un espace de probabilité filtré. Soit W; = (W), . un mouvement

bronien a valeurs dans R™.

Définition 1.6.1. (Processus de controle)
On appelle processus de contréle, tout processus ou fonction u = (u;)ier progressivement mesu-

rable a valeur dans U C R".
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On désigne par U I’ensemble des processus de controle.
Un processus de controle est dit admissible s’il satisfait a certaines conditions d’admissibilité
considerées par le controleur.

On désigne par U,q I’ensemble des processus de controle admissible.

Définition 1.6.2. (Processus controlé et loi de contréle)

Soient f et G deux fonctions localement lipschitziennes définies respectivement par
f:tz,u) eRy xRYx U — f(t,z,u) € R

et
G:(t,z,u) Ry xR x U — G(t,z,u) € M axm) (R).

Pour tout processus de controle u € U, considérons ’EDS suivante :
dXt = f(t,Xt,ut)dt—l— G(t,Xt,ut)th, XO =X.

Si cette EDS admet une solution unique X = X, alors le processus X = (X,),.p est appelé
processus controlé dont la dynamique est conduite par I’action du processus de contrdle u. On
notera par X" = (X}'),cr le processus controlé par le controle w.
Pour tout processus de controle (uy),.q et pour tout processsus controlé (X}'),.r, on désigne aussi
par u la loi de contréle. La loi de contréle rétroactif ou controle feedback est définie sur T x R?
et a valeurs dans U C R" par

U = U(t, Xt)

Définition 1.6.3. (Classification des EDS contrélées)
Lorsque seul le terme déterministe (ou l’évolution) est soumis a l’action du processus de controle
u, alors on obtient I’EDS contrélée (1.17)

dX aw,
(1.17) — L =t Xpuw) + G, X)) —, teT Xo=u1;
dt dt
Lorsque les deux termes (déterministe et stochastique) sont soumis a [’action du processus de

contrédle u, on obtient ’EDS controlée (1.18))

dX. d
(118) d_tt = (t,Xt,ut)—i—G(t,Xt,ut)%, tGT XOZIE;

Enfin, lorsque les deux termes sont soumis a [’action de deux contrdles différents u et v respecti-
vement, on obtient (1.19)

(1.19) % :f(t,Xt,ut)—l—G(t,Xt,vt)%, teT; Xg==x.

Tout processus X = (X;);er évolutif dans 1’espace temporel T et dans I’espace des états £
et conduit par I’action du processus de contrdle u, peut étre décrit a 1’aide de la modélisation
mathématique, par une EDO (1.20) lorsque sa dynamique ne tient pas compte des perturbations de

nature aléatoire appelées bruits blancs aléatoires.
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Définition 1.6.4. (EDO contrélée)
Soit X; = X (t) = (X;(t))L, , un processus dont la dynamique ne tient pas compte des bruits

.....

blancs aléatoires mais tient compte de I’action du processus de controle u.

On appelle EDO contrélée, I’équation

dX,

(120) W = f(t,Xt,Ut), t e T, XO =XT.

Définition 1.6.5.

— Pour toute loi de contrdle u € R", les fonctions f* et G" sont définies par :
fit,x) = f(t,z,u) et GU(t,x) = G(t,z,u)
et
folt ) = f(t,2,0) = f(t,2) et = G°(t,2) = G(t,2,0) = G(t,)

— Pour toute loi de contrdle u € R", I’opérateur A" est défini par :
1

CU(t,z) = [(GM)'GY)(t,2) = (GTG)(t, 2, u)

1.7 Optimisation

1.7.1 Optimum global et local

Définition 1.7.1. (Minimum et maximum global)

Soit F': Q) — R, une fonction définie sur un ensemble fermé () C R". Alors
1. Le point x* € Q) est un minimum global de F sur Q) ssi F'(z*) < F(x), Yx € Q
2. Le point z* € Q est un maximum global de F sur ) ssi F(x*) > F(z), Yz € )

Un vecteur x* € () est un optimum global de F' sur () s’il est un minimum global ou un maximum

global.

Le supremum de I sur () est la valeur maximun de F' sur ) définie par :

max{F(z)} = ilelg{F(l’)}

z€Q

Si * € Q est un maximum global de F' sur (), alors

max{F(z)} = sup{F(z)} = F(z")

€N xeQ)

Le infimum de F sur () est la valeur minimun de F' sur () définie par :

min{F'(z)} = inf {F(x)}
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Si x* € ) est un minimum global de F sur (), alors

min{F(z)} = inf {F(x)} = F(z")

€N

1l existe plusieurs points maximums globaux (respectivement ninimums globaux), mais une seule
valeur maximale (respectivement minimale).

L’ensemble de tous les points maximums globaux de I sur () sera noté
Arg HléiX{F }

et ses éléments par
Argmax{F(z)} = @

De méme I’ensemble de tous les points minimums globaux de F' sur §) sera noté
Arg mén{F }

et ses éléments par
Argmin{F(z)} = z*

€N
Pour tout x € ), nous avons

min{ F(z)} = max{—F(z)}

€N e

Définition 1.7.2. (Minimum et maximum local)

Soit F': Q0 — R, une fonction définie sur un ensemble fermé () C R". Alors

1. Le point x* € Q) est un minimum local de F sur Q) ssi 31 > 0 tel que
F(z*) < F(x), Ve e QN B(z", 1),

ou B(z*,r) est une boule fermée de centre x*, de rayon

2. Le point x* € () est un maximum local de F sur ) ssi 31 > 0 tel que
F(z*) > F(x), Yee QN B(z",r)

Théoreme 1.7.1. (Condition d’optimalité du premier ordre pour I’optimum local)
Soit F' : U — R, une fonction définie sur un ensemble fermé U C R". Supposons que u* €
int(U) est un optimum local et que toutes les dérivées partielles de I existent en u*. Alors

VFE((u*)=0

Définition 1.7.3. (Points stationnaires)

Soit F' : U — R, une fonction définie sur un ensemble U C R™. Supposons que . € int(U) et
qu’il existe un voisinage de u sur lequel I est différentiable. Alors u est un point stationnaire de
F si seulement si VF(u*) =0
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1.7.2 Cone tangent et cone normal

Définition 1.7.4. (Fonction distance)
Soit ) un espace de Banach et C un sous ensemble non vide de (). La fonction distance
de : Q0 — R est définie par
d = inf ||z —
c(z) = inf ||z |

Définition 1.7.5. (Cone tangent)
Soit Q2 un espace de Banach et C un sous ensemble non vide de $).
On appelle cone tangent a C' en x, ’ensemble T (x) de tous les tangentes a C' en x.

Un vecteur v € Q) est tangent a C' en x lorsque d(x;v) = 0 on d désigne la métrique distance.

Définition 1.7.6. (Cone normal)
Soit x € C un sous ensemble non vide de $). Notons par Y* I’espace dual de ().

On appelle cone normal a C' en x, I’ensemble N (x) défini en fonction de Tc(x) par
Ne(z)={z€Q":z2-v<0VveT(x)}

Théoreme 1.7.2. Soit F' une fonction lipschitzienne par rapport a une variable x. Supposons que

F admet un minimum sur C en x. Alors
0e axF(l’) + Nc(.T)

Définition 1.7.7. (Variation totale)

La variation totale d’une fonction x(t) est donnée par
dx(t) = ox(t) + &(t)dt

ou 6x(t) est le changement virtuel de x(t) et dx(t) est la variation totale de x(t) dite au changement

virtuel et au changement du temps dt.

1.8 Parametre seuil en épidémiologie

1.8.1 Nombre de reproduction de base

Définition 1.8.1. : Le taux ou le nombre de reproduction de base est le nombre moyen d’indidividus
infectés, durant toute la période d’infection, par un seul individu infecté se trouvant dans une

population constituée completement des individus susceptibles.

C’est un parametre seuil que les mathématiciens ont trouvé et mis a la disposition des épidé-
miologistes pour pouvoir apporter une idée sur la dynamique de transmission d’une maladie et
aussi orienter les stratégies visant a contrdler la propagation de cette maladie.

Il se détermine par le rayon spectral de la matrice de la prochaine génération ou par la valeur propre

dominante de la matrice jacobienne du systeme évalué au point d’équilibre sans maladie.
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1.8.2 Nombre de reproduction effective

Définition 1.8.2. : Le nombre de reproduction effective est le nombre moyen d’individus que

chaque individu infecté infecte en présence du traitement, durant toute la période d’infection.

Il est toujours inférieur ou égal au nombre de reproduction de base. Il permet de mettre en

évidence I’effet du traitement sur la dynamique d’une infection.
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CHAPITRE 2

CONCEPTS DU CONTROLE OPTIMAL DES
EDS

La théorie du contréle optimal née dans les années cinquante est présente et tres active dans
les travaux de recherche actuelles a cause de sa pertinence et son champs d’applications tres élargi
dans divers domaines scientifiques. En systemes dynamiques, le contrdle optimal joue le role d’in-
fluence positive et d’ajustement du comportement drastique et déviant d’un systeéme non contrdlé.
A cause de sa problématique révélée dans I'Introduction Générale | un probleme du contréle op-
timal est difficile a résoudre analytiquement surtout, lorsque le modele est non linéaire et soumis
a des contraintes sur les variables d’état et du controle. Cette difficulté s’accroit encore lorsque
le modele est multidimensionnel et soumis a des bruits blancs aléatoires comme les EDS. Basée
sur deux principes qui sont le PPD et le PMP, I’étude du contrdle optimal continue a faire tant
bien que mal son bonhomme de chemin. Plusieurs travaux de recherche ont porté sur la résolution
analytique de I’équation (HJB) obtenue par le PPD, mais trés peu de solutions ont été trouvées.
Nous citons entre autre, la solution de viscosité introduite préalablement par Grandall et ses col-
legues [49, 61], les solutions analytiques du contréle optimal d’une source linéaire des masses
oscillatoires étudiées par Bratus et Dimentberg [16]]. Etant donnée la complexité intrinseque du
probléme, Les chercheurs ont fait récours a des méthodes numériques afin de trouver les solu-
tions approximatives. C’est le cas des travaux de Kushner [39]. Aujourd’hui peu de problemes du
contrdle optimal des EDS sont résolus analytiquement. Zhou (Zhou et al. 2001) a proposé une
stratégie du contrdle optimal basée sur I’espérance mathématique stochastique pour les systemes
hamiltoniens et I’équation de (HJB). Mais la difficulté demeure non négligeable dans le cas multi-
dimensionnel avec les simulations numériques.

Dans ce chapitre nous devons rappeler un tant soit peu, les concepts du contrdle optimal des
systemes dynamiques stochastiques non linéaires a temps continu fini ou infini en utilisant la mé-
thode variationnelle [46, 47]] qui débouche sur les deux principes. La particularité dans ce travail,
est que ces concepts tiennent compte de la forme généralisée des fonctionnelles du probleme de
contrdle optimal. Nous nous inspirons des travaux de Javier R. Movellan [63]], sur le PPD de Bell-
man et ceux de D. Peng [90] et J. Yong [49], sur le PMP. Etant alors éclairés par ces concepts au
sujet du contrdle optimal, ses applications en épidémiologie, pour la dynamique stochastique des

maladies infectueuses vont mieux se faire.
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2.1 Principes de base du controle optimal

2.1.1 Principe de Programmation Dynamique (PPD)

Le PPD, appelé également Principe d’optimalité de Bellman, est un principe créé par Bellman
lui-méme [43, 81, 82, 94]. 1l est fondamental dans la théorie du contrdle, et il est appliqué aux
processus de diffusion contrdlés a valeurs dans R?, d > 1. L’idée fondamentale de ce principe,
est de considérer, pour tout état initial, un probleme de contrdle, de caractériser la fonction valeur
associée en €tablissant la relation entre cette fonction et le contréle optimal cherché.

Le PPD s’énonce par une équation de la programmation dynamique qui conduit a une équation
différentielle aux dérivées partielles (EDP) non linéaire du premier ordre dans le controle déter-
ministe [61] et second ordre dans le cas stochastique [62, [100]. Cette EDP est appelée équation
de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) et n’est pas souvent résoluble analytiquement. Mais lorsqu’on
obtient une solution explicite ou théorique réguliere, alors le théoreme de vérification valide I’ op-
timalité de cette solution. Si cette régularité n’est pas vérifi€e, alors la solution de viscosité vient
pallier a cette difficulté. Nous citons [36, 57] pour le cas déterministe et [49, [100] pour le cas
stochastique. La question de I’existence de solution de viscosité ne se pose généralement pas,
puisqu’on sait a I’avance que la fonction valeur doit étre solution de I’équation de HIB. Ce qui
intéresse le contrdleur, c’est plutot la caractérisation, la régularité, la stabilité et 1’approximation

numérique de cette fonction valeur.

2.1.2 Principe du Maximum de Pontryagin (PMP)

Le PMP, appelé encore Conditions nécessaires d’optimalité, est un principe dont 1’origine pro-
vient des travaux de Pontryagin et son équipe [80]. Il est aussi fondamental dans la théorie du
contrdle optimal. L’idée principal de ce principe est de donner les conditions necessaires d’opti-
malité (qui peuvent étre suffisantes dans certain cas) par perturbation du contrdle optimal sur un
intervalle du temps assez tres petit. A I’aide du développement en série de Taylor au voisinage de 0
de I’équation d’état et des coefficients de la fonctionnelle de cofit, I’équation adjoint de ce principe
est obtenue. Pour le PMP, tout controle optimal doit donc vérifier un systeme différentiel du type
hamiltonien (du premier ordre dans le cas déterministe et du second ordre dans le cas stochastique)
associé au probléeme optimal.

Dans les sections suivantes, le PPD et PMP sont appliqués a deux classes de problemes du
controle optimal : problemes a horizon fini et problemes a horizon infini. Avant d’aborder les

problemes du contrdle des EDS, nous étudions brievement ceux des EDO.

2.2 Problémes du controle optimal a horizon fini

Notons d’abord qu’un probleme du contrdle optimal des systeémes dynamiques soumis aux

bruits blancs aléatoires, est régi par une EDS contrdlée. Le but d’un probleme du contrdle optimal
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des systemes, est de mininiser les colts ; ce qui est équivalent a maximiser les valeurs ou gains.
Considérons alors un processus controlé régi par un systeme d’équations différentielles stochas-

tiques (EDS) contr6lé suivant
(21) dXt = f(t7Xt7ut)dt+ G(t,Xt,Ut)th

ou le vecteur des variables d’état X, est une variable aléatoire.
Lorsque le contrdle u, en particulier ne figure que dans le terme déterministe, c’est-a-dire que
G(t, X;,0) = G°(t, X;), alors nous avons

(22) dXt = f(t, Xt, Ut)dt + Go(t,Xt)th, t e [to,T], Xto = Xy.

Lorsque ce systeme n’est pas soumis a des perturbations ou bruits blancs aléatoires c¢’est-a-
dire que G(t, Xy, us) = G°(t, X;) = 0 et X; = xy, alors il se traduit par un systeéme d’équations

différentielles ordinaires (EDO) contr6lé suivant

(2.3) % =0 = f(t,x,ur), t€]te;T], x, = p.
ou le vecteur des variables d’état x; est une variable déterministe.

Avant d’étudier les problemes du contrdle optimal stochastique, permetons-nous d’aborder
dans la premiere Sous-Section [2.2.1] les problemes du contrdle optimal déterministe avec des
exemples a I’appui. L’étude des problemes du contrdle optimal stochastique est alors faite dans la
Sous-Section [2.2.2] Notre souci est de commencer cette étude par des problemes les plus simples

qui vont étre généralisés par la suite. La littérature consultée est [S, 46].

2.2.1 Probléme du controle optimal des EDO
2.2.1.1 Formulation du probleme

a) Enoncé du probléme avec temps initial fixe

Dans cette sous-section, définissons une fonctionnelle de cofit .J; : / — R de telle sorte que
J g soit minimisée a I’horizon fini ¢ € [ty; T'] sur U pendant que I’équation d’état déterministe (2.3)
soit satisfaite.
Un tel probleme du contrdle s’énonce comme suit :

Trouver un controle optimal u; = u; tels que

(2.4) Juy] = utéE{Jd[ut]}
ou
T
(2.5) Jalue) = g(T, xr) —i—/ o(v, z,,u,)dv
to

sous la contrainte donnée par 1I’équation différentielle déterministe (2.3).

Les fonctions g : [to; T] x R — R, et  : [to; T] x RY x U4 — R sont continues et bornées.
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On définit ensuite une équation d’état cible a atteintre par le systeme contrdlé au temps terminal

T'. Cette équation d’état cible s’écrit

ou ¢ € R™ est une fonctionnelle cible et 1’état terminal x est atteint au temps terminal 7'.

Un exemple d’une telle équation est I’orbite prédéterminée d’un satéllite ; un autre exemple est la
trajectoire prédéfinie tendant vers zéro du nombre des individus infectés par une maladie a la fin
d’une période.

L’objectif d’un tel probleme, est de trouver un controle optimal v = u* € R qui conduit le
systeme dynamique de 1’état initial =, en ¢, a 1’état cible (7', z7) = 0 de telle sorte que la fonc-
tionnelle de colit J; soit minimisée sur I’ensemble des contrdle ¢/ pendant que 1’équation d’état du
systéme soit satisfaite pour tout (¢, z¢,u;) € [to, T] x R? x U.

Au point b) suivant, entreprenons la résolution analytique de ce probleme.

b) Approche de la résolution du probleme

Le probleme du controle énoncé ci-haut (2.4)-(2.5) constitue un probléme d’optimisation déter-
ministe. En vue de sa résolution, nous pouvons employer la méthode de coefficients multiplicateurs

de Lagrange. Considérons alors le colit augmenté défini par

T
(2.7) jd(to, T,xy,u) = g(T,xr) + q"(T, x7) +/ lo(v, xy,u,) + 7 (f(v, 2y, u,) — &) ]dy

to

ol p € R™ et ¢ € R? sont les vecteurs de coefficients multiplicateurs de Lagrange.

On définit sur [tg, T] x R? x U x R™ le Hamiltonien comme suit
(2.8) H(t,z,u,p) =p"- f(t,z,u) + o(t, z,u).

La condition nécesaire pour que J, atteint I’optimalité est la variation totale de Jy par rapport a ses

variables tg, T', x; et u;. Cette condition se traduit alors par

~ 0 0
(2.9) dJg=—(g+YTq)Tdar + E(g +Tq)dT + ¢Tdq + (H(T,x,u,p) — pir)dT

ox
(H"™ T'tdt)+/T O s O sy (22 Té dr =0
ProThottho W | O Ty o p ) op|ar=
u
oH OH\' oH OH\T oH OH\T
or  \ 9z z‘:l...d’ du — \ Ju i:l...r7 dp  \ Opi i=1..m

sont des vecteurs colonnes et H'® = H (to, T, z, u).

D’autre part, par Définition[I.7.7]nous avons aussi
d.ItO = (Sl’to —+ j:todt()

d{L‘T = 5[L’T + CL’TdT
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T T
—/ ploddr = —ploxy + pi, 0y, —i—/ pToxdr

to to

En réorganisant les termes de .J, il s’en suit que

T T
Q10 i= | v - dor | SHo+ i) + BT )| 4T+ 0y

OH  \T OHT oH . \T

Les variables dz;, du; et dp; sont arbitraires et indépendantes sur I’intervalle de temps |to; 7[;

T
—H((to, x,u,p)dty + pi,dxy, + /

to

de méme dq est arbitraire et indépendante des autres variables et enfin les conditions initiales et
terminales sont indépendantes. Nous obtenons les systemes d’équations et les conditions suivantes
qui permettent de déterminer le contrdle optimal :

— L’équation d’état :
(2.11) T=—=f(t,z,u)

— L’équation d’état adjoint :

(2.12) p=— = ——2 —

— La condition d’optimalité :

oH
2.13 — =90
(2.13) D0
— La condition initiale :
(214) —H<t0,l‘,u,p) +pl—0dﬂft0 =0

— La condition terminale :

(2.15) 88 (9 +47q) — pr|Tder + [2(9 +9Tq) + H(T, x,u,p)}dT =0

52 ot
— L’équation d’état cible :
(T, zr) =0
Notons que la condition d’optimalité (2.13)) n’est qu’une condition nécessaire mais pas suffisante.
En effet cette condition implique 1’existence d’un contrdle optimal libre (ne subissant aucune
contrainte). S’il existe un controle admissible u € U,y C R" ou U, 4 est borné, alors cette condition
d’optimalité n’est pas satisfaite pour v € U,4. Dans ce cas, la condition d’optimalité est remplacée

par le principe (PMP) qui est une condition nécessaire et suffisante.

Théoreme 2.2.1. (Principe du Maximum de Pontryagin (PMP) déterministe)

Le PMP est énoncé comme suit :

(2.16) H(t,z",u*,p*) = min H(t, 2", u,p")

UEUGg CR”

ou ¥, u* et p* sont les solutions optimales.
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A ce probleme du contrdle optimal déterministe, ajoutons d’autres hypotheses. Ce sont les hy-

potheses relatives au temps terminal et a 1’état terminal.

c¢) Probleme avec temps terminal fixe et I’état terminal variable

Notons que le temps terminal du probleme de contr6le optimal peut étre fixe ou variable. La
plupart des applications pratiques de ce probleme exige que le temps initial et 1’état initial soient

fixes, i.e. la condition initiale (2.14]) explicitée ci-haut soit telle que
dto=0 et dxy =0
Lorsque nous fixons le temps terminal et laissons libre 1’état terminal, alors nous avons
dT'=0 déxr #0

Supposons que cet état terminal 21 variable soit égal a une une fonction prédéfinie v(7") qui est

aussi variable, alors il n’existe pas une équation d’état cible c’est-a-dire 1) = 0 et nous avons
dxp = v(T)dT,
et la condition terminale (2.15)) devient comme suit

dg T 9y B
(2.17) [%—pT} I/+E+H(T,x7u,p)—0

Lorsque le temps terminal et 1’état terminal sont prédéterminés, alors le probleéme du contrdle
est connu sous le nom de Programmation Dynamique et le contréle optimal résultant est souvent

en boucle fermé.

Théoreme 2.2.2. (Principe de Programmation Dynamique (PPD) déterministe de Bellman)

Le PPD est la rélation fonctionnelle suivante

T
(2.18) V(t, ;) = min [g(T, xr) —i—/ (v, xl,,u)dy}
t

UEULq

ou V (t, x;) est la fonction valeur relative a la fonctionnelle de coiit J; définie par I’équation (2.5))
dans laquelle le temps initial t, est changé par t variable.
La condition terminale de (2.18) est tel que

V(T x7) = g(T, 7).

Lorsqu’il n’existe aucune contrainte sur les états du systeme dynamique, alors la seule condi-
tion limite est a I’infini. Cela signifie que pour les systémes stables, V(¢, x;) — 0 quand |x;| —
+o00. S’il existe des contraintes sur les états, alors les conditions limites existent et peuvent étre
formulées.

La relation fonctionnelle (2.18]) établie par le PPD conduit, dans ce cas déterministe, & une EDP

du premier ordre appelée équation de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) déterministe.
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Proposition 2.2.1. (Equation de HJB déterministe)

L’équation de HIB déterministe est donnée par

aV(t, It) . .
(2.19) TR + ngléld [H(t, xp,u, VV(t,24)] =0

Preuve: Soit (z; = z},u; = u}) une paire de solution optimale de I’équation d’état a I’instant ¢.
Alors le PPD appliquée a la fonction valeur V(¢, x}) donne
T
V(t,z}) = min {g(T, ) + / o(v, x}, u,,)du}
Uteuad t

soit
T

(2.20) V(t,z}) = g(T, z}) —i—/ o(v, x5, u))dy
¢

La dérivée par rappot a ¢ de 1’équation (2.20) donne

av(t, x; .
(2.21) % = —p(t, z7,uy)

D’autre part, en considérant la fonction valeur V(¢,z;) comme une fonction de deux variables

d’état = et du temps ¢, sa dérivée par la regle de la chaine, s’écrit comme suit

dV(t, x}) B V(t, x¥) n oV(t, x})
a0t oz

sk
Ty
qui est équivalente a

av(t,zy)  OV(t, ) N V(t, xf)

2.22 = t,xy, uy
( ) dt 8t 81‘ f(?xﬂut)
De deux équations (2.21) et (2.22)), nous obtenons
IV(t, z7) ooy OV(E ]) -
S — ot wiup) — S 0w ),
MV(t,x}) . OV(t,x))
e (”“T
soit donc
t *
(2.23) WD) i [H (w0, V(E 27)

at u€EULq

Etant donné que z; = x;, nous retrouvons 1’équation de HIB (2.19)). m
La preuve de la Proposition [2.2. 1| montre qu’a partir d’un contr6le optimal minimisant la fonc-
tionnelle de cofiit sur I’ensemble des controles admissibles, nous trouvons la condition nécessaire

et suffisante d’optimalité vérifiée par ce contrdle.
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2.2.1.2 Exemple d’un probléme du contrdle optimal déterministe

Exemple 2.2.1. Controle de la dynamique d’une infection

Considérons un probléme du controle optimal de la dynamique de l’infection cellulaire du systéme
immunitaire. Ce systeme immunitaire est affecté par la destruction en deux phases des cellules.
Une premiere phase consiste a éliminer uniquement les Cellules T-lymphocytes Cytotoxiques dont
le compartiment est désigné par X,. Une seconde phase détruit les cellules CD4+ T-cellules dont
le compartiment est désigné par X,. C’est un simple modéle tiré de la littérature [104] que nous

voudrions controler par le contrdle u = uy.
(224) it = f(t, T, Ut) = —ax; + but

A+ =
—-A 09
d’infection, [ taux de naissance de cellules X1, X5 ; 01 et 05 respectivent taux de mortalité des

on Ty = (X17X2>T, I't = (XI,XQ)T, u = (Ul,UQ)T, beReta=

avec \ taux

celllules X, et X5. Notons que 3, 01, 05 et X sont des parametres réels positifs. La matrice a est
inversible car det(a) = 02\ + 1) + A3 > 0.
e Considérons les différentes conditions initiales et terminales ci-dessous puis résolvons le pro-
bleme en appliquant le PMP déterministe :
— Prenons les conditions initiales ty = 0, xq = 0 et la condition terminale tels que dT' = 0 et
dxr # 0.
1

On définit, avec g(xr) = Ssr(xr —c)? et (t, x4, w) = su?, la fonctionnelle de coiit comme

Ty = % <5T(g:T _ o2y /0 ' uQ(T)dT)

L’hamiltonien du systeme est donné par

suit

1
H = §U§ —l—pT : (—aa:t + but)

L’équation d’état adjoint est

. o0H
= —— =
p o P
La condition d’optimalité est
OH
— =u+bp=0
ou

La condition terminale (2.177)) s’écrit

0
(a—i>t:T —pr=sp(zr—c)—pr=20

Soit donc
Pr = ST(ZL‘T — C)
La solution de I’équation d’état adjoint avec la condition terminale est donnée comme suit :

Pt = pTe_(T_t)a
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La résolution de 1’équation d’état tenant compte de la solution de I’équation d’état adjoint

et de la condition d’optimalité ci-dessus nous permet d’obtenir
—ta 1 2 —1 —Ta( ta —ta
(2.25) Ty = xroe ¢ — §b a pre (e —e™?)
ou
eta _ PetDP—l

avec D la matrice diagonale des valeurs propres de a et P la matrice de passage dont les
colonnes sont les vecteurs propres de a.

Notons que €' — e™'* = 2sh(ta). Puisque vo = 0 et pr = sr(xr — ¢), nous obtenons
finalement les solutions optimales x}, p et u; des équations d’état, d’état adjoint et du

controle respectivement comme suit
x; = b’cspsh(ta)[ae’™ + b*srsh(Ta)] ™
pi = —cspae'[ae’™ + b*spsh(Ta)] ™
uf = bespae[ae’™ + b2 spsh(Ta)] ™!

— Considérons le temps terminal T fixé tels que dT" = 0, dxp = 0 et x7 = c. Ainsi, la

fonctionnelle de coiit est modifiée comme suit

1",
Jo== | u(r)dr
2 Jo

En appliquant la condition terminale x7 = ¢ a (2.23), nous obtenons alors

ou I est la matrice identique et les solutions optimales sont les suivantes :

x} = c.sh(ta)[sh(Ta)]™!

e Considérons les conditions initiales et terminales définies ci-dessous puis résolvons le probleme
en appliquant maintenant le PPD déterministe :
to =0, dto =0, z(tg) =0, dT" = 0 et x(T) variable.
1

On définit, avec (T, xr) = Lsy(xr)? et (t, x4, w) = sul, la fonctionnelle de coiit comme suit

1 T
Jy = §3T(:13T)2 + / u?(7)dr
0

En appliquant le PPD (2.18)), la fonction valeur est définie par

V(t,2,) = min BST(Q;T)M /0 TuQ(T)dT]

UEULq
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L’équation de HIB pour cet exemple est donnée par

oV(t,x |1 oV(t,x
(2.26) % =— ulélbl{‘llld §u2 + %(—amt + bu)

OH oV(t
— = b ( 7$t) — O
ou Ox
De plus, nous avons
O°H_ 1>0
ou?
d’out nous obtenons le controle optimal suivant qui minimise la fonctionnelle de coiit
Vi)
ox

ou x; I’état optimal associé au controle optimal u*. En substituant le contrdle optimal u* dans
I’équations de HIB (2.26)), nous obtenons

2:27) ot 2 oz or

avg;xn 1 {aw,x:)r L V)

avec la condition terminale .
V(T,z) = 5Sulai]?

Motivé par cette condition terminale, supposons alors que

* 1 *
V(t, xt) = §St[xt]2

En dérivant V(t, x}) par rapport a t et par rapport a x, nous obtenons

oV(t, xy)
ot

oV(t, ;)

or St

1., .
= §St[:vt}2 et

En substituant ces dérivées dans 1’équation différentielle aux dérivées partielles (2.27), nous obte-

nons l’équation de Riccati
S, — 2aS, — b*[S))? = 0, Sr = sr

dont la solution est
S, = 2spae” Tt [b*sp(1 — e_“(T_t)) +2a] ™!

Nous obtenons finalement le controle optimal donné par

ut = —bSixf = —2bsrae” T [B2sp(1 — e T=1) 4 20] a7

Notons que d’autre type d’exemples, d’exercices et de problemes se trouvent dans [3]].
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2.2.2 Problemes du controéle optimal des EDS

Dans cette partie, distinguons deux cas de formulation de tels problemes : le premier cas ou le
contrdle ne figure que dans le terme déterministe. Il s’agit, dans ce cas particulier, d’un systeme
dynamique stochastique qui se traduit par I’équation différentielle d’It6 contrdlée (2.2) et puis
le second cas ou le contrdle se trouve dans les deux termes déterministe et stochastique. Dans ce
second cas plus général, il s’agit d’un systeme dynamique stochastique qui se traduit par 1I’équation

différentielle d’1t6 contrdlée (2.1]). Chacun de deux cas va étre illustré par un exemple.

2.2.2.1 Formulation générale du probleme du controle stochastique et le PPD

Dans cette partie, notre principal objectif est de controler non seulement 1’évolution, mais
aussi la diffusion d’un systeme dynamique. Nous y formulons le probleme sous sa forme générale

et nous présentons le PPD associé a ce probleme.

2.2.2.1-a) Formulation et énoncé du probleme de contrdle stochastique

Le processus contrdlé X, a valeurs dans R?, est régi par ’EDS controlée (2.1) ot les coeffi-
cients
f:tz,u) e TxRYxU — f(t,z,u) € R?

et
G:(t,r,u) € T xR xU — G(t,7,u) € Maxm)(R)

sont des fonctions mesurables satisfaisant aux conditions suivantes :

(2.29) |f(tz,u)| + |Gt z,u)| < O+ |u] + |z]?) C>0
Les conditions uniformes de Lipschitz sur f et G nous permettent d’écrire :
T
]E[/ (1f1 + 1G] (s, x,us)ds| < 400 VeeR, ueclycl
t

qui garantit, pour chaque condition initial donnée, 1’existence du contrdle optimal u; = u* Vs €
[t,T].

Définition 2.2.1. (Fonctionnelle de coiit stochastique a I’horizon fini)

La fonctionnelle de coiit dans ce cas est définie a [’horizon T fini par :

T
(2.30) J<t,x,u>:E[ / eB“<f»8>so<s,xs,us>ds+eﬂ“<t’T>g<XT>1<T<+OO>/Xt:x},
t

ou

B(t, s) :/ cr (1, X7y ur)dr :/ c(r, X;)dr >0,
t t
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X est la solution de I’EDS controlée (2.1) a linstant t,
o, ¢ BT xRExU — R, ¢g:RY—R

avec p, c. sont des fonctions mesurables bornées; de plus ¢ et g satisfont a la conditions de

croissance quadratique :

(2.31) lp(t, z,u)| + [g(z)] < C(L+ |u| + |z]?) C>0

T
tos = {u U B[ 01+ ]+ )] < 400, X, = € RS}
t

Critere 2.2.1. (De minimisation)
Le critere de la minimisation d’une fonctionnelle de coiit du type espérance mathématique a l’ho-

rizon fini, est donné par la condition :
T
(2.32) E { / e P ) | p(s, Xy, uy)|ds| < 400
t

Le probleme du contrdle optimal consiste a trouver un contrdle optimal u; = «* qui minimise

la fonctionnelle de cofit sur ¢4, donnant alors la fonction valeur V suivante :

(2.33) V(t,x) = min J(t,z,u)

uEULq
Si u* est un controle optimal alors nous avons
V(t,x) = J(t,z,u")

2.2.2.1-b) Principe de Programmation Dynamique Stochastique

Théoreme 2.2.3. (PPD Stochastique)
Pour tout (t,z) € [0; T] x R et pour tout temps d’explosion 0 < +oo, la fonction valeur V vérifie

I’équation de minimisation suivante :

ONT
(2.34) V(t,x) = min E { / e P p(s, Xy, ug)ds + e P EONDVO AT, Xoar) / X, = a:}
t

uEUyq

Preuve: Sous les conditions d’existence et de I’unicité de la solution de I’EDS controlée (2.1),

considérons que pour tout contrdle u € Uy, nous avons
Xe=X,, s>7

ol 7 = 6 A T est un temps d’arrét du processus contrdlé X* = X, a valeurs dans [t; T'| avec 6 un

temps d’explosion du processus. L’expression (2.30) de la fonctionnelle de colit devient :

J(t,o,u) =E U e o5, X ug)ds + D (X ) o) [ X = }
t
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nous avons :
\7(7-7 X7'7 U) = g(XT)]-(T<+oo)

Par conséquent
J(t,z,u) =E [/ e P (s, X, ug)ds + e P 0D 7 (7, XT,u)/Xt = x} :
t
Puisque
J(t,x,u) >V(t,x) et T(r,X,,u)>V(r,X,),V7el;T]

alors .
J(t,x,u) > E {/ e P (s, Xy, ug)ds + e P EDV(7 XT)/Xt = x}
t

c’est-a-dire :
ONT
J(t,x,u) >R [/ e PN (s, Xy, ug)ds + e P EIVO AT, XG/\T)/Xt = SE}
t
Le passage au minimum sur u € U,q des membres de I’inégalité ci-dessus, nous obtenons

ONT
(2.35) V(t,z) > min E l / e P o(s, X, ug)ds + e P VO AT, Xoar) / X, = x]
t

uEULq

Reciproquement, pour tout € > 0 et pour tout 7 € [¢; T'], supposons que u° est un contréle optimal
tel que
V(r,X7)=J(r, X,,uv°) = T(1, X,).

Nous avons alors
J(r, X)) <V(r, XT1) +e.

Pour u une loi de contrdle admissible donnée dans 4,4, construisons un processus de controle

défini pour h > 0 par :

us st set+hT]

s

5 {us st s € [0;t+h]
Us =

V(t,z) < J(t,z,10)

t+h
=K [/ e’ﬂu(t’s)w(s, X, us)ds + e’ﬁu(t’”h)j(t + h, X, ﬁHh)/Xt = x}
t

t+h
V(t,x) <E [/ e "D p(s X, ug)ds + e P EHY (¢ 4op, XHh)/Xt = x} +e
t
En prenant 7 = ¢ + h = 6 A T, nous avons pour tous u € U,q, 0 < 400, € > 0
ONT /
V(ta l’) <E |:/ €_ﬂu(t15)§0(57 Xsa us)ds + e_ﬂu(tﬁ/\T)V(e N T7 XG/\T)/Xt = J}:| te
t
soit
(2.36)
OAT .
V(t,z) < min E [/ e_ﬁu(t’s)gp(s,Xs,us)ds +e P (t’GAT)V(Q AT, XeAT)/Xt = I} .
t

UEUL g

Les deux inéquations (2.35) et (2.36) permettent de conclure. m
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Remarque 2.2.1. Par passage a la limite de (2.34) lorsque 6 — +00, et puis par application du
théoreme de la convergence dominée, nous obtenons

T
(2.37) V(t,z) = min E {/ e P ) (s, Xy, ug)ds + e P EDV(T, XT)/Xt = x}
¢

uEU,q

Dans ce cas, la version forte de la fonction valeur V est donnée par (2.34) et sa version classique

est donnée par (2.37).

Théoreme 2.2.4. (Equation de HJB stochastique)
Pour tout (t,x) € [0;T] x R% la fonction valeur V [2.33)) est solution d’une EDP non linéaire du
second ordre appelée équation de HJB définie par :

(2.38) %—]tj(t, z) + min (A“V(t,z) — c“V(t,z) + o(t,z,u)) =0, V (t,z) € [0; T[xR?

uEUyq

avec la condition terminale : V(T,x) = g(z), V€ R?

Preuve: Considérons le temps 7 = 0 AT =t + h, h > Oetus, = u € U. D’apres le PPD

stochastique , nous avons
t+h
(239)  V(tx)<E { / e P o5, X, u)ds + e P CEIV(E 4 by Xy p) / X; = 4 .
t

Supposons que V est réguliere ¢’est-a-dire de classe C12. Par la formule d’It6 et I’intégrale de
V entre t et t + h, nous obtenons alors

(240) V(t+ h, Xepp)e PO = V(t, ) + / ot

t

t+h
<8V + A"V — cij) (s, Xs)e 7o) ds + My iin

s

ol g (t,s) = | cu(v, X,)dv
t
En substituant (2.40) dans (2.39)), nous obtenons :

t+h
(2.41) 0<E {/ ((%—1; + A%y — C?V) (s, Xs) + (s, X, u)) ds/Xt = x]
t

En divisant les membres de (2.41]) par h puis par le passage a la limite lorsque h — 0, nous avons

1 Hhorovoo y
0 < lim EE {/t ((§+A V—CS> (S,Xs)Jrgp(s,Xs,u)) ds/Xt:x}

h—0

1%

0< —
- ot

(t, Xe) + AV(t, Xy) = V(E, Xe) + o(t, Xy, u)

ceci donne :

min (%—];(t, Xy) + AV(t, Xy) — eV (t, Xy) + o(t, Xy, u)) =0.

u€Uyq
D’ou nous obtenons finalement 1’équation de HIB suivante ou X; = x :

%
B¢ (b Xe) + min (AV(t, Xy) — V(E Xe) + o(t, Xo,u)) =0

qui marque la fin de la preuve. m
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Corollaire 2.2.1. Lorsque u* est le controle optimal, alors I’équation (2.34) devient :

s7 s

OAT i .
Q42)  Vitz)=E [ [ e s X+ T OIVO AT X ) ) X - x]
t

ou 0 est le temps d’explosion du processus et X* est I’état optimal ou solution optimale de I’EDS
contrélée [2.1) partant de x a l'instant t (i.e. X; = x) avec le contréle u*.

Sous les hypotheses de la regularité sur V, nous avons aussi

oV . .
(2.43) E@w) + (A V(t, ) — V(t x) + ¢(t, x,u;)) =0, V (t,x) € [0; T[xR?

V(T,z) =g(x), VazeR?

Remarque 2.2.2. Par passage a la limite de (2.42)) lorsque 8 — +o0, et puis par application du

théoreme de la convergence dominée, nous obtenons
T X .
(2.44) V(t,r) =F U e (s, XF u)ds + e P EDY(T, X:’;)/Xt - x]
t

2.2.2.1-c) Approche de résolution de I’équation de HIB

L’approche classique : La résolution d’un probleme de contréle optimal consiste a montrer

d’abord I’existence d’une solution réguliere de 1’équation de HJB, puis appliquer le théoreme de
vérification pour montrer que cette solution réguliere n’est rien d’autre que la fonction valeur
optimale. Cette approche de résolution de 1’équation de HIB comporte trois étapes :

— Trouver une fonction Y : R — U, tel que

Y (x) € arg min (2(1,) + AV(1,2) — V(1 2) + olt, 2, )} = 0

UEULq a

— Résoudre le systeme

XOZIO

— La solution X* du systeme (2.45)) engendre le contrdle optimal u; = Y (X}") pour la condi-
tion initiale x.
Le probleme du contrble optimal qui consiste a optimiser la fonction du colt (2.30) sous la
contrainte de ’EDS (2.1)) dont la résolution repose sur le PPD de Bellman, donne :

Supposant que u* est le contrdle optimal cherché, nous avons le systeme d’équation en u*
1
Vu (f(t, z,u)VY + itr[(GGT)(t, z,u)D*V] + ¢(t, z,u) — CZV) =0
ou V = V(t, x) est la fonction valeur solution de I’EDP non linéaire ou la HJB suivante :

1 *
O (L )YV + (GO, YDV + plt, 2, u%) — 7 = 0
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avec la condition terminale V(T', X7) = g(Xr).

L’approche de résolution de HJB par les schémas numériques : Notons ici que la résolution ana-

lytique de 1’équation de HIB est difficile sauf dans les cas spécifiques. C’est pour cette raison que
pour approcher 1’équation de HJB, nous disposons plusieurs schémas numériques. Le schéma nu-
mérique de Kushner par exemple est basé sur les méthodes probabilistes avec la chaine de Markov
[41,152]]. D’autres schémas numériques existent et sont obtenus en discrétisant 1’équation de HIB
en variable temps et en espace par les méthodes des différences finies. C’est le cas de Menaldi [S3]]
qui a utilisé a la fois les méthodes analytiques et probabilistes pour obtenir un schéma numérique
dérivant du PPD qui converge vers les solutions classiques. SUN quant a lui, a utilisé les techniques
de décomposition du domaine [91]]. Les schémas numériques pour résoudre la HIB avec diffusion
non dégénérée ont été proposés par Lions et Mercier [79]] ; les techniques de multigrille par Akian
(3, 4] et Hoppe [83]]. Fabio C. et Maurizio F. ont utilis€ un schéma numérique d’approximation
construit a partir de la version discréte du PPD de Bellman [32]. Ce schéma converge vers la solu-
tion de viscosité de HIB. Cette approche de résolution numérique qui consiste a discrétiser la HIB
présente des difficultés lorsque I’espace des états est superdimentionnel (d > 4) surtout non borné.
ZHENG Qu a axé récemment ses travaux de these sur les méthodes numériques max-plus pour la
résolution de HJB associée au contrdle des EDO. Nous pouvons étendre ces méthodes de max-plus
aux EDS car elles permettent d’atténuer dans le cas des EDO la difficulté superdimentionnelle. A
la méme année que Fabio, NING a proposé une méthode numérique du Gradient Stochastique
Projeté avec un simple algorithme qui permet de résoudre une classe de problemes du contrdle
optimal stochastique [65]. Cet algorithme utilise un bloc d’itération basée sur le gradient projeté
afin de résoudre les équations de 1’état et de I’état adjoint par le schéma d’Euler. Cette méthode est
utilisée pour le cas particulier ou le contrdle ne figure que dans le terme déterministe (voir dans
[15] son application au modele stochastique de la Tuberculose).

Le théoreme de vérification est appliqué pour la premiere fois dans les problemes du controle
stochastique en finance par Merton avec le probleme d’allocation du portefeuille [84]]. I1 s’énonce

comme suit :

Théoreme 2.2.5. (de Vérification du probleme de contréle a horizon fini)

Soit W, une fonction de C**([0, T[xR%) N C°([0,T] x R?) a valeurs dans R, satisfaisant aux
hypothéses (hy), (hs) et (hg) :

o (hy) : ll existe C > 0 tel que [W(t,z)| < C(1 + |z|?), V (t,z) € [0,T] x R%;

o (hy) : si W vérifie :

a—W(t, z) + min (AW(t,z) — ciW(t,z) + o(t, z,u)) > 0,

ot UEUGq
(t,z) € [0, T[xR?
W(T,z) > g(z), VzeR?,

alors W(t,z) > V(t,x), V (t,x) € [0, T[xR?,
o (hg) :si W(T,-) = g(-) et s’il existe une fonction mesurable u* = u*(t,x) € U pour tout
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(t,z) € [0, T[xR? tel que

%—iv(t,Xt) + rgblln (AW(t,z) — cW(t, x) + o(t,z,u)) =
DV b2 + (A" WLt 2) — WAt 2) + plt, 2, 07) =0

I'EDS  dXs= f(s,Xs,u")ds + G(s, X, u")dW;

avec la condition initiale X; = x admet une solution unique X et le processus
Ut = (U’*<87Xs>)86[t,T] € uad-
Alors W =V sur [0, T| x R et u* est un contréle optimal markovien.

Preuve: }V étant dans C?([0, 7] x RY, R, u = u(t,x) € [0,T] x R? et pour tout temps d’arrét 7

a valeur dans [t; +ool, appliquons la formule d’It6 entre ¢ et s A 7 a2 VW. Nous obtenons

SAT
(2.46) e P NN (s AT, Xonr) = WL, z) + / VW (v, X)|TG(v, X, u,)dW,
t

SAT
—l—/ (%—);V + AW — c}fW) (v, X,)e Pt dy
¢

La formule (2.46) étant vraie pour tout temps d’arrét 7, appliquons-la pour un temps d’arrét 7,
défini par

SAT
7, = inf {s > t,/ VW (v, X G(v, X, u,) |* dv > p} :
t
Ceci revient a prendre dans (2.46), 7 = 7,. Notons que lim 7, = +o0.

p—>+00
Le processus ( ftSAT" YW (v, X)) G (v, Xy, w,)dW,) est une martingale. En prenant I’espé-

s€[t,T]

rance mathématique conditionnelle si X; = x notée E* [.] = E [ / Xy = x} , nous avons
e PETIET [W(s ATy, Xopr,)] = W, 2)

SN\Tp
o [/ (aa_vtv + AW~ CﬁW) (v, X, )e Bt dy}
t

Sous les hypoyheses (#2) et (H3), nous avons

ow
W(V, X))+ AW, X,) —eW(v, X)) + (v, X,,u,) >0, Yuel,
d’ou
SN\Tp
e P (AT e (W(s A7y, Xonr,)] = W(t, ) — E” {/ e P p(y, qu,,)du} .
t

Alors par le passage a la limite lorsque p — 400, nous avons
(2.47)

SN\Tp
e ") lim B [W(s A7y, Xenr,)] = W(t,z) — lim E* { / eﬁu(t’”)w(v,Xy,uu)dV]-
t

p—r+00 p——+00
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Nous savons que

SATp SN\Tp N
/ e‘ﬁu(t’”)gp(y, Xy, u,)dv| < / e B Ev) | (v, X,,u,) | dv < 400
¢ ¢

et

sE[t;T]

IW(s A Tp, Xonr,)| < C <1 + sup \XSE)

car ¢ est bornée et satisfait a la condition de croissance quadratique (2.31)) et au critére de minimi-
sation (2.32). De méme )V satisfaisant a la condition (), alors W(s A 7,, X47,) est intégrable a

I’aide de (L.TT)). Par le théoréeme de convergence domminée, nous obtenons :
e P EIET W(s, X,)] > W(t,z) — E* [/ e B Wy, X,,,uy)dy] , Yuel.
¢

D’ou

s—T s—T

lim e 7¢I W(s, X,)] > W(t,z) — lim E {/ e P oy, Xy,ul,)dl//Xt = x} , Vuel.
¢

Par application a nouveau du théoreme de convergence dominée puis a cause de la continuité de
W sur [0; T x R4 etde (Ha) : W(T, Xr) > g(Xr), nous obtenons

T
e P EDE[g(X7)] > W(t,z) — E { / e o(v, X,y u,)dv / X = 4 , Yuel,
t
soit donc

W(t,z) < V(t,z), V(t,x)e[0;T] xR

Pour démontrer I’inégalité dans le sens inverse, utilisons d’une part, la définition de u* = u*(t, )
et I’hypothese (H3) :
ow
ot
et d’autre part, appliquons la formule d’Tt6 a W(v, X ) entre t et s pour tous ¢ € [0;T] et s € [t, T

(t,x) + (A" W(t,x) — “W(t, z) + p(t, z,u*)) =0,

et I’espérance mathématique. Ce qui donne :
(2.48)

e IR (s, X)] = W(t,z) — E {/s ca_'gu*(lt”’)go(z/7 X:,u;)du/Xt = :1:} , Vu' €Uy
t
En faisant tendre s — 7" dans (2.48), nous obtenons :
W(t,z) =E {/T e_ﬁu*(t’”)go(u, X ub)dv + e‘ﬁu(t’T)g(X;)/Xt = :1:} =J(t, z,u")
t
Puisque J (¢, z,u*) > V(t,z) avec V la fonction de valeur classique, nous obtenons donc
W(t,x) > V(t,x), V(t,x)€[0;T] xR

Nous venons donc de montrer que VW = V et u* est un contrdle optimal markovien. Ce qui marque

la fin de la preuve. m
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2.2.2.1-d) Equation de HJB et solution de viscosité

La question de I’existence de la solution de viscosité ne se pose généralement pas, puisqu’on
sait a I’avance que la fonction valeur doit étre une solution de 1’équation de HJB au sens de vis-
cosité. Ce qui est intéressant maintenant, c’est la caractérisation, la régularité, la stabilité et 1’ ap-
proximation numérique de cette fonction valeur. Le PPD appliqué a un probleme du contrdle a
I’horizon fini, conduit a une équation de HJB parabolique.

L’équation de HIB du type parabolique s’écrit sous la forme :

0
(2.49) a—:j(t,x) +H(t,x, V(t,x), VV(t,x), D*V(t,z)) =0, ¥z |0;T[xR?
ou la fonction H : J0; T[xR? x R x R x Sy — R, H = H(t,z,p,Q) € R est croissante par
rapport a () au sens des matrices symétriques.
Lorsque la fonction valeur V est reguliere [66], alors la fonction W(t, x) = V(T —t, ) est solution
de I’équation de HIB (2.38) du type parabolique avec H définie par
H(t,z,VV,D*V) = min (A“V(t,x) — c"V(t,z) + p(t,z,u)).

UEULq

Le théoréme de vérification valide cette solution W liée a la fonction valeur par
W(t,x) =V(T —t,x).

Par contre, dans le cas ou la fonction valeur n’est pas régulicre, ou le cas de dégéréscence, alors la
solution convenable de (2.38) est celle de viscosité [75) 36].

2.2.2.2 Probleme du controle stochastique et le PMP

Dans cette partie, 1’évolution et la diffusion du systeme dynamique sont toujours prises en
compte par le processus de contrdle. Considérons le probleme du contrdle formulé précédemment
dans 2.2.2.1-a) avec la fonctionnelle de cofit 7 et la fonction valeur )V définies respectivement par
(2.30) et (2.33) et présentons cette fois-ci le PMP associé a ce probléeme avec une condition sup-

plémentaire : g est convexe de classe C'.

2.2.2.2-a) Principe du Maximum de Pontryagin Stochastique

Définition 2.2.2. (Hamiltonien généralisé)
Le Hamiltonien généralisé H" associé a I’EDS contrélé (2.1) est défini par

HY 2 [0;T) x RT X U x RY x Mgy (R) — R tel que

HV = HV(S,I,U,Z), Q) = f(S,.Z’,U) p+ tT[GT(S,x,U>Q] — gp(s,x,u)e*w’(t’s)

ou H” est différentiable pour tout s > t avec

HV(S,m,u,p, Q) =H= f(S,f[,U) P+ tT[GT(&xaU)q] - 90(5,95,16)7 Vs=t.

These de Doctorat/Ph.D 54 BONGOR DANHREE (© 2017



Concepts du contrdle optimal des EDS
2.2 Problémes du controle optimal a horizon fini

Définition 2.2.3. (Equation adjointe du premier ordre)

Pour tout uw € U, on appelle équation adjointe, I’EDS rétrograde suivante
(250) - dpt = VHV(S7 Xsa Us, Ps, C]t)ds - qdeSa s € [t7 T] pr = _v.g(XT)

Définition 2.2.4. (Equation adjointe du second ordre)

Pour tout uw € U, on appelle équation adjointe, I’EDS rétrograde suivante

—dP, = [V [T(s,2,u)P; + P,V f(s,2,u) + VGT(s,2,u) P,VG(s,x,u)
(2.51) +VGT(s,2,u)Qr + Qs VG (s, x,u) + D*H" (s, X, us, ps, ¢s)]dt — QsdWs,
PT = —D2g(XT)

Théoreme 2.2.6. (PMP stochastique premiere version)
Soit (i1, X) € U x R? oix @i est le controle minimisant le coiit J sur ’ensemble des controles

admissibles Uyq et X le processus controlé associé. Supposons qu’il existe (P, G) solution de I’EDS
rétrograde (2.50) tel que

(2.52) H (s, Xy, s, Psy Gs) = max H (s, Xs,u, Ps, Gs), Vs €T pes.
et pour tout s > t

(z,u) — H” = H"(s,2,u,p,§) est concave ¥ (z,u) € R x U, t € [0;T].
Alors U est un contréle optimal i.e. V(t,x) = J(t,z,4) = min J (¢, z,u).

uEULq

Preuve: V u € U,4, notons que J (¢, z,4) = J% et J (¢, z,u) = J" alors
~ T ~ ~
ju . ju —F [/ (G_ﬁu(t’s)(p(S,Xs, as) - e—ﬁ“(t,S)SO(S’XS’ u3)> dS/Xt = aj':|
t

TE | (e 0g(K) = D g(X7) ) Lraso) [ X = 2] |

A l'aide de la définition de H” et avec H” = H” (s, X, s, Ps, ds), nous avons

T ~ ) T
E [/ <€_ﬁu(t’s)@(S,Xs,ﬂs) _ 6—5“(’575)90(3,)(5,%)) ds/Xt = g;} = _F [/ H”ds/Xt = x}
t t
T T .
VB | ([ e Xutpaais [ (5. %ui) = s, Xou))ids ) X0 = o
t t
T ~
+E {/ tr [GT(S,XS,QS) — GT(S,XS,US)} q}ds/Xt = x}
t

T ~
+E [/ (cg(s,Xs)e_/Bu(t’s) — cZ(s,Xs)e_ﬁu(t’s)> ds/Xt = x} :
t

D’autre part, nous avons

E® [(e—,@a(t,T)g(XT) _ 675u(t’T)g(XT))]-(T<+oo):| =
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(77T — e EINE® [g(X1)Lireyon)] + e 7 DB | g(Xr) — g(X1)
g €étant convexe, nous avons alors
9(X7) — 9(Xr) < (X7 — X7)Vg(Xr) = —(X7 — X1)pr
et par conséquent,

E® [(e—ﬁﬂ(t,T)g(j(T) _ e—ﬂu(t,T)g(XT))l(T<+oo)} <

(e—ﬁa(t,T) _ e—ﬂ“(t,T))Ex[g(XT)l(T<+oo)] — e PUDE" [(XT - XT)ZET} :

En appliquant la formule d’It6 a (f( s—Xs)ps entre t et T', puis en prenant ’espérance mathématique

conditionnelle E* |-], nous obtenons
E* | (X7 - Xr)pr| = E° [ / (X, — X,)dp, + / pa(dX, — dxsﬂ
t t
T ~
+E* [/ tr [GT(S,XS,QES) - GT(S,XS,US)] (jsdsl
t
~ T ~ ~
E” (X1 — Xo)pr| = E* [ |- X)) s, Ko cmds}
t

+E® [/T (f(S,Xmas) - f(S,XS,u5)> ﬁsds] +E® {/Ttr [GT(&X%&S) _ GT(S,XS,US)} Q’Sds} '

Comme 7‘['/ est concave en x, alors nous avons
_(Xs - XS)VHV(S, Xsa amﬁsa (js) Z _HV(Sa st asvﬁsa (js> + HV(Sa Xsa asaﬁsa (js)

et
T
I [(XT - XT)ﬁT} 2 E* |:/ (HV(Sastasvﬁsa (js) - HV(SvX&as»ﬁsa gs))d5:|
t

T B T B
TE* { [ %) = s Xu s + [ tr[GT(aXS,as)—GT(s,Xs,uan;ds].

Par conséquent, nous avons

E” [e‘ﬁﬂ(t’T)g(XT) - €_Bu(t’T)g(XT)1(T<+oo)] < (e7PT — P IR [g(X7) L7 e soc)
~ T ~
+€75u(t T)Ex |:/ (HV(S X57 ﬁsapm st) - HV(Sa XS7 a57ﬁ57 ds>))d8:|
#0106, X = 165 Kot

e PR { / PG (5, X, ) GT(s,Xs,aan;ds}

soit enfin pour 8%(t,T) > B%(t,T) > 0, Vt € [0;T]

- ~ u T \
E* [eiﬁu(t’T)g(XT) _ 67’8 (t’T)g(XT)]-(T<+oo)i| < E” |i/ %V<Sa Xsa asaﬁsa (jS)dS‘|
t
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T T 3
_E® { / HV(s,Xs,as,ﬁs,q@ds]—Em { / <f<s,Xs,as>—f(s,xs,us»ﬁsds]

T
—Em |:/ t’f’[GT(S, Xs, ﬂs) - GT(57 X&“s)]dsds]
t

De tout ce qui précede, nous tirons 1’inégalité

J"—J“<0 ie V(t,x)=J"= min J"

UEUG

Ceci marque donc la fin de cette preuve. m

Remarquons que Le PMP énoncé a I’origine ne garantissait que la condition nécessaire d’op-
timalité. Cette condition nécessaire avec une certaine condition de concavité pour le probleme
optimal sur le Hamiltonien, donne la condition suffisante d’optimalité. Peng en 1990 a fait dans
ce sens, une majeure contribution au PMP Stochastique en introduisant I’idée d’un Hamiltonien
modifié et le processsus adjoint stochastique du second ordre [90]. Dans cette these nous étendons

cette notion a une fonctionnelle Hamiltonienne du type généralisée.

Théoreme 2.2.7. (Condition nécessaire du PMP Stochastique)[80]
Supposons que les conditions (2.28)), (2.29), et (2.31) sur f, G, p et g sont satisfaites.

Soit (z*, u*) un couple de la trajectoire optimale et du contrdle optimal minimisant la fonctionnelle

de coiit sur I’ensemble des controles admissibles. Alors il existe un couple de processus stochas-
tigue (p*, q*) € L% ([0; T],R™) x (L%, ([0; T],R™))™ satisfaisant a I’équation adjointe du premier
ordre (2.50)) tel que

(2.53) 0 € Ou(—H"(s, 2%, ul,p%,qk)) + Ny, (ul) s€[t;T] P.p.s.

s

Théoreme 2.2.8. (Condition suffisante du PMP Stochastique)[90]

Supposons que les conditions 2.28)), (2.29)), et .31) sur f, G, p et g sont satisfaites.
Soit (z*,u*, p*, q*) un quadruple optimal vérifiant I’équation [2.53). Supposons que (x,u) —

HY(t, z,u, p*, q*) est concave pour tout s € [t;T] presque stirement. Alors (x*,u*) est un couple

optimal solution de probléme de minimisation (2.33).

Théoreme 2.2.9. PMP seconde version [90]
Soit (x*,u*) un couple de solution optimale du probléeme de minimisation (2.33)). Alors il existe
(p,q) et (P,Q) satisfaisant aux équations adjointes du premier et second ordre (2.50)) et (2.51))
respectivement tels que
(2.54) HO (s, 0%, u*) = max HO (s, 2", u) Vs €l[t,T] p.s.

uEUaqd

avec
1
HG(S, zr,u) = H"(s,x,u,p,q) + §tr[GT(s, z,u)PsG(s,x,u) — 2G(s, x*,u")]

Remarquons pour la seconde version du PMP, le probléme optimal du type hamiltonien (2.52)
n’admet pas de solution. Ce probleme est alors remplacé par (2.54)), un autre probléme hamiltonien
[49]. Les deux exemples et ci-dessous illustrent bien ce concept.
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Exemple 2.2.2. Considérons I'’EDS controlée tirée de [49]
(2.55) dX; = wdW;, tel0;1], Xo=0

ou uy est la fonction de controle telle que v, € U,q = [0; 1] et la fonctionnelle de coiit est définie

par 1
J[u]:EB(Xl)Q— /0 utdtl

Dans cet exemple ot f(t,z,u) = 0, G(t,z,u) = u, p(t,z,u) = —u, et g(X;) = £(X;)? convexe,

le Hamiltonien associé est donné par

HY (t,x,u,p,q) = u(q + 1)
L’équation adjointe correspondante est alors
(2.56) dp, = qdW,, t€[0;1], py=—Xi.

Pour tout t € [0;1], I'intégrale de I’EDS (2.55) et celle de (2.56)) donnent respectivement :

¢
X = / u, dWs, et pr= Xy +/
0 0

En combinant les deux intégrales ci-dessus, nous obtenons

1 t 1
bt = / udes + / qdes + / QSdWs
0 0 0

1 t t
Pt = / udes + 2/ qdes + / QSdWs'
0 0 1

Du fait que dps = qsdW pour t > 0, nous obtenons finalement

t

1
qsdWs + / qsdW
0

soit

t t
(2.57) P = —/ usdWy — / (us + qs)dW,.
0 1
Pour que le processus stochastique adjoint p; soit adapté a la filtration F,, il faut et il suffit qu’on
ait
(2.58) ui +q;, =0,Vte[0;1], P—p.s.

Des que les hypotheéses de Théorémel[2.2.7] sont vérifiées, alors nous avons
0e€—(¢ +1)+ Nogy(u;), Vt € [0;1], P—p.s.

Examinons trois cas suivants qui peuvent découler de ce résultat :
— siuy €]0; 1], alors nous avons Nyqj(uy) = {0} i.e. ¢f = —1;
— si u; = 0, alors nous avons Nyaj(uy) =] — 00;0] i.e. q;

<
— si u; = 1, alors nous avons Nyqj(uy) = [0; +oof i.e. g > —1.
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Supposons maintenant que le cas 0 < u* < 1 est vérifié, alors uj + q; = u; —1 < 0 ce qui
contredit (2.58).

Si le cas u; = 0 est vérifié, alors uj + g < uj — 1 < 0 ce qui contredit encore (2.58).

Seul le dernier cas o u; = 1 ne contredit pas [2.58)) et est exacte lorque qf = —1.

D’ou (z},uy) = (Wi, 1) et (pf,qf) = (=W, —1). Le hamiltonien

(x,u) — H"(t,z,u,p*,q*) =0

est concave et g(x) = %xz est convexe, alors nous concluons d’apres Théoréme et Théoréme

que u; = 1 est le controle optimal qui minimise J|u).

Exemple 2.2.3. Considérons I’EDS controlée toujours tirée de [49]

(2.59) dX; = wdW,, tel0;1], Xo=0
ou uy est la fonction de contréle telle que u, € U,q = [—1; 1] et la fonctionnelle de coiit est définie
par

Jlu] = E [(Xl)2 + /01 ((Xt)Q _ %(W) dt}

Dans cet exemple oui f(t,z,u) = 0, G(t,x,u) = u, p(t,z,u) = (X;)? — 3(w)? er g(X;) = (X;)?

convexe, le Hamiltonien associé est donné par

HY(t, Xo, ur, pr, @) = weqs + %(Ut)Q — (Xy)?
L’équation adjointe correspondante est alors
(2.60) dpy = 2X, + qdW,, t € [0;1], p; = —2X;.

Pour tout t € [0; 1], 'intégrale de I’EDS ([2.59) et celle de (2.60) donnent respectivement :

t
Xt = / udeS
0
et
t 1 1 1
pr = 2tX; — 4/ usdW, — 4/ ugdW, + 2/ sug,dWy — / qsdW
0 t t t
En combinant les deux intégrales ci-dessus, nous obtenons
t 1
= —2/ (2 — t)u,dW, — / 2(2 — s)us + q5]dWs
0 t

Pour que le processus stochastique adjoint p; soit adapté a la filtration F,, il faut et il suffit qu’on

ait
(2.61) 22 —tur+q¢=0,Vte[0;1], P—p.s.

ou P — p.s. signifie mesure de probabilité P presque sirement (p.s.).

Dés que les hypothéses de Théorémel[2.2.7 sont satisfaites, alors nous avons
0€ —(q +u;)+ Niyay(uy), Vt € [0;1], P—p.s.

Examinons trois cas suivants qui peuvent découler de ce résultat :
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— siu; €] — 1; 1], alors nous avons Ni_y,1)(u;) = {0} i.e. ¢f = —uj;

— siuy = —1, alors nous avons Ni_yqj(uf) =] — 00; 0] i.e. ¢f < —uy;

— siuy =1, alors nous avons Ni_q,1)(u;) = [0; +00] i.e. ¢f > —uy.

Supposons maintenant que le cas u* = —1 est vrai, alors nous avons 2(2—t)u; +q; < 2t—3 < —1

qui contredit (2.61).

Si le cas uj = 1 est vrai, alors nous avons 2(2 — t)u; + q; > 3 — 2t > 1 contredisant encore
@.61).

Seul le premier cas o u; €] — 1; 1] avec q; = —u} ne contredit pas (2.61).

D’oit avec les expressions de X, et de p; ci-desssus, nous obtenons (xf,u;) = (0,0) et (p},q) =
(0,0). Le hamiltonien (x,u) — H"(t,x,u,p*, q*) = su® —2* n’est pas concave, alors Théoréme
2.2.6| et Théoréme 2.2.8 ne peuvent pas s’appliquer. Ainsi la condition nécessaire du PMP
seule est satisfaite. C’est pour cette raison que Peng (1990) puis Yong et Zhou (1999), ont défini
une nouvelle fonctionnelle hamiltonienne HC ; voir Théoreme dont la preuve se trouve dans

[49]]. Nous trouvons alors un Hamiltonien concave suivante
G * 1 2
HE (t, z),u) = 5(21& —3)u
qui a pour maximum u* = 0. D’ou u* = 0 est donc le contrdle optimal minimisant le coiit.

Ces exemples concernent les EDS contrdlées tres simplifiées. Les équations adjointes utilisées
dans ces exemples sont faciles a résoudre. Le PMP stochastique emploie des EDS rétrogrades
qui forment un systeme hamiltonien que 1’on devra étre capable de résoudre afin de déterminer
le contrdle optimal recherché. Avec les EDS généralisées et multidimensiomnelles, la résolution
analytique de ce systeme est tres difficile. C’est la résolution mumérique qui est envisagée. Fabio
a proposé en 1995 un schéma numérique pour résoudre un probleme du contrdle optimal de dif-
fusion par le PPD de Bellman. NING a proposé quant a lui, une méthode numérique du Gradient
Stochastique Projeté avec un simple algorithme qui permet de résoudre une classe de problemes
du contrdle optimal stochastique [65]]. Cet algorithme utilise un bloc d’itération basée sur le gra-
dient projeté afin de résoudre simultanément les équations d’état et d’état adjoint par le schéma
d’Euler. Cette méthode utilisée en particulier dans le cas ou le contrdle ne figure que dans le terme
déterministe est appliquée en épidémiologie avec le contrdle optimal du traitement dans un modele
stochastique de la Tuberculose (voir [[15]). Il est fort possible de I’étendre également au cas général

ou le controle figure a la fois dans le terme déterministe et le terme stochastique.

2.2.2.2-b) Relation entre le PMP et le PPD

Théoréme 2.2.10. Soit V, la fonction valeur définie sur C*3([0, T[xR?)NCO([0, T| x RY) a valeurs
dans R, donnée par sa version classique (2.3'7)). S’il existe un controle optimal admissible u* € Uy,
et la trajectoire optimale X* associée, alors V est solution du systeme différentiel hamiltonien

suivant

(2.62)  H(t, X[, ul, VV(t, X)), D*V(t, X})) = min H(t, X[ u, VV(t, X7), D*V(t, X)),
u ad
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et le couple (py, Gy ) tel que
(2.63) (B G) = (VV(t, X]), GT(t, X;)D*V (t, X;)),
est solution de 1’équation adjointe rétrograde du premier ordre (2.50).

Preuve: Soit u* € U,; un contréle optimal admissible et X* 1’état optimal associé. La fonction

valeur V s’écrit
T
.64 Vit X;) = E [ | e ot Xz + e 0Ty ) /ﬂ}
t
soit encore
T
(2.65) V(t,X;)=E U (P (s, X*,u?) + e P D) g(X7) /Xt —w} :
t

D’apres le Théoreme [2.2.4) V(t, X;) est solution de I’équation de HIB (2.38)). Comme V est de
classe CH3([0, T[xR%) N C°([0, T] x RY), alors elle est aussi solution de (2.43), i.e.

2% i} . . . . .
(2.66) E(t,Xt) +H (6, X, up, VYV, X)), DV, X)) =0, V(t,X])€ [0; T[xR?

V(T, X7) = g(X}), VX €R
qui donne (2.62)). Les équations (2.38)) et (2.66) nous permettent d’avoir pour tout x € R?

0
0= a—];(t,Xt*) +H (t, X),up, VV(, X)), D*V(t, X])) <
oV
o —(t,2) + H (¢, z,uf, VV(2), D*V(z))
d’ot1 la condition d’optimalité ci-dessous pour tout V de C'3
. (875( z) +H (t,z,uy, VV(2),D V(x)))mzx: = 0.

A I’aide de la définition de H et celle de 9, la condition d’optimalité ci-desssus devient

1%
Oxot

1
52 (X0 (1 X7, u) DV, X7) + Str[(GET) (8, X, up) DPV(E, X))
(2.67) + VHI(t, X[ u, VV(, X)), GT(t, X[ uf)D*V(E, X;)) = 0
L application de la formule d’1td6 a VV (¢, X*) et (2.67) donnent
d(VV(t, X)) =
% * 2 1 * % 3 *
O 8t(t X{)+ f(6 X7 u)D7V(E XT) + tr[(GG ), X{,uf)DV(E, X7)] ) di
~D¥V(t, X)G(t, X, u)dW,
ce qui donne finalement
d(VV(t, X)) =
VHI((t, X, uf, VV(t, X)), D*V(t, X)G(t, X;))dt — D*V(t, X;)G(t, X[, uf)dW,
VV(T, X1) = Vg(X7)
Ceci montre que le couple (py, G;) défini par (2.63)) est bien solution de (2.50) m
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2.2.2.3 Probleme particulier et spécifique du contréle stochastique

Dans cette sous-section nous énongons un probleme particulier ou le contrdle ne figure que
dans le terme déterministe. Dans ce cas le contrOleur n’a pas des possibilités matérielles de contro-
ler la diffusion du processus. Nous nous intéressons a ce cas particulier pour étudier également le
comportement d’un tel systeme. Ensuite pour ce mé€me cas, nous traiterons le cas spécifique ou le

coefficient d’évolution est une fonction qui prend une forme spéciale.

2.2.2.3-a) Probleme particulier a I’horizon fini

L’état d’un systeme dynamique est gouverné par un systeme particulier d’équations différen-
tielles stochastiques ot le contrdle u,; ne figure que dans le terme déterministe f(X;, u;) comme

suit

Définition 2.2.5. (Fonctionnelle de coiit a I’horizon fini)
Soient u et u; = u(t, X;) respectivement la loi fixe du contréle et les actions du contrédle au temps

t. Supposons que
BU(t,s) = Bt s) = e 7, Vs e[t T], Vie[0;T].

Alors la fonctionnelle de coiit définie en (2.30) devient

T 1 1
(2.69) J(t;z)=E [/ (e*:(S*t)SdS’XS’uS)dS + 67;(T*t)g(XT)) /Xt _ x}

ou T est le temps terminal, ¢ est la fonctionnelle instantanée de coiit, T le temps constant pour
[’augmentation temporelle de la perte et g est le coiit terminal. Notons que t,. = % est le taux

d’actualisation.

Lemme 2.2.1. Supposons que la fonctionnelle de coiit est donnée par :

T
(2.70) J(t;z) =E U (efas—t)(p(s, X,, ug)ds + e*ﬂT*t)g(XT)) /Xt _ xt]
t

Alors J (t; x) est solution de I’équation différentielle ordinaire suivante

(2.71) —q I Ew) etz u) =0, @5
J(T, Xr) = g(Xr), R.71).2;

Preuve: L’équation (2.70) peut se réécrire sous la forme suivante

T 1 1
J(t;z) =E [ / e (s, Xy us)ds | Xy = 4 +E [g(Xr)e 7 /X, = @]
t
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En appliquant la propriété de Chasles sur le calcul intégral, I’équation ci-dessus devient

t+e )
J(t;x) = E [/ e_?(s_t)gp(s,Xs,us)ds/Xt = xt}
t

T
+ E {/ (67%(5*(’5*5))9&(5,){5,us)ds + e*%(T*(HE))g(XT)) /Xt _ l’t] ot
t

+e

soit
t+e 1 )
(2.72) J(t;z,) = E° {/ eT(St)@(s,Xs,us)ds} + E” [j(t + 6,Xt+€)e’?5}
t
d’ou nous avons

- (B [g0+ e X ] - T2

3

1 e
(2.73) E]E”” {/t e_f(s_t)ap(s,Xs,us)ds]
Définissons une fonction h dépendant de ¢ telle que
(2.74) h(e) =E* [T (t + ¢, Xi1e)]
h0) = E*[T(t, Xo)] = E* [T (t,24)] = T (t, 0).

Alors I’équation (2.73)) devient

1 e h()e = — h
(2.75) _E? { / eT(St)go(s,Xs,us)ds} _h(e)e : ()
t

Par passage a la limite de chaque membre de I’équation (2.75) lorsque ¢ — 0,

1 tte 1 —%e .

(2.76) lim ~E° { / e_T(S_t)SO(S,Xs,us)dS} _ i M o).

e—0 g ¢ e—0 <
On obtient

Cd(h(e)e7F), dh(0) 1
(277) gp(t,xt,ut) = T‘EZO — _7 + ;h(O)
Puisque nous avons
dh(0) 1., dJ(tx) 1
g T 0 = T ()

alors, 1’équation (2.77) permet donc de retrouver 1’équation (2.7T]) recherchée. m

Lemme 2.2.2. Soit {Y;}s>; un processus conditionné par {X; = x;} tel que pour s > t, on ait
Y, = J (s, Xs). Alors

dE[Y)) dJ(tw) 0J(tx) T (t,x) L D
2. = = - Z v A\n
@78 = dt o T ag @) TGO e w) =
Preuve: Nous avons Y; = J (s, X;) pour s > t. La formule d’It6 nous permet d’écrire
0T (s, Xs) 0T (s, Xs) 1 T 0?7 (s, Xs)
2.7 dYs = d dXs+ -t X ————d
279 I L O P

En posant s = ¢ et prenant I’espérance mathématique de chaque membre dans I’équation (2.79),

nous obtenons avec la condition initiale { X; = x,} le résultat recherché (2.78)). m
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Théoreme 2.2.11. La fonctionnelle de coiit [T de loi de contrdle u est une solution d’une EDP du
second ordre appelée équation de HJB suivante
0J (t,x)

u=u; = u(t, ),
J(T,x) = g(x)e 7 T0.

(2.80)

Preuve: La démonstration de ce théoreme se fait a I’aide des équation (2.71)) et des lemmes
22 Tlet22.2 ci-dessus. m

2.2.2.3-b) Enoncé d’un probleme particulier du contrdle optimal des EDS

Le probleme particulier du contrdle s’énonce comme suit :
Pour toute fonctionnelle de colit J* et pour toute loi du contrdle u, trouver la fonction valeur
optimale :

V(t,x) = min JU(t, x)

ce qui revient a résoudre :

V(t,x) = minT

{ﬁj“(t,a:)

BT + ATt z) —I—(p(t,:p,u(m))}

Si la valeur optimale de la loi du contrdle u est atteinte et si v = u* = wu(x), alors nous avons V

vérifiant I’équation HJB suivante

{8]1(75, x)

1VY(t, x) = min

+ AV(t,x) + p(t, x, u)},

V(T,z) = g(z).
)
w(ta) = 0D v ) + g,
V(T,z) = g(z).

2.2.2.3-c) Probleme spécifique du controle stochastique

Dans cette partie, I’état du systeme dynamique est gouverné par un systeme spécifique d’EDS

(2.68) ou le controle u; ne figure que dans le terme déterministe défini comme suit
f( X, up) = A(Xy) + B(Xy)uy

Proposition 2.2.2. Pour un temps t arbitraire, si la fonctionnelle de coiit [J est définie de la facon

suivante

T 1 1
(2.81) J(t,x) =E { / (e*ﬂ*%(xs,us)ds + e*ﬂT*t)g(XT)) /Xt = w]
t
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avec le controle us = u(X;) et le coiit instantané

p(z,u) = g(r) — u'Qu

ou () est une matrice de rang complet. Alors le contrdle optimal u* est donné par

1 oV(t,z")
2.82 *=-Q 'BT(z)——+
(2.82) " 2Q (z) Ox
et la fonction valeur optimale V* associée a u* est la solution de I’EDP du second ordre suivante :
oV(t
(2.83) —V( T) = ét ,2) + AV(t,z) + g(x) — uTQu
ou

1
AV(t,2) = [AT+ T BT)(x) - VV(t,2) + 5tr [(GTG)(x) DVt x)}
Preuve: Dans ce probleme spécifique, I’équation de HJB est la suivante :

0 x
("

L’équation de HIB (2.84) est déterminée a partir de celle déja établie dans la sous-section 2.1.2.1

1
(2.84) —V(t,x) = min
T

+ AV, x) + g(z) — uTQu}

en remplacant le colt instantané ¢(x,u) par son expression g(x) — uTQu ainsi que f par son
expression A(X;) + B(X;)u;. avec X; = x.
Pour établir I’expression du contrdle optimal (2.82)), posons
oV(t, x)

ot
Nous obtenons le résultat en appliquant la condition du premier ordre du probléme d’optimisation
VF(u)=0

(2.85) F(u) = + AV (t, X) + g(x) — u"Qu.

EQ_IBT(x)(‘?V(t, x*)

2 Ox
En substituant maintenant le contréle optimal u* dans (2.84)), nous obtenons (2.83)) ; ceci marque

VE(u)=0<=u=u"=

la fin de la preuve. m

Remarque 2.2.3. Lorsque la matrice () n’est pas du rang complet, alors il existe un nombre infini
de controles; c’est le cas d’un probleme de contdle dégéneré. Pour pallier a cette difficulté, nous
pouvons choisir le pseudo-inverse de la matrice (). Par exemple pour un probleme de contrdle
unidimensionnel, si Q = 0, alors la fonction valeur V(t, ) = oo ce qui annule 1’état a tout instant
infinitésimal (X, =z = 0).

Exemple 2.2.4. : Dans cet exemple, supposons que l’état X, du systeme dynamique est gouverné

par une EDS linéaire (2.86) ou le contrdle u; ne figure que dans le terme déterministe comme suit
(286) dXt = (AtXt + Btut)dt -+ thWt, t e [87 T], Xs =X

Définissons la fonctionnelle du coiit sous la forme

T
J(s,z,u) =E {/ (X[Cy Xy + uf Dyuy)dt + X RX ) /XS = m}
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ol
A, e R B, e R ¢, e R™ D, e R™*", G, e R™™ R, e R4

Cy et Dy sont des matrices symétriques définies semi-positives et R, est définie positive.
Choisissons une fonction du contréle u; = u(t, X;) € U,q C R". Alors le probleme du controle

optimal consiste a déterminer u; = u* tel que

V(s,z) = min J(s,z,u)

uEUyq

En appliquabt le PPD de Bellman, nous obtenons I’équation de HJB suivante

d m
8V 1 Y
T ™D E (Asx + By —E i
(2.87) ds—i_u%lzbn r'Csx +u tu—i-Zl T + Bsu); +2221]:1GG iy v
V(T,z) = zTRx

Cherchons une solution de HIB sous la forme
V(t,x) =27Sx + a;

o S; € R¥™4 une matrice symétrique définie positive, et a, € R sont continumment différen-
tiables. Déterminons Sy et a, tels que V (t, x) vérifie
d d m
ov 8V 1 0%V
— 4+ 2TCix +u"Dyu+ Yy (Awx + Bu); —}—f
(2.88) ot ! ! Z} ! ¢ 2 2; ”a 20z’
V(T,z) = 27Spx + ar = TRz

Posons St = Retar = 0.

La condition d’optimalité est la suivante

d m
o [ov ov 1 Vv
ou; 8t+$TCt$+uTDtu+;Atx+Btu)a +2;;Gt Y Ox0m; ;0 ="
donnant

2Dtu + QBtSt$ = O < u = —Dt_lBJSth
En substituant cette valeur de u et celle de V dans (2.88)), nous obtenons

145, d
T 7;35 + % + JJTCt.T + JITStBt 1_DtDt_1.BJStI‘ + (Atl" — BtDt_lBJSt)T2StJJ + TT(GtGISt) =0

soit
ds da
+aT (d_tt +Cy — S:B,D; B S; + QAISt) xd—tt +ir(GGiS;) =0
1l s’en suit que
ds
_d_tt = 2A]S, — S,B,D;'BI S, + C, =0, Sr=R

et
d
% Ftr(GLGTS) =0, ap = 0.
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Donc le controle optimal est donné par
u* = —D;'B] Sz, t € [0;T]
et
T
a; = / tr(GsG1Ss)ds
¢

donnant le coiit minimum suivant

T
V(s,x) = xTSx —|—/ tr(G,G]Sy)dt, s € [0;T].

2.3 Probléeme du controle optimal a horizon infini

Le cas d’un probléeme de contrdle a horizon infini est la limite du probléme a horizon fini
lorsque 7" — +o0 et § — +o0 pour la forte version ; et 7' — +oo pour la version classique.
Dans cette section, nous allons voir comment définit-on la fonctionnelle de coit ? Et comment
formule-t-on un probleme de controle a horizon infini ? Enfin nous étudions une approche de la
résolution de ce probleéme.

La formulation d’un probleme de contréle optimal a 1’horizon infini, passe par la définition
d’une fonctionnelle de colit du type espérance mathématique indépendante du temps ¢ d’une part,

et par la caractérisation et récherche de la fonction valeur optimale d’autre part.

2.3.1 Fonctionnelle de coiit a I’horizon infini

Définition 2.3.1. (Fonctionnelle de coiit a I’horizon infini)

La fonctionnelle de coiit a I’horizon infini est donnée, dans version forte, par :

OAT
(2.89) JUz)= lim E {/ 6*5“(t75)¢(3,X87u3)d3/Xt = x} )
T, 0—+oc0 t
Dans La version classique, elle est donnée en général par :
T
(2.90) JYz)= lim E { / e P EDp(s X, ug)ds / X, = x]
T— 400 ¢
et en particulier pour 3* = 1(s —t) par :
T 1
(2.91) JY(z)= lim E {/ e_?(s_t)go(s,Xs,us)ds/Xt = :1:}
T—+0c0 t

2.3.2 Enoncé et approche de la résolution d’un probleme

Un probleme du contrdle optimal stochastique a 1’horizon infini s’énonce comme suit :
Pour toute fonctionnelle de colit J* de type espérance mathématique et pour toute loi de contrdle

u € U,q, trouver la fonction valeur optimale

V(z) = muin J"(x)
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Soit pour 3" quelconque, résoudre 1’équation de HJB suivante

1 fog%(x)
WCE)_J?&&@{ ot

AT (@) + ¢<x7u<x>>}

_1 <
et pour " = ~(s —t), résoudre

V(z) = min 7
uEULq

{3j“(x)

By + AJ"(x) + w(x,u(m))} .

L’approche de la résolution de ce probleme du contrdle optimal, est toujours 1’approche classique
qui applique le théoreme de vérification. De toutes les approches de résolution des problemes du
contrdle optimal, seules les approches numériques sont efficaces. La discrétisation de HIB dans un
domaine non borné n’est pas possible. Pour pallier a cette difficulté, Fabio utilise les technique de
troncature (voir [32]).

A T’horizon infini, le théoreme de vérification peut tre aussi énoncé ; mais puisque nous voulons
I’appliquer en épidémiologie avec les systemes dynamiques de I'infection des maladies dont le
contrdle doit se faire a I’horizon fini.

L’équation de HIB du type elliptique s’écrit sous la forme :
(2.92) H(x,V(x),VV(2),D*V(2)) =0, VrecQ=R

ot la fonction H : R x R x RY x Sy — R, H = H(x,s,p, Q) € R est croissante par rapport
a () au sens des matrices symétriques.

Le PPD appliqué a un probleme du contrdle a I’horizon fini, conduit a une équation de HJB ellip-
tique.

Par exemple, dans La version forte, la fonction valeur V indépendante du temps, est solution de

I’équation de HJB elliptique :
(2.93) H(z,V(x), VV(z), D*V(x)) =0

avec

H(x, V(z), VV(2), D*V(z)) = min % {=V(@) + AV(z) + ¢(z,u)}

Conclusion

Dans ce chapitre, les approches de la résolution des probleme du controle optimal sont de deux
groupes : sont du premier groupe, celles qui regardent les problemes se ramenant a des problemes
d’optimisation et qui consistent a discrétiser les équations issues de 1’optimisation (ce sont par
exemple des méthodes max-plus et la méthode du gradient stochastique projeté) ; et du second
groupe, celles qui sont axées sur 1’'un des deux principes de bases, PPD ou PMP et qui consistent
a discrétiser les conditions nécessaires d’optimalité ainsi que les équations d’état des EDS contrd-
lées. Mais toute discrétisation directe de 1’équation de HJB est impossible lorsque le domaine des

états n’est pas borné.
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CHAPITRE 3

FORMULATION D’UN MODELE
STOCHASTIQUE EN EPIDEMIOLOGIE

La méthode de formulation stochastique utilisée dans nos travaux, est tirée de celle de Linda
J.S. Allen et son équipe (Edward J. Allen, Robert S. Mc Cormack et autres) introduite a partir
des années 1999 pour les modeles SIS, SIR et SEIR en épidémiologie. Cette méthode a été en-
suite développée par ses auteurs jusqu’a 2006 pour finalement aboutir en 2011 a la construction
des modeles stochastiques équivalents. Dans ce chapitre, nous présentons, avec des exemples a
I’appui, cette méthode de formuation d’un modele stochastique a partir de son associé détermi-
niste bien connu. Grace a cette méthode, nous retrouvons les modeles SIS, SIR et SEIR formulés
par Linda J.S. Allen et son équipe [7], [26], [27], [28]], et [92] ; puis, nous formulons les modeles
stochastiques des maladies telles que MST quelconque, VIH/SIDA, Tuberculose et Cancer du col
d’utérus en présence du traitement. La question que nous pouvons nous poser a I’instant est que les
modeles stochastiques formulées sont-ils valides et a quoi servent-ils ? I’analyse mathématique de
ces modeles faite dans Chapitre [ suivant permet de les valider et de voir que malgré le traitement
existant, le nombre des infectés ne cesse de croitre ; d’ou la nécessité de les contrdler. La finalité
de ce chapitre est donc de servir de bases aux applications du contrle optimal dans les systemes

dynamiques stochastiques.

3.1 Modeles stochastiques formulés selon Allen et son équipe

3.1.1 Meéthode de formulation

Dans I’espace & = RY, notons par X (t) = (X(t), X5(t), ...., X4(t))T, le vecteur de variables
d’état d’un phénomene non perturbé dont la dynamique est modélisée par un systeme d’Equations

Différentielles Ordinaires (EDO) : ¢c’est un modele déterministe

dX

(3.1) a

=ft,X®) , X0)=X, t>0

ou f=(f1, fo, ... fa)7

Pour un intervalle de temps de longueur At tres petit, "EDO (3.1)) peut étre approchée grace a

la méthode d’Euler par la formule suivante sous forme des composantes :

(3.2) Xnt1 = Xni + filtn, Xn) At
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out, =nAtet X, ~ X;(t,) i=1,2;...;detn=0;1;2;......

La relation (3.2)) s’écrit sous la forme vectorielle suivante :
(3.3) X1 =Xn+ flt,, X)At n=0;1;2;......

Faisons les hypotheses suivantes :
— Supposons qu’il existe au total m (m > d) possibilités de changements d’état d’une variable
aléatoire X; pendant ce petit intervalle de temps At
— Supposons que le changement d’état de 7 a j de la variable aléatoire X; a pour densité de
probabilité p(t; X;) de composantes p;(t, X;)
— De plus supposons que, les probabilités de ces changements d’état de ¢ a j pour la variable

aléatoire X; sont définies par :
(3.4) p; At = p;(t, X;)At j=1;2;...... m

Désignons par 9, ;, les valeurs prises par une variable aléatoire X; qui change d’état de 7 a j.
alors les composantes f;(t, X (t)) de f(t, X (t)) sont telles que :

(3.5) Z (X)) i=1;2;.d.

Soit I' = (I'y, Iy, ..., T'j, ..., I';;,) un vecteur aléatoire de m-changements aléatoires des états I'; de ¢
a j. Les probabilités P; associées a ces changements sont données a 1’ordre 0((At)) sur la TABLE
ci-dessous.

TABLE 3.1: Distribution de probabilités des changements des états AX = I,

Changements aléatoires d’état possibles AX = T'; Probabilités P;
m—1
;=00 .. O 1= piAt+0(At)
j=1

I’espérance mathématique et la variance des changements aléatoires d’état durant un petit intervalle

de temps sont données respectivement par :

(3.6) E(AX(t) = Em: pil AL = f(t, X (1)) At
(3.7) E(AX (t)( Z p,T;(T,))TAL = V(t, X (1)) At
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En effet pour At petit, I’espérance mathématique et la variance de I'; ; sont approchées respec-
tivement par : E(T';;) = 0;,p;At et Var(l;;) = 07 ,p;At

j=1 j=1 j=1
La relation (3.2)) donne AX,,; = X411 — Xpi = fi(tn, Xn)At ce qui implique :
(3.8) E(AX,) = f(tn, X,)At = E[>_T}]
On obtient alors pour At petit :
(3.9) AX, ~ 3T,
j=1
Le modele déterministe a temps discret donné par la rélation (3.3) est donc formulé comme suit :

(3.10) Xpi1 = Xn +Zr n=0,1,2,...

Par ailleurs, la densité de probabilité p(t, X;) est solution de I’équation de Kolmogorov progressive
ou équation de Fokker-Planck (3.11)) suivante :

Ap( tXt tXt (6 2)] 1 e O2[p(t, X,V (t, )]
G.11) ~ Z +§ZZ

=1 =1 =1 axlaxﬂ

Ou Vj; est le (7, 7)° élément de la matrice V' = ijFj(Fj)T et f; est le i¢ élément du vecteur

j=1
f= ij

L’ equatlon (3.T1) correspond au systeme d’EDS (3.12)) suivant :

{ dX, = f(t, X,)dt + /V (L, X)dW;, (£, X)) € T x RY.

3.12
(3.12) X,

qui est équivalent (voir [27]) au syst¢tme d’EDS (3.13)) suivant avec GGT =V :

3.13) { dX, = f(t, X,)dt + G(t, X,)dW,, (t,X;) € T x RY.

onl'

En effet, ces deux équations différentielles stochastiques sont obtenues en faisant les approxima-
tions normales dans (3.10) des m changements aléatoires I'; d’une part et les approximations de
Poisson de ces m changements aléatoires dans (3.9) d’autre part afin d’appliquer le théoréeme de Li-

mite Centrale : les m changements aléatoires I'; sont approchés par m variables aléatoires normales
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n; ~ N(0,1), j=1,2,...,m, ou par des variables de Poisson u; ~ P(p;At), j = 1,2,...,m.

Nous obtenons alors le modele stochastique discret sous forme des composantes d’une part :
(314) XnJrl’fL' = Xn,i + fz(tn7 Xn)At + Z 5],7,\/ijt 15, 1= 1, 2, ceny dn= O, 1, 2,
j=1

Lorsque At — 0, la solution du modele stochastique discret (3.14)) converge fortement (en
moyenne quadratique) vers celle de 'EDS d’1t6 (3.12)).

D’autre part, nous obtenons

AX,,; = Zm:(ijyiuj, n=1,2;...., avec u; ~ P(p;At)
j=1
soit
(3.15) AX,,; = zm:@,ipjm + iéj,i\/@ wi, n=1,2;...., i=1,2,..,d
j=1 Jj=1
ou
w; ~N(0;1)

Lorsque At — 0, la solution du modele stochastique discret (3.15]) converge vers celle de 'EDS

d'1to (B-13).

3.1.2 Exemples : Modeles stochastiques SIS, SIR et SEIR

Les modeles déterministes SIS, SIR et SEIR sont des modeles classiques congus en 1927 par
Kermack-Meckendrich [103]]. Allen et ses co-auteurs ont étendu ces modeles en construisant des
modeles stochastiques associés avec des matrices de transition de Markov ayant souvent une large
dimension. Nous illustrons, par des exemples, la méthode décrite dans la sous section précédante
qui n’emploie pas la chaine de Markov avec sa matrice de transition de grande taille pour retrouver
les modeles stochastiques SIS, SIR et SEIR de L.J. S Allen [7].

Notations : a la date ¢ > 0, notons pour les modeles déterministes SIS, SIR et SEIR par :

— N = N(t) : le nombre total de la population étudiée ;

— S = S5(t) : le nombre des individus sains susceptibles a I’infection ;

—  E = E(t) : le nombre des individus infectés non-actifs (ou des latents) ;

— I =1I(t) : le nombre des individus infectés actifs (ou des infectieux) ;

— R = R(t) : le nombre des individus rétablis (ou guéris).

A la date du temps ¢ > 0, notons pour les modeles stochastiques SIS, SIR et SEIR que :

— N, = N(t) : la variable aléatoire donnant le nombre total de la population étudiée ;

— Sy = S(t) : 1a variable aléatoire donnant le nombre des individus susceptibles ;

— E, = E(t) : la variable aléatoire donnant le nombre des individus infectés non-actifs (ou

des latents) ;
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— I, = I(t) : la variable aléatoire donnant le nombre des individus infectés actifs (ou des
infecteux) ;

— Ry = R(t) : 1a variable aléatoire donnant le nombre des individus rétablis (ou guéris).
Les parametres d’interactions dans les deux types de modeles déterministe et stochastique sont
donnés par :

— [ :le taux moyen de transmission de I’infection

— b :le taux moyen de natalité

— 0 : le taux moyen de mortalité naturelle

— v :le taux moyen de rétablissement ou de guérison

— «: le taux moyen de transition d’infection de I’état latent a 1’état infectieux.

3.1.2.1 Modeéele stochastique SIS

Considérons maintenant le systeme d’équations différentielles ordinaires ci-dessous décrivant

la dynamique du modele déterministe SIS de variables d’état S et [ :
{ &= —BF b+
@ =085 —(b+)1

ouS =S(t), I=I{t)etN=_5(t+I(t)

Posons X; = (S;, ;) € RT x R un vecteur ayant d = 2 variables d’état. Notons en passant que

(3.16)

puisque le taux de natalité est €gal au taux de mortalité selon [[7]), alors le nombre de la population
totale N = S(t) + I(t) est constant a tout instant t et le modele déterministe (3.16) ci-dessus se
reduit a une équation d’inconnue I suivant :

dl — (N-1I)I
dt N
Considérons deux états d’infection I(¢) = i et I(t + At) = j au temps t et t + At respecivement.

(3.17)

5 —(b+I

Soit A, la variable aléatoire donnant le nombre des infectés durant un intervalle de temps petit
At. Alors AT = I(t + At) — I(t)

Supposons qu’il y a au total m = 3 changements des états possibles de 7 a j :
it—j=i—1, i—j=14+1 e i—j=1.

Notons par P; la probabilité de changements d’état de I(t) =i a I(t + At) = j.

b(i) At + 0(At) , j—it1
Pj = Prob(Al = j/I(t) = i) = d(i)At + 0(At) , j=i-1
’ 1— [b(i) + d(i)]At + O(AL) , j=1i
0(At) : jAi—1ii+1

ot b(i) = B et d(i) = (b+ )i

les probabilités associées a ces changements des états sont données a I’ordre 0(At) sur la
TABLE [3.2] ci-dessous.
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TABLE 3.2: Distribution de probabilités des changements des états AT

Etat | Etat | changements des états Probabilités
7 7 A[:(I:j/[:z') Pj
N—-II
I | I1+1 1 BEDIAG
I | I-1 -1 (b+y)IAt
I | 1 0 1— [BEE 4 (b+ ) 1At

L’espérance mathématique et la variance sont données respectivement par

(N—-DI

E(AT) =[5

— (b+y)I|At = f(I)At

+ (b+NI)At = V(I)At

d’ou

VV(I) = \/ﬁw + b+ )1

Le modele stochastique associé au modele déterministe (3.17)) s’écrit alors :

dI (N —1I)I \/ (N - DI AW
3.18 —=f——"—(b 1 - b I—
(3.18) o = O+NI+ b+ O+ —
Du faitque S = N — [ et % = —%, nous obtenons finalement le modele modele stochastique SIS

associé au modele déterministe (3.16) :

4S = — (B8 — (b+ 7)) dt — \/B5L + (b -+ ) [dW
AL = (BSL — (b+)1) dt + /B5E + (b+ ) 1AW

(3.19)

3.1.2.2 Modele stochastique SIR
Considérons cette fois-ci le modele déterministe SIR ci-dessous de variables d’état S, [ et 1R :

B = _N\S+b(I+R)
(3.20) = X\S— b+
Cﬁl—ff =~ —bR

I
ouS=_S(t), [=I(t) R=R({t),N=St)+I1(t)+ R(t)etA\; = Bﬁ'
Posons X = (S, I, R) € R} un vecteur ayant d = 3 variables d’état. Notons que le nombre de
la population totale N = S(t) + (t) + R(t) étant constant a tout instant t, le modele déterministe

(3.20) ci-dessus se reduit a un systeme de deux équations a deux inconnues S et / suivant :

dS _ _\,S+b(N -5
(3.21) {j; 15+ )
azA[S—(b—F’Y)I
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Formulons les modeles stochastiques correspondants a puis a (3.20) comme le cas du modele
SIS ci-dessus.

Supposons que {S;, I;}, t € R, est un processus aléatoire donnant respectivement le nombre
des susceptibles et des infectés, alors {S;}, {I;} € {0,1,..., N}.

Considérons deux états (S; = s,I; = @) et (Spynr = t, Lyynr = j) au temps t et ¢ + At

respecivement. Les changements des états (AS, AT) ont pour probabilités notées
P; = Prob{(AS,AI) = (t,7)|(St, It) = (s,1)}.

Il existe 5 changements des états possibles dont les probabilités a 1’ordre 0(At) sont données sur
la TABLE[3.3

TABLE 3.3: Distribution de probabilités des changements d’état (AS, Al)

Etat Etat changements des états Probabilités

(s, 1) (t.J) (AX) = (AS,Al) b

(s,9) | (s—1,i+1) (-1,1)" ArSAt

(s,i) | (s,i—1) (0,—-1)" ~IAt

(s,4) | (s+1,i—1) (1,-1)" bIAL

(s,i) | (s+1,4) (1,0)" b(N — S —I)At

(s,1) (s, 1) (0,0)" 1— (A\rS +~I+b(N - 9))At

L’espérance mathématique et la variance de A X sont données respectivement par :

E(AX) = ( —ArS +b(N = S)

NS (b ) At = f(t, X)At

—p1—P3 D1+ DPp2+DPs3
telsque p1 = A\S, po="5, p3=0bl et pp=>b(N—-S—1).

d’ou

Var(AX) ~ E(AX)(AX)T) = ( Pr¥Pstps —PL—Ds ) At = V(t, X)At

—MS—=bl NS+ b+

En appliquant la formule (1.2)) donnant la racine carrée de la matrice V, on trouve

N — —A\1S — bl
0 —A\;1S — bl NS+ b+ 4w

v ( AS+b(N—8)  —AS—bl )

w=/ASBN =S —1I)+~I]+bI[b(N — S —I)+~(N - 9)],
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I
S =2M\S+ b+ +b(N—-5)+2w et N =85
Le modele modele stochastique associé au modele déterministe (3.21)) s’écrit alors :
3.23) dS =—(AS—b(N —8))dt+ 3 [\1S+b(N — S) +w|]dWy1 — § (A\rS + bI) dWs
' dIl = (A\1S — (b+I)dt — } (ArS +bI) dWy + £ [ArS + (b+ ) + w] dWs

avec W = (W, W3)T est un mouvement brownien ou processus de Wiener.
Comme nous avons R=N — S5 —1 et dR = —dS — dl,
on obtient donc le modele modele stochastique SIR associé au modele déterministe (3.20) :
dS = —(A\1S —b(N — 8))dt + L[\fS +b(N — 8) + w]dW; — L (A\rS + bI) dWy
(3.24) dIl = (A\S — (b+)I)dt — + (ArS +bI) dWy + £ [ArS + (b+ ) + w] dWs
dR = (yI —bR)dt — } (bR + w) dW1 — 3 (7] + w) dW>

3.1.2.3 Modele stochastique SEIR

FIGURE 3.1: Diagramme du modele déterministe SEIR.

Considérons la dynamique d’une épidémie dont le diagramme est représenté par la FIGURE
3.1l Son modele déterministe SEIR est donné ci-dessous sous la forme d’EDO (3.25) avec quatre
variables d’état S, E/, [ et R :

(45— )8
AE _ \,S — aF
(3.25) @ —
%:aE—yl
| =1

1
ouS=S(t), E=FE({t), I=1(t) R=R(t), N=St)+ E(t)+1(t)+ R(t)et\; = ,BN.
Posons X = (S, E,I,R) € Ri un vecteur ayant d = 4 variables d’état. Notons que le nombre
de la population totale N = S(t) + E(t) + I(t) + R(t) étant constant a tout instant ¢, le modele

déterministe (3.25)) ci-dessus se reduit a un systeéme de tois équations a trois inconnues S, E et [

suivant :
ds
E — —A[S
(3.26) & = \S—aFE
4 = oF — 41
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Supposons que {S;, Fy, I;}, t € R est un processus aléatoire donnant respectivement le nombre
des susceptibles, des latents et des infectés, alors {S;}, {F:}, {I;} € {0,1,..., N}.
Considérons deux états (S; = s, By = e, Iy = i) et (Spynr = t, Erynr = k, L ar = J) au temps

t et t + At respecivement. Les changements des états (AS, AE, A) ont pour probabilités notées
Pj = Prob{(AS,AE, AI) = (t,k, j)|(Sy, Ev, I;) = (s, e,4) }.

Il existe 4 changements des états possibles dont les probabilités a 1’ordre 0(At) sont données sur
la table 3.4 :

TABLE 3.4: Distibution de probabilités des changements d’état (AS, AE, AT)

Etat Etat changements des états Probabilités
(s,e,i) (tk.j) (AX) = (AS,AE, Al P,
(s,e,i) | (s—1,e+1,7) (—1,1,0)" ArSAt
(s,e,i) | (s,e—1,i+1) (0,—-1,1)T aFEAt
(s,e,1) (s,e,i—1) (0,0,—1)7 yIAt
(s,e,1) (s,e,1) (0,0,0)T 1 — (ArS+aFE +~I)At

L’espérance mathématique et la variance de A X sont données respectivement par :

—A1S
E(AX)=| MS—aFE | At= f(t,X)At
ab —~I
ArS —A1S 0
Var(AX) ~E(AX)(AX)) = | =\ S A\ S+aFE 0 At =V(t, X)At
0 —ak aF +~I
d’ou
ArS —ArS 0
V=1 =\S \NS+aF 0
0 —ak alF +~I

Cherchons v/V = G la racine carrée de la matrice V' tel que GG = V. Selon la remarque m

nous obtenons
—VArS 0 0
(3.27) G=VV=| VAS —VaE 0
0 VaE AT

Le modele modele stochastique associé au modele déterministe (3.26)) s’écrit alors :

dS = —\;Sdt — /A SdW;
(3.28) dE = (A\1S — aE) dt + VA1SdW; — VaEdW,

dI = (aE — 1) dt + VaEdWy — /yIdW3
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avec W = (W, Wy, W3)T est un mouvement brownien ou processus de Wiener.

Commenousavons R=N —S — FE — 1 alorsdR = —-dS —dFE — dlI.

On obtient finalement le modele modele stochastique SEIR associé au modele déterministe (3.25) :

dS = —\;Sdt — /A[SdW;

dE = A\[Sdt — oE + /A1SdW, — VaEdW,
dl = (aE — yI) dt + VaEdWy — \/ATdW;
dR = ~Idt + /vIdW5

(3.29)

3.2 Modélisation de la dynamique stochastique de MST, VIH/
SIDA, TB et CC

En se servant de la méthode de formulation des modeles stochastiques utilisée par Linda J.S.
Allen et son équipe (Edward J. Allen, Robert S. Mc Cormack et autres)([7]], [26], [27], [28], et [92],
nous formulons les modeles stochastiques a partir des modeles déterministes de la dynamique de la
transmission d’une Maladie Sexuellement Transmissible (MST), du VIH/SIDA, de la Tuberculose
(TB) et du Cancer du Col d’utérus (CC) en présence de traitement tirés de [29, 30, 35, [70].

3.2.1 Modélisation stochastique d’une MST avec traitement

Une maladie sexuellement transmissible MST a durée d’incubation tres courte (cas par exemple
de la gonococcie génitale), se propage dans un groupe isolé des sujets de deux sexes : masculin et
feminin désignés par les chiffres 1 et 2 respectivement. Ses modes de contamination sont unique-
ment les rapports hétérosexuels : Un sujet S;, ¢ = 1, 2. susceptible de contamination qui entretient
un rapport sexuel avec un sujet /;; selon un taux de contact /3; se retrouvera dans la classe des
infectés avec une force de transmission )\;, ¢ = 1,2. Suposons que cette MST n’est pas mortelle
pour une tres courte période d’infection (en nombre de jours) ; et qu’un sujet infecté I; est soigné
avec un taux de traitement 7;,, pour ¢ = 1,2. et avec 75 > 7 car le cas d’infection feminine est
assez asymptomatique. Supposons enfin dans cette étude que la mortalité naturelle est nulle pour
ces sujets jusqu’a un temps fini T (en jours). Le groupe de sujets étant isolé et le taux de natalité
étant égal au taux nul de mortalité, alors le nombre total N; = S; + I;, ¢+ = 1,2. est constant.

La dynamique de la transmission de MST dont le diagramme est représenté par la FIGURE

3.2 a pour modele mathématique déterministe suivant :

( % = —\151 + 7l

dI
d—tl = M5 — i,

(3.30) ®

d% = =252 + Tals,

dI
(7 = MaS2 — Taly,
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F
e Ts
=3 UL
An |

FIGURE 3.2: Diagramme du mod¢le déterministe de MST.

N

ou
Iy
3.31 A= e E—
(3.31) = higT
I
3.32 Ay = e
(3.32) 2 = Bgr

Théoreme 3.2.1. Le modele stochastique de la dynamique de tansmission de l'infection de MST

avec traitement est donné sous la forme compacte par :

dSl = —()\151 —TlIl)dt— )\131+71I1dW1’
dIy = (\S1 — 70h) dt + /A8y + 1 I dW.

;

(3.33) ®
dSQ = — ()\252 — 7'2[2) dt - \/mdw27
dIy = (M\2Sa — Tol5) dt + /X252 + TolodWs.

Preuve: Le modele stochastique (3.33) se déduit de (3.30) comme la formulation du modele sto-
chastique SIS (3.19) a partir du déterministe (3.16)) selon Allen. m

Corollaire 3.2.1. Soient Ny = S1 + I et Ny = S5 + I les nombres totaux des sujets masculins
et feminins respectivement. Alors le modéle déterministe (3.30)) et le modele stochastique (3.33) de

Uinfection (MST) sont donnés respectivement sous les formes suivantes

i = 51[—2(]\71 —nh)—nh
(3.34) { dd; n
G B2ﬁ12<N2 — 1) — mol>.
et
(3.35) dl; = <511{7721(N1 — Il) — 7'1[1) dt + \/ﬁlj%(Nl — 11) + m [1dWq
dly = <521<712(N2 — IQ) — 7'2]2) dt + \/ﬂQJ{TIQ(NQ — IQ) + o lodWs,.
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3.2.2 Modélisation stochastique du VIH/SIDA avec traitement

Dans cette sous section, nous donnons d’abord I’épidémiologie du VIH/SIDA, puis nous allons
modéliser La dynamique de la transmission du VIH/SIDA en présence du traitement aux antirétral
(ARV). Lorsque cette dynamique ne tient pas compte des perturbations de nature aléatoire, le pro-
cessus est modélisé par un systeme d’EDO (3.36) appelé modele déterministe du VIH/SIDA avec
traitement. A partir de ce modele déterministe, nous formulons le modele stochastique correspon-
dant grace a la méthode décrite par Linda J.S. Allen et son équipe (Edward J. Allen, Robert S. Mc
Cormack et autres) [[7, 26l 27, 28, [92].

3.2.2.1 Epidémiologie du VIH/SIDA

Le virus responsable de cette épidémie est le Virus d’Immunodéficience Humaine (VIH). Il
s’implante a I'intérieur de la cellule et s’attaque au systeme immunitaire humain le rendant inéffi-
cace face a des maladies et infections qui pourraient étre guéries chez un individu non infecté au
VIH. Le Syndréme d’Immunodéficience Acquise (SIDA) est le stade avancé de I’infection au VIH.
Il a été découvert en 1981 aux Etats-Unis chez les hommosexuels. Le VIH possede un noyau conte-
nant un matériel génétique, des enzymes virales, des protéines. Son matériel biologique composé
d’acide ribonucléique (ARN) qui conditionne 1’action biologique du VIH (son développement, sa
reproduction, ses différentes mutations, etc...). Il se transmet par les liquides biologiques (sang et
sécrétions sexuelles). Sa propagation inter-humaine est dlie principalement :

— ades rapports sexuels non protégés ;

— aux passages du virus lors des transfusions sanguines ou au cours de la grossesse de la mere

contaminée a I’enfant ;

— aux partages de matériel injectable souillé.

Gréce a une enzyme appelée transcriptase inverse, cet ARN est transcrit en ADN (acide desoxy-
ribonucléique) pro viral permettant I’intégration du génome viral dans celui de la cellule infectée.
Il existe deux groupes de VIH a ’origine : le VIH 1 présent dans le monde et le VIH 2 localisé
principalement en Afrique du fait des erreurs commises lors de la transcriptase inverse. Ces deux
groupes de VIH se ressemblent en apparence mais il y a plus de 50 % de différences entre leurs
matériels génétiques.

L’immunité est ’ensemble des mécanismes biologiques permettant a un organisme de maintenir
la cohérence des cellules et tissus qui le constituent et d’assurer son intégrité en éliminant les sub-
stances étrangeres et les agents infectueux auxquels il est exposé [S0]. Le systéme immunitaire est
composé des lymphocites du sang qui se décomposent eux-méme en trois types de cellules : Les
cellules T, les cellules B et les cellules NK. Les cellules T sont des molécules tres spécialisées dans
la reconnaissance des agents infectueux. On y trouve les cellules CD4, principales cibles du VIH.
Les cellules CD4 jouent un role central dans la régulation du systéme immunitaire. Les différentes

étapes de I’infection au VIH sont données par TABLE [3.5| ci-dessous.
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TABLE 3.5: Classification des différentes stades de I’infection du VIH/SIDA

Différentes stades de I’infection Quantité de CD4
primo-infection > 500
phase asymptomatique 200<taux de CD4 < 500
Sida <200

Pour les stratégies de contdle de I'infection du VIH, nous avons des médicaments antirétrovi-
raux(ARV), le dépistage, la fidélité, 1’abstinence sexuelle, la prudence ou les préservatifs. La po-
litique de I’ONUSIDA vis-a-vis de cette pandémie dans les populations ou la prévalence du VIH
est élevée repose tantdt sur une stratégie double contre une double épidémie : une stratégie de
soins aux personnes vivant avec le VIH/SIDA et la stratégie Traitement de breve durée sous la
surveillance directe ou DOTS. Les deux stratégies ne tiennent guere compte 1’une de I’autre.

Plusieurs modeles mathématiques ont été formulés pour décrire la dynamique de diffusion du
VIH. Certains de ces modeles décrivent I’interaction du virus sur le systeme immunitaire humain
et permettent de tester la sensibilité de ce systeme immunitaire en présence d’un traitement. Le
modele de base, le plus simple est celui qui décrit la dynamique du VIH dans les cellules T conte-
nant les CD4™" princpales cibles du virus (voir [64, [73]]). D’autres modeles plus complexes ont
été étudiés, et tiennent compte de la reponse des cellules CTL, I’effet des médicaments, les résis-
tances développées par le virus face aux médicaments, et bien d’autres facteurs (voir par exemple
(9, 113} 114} 20, 24, 142,195, 102]). Ces modeles ont été représentés par un systeme d’EDO. 1l existe
des modeles mixtes déterministe-stochastique d’infection du VIH, formulés a partir des matrices
de transition de chaine de Markov en temps continu. Ce type des modeles a permis d’explorer
I’inefficacité du systeme immunitaire au stade de SIDA. Il y a aussi les modeles représentés par
le systtme d’EDS, mais rares sont les EDS d’It6 auxquelles la méthode numérique d’Euler peut
s’appliquer facillement.

3.2.2.2 Modéele de la dynamique de la transmissionn du VIH/SIDA

Sur le diagramme FIGURE désignons par S, Hy, Hs et Wy respectivement le compar-
timent des non infectés ou susceptibles, des séropositifs ou des infectés au VIH, des malades de
SIDA et des infectés sous ARV [29(30].

La dynamique de la transmissionn du VIH/SIDA dont le diagramme est représenté par la FI-

GURE3.3] a pour modele mathématique déterministe suivant :

(S = A — (u+ Ai)Ss,
(3.36) it = A (ko s )
% = 0oHy — (u+6g + 72)Hy + 00Why,

AWy 7’1H1t + T2H2t - (:u + Ue)WHt’

\ dt
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FIGURE 3.3: Diagramme du modele déterministe du VIH/SIDA.

ol Ay est définie par :

Mg = Bu

Hyy +noHoy + Wy

N

Les variables et les parametres du modele sont décrits sur la TABLE [3.6]

avec N = S; + Hy, + Hoy + Wiy

TABLE 3.6: Description des variables et des parametres du modele

Variables aléatoires Description Unités
Sy = S(t) Nombre des individus (ind.) susceptibles ind.
Hy, = Hq(t) Nombre des individus infectés du HIV ind.
Hy, = Ho(t) Nombre des individus malades de SIDA ind.
Why = Wy (t) Nombre des individus sous ARV ind.
Parametres Description Unités
A Nombre de Recrutement ind. an~!
W Taux de mortalité naturelle ind. an~!
o Taux de progression de I’état infecté ind. an~!
du HIV a I’état malade du SIDA
0 Facteur de modification de progression de
I’infection du stade VIH au stade SIDA
B Taux de contraction effective du VIH/SIDA | ind. an—!
AH Force d’infection du VIH/SIDA
Op Taux de mortalité causée par le VIH/SIDA | ind. an~!
Ny et Ny Facteurs de Modification
T1 et Ty Taux de Traitement des infectés du VIH et | ind. an~!
des malades de SIDA respectivement
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Théoreme 3.2.2. Le modéle stochastique de la dynamique de transmission de l’infection du VIH/SIDA

avec traitement est donné sous la forme compacte par :
(3.37) dX, = f(t, Xy)dt + G(t, X;)dW,,

on X; = (Sy, Hyy, Hoy, Wir,)T est un vecteur aléatoire de dimension 4 ayant pour composantes
Sty Higy Hop, Wy s

— T
W, = (W; )j=1
Brownien ou Wiener de dimension 10 ;

f(taXt) = (fi(tht»zT:I

10 defini sur un espace de probabilité filtré (Q, F,{ Fi }+>0, P) est un processus

,,,,,

J—4 €St la fonction vectorielle d’évolution de composantes f;(t, X;)

,,,,,

définies par
fit, X)) = A — (u + Ag)St,

(3.38) fat, Xi) = AuSy — (u+ o0 + 71)Hyy,
J3(t, Xy) = oHyy — (+ 6 + m2) Hay + 00Wpgy, 7
f1(t, Xy) =71 Hlt + 1o Hyy — (pu + 00) Wiy,

enfin le bruit matriciel G = G(t, X;) de dimension (4 x 10) est tel que

Gnu Gip G3 0 0 0 0 O 0 0
0 0 G Gu G G 0 0 0 0

(339) G(t,Xt) _ 23 24 25 26 ’
0 0 0 0 Gz 0 Gsr Ggz +Gz9 0

0 0 0 0 0 Gy 0 Gug Gg  Gao

avec

G = VA, Gi=—VuS;, Giz=—Gas=—/AgS;,Goy = —/Hy,
(3.40) Gos = —Ggs = —voHyy, Gos = —Gug = —v11Hyy, Gar = -V (H + 5H)H2ta
Gz = —Gyg = —\/7'2—Hzt, Gz9g = =Gy = oWy, et Guo= Wy,

Preuve: Soit AX = (AS,AH;, AHy, AWy)T un vecteur des changements aléatoires des états
durant un intervalle de temps petit At¢. Soit P; les probabilités de ces changements des états.
Supposons qu’il ait m changements des états possibles, j = 1,2...,m

Considérons deux états X7 (état initial de X) et X/ (état intermediaire de X)) qui se produisent

au temps ¢ et t + At respectivement. Alors, posons AX7 := X7t1 — X7 nous avons
P; = Prob(AX’) = Prob{ X7*!|X7}.

Pour le modele déterministe (3.36)), il existe onze (m = 11) changements des état possibles qui
sont résumés sur la TABLE y compris 1’état invariant.

Les calculs de I’espérance mathématique et de la variance des variables discrete AX a 1’ordre
0(At), nous permettent alors d’avoir les résultats (3.41)) et (3.42) ci-dessous :

m=10

(3.41) E(AX) =) PAX/ = f(t, X)At,
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TABLE 3.7: Distribution de probabilités de AX = (AS, AH,, AHy, AWy)T

Changements des Probabilités Description des changements des
états possibles (AX7) Pj = Prob(AX7) états durant At petit
AX! = < 1 0 00 )T P = AAt 1 recrue entre dans S
AX? = ( -1 0 0 0 )T Py = pSiAt 1 mort quitte S
AX3 = ( -1 1 0 0 )T P3 = \gSiAt 1 infecté quitte S et entre dans H;
AXY = ( 0 -1 0 0 )T Py = pHy At | mort quitte H,
AX® = ( 0 -1 1 0 )T P = ocHy At 1 malade quitte H; et entre dans Ho
AX6 = ( 0 -1 0 1 )T Ps = 1 Hi At 1 rétabli quitte H; et entre dans Wy
AXT = ( 00 -1 0 )T Py = (i + 1) Hoy At | mort quitte Ho
AX8 = ( 00 -1 1 )T Py = 9 Ho At 1 rétabli quitte Ho et entre dans Wiy
AX9 = ( 001 -1 )T Py = oWy At 1 malade quitte Wy et entre dans Ho
AX10 = < 00 0 -1 )T Pio = uWi At 1 mort quitte Wy
AX! — ( 000 0 >T Pi=1- 231'21 P; | aucun changement d’état durant At
AXT) j#A1,---11 P;=0 pour tout autre cas

Var(AX) = E[(AX)(AX)T] - E(AX).E(AX)" ~ E[(AX)(AX)T]

m=10
(3.42) Var(AX) = Y P(AXY)(AXT)T = V(t, X)At
j=1
P
Notons par p; = N 1 =1,2,...,10.. Alors, nous trouvons que :
AgSy — H
B(AX) Sy — (p+ 0+ 1) Hy, At
oHy, — (4 6y + 72)Hoy + 00Wy,
T Hyy + ToHy — (0 + 00) Wiy
vp —p3 0 0
BAX)AX)T) = | A
0 —ps U3 —P8 — Py

0 —Ps —Ps8 — P9 V4
ol vy =p1+pe+ps=A+(n+Au)Sy, ve=p3s+ps+ps+ps =S+ (u+o+1)Hy,

V3 =5+ D7+ ps+ D9 =0Hyy + (n+ 0 + 72)Hyy + 00Whyy, et
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Vs = Pe + Ps + Po + pro = T Hy + 1o Hoy + (0 + 00) Wy

Nous en déduisons que

(5] —Au S 0 0
—AgS, —ocH - H
(3.43) V(t,X) _ HOt (%] Oy T14174
0 _UHlt V3 _TQHQt - O'QWHt
0 —niHy, —mHy — UHWHt V4

11 est évident que X, A, = X; + AX. Supposons que

Xe=f(t, Xy) t+/V(t, X)) W)

AX est alors un processus normalement distribué de moyenne arithmétique f(¢, X;) At et de va-
riance /V (¢, X;) At
AX = f(t, Xy) At + /V(t, X)) At AW}

ol {W}}1>0 un processus de mouvement Brownien standard avec parametres de bruit E(AX) et
Var(AX),

(3.44) AX = Xerar — Xy = f(ta Xt)At + v V(ta Xt)AtAWt*

En divisant les membres de (3.44)) par At puis en passant a la limite lorsque At — 0, alors X;

converge fortement vers la solution de 1’équation différentielle stochastique (3.45).

(3.45) dX, = f(t, X))dt + /V(t, X;)dW;

Introduisons dans cette partie de preuve, le lemme [I.4.4) énoncé au Chapitre [I] pour simplifier
le modele (3.43) (voir [7, 27]).
Maintenant, par ce Lemme nous trouvons facilement que le modele est équivalent
a@G.37):
dX; = f(t, Xy)dt + G(t, X;)dW,.
Pour déterminer la matrice G vérifiant GGT = V, examinons alors les différents événements de
changements d’état pour chaque composante du vecteur AX = (AS, AHy, AHy, AWpg).

Supposons que ces changements aléatoires des états suivent la loi de Poisson P. Nous avons :

AS:U1—U2—U3

AH, = us — uy — us —
(3.46) 1= U3 — Ug — U5 — Ug

AHy = us — u7 — ug + ug

AWH:U6+U8—U9—U10

avec
Uy ~ P(AAt), Ug ~ P(/JJStAt), us ~ P()\HStAt), Uy ~ P(/LHltAt),

Ug ~ P(O’HltAt>, Ug ~ P(TlHltAt), U7 ~ P((/,L + 6H)H2tAt),
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ug ~ P(TQHQtAt), Ug ~ P(O’@WHtAt)7 et U9 ~~ P(MWHtAt>

Nous savons que lorsque U ~ P(T) alors U ~ T + /TW.
Le systeme (3.46) devient

[ AS = AAt + VAAL W, — uS At — /IS AE Wy — Ay Sy At — A SiAE W,

AHl = )\HStAt + v/ )\HStAt W3 — ,UHltAt — \/,UHltAt W4 — O'HltAt—
—1/ O'HltAt W5 — TlHltAt — \/TlHltAt Wﬁ,

(3.47) AHy = o Hy At + o Hy AL W5 — (4 65) Hoy At — /(1 + 0 ) Hay Wi

_TQHQtAt — \/TQHQtAt Wg + O'QWHtAt + v O'QWHtAt Wg,

AWH = TlHltAt + \/TlHltAt W6 + TQHQtAt + \/TQHQtAt Wg—
—U@At Y O'QAt Wg - ,uWHtAt — \/MWHtAt Wl(),

W; ~N(0,1) pour j=1,2,...,10.
Lorsque At — 0, converge vers 1’équation différentielle stochastique d’It6 (3.37) :
dXt = f(t, Xt)dt ‘l‘ G(t7 Xt)th

Ceci marque la fin de la preuve. m

3.2.2.3 Modeéele stochastique perturbé du VIH/SIDA

Motivés par le fait qu'un modele déterministe admet plusieurs modeles stochastiques associés,
nous allons donc raffiner le modele stochastique du VIH/SIDA. Ainsi, supposons qu’il existe
des perturbations aléatoires proportionnelles aux écarts aléatoires S; — S, Hy, — Hy,, Ho —
Hj, et Wy — W, qui n’influencent pas le terme déterministe. Alors nous obtenons un modele

stochastique perturbé (3.48)) suivant :
(3.48) dX, = f(t, X,)dt + G(X, — X7)

ou X, = (S}, Hy,, Hy,, W}y,) est1’équilibre endémique aléatoire.
Le mode¢le stochastique perturbé (3.48) va faciliter I’analyse mathématique du modele stochastique
(3.37) car ces deux modeles sont équivalents lorsque le nombre de reproduction de base R du

modele déterministe associé est supérieur a 1’unité.

3.2.3 Modélisation stochastique de TB avec traitement

Dans cette Sous-section, abordons d’abord 1’épidémiologie de la Tuberculose (TB), puis modé-
lisons la dynamique de la transmission de TB en présence du traitement. Lorsque cette dynamique
ne tient pas compte des perturbations de nature aléatoire, le processus est modélisé par un systeme
d’EDO (3.49) appelé modele déterministe de TB avec traitement. A partir de ce modele déter-
ministe, nous formulons un modele stochastique (3.51)) correspondant comme c’est fait dans la

sous-section précédente pour la dynamique de I’infection du VIH/SIDA.
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3.2.3.1 Epidémiologie de TB

La bactérie responsable de la tuberculose chez 1’€tre humain est le Myobacterium Tubercu-
losis ou le bacille de la Tuberculose ou encore le bacille de Koch qui a ét€¢ découvert, en 1882
a Berlin, par Docteur Robert Koch [22, [31]. L’infection de TB se contracte principalement par
I’inhalation des bactéries diffusées par la toux ou I’eternuement d’un individu malade. I’agent vec-
teur de cette infection se loge ensuite au niveau des poumons d’un individu exposé susceptible de
contamination et le syst¢eme immunitaire de celui-ci controle et maintient I’infection a 1’état latent ;
sinon il y a le risque que cette infection se developpe vers 1’état actif. La tuberculose est I'une des
causes de mortalité la plus elevée. Ainsi I’Organisation Monndiale de la Santé (OMS) a choisi une
journée mondiale de Tuberculose qui se celebre chaque année le 24 mars pour commemorer non
seulement cette découverte, mais aussi pour rendre public son rapport mondial sur la lutte contre
cette maladie. Lorsque le vaccin contre la TB a été découvert en 1921, les Etats ont célébré la fin
du fléau, mais cette maladie continue a faire beaucoup de victime dans notre millénaire malgré
le taitement existant [31]]. Il existe le vaccin antituberculeux ou Bacille Calmette Guérin (BCG)
pour le traitement préventif de la tuberculose, et les médicaments tels que Rifampicine, Isonia-
zide,Pyrazinamide etc...pour le traitement curatif. On suppose que seuls les individus infectés a
I’état actif peuvent transmettre 1’infection, la surveillance de ceux-ci a observer les régles d’hy-
giene, a adopter un comportement positif vis-a-vis des susceptibles (qui eux aussi doivent prendre
de précaution), a suivre le traitement jusqu’a le terminer le plus tot possible (a2 moins d’un an),

constitue des mesures adéquates de controle.

3.2.3.2 Modéele stochastique de la dynamique de TB

Une population est composée de quatre compartiments : suceptibles (.5), infectés latents (L),
infectés actifs 1" et rétablis R (voir FIGURE 3.4).

A
n;{;
o N —
AN A v
[u I u P T p+ép

FIGURE 3.4: Diagramme du modele déterministe de TB avec traitement.
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La dynamique de la transmission de TB dont le diagramme est représenté par la FIGURE

a pour modele mathématique déterministe suivant :

dX;
— = f(t, X
dt f( ) t)7

ou X; = (Sy, Ly, Ty, R;)T € Rtet f = f(t,X;) a pour composantes f; = f;(t,X;), i = 1...4

définies par

(3.49)

[ fi=A=(u+A)S,

fo=nAS; — (u+ 0+ N\.) L + pRy,

fa= 1 —=n)AtSi+ (0 + A\) Ly — (p+ o0 + 7)1,
| fa=7T — (u+p) Ry

La force d’infection \; est définie par :

(3.50)

T; R
)\IZBT% avec N:St+Lt+Tt+Rt.

La force de réinfection \, est définie par :

01Ty
v

Supposons que la modélisation de la dynamique de transmission de TB, prend en compte les

/\T :BT

bruits aléatoires (voir FIGURE [3.5) qui sont traduits par un terme stochastique ou une équation

TABLE 3.8: Description des variables et des parametres du modele

Variables Description Unités
Sp=8(t)=S Nombre des individus (ind.) susceptibles ind.
Ly=L(t)=L Nombre des individus infectés de TB a I’état latent ind.
T,=Tt)=T Nombre des individus infectés de TB a I’état actif ind.
R.=R(t)=R Nombre des individus rétablis ind.

Parametres Description Unités
A Taux de Recrutement des susceptibles ind. an—!
I Taux de mortalité naturelle ind. an~!
o Taux de progression de 1’état infecté latent a I’état infecté actif de TB | ind. an—!
0 Taux de réinfection des retablis ind. an~!
n Proportion des susceptibles infectés qui entrent dans (L) ind. an—!
Br Nombre de contact effectif des susceptibles avec le vecteur de TB ind. an—!
Al Force d’infection de TB en présence de traitement
or Taux de mortalité causée par la TB ind. an—!
Nr Proportion des individus réinfectés par les infectés actifs ind. an~!
nr Proportion des retablis infectés par les infectés actifs ind. an™!
T Taux de Traitement de TB ind. an~!
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NOISE

=
(=]
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=
=

FIGURE 3.5: Diagramme du modele stochastique de TB avec traitement.

aw,
mathématique £ = G(t, X;) dtt
stochastique (3.51) ci-dessous.

qui vient se superposer a 1I’équation (3.49) et donner le modele

Proposition 3.2.1. Soit X; = (S, L, T, Rt)T un vecteur aléatoire 4-dimensionnel des états
Sy, Ly, Ty, Ry ; et soit W; = (Wt] )T: m=10 Un processus Brownien 10-dimension defini sur un
espace de probabilité filtré (0, F,{F; }+>0, P).

Le modele stochastique de l'infection de TB en présence du traitement est donné sous la forme

compacte par :

(3.51) dX, = f(t, X;)dt + G(t, X,)dW,

.....

définies en (3.50), et le bruit G = G(t, X;) est une matrice de dimension (4 x 10) telle que

Gn G Gis Gy O 0 0 0 0 0
0 0 Gas 0 Gos Gy Gar O 0 0
0 0 0 Gsg 0 Gss 0 Gsg Gz O
0 0 0 0 0 0 Gir 0 Ga Gapo

(3.52) G(t, X,) =

)

avec

Gu=VA, G = —VuSy, Giz = =Gy = —/nAS;, Gos = =Ly, Giy =
(3.53) —Gl3y = -V (1 - n>)\ISt7 Gog = —Gzg = -V (U + )\r)Lt, Gor = —Gyr = VPR,
Gz = —/ (M + 5T)Tt, G3g = =Gy = =71}, et Guo=—Vukl.

Preuve: Pour le modele déterministe (3.49), il existe onze changements des états possibles qui sont
résumés ainsi que les probabilités correspondantes sur la TABLE [3.9] y compris 1’état invariant.
Les calculs de I’espérance mathématique et de la variance des variables discrétes AX en né-

gligeant (At)?, les termes d’ordre 2 nous permettent alors d’avoir f (¢, X) et V (¢, X') pour ensuite
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TABLE 3.9: Distribution de probabilités de AX = (AS, AL, AI,AT)T

Changements des états (A X7) Probabilités P; = Prob(AX7)

T
AX1:(1 0 0 0) P = AAt
T
AX?2=( -1 0 0 Py = puSi At
E T
AX3=( -1 1 0 P3 = n); St At

o [e=] [en]
~

>
>
Ny
Il
I
=)

P4 = (1 - TL))\[StAt

S

>
¢
I
<)
\
=)
<)

Ps = puLiAt

~

Ps = (o‘ + Ay-)LzAt

~

5

o

Il
N i i i e i e

o

=

—

o
k' — — — — ——

AX"=(0 1 0 -1 P; = pRieAt
AX8=(0 0 -1 0 g Py = (p+ 6p)Ti At
ax9=(0 0 -1 1) Py = 1Ty At
AX=(0 0 0 -1 T Pio = pRiAt
ax=(0 0 o O)T Pu=1-Y1° P
AXI j#£1,--- 11 P;=0
déterminer G tel que GGT = V.
m=10
(3.54) E(AX) =) PAX/ = f(t, X)At,
j=1

Var(AX) = E[(AX)(AX)!] - E(AX).E(AX)" ~ E[(AX)(AX)T]

m=10
(3.55) Var(AX) = Y P(AXT)(AX))T = V(t, X)At
j=1

Alors, nous trouvons que :

A — (p+ A1)Se
nArS; — (u+ o+ N) Ly + pRy
(1 =n)A\1S;+ (0 + N\) Ly — (+ 07 + 7)1
7T — (n+ p) Ry

ft, X) =

et
U1 —n/\[St —(1 — n)/\]St 0
—nA;S — ML —pR
(3.56) V(L X) = nArS Uy (0 + M) Ly pLiy
—(]. — TL))\[St —(O' + )\T)Lt (%] —Tﬂ
0 —pRy —11; U4
ou v =A~+ (u+A)Sy,  va=nAS;+ (u+ 0+ \)Li + pRy,

v3 = (1 —=n)ArS;+ (0 + N\ )Ly + (p+ 067 + 7)1, et va=7T + (u+ p)Ry.

Par la méme procédure de la preuve précédente nous retrouvons ’EDS (3.5T)) avec 1’expression de
G donnée dans (3.52)). m
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3.2.4 Modélisation de la dynamique du Cancer du Col utérin avec controle

Dans cette Sous-section, nous abordons d’abord 1’épidémiologie du Cancer du Col d’uté-
rus (CC), avant de modéliser sa dynamique de transmission en présence d’une chimiothérapie.
L’évolution de cette maladie est visualisée par une photographie tirée de [99]( voir FIGURE [3.6).
Lorsque sa dynamique ne tient pas compte des perturbations de nature aléatoire, le processus est
modélisé par un systeme d’EDO appelé modele déterministe de CC avec traitement. A partir d’un

modele déterministe se trouvant dans [S4], nous formulons un modele stochastique correspondant.

3.2.4.1 Epidémiologie du CC

HPV - human papilloma virus

HPY has a circular, double stranded DNA, 3
protected by capsid proteins. i

Discovery of HPV DNA in cancer calls

HPV16 and 18 cause 70% of all cervix | I b S, Probe for
Cancers. R R HPY DNA
ma g
- ~ = Patient DNA
. 7]
Capsid b
pm‘:ﬁain =
Harald zur Hausen found
/.- Cervik y HPY DMNA in patient DMNA (+].
b1 . LﬂfEEtIDH
L . * = by HPV
oy ~90% heal HPV DNA integrated
/ *  within two years into tumour cell DNA
[ Viral b ’ 0.8% develop
W r‘Epl:IEEItH_J:i":I ' L |} cancer
Infection by HPW ——
HPV infects epithelial Weeks | &d 10-30 yeabs—— TEl v L2
cells in the cervical — ) |E R B e gl o
mucasa. HPY DNA CRER PR AR o o R e
integrates into the ! | el Nl e e i)
cellular genome when 7 O 2 . i L
E Infected | HPY in epithelial Invasive— T &
oLl e basal cell SS— | cancar ~

FIGURE 3.6: Evolution du Cancer du Col de I’utérus (Source : [99]).

Le Cancer du Col d’utérus (CC) est un cancer sexuellement transmissible tres fréquent chez
les femmes. Cette infection est causée exclusivement par le virus de la famille papilloma-virus.
Le papilloma-virus humain ou Human Pavilloma-Virus (HPV) infecte la peau ou les muqueuses
des cellules épithéliales et se propage par dissimulation de ces cellules au moment de 1’épluchage.
On distingue les HPV a bas risque, agents de 1€sions bénignes et les HPV a haut risque qui sont
responsables du cancer [48, 54]. Dans le monde, pres de deux tiers des femmes ayant une activité
sexuelle sont infectées par le HPV, mais seulement entre 1 et 2 % d’entre elles développent le CC.
Chaque année, le CC fait pres d’un millier des déces chez les femmes contaminées. Selon le Centre
International de Recherche sur le Cancer, les statistiques faites en 2015, le CC est responsable dans
le monde d’environ 250 000 a 300 000 déces et 500 000 nouveaux cas par an dont 80% dans les
pays en développement. On a estimé qu’une femme meurt de CC toutes les deux minutes dans le

monde et que 8 sur 10 des formes de ce cancer se trouvent dans les pays en voie du développement.
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La prévention du CC se fait par le dépistage des 1ésions précancereuses qui emploie la pratique
réguliere d’un frottis. Cette pratique consiste a prélever quelques cellules du col de 1’utérus et de
les analyser au microscope. Les symptdmes du CC se manifestent généralement par les saigne-
ments, les infections, les pertes vaginales, les douleurs pelviennes,... . Ces symptomes ne sont pas
spécifiques au CC, ils peuvent €tre observés lors des maladies autres que le CC; c’est le cas par
exemple d’une simple infection vaginale. Un examen gynécologique reste un moyen efficace pour
le dépistage du CC.

Le traitement du CC est souvent chirurgical, radiothérapeutique ou chimiothérapeutique. Depuis
juillet 2007 le vaccin contre le CC exite, il s’agit de : Gardasil ® de Sanofi Pasteur MSD. Ce
vaccin est proposé entre 15 et 23 ans sous reserve que les jeunes femmes n’aient pas eu plus d’un
partenaire sexuel. Le vaccin du CC ne protege pas totalement contre le HPV, mais le frottis reste
incontournable, ¢’est-a-dire que le maintien du dépistage du CC pour les femmes agées entre 25 et

65 accompagné de la vaccination est indispensable.

3.2.4.2 Modele stochastique contrélé du Cancer du Col de I'utérus

Une population cellulaire est composée de cinq compartiments : suceptibles (S), infectés re-
sistants (Ir), infectés traités I, infectés non traités I;; et infectés rétablis R. Une quantité K de
stock des médicaments. Ce modele est construit a partir du modele déterministe de la transmission

de I’infection avec I’émergence de resistance durant le traitement tiré de [54].

(1-m)BS{ly + &;Ir)

=

Bruit aléatoire des variables d’état est représenté par : S

FIGURE 3.7: Diagramme du modele stochastique de CC avec traitement.
Les variables d’état et les parametres sont décrits sur la TABLE

La dynamique du cancer du col d’utérus dont le diagramme est représenté par la FIGURE

a pour modele mathématique stochastique suivant :

(3.57) dY = pf(t, Y, m)dt + o®(t, Y, m)dW,
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TABLE 3.10: Description des variables aléatoires et des parametres

Variables aléatoires Description
S Masse des cellules susceptibles
Ir Masse des cellules infectées resistants
Ir Masse des cellules infectées traitées
Iy Masse des cellules infectées non traitées
R Masse des cellules rétablies
K Quantité de stock des médicaments chimiothérapiques
™ =mn(t) Fonction du contrdle des cellules infectées sous chimiotherapie
Parametres Description
YU Taux de rétablissement des cellules infectées non traitées
yr Taux de rétablissement des cellules infectées traitées
YR Taux de rétablissement des cellules resistantes
« Taux de resistance
B Taux de transmission de I’infection
or Taux de transmission de I’infection traitée
i.e. avec sensibilité médicamenteuse
or Taux de transmission de ’infection resistante
i.e. avec resistance médicamenteuse

ouY (S Iy, I, Ig, R, K)T désigne I’état du systeme avec dY = (dS, dly,dIr,dIg,dR, dK)T

W= i)]_1...s est un processus Brownien ou un processus de Wiener ;
pB(t, Y, ) est le coefficient déterministe ayant pour composantes ;2 (¢,Y, ), i = 1, -- 6 définies
par
( ufi(t,Y,m) = =BS(Iy + drlr + Srln),
s (t,Y, ) = (1 = m)BS(Iy + orlr) — yulv,
(3.58) g (t, Y, m) = 7SIy + orlr) — yrlp — olr,
pl(t, Y, m) = BSOrIr — Orlg + alr,
pd(t,Y,m) =yl +vyrlr + vrlg,
| 16 (t,Y,m) = —nBS(Iy + drlr + 0rlR,)

—oft —olt —olt 0 0 0 0 0

0 okt 0 0 —-of 0 0 0

R 0 0 0 0 —-off 0 —of
(3.59) Rt y,my = % % |

0 0 olt 0 0 0 —off of

0 0 0 0 olt  olt ol 0

—oft 0 0 —off 0 0 0 0
avec

(3.60)

These de Doctorat/Ph.D 93 BONGOR DANHREE (© 2017



Formulation d’un modele stochastique en épidémiologie
3.2 Modélisation de la dynamique stochastique de MST, VIH/ SIDA, TB et CC

Lorsqu’aucune masse cellulaire infectée n’est guérie apres le traitement a cause de la forte résis-
tance, alors I’état R n’apparait pas dans le systeme (3.57)). Ainsi le modele (3.57)) ci-dessus devient

(3.61) dX = p(t, X, 7)dt + o(t, X, 7)dW,

ou X = (S, Iy, I, Ir, K)T désigne I’état du systeme avec dX = (dS,dly,dIr,dIg, dK)T; W =

-----

—BS(Iy + orIr + 0rlR)
(1 =m)BS(y + orlr) — wlvy
(3.62) pt, X, m)=| 78Sy + orly) —yply —alp | € R’
BS6rIR — Ol + alp
—7BS(Iy + 6rlr + OplR)

et
—01 —09 —O03 0 0 0 0
0 g2 0 0 —O05 0 0
(363) U(tha 7T) = 01 0 0 0 —0¢ —O07 € M(SX?)(R)7
0 0 o3 0 0 0 o7

—o; O 0 —o4 O 0 0

ooy =oft, g9 =08, o3=0l, oy=0l, o5=08, 06=0L, o;=0cl;aveclacondition
initiale X(0) = (So, vy, 0,0, Ko) ie. So = S(0) > 0, Iy, = Iy (0) > 0, Ir(0) = I5(0) = R(0) =
0et Ky = K(0) > 0. Notons que

II={n(t):0<7(t) <1,t €[0;Ty],n(t) mesurable}.

Si le coefficient de diffusion (3.63) ne contient pas la variable du contréle, i.e. w(t) = 0 dans
o(t, X, ) ; alors, nous avons o1 = o4 = 0, 09 = \/BS(IU + 07l7) et dans ce cas particulier,
o(t,X,m) =0o(t, X,0) = G(t, X). le modele (3.61)) devient

(3.64) dX = p(t, X, m)dt + G(t, X)dW,

ou pu(t, X, m) est définie par (3.62) et G(t, X') définie comme suit :

0 —0o9 —03 0 O 0 0
0 o9 0 0 —o5 O 0
(3.65) Gt,X)=10 0 0 0 —0g —o7 | € M@xn(R).
0 o3 0 O 0 o7
0 0O 0 O 0 0

Sio(t,X,m) = G(t, X) = 0, nous obtenons le modele déterministe ci-dessous étudié dans [54]

dX

2t X ).
o w(t, X, )
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CHAPITRE 4

ANALYSE MATHEMATIQUE DES MODELES
FORMULES

Dans ce chapitre, nous faisons 1’analyse mathématique des modeles stochastiques (3.33) de
MST, (3.37)) du VIH/SIDA et (3.51)) de TB ainsi que celle des modeles déterministes (3.30)), (3.36),
et (3.37) associés. Par cette analyse, nous validons les modeles stochastiques formulés qui vont

nous servir de base aux applications du controle stochastique dans le Chapitre 5| prochain.

4.1 Analyse de deux modeles associés de MST

4.1.1 Modéele déterministe de MST

Considérons le modele déterministe (3.30) de MST qu’on peut réécrire.

dS
= —515 251 + il

d[
1 5151—0—[ Sl 7_1]17

4.1) ®
% = —Bog+ Iil Sy + 121y,

dI
\ 2 5252+] 52 7-2]2'

4.1.1.1 Existence et unicité de solution

Le Lemme et le Théoreme ci-dessous proviennent de [23] et résultent de Appendice

A de Thieme [83]]. Ces résultats sont ensuite appliqués a notre modele.

Lemme 4.1.1. Soit F : RY — R?, F(z ) = (Fy(z), Fy(x), -, Fy(x)", & = (21,29, -, 24)

continue et admet des dérivées partielles

qm existent et continues sur R% S pourik=1,2,--- d.

ox;
Alors F' est Localement Lipschitzienne continue sur Ri.

Théoréme 4.1.1. Soit F : RY — RY, F(z) = (Fy (), Fy(z), - - ,Fd(ac))T, T = (&1, 22, - ,Tq)"
continue et localement lipschitzienne et satisfaisant pouri = 1,--- /d., Fi(z) > 0V x € Ri, T =

0. Alors pour tout xo € R4, il existe 'unique solution de dm t) = F(z(t)), x(0) = xo a valeurs
d

dans RY et définie pour tout t €]0; T] avec T €]0; +00]. Si T' < +00 alors sup sz(t) = +00.
te]0 T,

L’existence et I’unicité de solutions du modele (4.1)) sont prouvées par les résultats suivants :

These de Doctorat/Ph.D 95 BONGOR DANHREE (© 2017



Analyse mathématique des modeles formulés
4.1 Analyse de deux modeéles associés de MST

Théoréme 4.1.2. Soit pour chaque i = 1,2., U'on a S?,I? € R.. Alors il existe T > 0 et

177

pour chaque i = 1,2., les fonctions continuellement différentiables S;,I; :]0;T] — R tels

: . dcii = _ﬁzs{S_i Si + Tili, . o
que le couple (S;, I;) soit solution de dl. I , avec les conditions initiales
i = Digrr S — il

(Si, I;)(0) = (S, I7).

De plus si pour chaque i = 1,2., la fonction F' : R — R?, Fi(2') = (Fj(z"), F3(«"))" =

I I ' AN g 5 .
(=Biz i; Tl + 1ixh, i i; rt — mxh)T, ot = (4, xb) vérifie les hypotheses du Théoreme |4.1.1

alors la solution (S;, I;) est unique.

Preuve: La preuve de ce résultat utilise Théoreme Pour ce faire, considérons pour chaque
i = 1,2, lafonction F* : R2 — R? définie par

o Fi(g? —B; I‘“$ + 70 . o
F'(2") = 1(3:) f ittt 2 . Va'=(x],1y) € Ri
Fi(a') =

Bz e C(31 - szz

Pour chaque ¢ = 1,2., la fonction F" est contine et admet des dérivées partielles d’ordre 1 ci-

dessous : ‘ ‘
ort — oxt  T(af +ab)2
. OFi  OF: I
e M. i
orh — Oxh b () + xg)Qxl T

qui sont toutes continues sur R? . Selon Lemme 4.1.1] les F* sont donc localement Lipschitzienne
continue sur ]Ri. Soit T > 0 ; pour que toutes les hypotheses du Théoreme soient vérifiées,
il reste & montrer pour chaque i, k = 1,2. que Fj(z') > 0 Va' € R%, ai = 0.

Eneffet soit ) = S; = 0etal = I; > 0,alors Vi = 1,2., F{(2*) = 7;1; > 0, pour i = 1, 2.
Maintenant soit zf = S; > Oetzl, = I, = 0, alors Vi = 1,2., Fi(2*) = S;13_; > O pour i = 1,2.
Ainsi par le Théoreme nous concluons que pour z, = (S?,I?) € Ri, il existe pour tout

1771

t € [0; 7], T > 0 une unique solution z! = (S;(t), I;(t)) du systtme

dz’ il i i i ﬁ = — B Jos S + 1l
7 = F (ZL‘ ), T (0) =X P IBSZ+I (SZ, ]i)( ) (SZO, ]ZO)
625’1—&—[ TzIz

Ceci marque la fin. m

Corollaire 4.1.1. Soit F' : RY — R, F(z) = (F' @ F?)(z) = (F'(z"), F2(2?)", = =
(21, 2%) = (z},2d) x (23, 23) on F' et F? sont précédemment définies. F vérifie les hypothéses
du Théoreme i.e. elle est Localement Lipschitzienne continue sur Ri etpouri =1,2.,ona
Fi(z) > 0V z € RY, z' = 0. Alors il existe une solution unique (Sy,I;) x (S2, I5) du modéle

@.1).
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4.1.1.2 Positivité de solution et trajectoires bornées

Dans cette Sous-Section, nous allons montrer que pour toute donnée initiale positive, les solu-

tions existantes sont positives et ont des trajectoires bornées.

Théoreme 4.1.3. Soit Xy = (SV,17) x (S5,19) € RY la donnée initiale positive satisfaisant
(4.1). Alors toutes solutions (S1(t), I1(t)) x (S2(t), I2(t)) du modéle (.1)) sont positives et ont des

trajectoires bornées pour tout t € [0;T).

Preuve: Supposons que pour ¢ = 1,2., 'on a S;(0) = S? > 0, [;(0) = I? > 0. Selon Théoréme
4.1.2] il existe T* > 0 et pour i = 1,2., les fonctions S;(t) et I;(¢) forment un couple solution
(Si(t), 1;(t)), t € [0;T*]. Par conséquent (Sy(t), I1(t)) x (Si(t), [1(t)), t € [0;T*] est I'unique
solution du modele (@.1)) selon le Corollaire (4.1.1.1].

Considérons la plus grande date a laquelles les nombres des sujets .S; et I; demeurent positifs.

Notons par T cette date définie comme suit
T =sup{t € [0;T%] : Si(s) > 0, I;(s) >0, Is_s(s) >0, Vse[0,T], i=1,2}

Alors sur Iintervalle de temps [0; T |, nous pouvons estimer les valeurs de .S; et I;. Utlisant la
positivité de S;(t) et I;(t) sur [0; 77, nous pouvons minorer 4Li te] que I’on ait :

d ]3 %
- 7 Z-[ > ]
@ e
D’ou
dl; -
Soit donc [;(t) > I;(0)e~"* > 0 et par analogie I3_;(t) > I3_;(0)e" ™" > 0.
Maintenant, pour ¢ € [0; T] prouvons que S;(t) > 0. En effet, pour i = 1, 2., la positivité de

S;(t) et I;(t) sur [0; T, nous permet de minorer ddii tel que ’on ait :

dS I5_;
K3 S K Z -_ 7
i~ Py it BS+I
Par ailleurs, nous avons : 5
d ds; di;
gt =Tt
i.e. que S; + I; = N, indépendant de ¢. D’ou le résultat

d;; —B; I3 ; <~ S;(t) > S;(0)exp {—%/0 [3i(s)ds} > 0.

Donc, pour i = 1;2., S;(t) > 0 et I;(t) > 0 pour tout ¢ € [0; 7. Pour la suite, supposons qu’il

existe t > T tels que I’on ait encore S;(t) > 0 et I;(£) > 0; ceci contredit la définition de T" qui
mentionne que pour i = 1;2., S;(t) > 0 et I;(t) > 0 pour tout ¢ € [0; T*] C [0; 7). Donc pour i =
1;2., S;(t) > 0 et I;(t) > 0 pour tout ¢t € [0; T]. Par conséquent, (S1(t), [1(t)) x (S2(t), I5(t)) €
R’ . Il reste & montrer que pour t € [0; 77, S;(t) et I;(¢) ont toujours des trajectoires bornées. En
effet, S;(t) + I;(t) étant constante pour ¢ € [0; T, alors la matrice jacobienne Jp(z) = (D?F")(x)
est linéaire en = = (2!, 2?) € RY et par conséquent, I est localement bornée sur z € R%. Donc

F = (F', F?) admet des dérivées partielles continues et bornées sur tout compact 2 C RY. m
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4.1.1.3 Point d’équilibre sans maladie et Equilibre endémique

Lemme 4.1.2. Soient Ny = S| + I, et Ny = Sy + I5. Le modele (3.30) qui est le méme que
(4.1), admet un point d’équilibre sans MST ou disease free equilibium noté Eppp = (N; =
S1,0) X (Ny = Sy, 0) dont la projection dans le plan (11, 1) donne Eo = (0;0).

Preuve: Pour Ny = S; + I} et Ny = Sy + I, utilisons le corollaire (3.2.1) : le modele (3.30) qui
est le méme que (4.I)) se ramene a qui a (I; = 0,1y = 0) comme point d’équilibre sans

maladie. Par conséquent, nous avons (S; = Ny, Sy = N;). Donc nous obtenons
Eppr = (N1 = 51,0) x (N2 = S5,0).
La projection de Fppg sur le plan ([, I5) donne Ep = (0;0). m

Définition 4.1.1. /87, 88]
Le nombre de reproduction de base est le nombre d’infections secondaires causées par un individu

infecté se retrouvant dans une population constituée essentiellement tous des susceptibles.

Lemme 4.1.3. Le nombre de reproduction de base Ry du modeéle (3.30) est donné par

B1Ba

T1T2

4.2) Ry =

Preuve: Selon la méthode de Van den Driessche et James Watmough décrite dans [/2]] pour le
calcul de Ry, nous obtenons pour le (3.30) les matrices :

1
e B T e e
Ba 0 0 7 0 =

alors la matrice de la prochaine génération est :

0 &
FV='= ™
(ﬁ— 0 )

FV~! admet deux valeurs propres & % . Alors

Ry =p(FV7!) = \/ %

Lemme 4.1.4. Soient Ny = S1 + I et Ny = S5 + 5. Le modele (4.1), admet un point d’équilibre
endémique noté Ep = (N1 — I, I7) X (Ny — I3, 1) dont sa projection dans le plan (11, I5) donne
Eo = (0;0) et Er = (If; I3) tels que

est donc le résultat. m

Bi(1 — )N N,
(4.3) I = 0

BiN2 + 11Ny
Ba(1 — 32) N1 N,
(4.4) I = 0
B2 N1 + 12Ny
NP2 61B2 e
ou R = avec Ry défini par (.2)) dans le Lemme 4.1.3
T1T2
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Preuve: Pour N; = S + I; et Ny = S5 + I, utilisons alors le corollaire (3.2.1)) : le modele (3.30)
de variable d’état (51, 1) x (S, I5) se ramene a (3.34) de variable d’état (I, I5) dont le point
d’équilibre vérifie le systeéme

4.5) { 511{7—21(]\71—[1)—71[1:0

52]{7—12(]\72 - [2) — 1ol = 0.

qui admet une seule solution non nulle (/; = I;, I, = I3) qui correspond a I’équilibre endémique
de (3.34). Il s’en suit que Ep = (N7 — I}, IT) x (Ny — I3, I) est le point d’équilibre cherché. m

4.1.1.4 Stabilité de DFE et Equilibre endémique

Considérons le modele (3.34) dont le champ des vecteurs associé est

C(I ) = Ci(Iy, 1) = 51]{/—21(]\71 —I) -7l
b 02(117]2) 252[—1(]\72—]2)—72[2

No

Ole1251+[1 et NQZSQ“I—[Q

Définition 4.1.2. Le champ C(I4, I,) est dit vertical lorsque Cy(11,15) =0
De méme C(1y, I5) est dit horizontal lorsque Cy (I, I5) =0
C(I1;v(1y)) est le champ vertical et C(Iy,h(Iy)) le champ horizontal avec v et h sont définis

respectivement par

71 N1y
U([l) = m et h(]l) =

BaNoIy
Bl + 19Ny

C(O, IQ) = (61[2, —TQIQ) et C(Il, 0) = (—Tlll,ﬁgfl)

Définition 4.1.3. le nombre moyen des sujets masculins contaminés par un sujet feminin au cours
. s 1
de traitement est donné par le rapport —.
T2
De méme Le nombre moyen des sujets feminins contaminés par un sujet masculin au cours de

. p 2
traitement est donné par le rapport B—
71

Théoréme 4.1.4. Soir (Si(t), I1(t)) x (So(t), I2(t)) la solution de (3.30). Alors nous avons le

résultat ci-dessous lorsque Ry < 1 :

lim (Sl(t),ll(t)) X (Sg(t),lz(t)) = (N170) X (NQ,O) = EDFE

t—+o00

i.e. que le nombre des sujets infectés I;, 1 = 1,2. tend vers 0 lorsque t — 400 : I’épidémie

disparait. L’équilibre sans maladie Eprg est globalement asymptotiquement stable.

Preuve: Nous allons utiliser le principe de comparaison. Ainsi, le modele (3.34)) peut alors s’ex-

primer comme suit

ah I
(4.6) (ﬁ)g(F—V)( 1)
3 =
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ou I et V sont deux matrice utilisées tres haut dans la détermination du R, telles que ' — V' =

ﬁQ —T2

tra(F—=V)=—(n+m) <0 et det(F —V)=mm— 51 >0

—T . . . .
( ! ﬁl ) ayant respectivement pour trace et déterminant comme suit

SiRy < 1,ie.det(F—V) = my1o— 152 > 0 alors toutes les deux valeurs propres la matrice F'—V
sont & parties réelles négatives. En posant I(t) = (I,(t), I5(t))”, on a donc I(t) < I(0)e" =V et
il s’en suit que

lim I(t) = lim (I,(t), L(t))" = (0,0)

t—4o00 t—+o00
car
lim "V =
t—+o00

Par conséquent
lim (S1(¢), I1(t)) x (Sa(t), I2(t)) = (N1,0) x (Na,0).

t—+4o00

Ceci marque la fin de cette preuve. m

Théoreme 4.1.5. Soit (S1(t), I1(t)) x (S2(t), I2(t)) la solution de (3.30). Alors nous avons le

résultat ci-dessous lorsque Ry > 1 :

lim (51(2), Lu(t)) x (S2(t), Lo(t)) = (Ny = I, I7) x (Ny — I35 I5) = Eg

t—>+o0
i.e. lorsque t — 4-00, le nombre des infectés masculins 1, tend vers I} et le nombre des infectés
feminins I tend vers I = v(I}) = h(I7) : I’épidémie prend un regime stationnaire.

L’équilibre endémique Eg est localement asymptotiquement stable.

Preuve: Soit (S (t), I1(t)) x (S2(t), I5(t)) 1a solution de (3.30). Puisque N; = S;+1; pouri = 1;2.,
considérons en particulier le modele (3.34) dont E; = (17, I;) est le point d’équilibre endémique.
Sa matrice jacobienne J(E;) a pour trace

B1B2No (R — 1) BiN1 B> (R — 1)
R3(B2N1 + 7oNy)  R3(B1N2 + 11 Ny)

(i) = - Fritn)

qui est négative lorsque R3 > 1. Le calcul du déterminant donne :

det[J(Er)] = m(R3 — 1) N TN,

qui est positif lorsque R2 > 1. Si Ry > 1 alors toutes les valeurs propres de J(E;) sont & parties
réelles négatives. Ce qui implique que le point d’équilibre endémique £; = (I, I5) du modele
(3.34) est localement asymptotiquement stable.

lim (Sy(1), [1(2)) x (52(1), [o()) = Tim ((Ny — L)(2), L1 (2)) x (N1 = L)(#), La(2))

o t—+o00
= Ny~ ) x (Ny — I35 13) = B
car lim ([i(t),12(t)) = (I7,1;) = E; m

t—>+o00
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4.1.2 Modeéele stochastique de MST

Considérons le modele stochastique (3.33)) de la dynamique d’une MST. Ce modele peut encore

s’écrire sous la forme suivante

asi = — (Bidg S —nh ) dt = \/Bi & S + mhawn,
an = (BiESy =7k ) dt+ \[Bi 81+ Tldwh,

dSy = — (52{71252 — 7212) dt — \/md%,
dly = (52]{71252 — 7'2[2) dt + \/mdw2-

“4.7) ®

4.1.2.1 Equilibre trivial et équilibre endémique aléatoire

Le modele stochastique (4.7) de MST admet un équilibre trivial aléatoire
Ep = [(S1,11) x (Sa, I2) = (0,0) x (0,0)].

L’équilibre aléatoire sans MST n’est rien d’autre que 1’équilibre trivial.

Un point d’équilibre endémique aléatoire I E est atteint lorsque
51%]2 —nl =0,
52%[1 — 1oy =0,

d’ol nous avons les équations d’équilibre endémique aléatoire suivantes

{ [1 = 2_11]%_11[2’

_ B2 S
L=2%]

Nous ne connaissons pas a priori le nombre des individus infectés I;(¢), ¢ = 1,2. attendu a

un instant futur ¢. Mais le nombre moyen des infectés a cet instant t est désigné par 1’espérance

mathématique de la variable aléatoire I;, i.e. E[I; = I;(¢)]. Une approximation de E[I; = I;(¢)]

nous permet d’obtenir I’expression de /;(t) ci-dessous donnant le nombre des individus infectés au

temps ¢ et qui se rapproche suffisamment du nombre moyen E[/; = [;(t)],

I,(0)[8182(Ny — I3) — 1172N,]

4.8 ILi(t) =
( ) 1( ) [1(0)7'1T2(N2 — [ék) + [Zl - 7_17_2N2]e—a1t

N

ol
]*
Zy = P1fa(1 = 1(0))(N2 — I5), a1 = ﬁll_i -7
1

et
1,(0 Ny —TIF) — N
(4.9) Ig(t) _ 2( )[6152( *1 1) T1T2 1] —
L(0)Tima (N1 — I5) + [Z2 — T2 Ny Jem o2

ol .

Zy = P1fa2(1 — 1(0)) (N, — I7), 042:52]_1_7'2

2
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Pour les expressions (4.8)) et (4.9), examinons les cas suivants :

: Bi1B2S2 _ p I3 B1B2S1 _ p If c
.SlRO S 1,a10rs¢1 2 TNy 51% et » Z THNT —ﬁzé,carSi S Ni, 1= 1,2
De plus nous avons

lim L(t)=1"=0, i=12,

t—+o0
1.e., 'infection de MST évolue puis disparait par la suite : I’équilibre endémique aléatoire cohabite
avec 1’équilibre aléatoire sans MST ;

esi Ry >1,alors i < Mﬁ,‘% et < 818251 Nous avons dans ce cas,
T2 N2 71 N1

Jm (0 =1

et
lim Ip(t) = I*

t—+00

ou I7* et IJ* sont des équilibres endémiques aléatoires donnés par

5152(]\72 - [S) — T1Ta Ny
B1B82(N2 — I3) ’

B1Ba(Ny — IT) — 12Ny
B1B2(Ny — I)

i.e., I'infection de MST évolue puis devient endémique en [, i =1,2..

I =
(4.10)
I =

Puisque /; dépend toujours de I, et vice versa, nous pouvons donc nous poser la question
suivante :
quel sera au temps ¢ = t* fixé, le nombre des infectés [;(t*), ¢ = 1,2 de cette MST qu’on espere
obtenir ?

Pour repondre a cette question, cherchons la probabilité pour qu’un sujet susceptible S;, i =
1, 2. soit infecté de MST et la probabilité pour qu’un sujet infecté I;, ¢ = 1, 2. soit guéri de MST

au temps .

4.1.2.2 Probabilité d’infection et de guérison

Etant donné que cette MST n’est pas mortelle et que le taux de mortalité naturelle et le taux de
natalité sont nuls durant la courte période (en jours) de I’infection, au sein de la population étudiée,
nous avons alors la probabilité de mortalité p! , et la probabilité de naissance p,, sont égales et
nulles (i.e., p',, = p., = 0 @ = 1,2.). Notre modele MST n’a donc que deux changements
possibles de variables d’état : devenir infecté et guérir de cette infection grace au traitement.
Désignons par pi, et pgu respectivement la probabilité pour qu’un sujet sain .S;, ¢ = 1,2. soit
infecté de MST et la probabilité pour qu’un sujet infecté ;, ¢+ = 1, 2. soit guéri de MST au temps
t.

@.11) pgn:l( flo(N1 — 1) ) et pgnzl( Goly (N> = 1) >
2\ Gile(Ny — L)+ 711Ny 2 \ Bol1(Ny — 1) + 72Ny
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1 ’7'1[1N1

1 TQIQNQ
4.12 L == tp?, == .
(+12) Pou =73 (51]2(]\71 —]1)+7'1[1N1> P =3 (52[1(]\72—]2)4'72[2]\72)

Remarquons que les probabilité p;,, et py, dépendent encore du nombre des infectés I;, i =1,2et

que la loi de probabilité uniforme est vérifiée

2

> W+ k) =1 1= (ph, +P1) = Dpu + P
=1

Pour repondre a notre question posée ci-haut, supposons que I1(n) et I(n) sont respectivement
le nombre des infectés masculins et celui des infectés feminins a l’instant ¢ = n, avec n =
0,1,...,np = t*. Les suites I;(n) et Ix(n) sont alors des chaines de Markov de matrices de

transition respectives :

1— 1 1 1— 2 2
Pl — lpgu pgul et P2 = 2pgu pgu2
Pin 1- Pin Din 1- Pin

Soit ul = P(I; = I1(n)) et u2 = P(I, = I,(n)). D apres le Théoréme |(1.3.2] nous avons

f g = Py =t = (1= pl )l + Dl (1 — ), i=1,2.

0
Pin

Notons que i, est stationnaire lorsque ji;, | = ft,, = ji = oA = 2p;,,. Alors

pi = 10+ (o — )(1 = Dy, — p7)", i =1,2.
Supposons qu’il y a eu un seul cas d’infection au temps initial n = 0, i.e. u, = 1. Par conséquent,

Nous obtenons

1 )
un_2p2n+2_n(1_2pzn)7?‘:172 n:17 7nT:t*
re.pourn=1,... nyp =1t",
. 1 ﬂ1]2(N1 — ]1)271 —f-TlNl
Li(n) = on
2 Brla(Ny — 1) + 1V,
et
. 1 52]1(]\]2 — 12)2n —+ TQNQ
2 Bali(Ny — I) + 12Ny

Enfin pour I(n) = (I1(n),Iz(n)) le nombre des individus infectés de MST attendu a I’instant
t =nest

[(n) — i (BIIQ(Nl - 11)2” + 71N1> (62]1(]\/2 _ ]2)2n _|_7_2N2) _— .
qn ﬁlfz(]\ﬁ—[l)—i—ﬁ]\fl 6211(]\]2—]2)—1-7'2]\[2 ) O A
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4.2 Analyse de deux modeles du VIH/SIDA

4.2.1 Modéele déterministe du VIH/SIDA
4.2.1.1 Positivité de solutions et trajectoires bornées

Le modele déterministe (3.36]) est épidémiologiquement plausible si le lemme ci-dessous est

satisfait.

Lemme 4.2.1. Soir X, = (S(0), H1(0), H2(0), Wy (0) un état initial positif donné i.e X, € Ri.
Alors les solutions X (t) = (S, H1y, Hat, Wry du modele (3.36) demeurent positives i.e. X (t) €
R’ pour tout t > 0.

Preuve: Soit X, = (5(0), H1(0), H2(0), Wx(0) € R un état initial donné. Posons
t>=sup{t >0:S5(t)>0,H(t) >0, Hs(t) >0,Wg(t) > 0}.

Ainsi ¢ > 0. Considérons la premiére équation de (3.36)) :

s
— = A - —

Alors nous avons

(4.13) % [S(t)emp{,ut—i—/ot AH(T)dTH > Aexp {MH/; )\H(T)dT}.

Le passage a I’integrale de 0 a t* donne

Exﬂexp{y¢+l££AH@ﬁdT}—nsm)ZiéEAeXp{u$+1£xAHCﬂdT}dx

S(t) > 5(0) exp {— <u£+ /OtAH<T>dT>}
+exp {— (Mt+ /Of)\H(T)dT) } : /;Aexp {,ux - /OJC )\H(T)dr} dr > 0

. D’olt nous obtenons S(t) > 0 i.e. que S(¢) > 0 pout tout ¢ > 0.
De la maniére similaire, nous pouvons prouver que H;(t) > 0, Ho(t) > 0, Wy (t) > 0 pout tout

t > 0. Ceci marque la fin de la preuve. m

Lemme 4.2.2. Toutes les trajectoires décrites par les solutions X (t) = (Sy, Hiy, Hae, Wy € RY

du modele (3.30) sont bornées, i.e que pour tout ¢ > 0 le domaine borné
A A

QEZ Xt:(S,Hl,HQ,WH)€R+ZN§—+€
i

des solutions X, est positivement invariant.
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Preuve: Le nombre total de la population a la date ¢ est IV, tels que :

dN,
N; = S(t) + Hy(t) + Hy(t) + Wy(t) et d—tt = A — Ny — Sy Hy(t).

Il s’en suit que

dN;

— < A — uN;.

ar ST
Posons M; = A — jINy. Alors nous obtenons

dM; dN; _
= —pu— > —ubM, M, > Mye .
di ,Udt_ﬂt:>t_o€

Comme M; = A — uN; et My = A — Ny, alors nous obtenons pour tout € > 0 :
A —ut
1

Lorsque t — 400 alors N; — N, < % + £. Donc toute trajectoire de (3.36) est bornée.
Montrons maintenant que le domaine §2. est positivement invariant. En effet, soit 4 une application
RY — Rquiax = (S, Hy, Hy, Wy) associe h(z) = S + Hy + Hy + Wy

h is différentiable et son gradientest VA = (1,1,1,1), Vz € RY.

De plus, Vz € h™! (% + ¢), le produit scalaire de deux fonctions vectorielles d et h est tel que :
< d(z),V(h(z)) >= S+ Hy + Hy+ Wy avec d(z) = (s iy, Hs, WH>

soit
< d(z),V(h(z)) >= N =A — uN — 6y H,.

Mais Vx € h_l(% +e), N = % + € ainsi pour € > 0, nous avons

A .
V x € h_1<; +€>, < d(l‘),V(h(l‘)) >= N = —UE — ogHy <0

Grace donc au théoreme de Barriere, nous concluons que (2. est positivement invariant. m

4.2.1.2 Existence et unicité de solution du modéle

Théoreme 4.2.1. Soit S(0), H,(0), Hy(0), Wy (0) € R. Alors il existe T" > 0 et des fonctions
continuellement différentiables S, Hy, Hy, Wy : [0; T|— R tels que X; = (S, Hy, Hy, Wy) soit
solution du modéle déterministe (3.36) avec état initial X, = (S(0), H,(0), Hy(0), Wx(0)) € R?
i.e. que la solution X; € R* de avec état initial X existe et cette solution est unique.

Preuve: Pour la preuve de ce lemme, nous utilisons le lemme {4.1.1][23] et le théoréme classique
de Picard-Lindelof [85]. Des que le modele déterministe est autonome, il suffit de montrer que la
fonction f : R* — R* définie par f(z) = (fi(2), fo(x), fs(x), f4(x))" est Localement Lipschit-
zienne en z = (S, Hy, Hy, Wy)T ; avec les expressions de f;, i = 1,--- , 4. données par (3.38).
Puisque toute solution de (3.36) est positive et bornée et selon le lemme f est Localement
Lipschitzienne continue sur R, alors par le théoréme de Picard-Lindelsf [83], il existe une solu-
tion unique z; = (Sy, Hy, Hay, W)™ € R de (3:36) avec I’état initiale 2o € R4 pour tout
tel0;7]. m
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4.2.1.3 Existence des points d’équilibre : DFE et Equilibre Endémique

Lemme 4.2.3. [29] Le modele déterministe (3.36) admet un seul point d’équilibre sans VIH/SIDA
A

au Disease Free Equilibrium (DFE) noté X° = (—,0,0, O)T. Lorsque Rf > 1 alors (3.36) admet
I

un point d’équilibre endémique noté X* = (S;, Hy;, Hof, Wy)T tels que

( Ak

' st (pt o+ ) (Ry— 1)

. RI—1_,
H} = 0% S,

(4.14)
HQ;: = 7T2H1:,

\ VVH;;< = 7THH1I-
ou R est le taux de reproduction de base du modele (3.36) et est défini par

B (14 name +numw)
n+o+mn

(4.15) R} =

b

o(p+ob +07)
(1 +0m) (1 +08) + pro’

(4.16) Ty =

oy + 1(p+ 0y + 72)

4.17) T = ,
T (i 0u) (n + 00) + pm
(4.18) k=1+m+7gH.
Preuve: Il est évident de montrer I’existence et I’unicité de DFE (Disease-Free Equilibrium), X° =
A
(—,0,0,0).
1
Supposons que Rj > 1. Un point d’équilibre endémique X* = (S*, Hy, H;, W};) est tel que :
A= XyS*—puS* =0, @.191)
4.19) NgS* — (u+ o+ 71)Hf =0, @.1912)
' oH; + 06Wj — (n+ 6y + m2)H; =0, @I93)
T HY + 1oHy — (u+ o)W}, =0, (4.19/4).
o H: H; Wi
* 1 2 H
Y —BH(N* i ).

Du systeme (4.19)), les expressions de Hj et W}, en fonction de H; sont données par,
H} =mH] et Wy =mgH].

Alors nous avons

k
Hl
N*’

These de Doctorat/Ph.D 106 BONGOR DANHREE (© 2017



Analyse mathématique des modeles formulés
4.2 Analyse de deux modeles du VIH/SIDA

et
4.21) N* :S*+/<;Hf;

T, Ty et k sont définis respectivement en (.16)),([d.17) et @.18).
En substituant (4.20) dans (4.19]2), nous avons soit H; = 0, soit

S* - nw+o+m
N* Bu(1+ moma + numy)

En substituant (4.20)), puis (4.21)) dans (#.19]2), nous avons H} = 0 ou

(4.22)

1 1 R —1
(4.23) = LPad e ) e (o — D
K ut+o+mn K
En substituant enfin (4.20) puis (4.22) et (4.23) dans (#.19]1), nous obtenons
A
(4.24) S r

Tkt (u+o+m)(R;—1),

ou Rf est déterminée par la méthode de P. Van den Driessche et James Watmough [72]. m

4.2.1.4 Stabilité de DFE et d’équilibre endémique

Théoréme 4.2.2. L’unique point d’équilibre sans VIH/SIDA X° du modéle déterministe (3.36)) est

localement et globalement asymptotiquement stable si Rj < 1 et instable si R > 1.

Preuve: La stabilité locale du DFE est évidente car elle est une conséquence de la méthode de
Van den Driessch et James Watmough pour le calcul du nombre de reproduction de base [72] : le
DFE est localement stable si R < 1 et instable si R > 1. De plus la stabilité globale entraine
la stabilité locale. Pour ce faire, nous étudions uniquement la stabilité globale du point d’équilibre
sans VIH/SIDA X° du modele déterministe (3.36)).

Cette preuve utilise alors le théoreme de Castillo-Chavez (2002) [[18] que nous avons rappelé
en Appendice[6.2.4]comme Théoréme Ecrivons le modele (3.36) comme suit :
@ =F(Y,2)

(4.25) dt

2 _ G(Y,Z), G(Y,0)=0

ol Y=S€cR, , Z=(H,Hy,,Wy)cR3;

AgS — (uw+o+7)H
FOLZ) = (A= AgS—pS ) et GO.2)= | oHy+ o8 Wy — (u+5n +m)Hy
T Hy 4+ 1 Hy — (e + 06,)Why

Ainsi, le DFE devient X° = % = (Y*,0) avec Y* = %
Considérons F(Y, 0)=(A — [LS) et vérifions si les conditions C 1 et C 2 du théoreme de
Castillo-Chavez (2002) sont satisfaites :
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Cl:F(Y* Z)=F(Y*,0)

B — (p+ 0o +71) m2BH NeBu
C2:GY,Z2)=AZ—-G(Y,Z) ou A= o —(u+ 0y + 1) o0,
T To —(u+ oby)

est une matrice dont les éléments non-diagonaux sont positifs et puis

BuHy — AuS + mefuHe + nufSaWh Bu(Hy + n2Hy +ngWi)(1 — %)

G, Z) = 0 = 0
0 0
est un vecteur de composentes :
~ S ~ ~

11 s’en suit que G (Y, Z) > Opour (Y, Z) € (.. Ainsi donc les conditions C 1 et C 2 sont satisfaites.
D’ou I’équilibre sans maladie en présence du traitement est globalement asymptotiquement stable
siRp<1. m

Théoréme 4.2.3. L’unique point d’équilibre endémique X* du modele déterministe (3.36) est lo-

calement asymptotiquement stable si Ry > 1.

Preuve: Des que le DFE est globalement asymptotiquement stable, il est alors évident que le point
d’équilibre endémique soit unique.

Supposons que R > 1, alors I'infection du VIH/SIDA persiste au sein de la population a I’équi-
libre endémique. Le théoreme de Castillo Chavez (2004) [[19]] permet de prouver la stabilité locale
asymptotique de X*. Faisons le changement des variables suivant afin d’appliquer le Théoreme
[0.2] de Castillo Chavez (2004) [19] en Appendice [6.2.4] Ce théoreme résulte de la théorie du

centre de variété ou Centre Manifold Theory [17]. Pour ce faire, posons

S:Ih lel’g, HQI,I'g et W;_}:l'4

T1T2 + Mox3T1 + NHT4T1
X1+ X9+ T3+ 24

dX ;
Le modele (3.36) devient — = X = (21, Ty, 43, 24)" = (f1, fo, f3, f4)" tels que :

Alors, X = (x1, 19, 23,74)7, N=wz1+x+13+74, € Aty =

(. To + 1223 + NHT4
1 = fi=N-Bnu Ty — B2
$1+SU_E+Z'3+SL'4
iy = fo=p Tg + 723 NHts (p+o+m)
(4.26) ¢ T Yt sty v

1"3 = f3 = 0X2 +O’9tI4 — (M+5H+Tg)$3

L Ty = fi=mxe+ nr3— (u+ 0b)xy

Ce systeme nous permet de vérifier si les assertions A; et As du théoreme de Castillo-Chavez
(2004) [119]] sont satisfaites :
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La matrice jacobienne Jyo(3g) du systeme (#.26) en X° est donnée par :

—H —Bu —2Bu —nuBu
0 Buy—(p+o+m) M2BH N Bu
4.27 0 =
( ) Txo(Bu) o —(+ 0y + 1) oL,
0 1 Ty —(u+ 00)

Jxo(Sr) admet au moins une valeur propre simple a partie réelle positive. La valeur dominante de
ces valeurs propres correspond a R donné par (4.15]). L’assertion A 1 est donc vérifiée.

Soit 37; un parametre de bifurcation. Alors sa détermination par la résolution de Rj = 1 donne :
nw+o+m
Br = Bu =
L+ nome + NumH

La théorie du centre de variété [17] peut étre utilisée pour I’analyse du systeme (4.26)) lorsque
(% = [. Ainsi la matrice jacobienne Jxo(};) du systeme @.26) en X° lorsque 33 = By admet
une valeur propre nulle. Pour vérifier I’assertion A 2, notons par u = (uy, ug, u3, us)” le vecteur

propre droit de Jxo(/3};) associé a la valeur propre nulle. Alors on obtient le systeme linéaire :
(4.28) Ixo(Br)u=0

qui a pour solution u = (uy, us, uz, us)? tels que :

By

m (ug + mous + npuy), Uy = i

(h+o+m)—B4

us =uz >0, et u :Tl('u+6H+T2)+UT2u
3 3 ’ 4 o(p+ ol + 0;71) 3

Maintenant, notons par v = (vy,v9,v3,v4)" le vecteur propre gauche de Jyo(S};) associé 2 la

up = (nous + Nrug),

valeur propre nulle. Alors on obtient le systeme linéaire :
(4.29) v Ixo(B3) =0

qui a pour solution v = (vy, vy, v3,v4)7 tels que :

1 1
— O’ — R — R = — * 9 5 > O
U1 U2 (itotn) B (ov3+T1v4), V3 = V3, V4 1+ 0f, (Brmave+obiv3), vs
Les calculs des coefficients a = z”: VpUiUj O i (X% etb = z": Vgl O (X") donnent
kyiyj=1 ' Oxi0u, ki—1 O;0n

respectivement les résultats

2u(B7)? i+ o+ npp j
4.30 S 1—np+a) 2T <
( ) a A u303[( n):u CY) (M‘i‘a)ﬂ;: nmn ,u—i—oz]
1 _
(4.31) b= wuws -0
1 e

Les signes des coefficients a et bi.e. a < 0 et b > 0 permettent d’affirmer a la lumiere de I’assertion
A 2-(iv) du théoréme de Castillo-Chavez (2004) [19] que I’équilibre endémique X * est localement

asymptotiquement stable si 7; > 1. m
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4.2.2 Modeéele stochastique du VIH/SIDA

4.2.2.1 Positivité bornée des solutions

Considérons le modele stochastique du VIH/SIDA (3.37)) et soit un ensemble défini comme
suit A
Q={(S,Hy,Hy,Wy) ERL;N =S+ H + Hy+ Wp < ;}.

Alors, nous avons le résultat suivant [[30] :

Théoreme 4.2.4. Soit X, = (5(0), H1(0), Hy(0), Wg(0)) € . Notons par
X(t) = (S(t), Hi(t), Hao(t), Wk (t)) (pour t > 0), la trajectoire du modéle stochastique (3.37)
passant par X. Alors X (t) demeure dans I’ensemble ), pour tout t > 0, avec la probabilité égale

al.

Preuve: du Théoreme
Soit N(t) = S(t) + Hy(t) + Hy(t) + Wg(t), la variable aléatoire donnant le nombre total de la
population a la date ¢. Nous avons

AN (t) =

(A — /LN(t) — (5HH2) dt — (Gldwl(t) + GQdWQ(t) + G4dW4<t) + G7dW7<t) + GlodWm(t)).

Des que
E(X(t),dW(t)) = G1dWi(t) + GadWa(t) + GudWy(t) + G7dWr(t)) + G1odWio(t) < 0,
etsi X(u) € R% pour tout 0 < u < ¢ presque sirement (p.s.), nous obenons 1’ inéquation suivante :
dN(u) < (A —uN(u))dt  Yuel0;t p.s.

Alors N (u) < é Soitdonc  S(u), Hy(u), Ho(u), Wg(u) €]0; %[ pour tout u € [0;t] p.s.

Des que f et G sont localement continues et Lipschitziennes, alors pour chaque valeur initiale
donnée X, il existe une unique solution locale X (u) sur tout intervalle fixé [0; t]. Montrons que
cette solution X (¢) est globale pour ¢ € [0; 7.[; ol 7. est le temps d’explosion.

Soit py > 0 tel que S(0), H;(0), H2(0), Wg(0) > po et pour p < 0 définissons le temps d’arrét
par :
7, = inf{t € [0;7.[, S(t) < pou Hi(t) < p, Ha(t) < p ouWy(t) < p}.

Nous avons lim 7, = 7y avec
p—0

7o ={t € [0;7[,S(t) < 0ou Hi(t) <0, Hy(t) <0 ouWg(t) <0}

Considérons maintenant la fonction U définie pour X = (S, Hy, Hy, Wy ) par

A A A A
U=—In(=95)—In(—Hy) — In(—Hs) — In(—W4g).
<u ) (# 1) (u 2) (# ")
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En utilisant la formule d’1td appliquée a un probléme multidimensionnel sur Iintervalle [0; min(¢, 7,)],

nous avons pour tout s

4

+ Z; ; Gy dW(s aUé);( s))

avec

(GG™); Z e

soit

(25-1)  , (2Hi—1)

dUX)=[4p+71+7m+0+00+ g+ Aylds — [A 557 + g 2H?

2H, — 1 2Wy —1
+O’(H1 + QWH) X % + (TlHl + TQHQ)%]CLS
1 1 1

—F(ngwg — GudW, — G5dWs — GedWg) — F(G5dW5 — GdWy — GsdWs
1 2

1
+G9de) — W—H<G6dW6 + ngWg — ngWg — GlodWm).

D’ol, nous trouvons que pour s € [0; t] presque sirement,

() <[Tu+dy+ 271 + 71+ 20(1+0)+ B (1 + n9 + ny)|dt
2dWa + GadWs) + - (GadWy + GsdWs + Gﬁdwﬁ)
(GrdWy + GgdWg) + —(ngw9 + G1odWip).

dU(X
(4.32) +1(@
i

En intégrant I’inequation (4.32)), nous obtenons que
! "1
UX (1) < Ct + / L (GodWi(s) + GaaWi(s)) + / L Gaawis)
0 S o
(433) +GadWs(s) + GodWe(s) / = (+GdWi(s) + GadW(s)
2

t
1
+/ W_(ngWQ(S) — G19dWio(s)),
0 H

A
C:7/L+(5H—|—2T1—|—T2+20(1+0)+6H;(1+772+77H)-

En prenant I’espérance mathématique des termes de (4.33) ceci devient

EU(X(t)] < Ct+ (E[/O %(szWZ(s) + Gi3dWs(s))]
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+E| /0 t Hil(G4dW4<s) + G5dWs(s) + GedWs(s))]

+E[/U/ HLQ(G7dW7(s) + GsdWs(s))] + E[/O WLH(ngW.Q(S) — GrodWio(s))])-

Maintenant, introduisons dans cette preuve le lemme suivant provenant de [86].

t t
Lemme 4.2.4. La variation quadratique de I’intégrale stochastique / Y (s)dW (s) est / Y2(s)ds <
0

0
C't. Alors la loi forte de grand nombre pour les martingales locale implque que :

t—+oo t

(434) lim /0 V(AW (s) =0 ps.
En apliquant le Lemme [4.2.4] nous avons :
B[ $(GadWis) + Gadbs(s))] = 0
B /0 t Hi1<c:4dw4(s> + GadWs(s) + GedWi(s))] = O
E| /0 t Hi2(+G7dW7<s) L GedWs(s))] = O

t
1
E| / o (GodWa(s) — GaodWio(s))] = 0.
o Wh

Alors, nous avons pour tout ¢t > 0 :

(4.35) E[U(X (min(t,7,)))] < Cmin(t,7,) < Ct.

Des que V(X (min(t,7,))) > 0, alors

E[V(X(min(t,7,))] = E[V(X(min(t,7,)),<p] + EV(X(min(t, 7)) 1,0
> E[V(X(min(t, 7)) 1(,<n];

ou 14 est la fonction charactéristique de A.

Il existe quelques composantes de X (7,) égales a p, par conséquent
Hp
U(X(r,) > ~in(2D)
D’ou
E[U (X (min(t, 7,))] > ~In(50)P(r, <)
L’inéquation (4.32)) et lemme [4.2.4] give, pour tout ¢ > 0

—C't
4.36 P <t) < .
En prenant p — 0 dans (4.36]), nous obtenons ¢ > 0
P(r <t)=0.

Donc P(7 = 00) = 1. comme 7, > 7 alors 7, = 7 = 00 p..

Ceci met fin a la preuve du théoreme. m
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4.2.2.2 Stabilité du point d’équilibre aléatoire

Théoreme 4.2.5. /29, 30]
Le modeéle stochastique (3.37) admet un point d’équilibre aléatoire sans VIH/SIDA (Disease-Free

A
random Equilibrium) [X° = (—, 0,0, 0)} qui est exponentiellement p-stable si p > 2 et globale-
1

ment asymptotiquement stable.

Preuve: Par translation, nous pouvons toujours ramener un point d’équilibre endémique aléatoire
X, a X, = 0comme le cas dans [103]].
L existence de X, un point d’équilibre aléatoire sans VIH/SIDA est prouvée par un changement

de variable ci-dessous pour le modele stochastique (3.37)).
~ A

%

Par conséquent, le modele stochastique s’écrit
(4.38) dX, = f(t, X,)dt + G(t, X,)dW,,
ot X = (S, Hy, Ho, Wy), W= (W,),i=2,3,...,10.,

Rl = 5) - S,

A
(4.39) F(t, X)) = AH(; —S) = (u+o+m)Hy,
O'Hlt — (,LL + 5H + Tz)Hzt + O'QWHt
T1Hy + 1o Hyy — (,u + U@)WHt

Le bruit G = G(t, X,) est une matrice (4 x 9) donnée par

Go Gy 0 0 0 0 0 0 0
0 Gaz Gag Gas Gog 0 0 0 0
0 0 0 Gz 0 Gy Gz +Gsg 0
0 0 0 0 Gg 0 Gi Gu G

(4.40) G=

avec

Hy +noHy + Wy
(2 —S)+ H, + Hy + Wy

m

~ ~ - ~ ~ A~ ~
Gio = \ ,MS, Gz = Go3 = )\H(; _S)v Aa = Bu

L’existence d’un point d’équilibre aléatoire sans maladie du modele (4.66)) donne celui de (3.37).
En effet, Notons par X (0) = 0 € R*. Les égalités f(t,0) = 0 et G(¢,0) = 0 sont verifiées pour
t > 0. Ainsi X (0) est un point d’équilibre aléatoire sans maladie du modele (#.66), alors nous

avons
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A A

donnant S =—, H; =0, Hy =0, Wiy =0, ie, X°=(—,0,0,0) est un point d’équilibre
K M

aléatoire sans maladie du modele (3.37).

Maintenant, considérons la fonction de Lyapunov :

1 A
avec K > 0,K, >0,Ky >0,K3>0,p> 2.
Alors
KAp A
AV = [A—55<E — SV + Ky(u+ 0+ 1) HY + Ko+ 0y + 72) HE+

A A
+K3(,U + JQ)WP] + K/LS(; — S)p_l + K/\HS(; — S)p_l + Kl)\HSHf_l—F
(442) +K20'H1Hp 1+K20'9WHHP_ +K37'1H1WH +K37'2H2WH
p—1)] KZG2 P2 + K, Z GQHp2+KQZG2H”2

=2, i#3 =6
+K3(G§Wp 2 4 Gng 24 G2 WET?)

L’application du lemme[I.4.3|et du théoreme [1.5.3] nous permet d’obtenir finalement

A
AV < —K,LL(; —SY—Ki(p+o+n)H — Ko(u+ 0y + ) HY — K3(u+ U@)WII}]

Tous les coefficients (——.S)P, HY, HY et W}, de AV sont négatifs (c’était nécessaire a démontrer).

Par conséquent, X° = (—, 0,0, 0) est exponentiellement p—stable (p > 2).
i
Pour, p = 2, nous disons que X" est exponentiellement stable en moyenne carrée. Dans le sens

de Lyapunov, X° est globalement asymptotiquement stable. Ceci marque la fin de la preuve de ce

théoréme. m

4.2.2.3 Nombre de reproduction effective et effet du traitement

Leffet du traitement sur la dynamique stochastique du VIH/SIDA peut étre mis en évidence
grace au nombre de reproduction effective qui se détermine a partir du modele moyen du modele
stochastique du VIH/SIDA (3.37). Notons les valeurs moyennes des variables d’état du modele

(3.37) par :
ng = E[S], ng, = E[Hl], nH, = E[Hg] et nWH = E[WH]

ot E[.] est I’opérateur désignant I’espérance mathématique.

Alors ces valeurs moyennes des variables d’état vérifient le systeme (#.43) suivant connu comme

These de Doctorat/Ph.D 114 BONGOR DANHREE (© 2017



Analyse mathématique des modeles formulés
4.3 Analyse de deux modeles de TB

modele moyen de la dynamique stochastique du VIH/SIDA :

( dn
— = A~ BuE[Sox] — pms,
d?’LHl
d :BHE[S¢X]_(M+U+Tl)nH17
(4.43) ¢
dnH2
e ong, — (1 + 0 + 1)ny, + cbnw,,,
d
ZV:H = ming, + Teng, — (1 + o0)nw,,

by = Hy+mpHy +npWy
YT S+ H A+ Hy+ Wy
Ce modele moyen a les propriétés suivantes :

— le modele moyen admet un point d’équilibre sans maladie P° = (n%,ny ,n,, njy, )" =

T

(—, 0,0,0 ) qui est globalement asymptotiquement stable si 175, nombre de reproduction
1

de base du modele moyen, est inferieur a 1.

— Le nombre de reproduction effective R, ; du modele moyen (#.43)) est donné par

E[S¢x]
4.44 Rey = Ry,
(444) T o (1 + mamy + amn)°

ou Rf est le nombre de reproduction de base du modele déterministe (3.36) avec traitement.
— Le nombre des séropositifs croit si 2.y > 1 et il décroit si Ry < 1. Lorsque le nombres des
séropositifs augmente, alors le nombre des individus susceptibles de contracter le VIH di-

minue jusqu’a atteindre une valeur critique. Cette valeur critique est donnée par la condition
Ry = 1 (voir FIGURE 6.8).

4.3 Analyse de deux modeles de TB

4.3.1 Analyse du modele déterministe de TB
4.3.1.1 Positivité de solutions et trajectoires bornées

Lemme 4.3.1. Soir X, = (5(0), L(0),7(0), R(0)) un état initial positif donné i.e X, € R%. Alors
les solutions X (t) = (Si, Ly, Ty, Ry) du modele (3:49) demeurent positives i.e. X (t) € R} Vit > 0.

Preuve: Soit X, = (5(0), L(0),7°(0), R(0)) € R% un état initial donné. Posons
t>=sup{t>0:5(t)>0,L(t)>0,T(t) >0,R(t) > 0}.

Ainsi t > 0. Considérons la premiére équation de (3.49) :

dS
— =A-X\;S—uS
i I 1%
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Alors nous avons

(4.45) %[S(t)exp{ut%— /0 t AI(T)dT}] > Aexp {,wH— /0 t AI(T)dT}.

Le passage a I’integrale de 0 & t* donne

S(t_)exp{,ut_—k/t)\[( )d } /OAexp{uI+/ e )dr}d

S(ﬂZS(U)eXp{ (ut+ )}
+exp{— (,uf-l-/of/\[(T)dT)}-/OtAeXp{M$+/OI)\](T)dT} dr >0

. D’olt nous obtenons S(t) > 0 i.e. que S(¢) > 0 pout tout ¢ > 0.
De la maniére similaire, nous pouvons prouver que L(t) > 0, T'(t) > 0, R(t) > 0 pout tout ¢ > 0.
Ceci marque la fin de la preuve. m

Lemme 4.3.2. Toutes les trajectoires décrites par les solutions X (t) = (Sy, Ly, Ty, Ry € Ri du

modele (3.49) sont bornées, i.e que pour tout € > 0 le domaine borné

A
ng{Xt:(S7L1,TQ7R)ERi2NSp"‘&}

des solutions X, est positivement invariant.
Preuve: Le nombre total de la population a la date ¢ est IV, tels que :

Ny =S(t)+ L(t) +T(t)+ R(t) et oy _ A — uNy — 67T(t).

dt
Il s’en suit que
dNt
<A —uN,
dt LN
Posons M; = A — puN;. Alors nous obtenons
dM, dN, .
dtt - _'ud_tt > —pM; = M; > Mye ™.

Comme M; = A — uN; et My = A — Ny, alors nous obtenons pour tout € > 0 :
A —put
NtS —‘I‘Noe i + €.
L

Lorsque ¢ — +o0 alors Ny — N < % + ¢. Donc toute trajectoire de est bornée.
Montrons maintenant que le domaine 2. est positivement invariant. En effet, soit 4 une application
RY — Rquiaz = (S,L,T,R) associe h(z) =S+ L+T+ R

h is différentiable et son gradientest Vi = (1,1,1,1), Va € RY.

De plus, Vo € h™! (% + ¢), le produit scalaire de deux fonctions vectorielles d et h est tel que :

<dz),V(h(z) >=S+L+T+R avec d(x)= (s, LT, R)
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soit
< d(z),V(h(z)) >= N = A — uN — 6;T.

Mais Vx € h_l(% +e), N = % + € ainsi pour € > 0, nous avons

A .
V ze h_l(; +¢e), <d(x),V(h(z))>=N=—pues—36rT <0

Grace donc au théoreme de Barriere, nous concluons que (2. est positivement invariant. m

4.3.1.2 Existence et unicité de solutions

Théoréme 4.3.1. Soir S(0), L(0),7(0), R(0) € R. Alors il existe T' > 0 et des fonctions continuel-
lement différentiables S, L, T, R : [0; T[— R tels que X, = (S(t), L(t),T(t), R(t)) soit solution
du modele déterministe (3.49) avec état initial X, = (S(0), L(0),T(0), R(0)) € R i.e. que la
solution X; € R* de avec état initial X existe et cette solution est unique.

Preuve: La preuve de ce résultat utilise Théoréeme @ Pour ce faire, considérons la fonction
F:RY — R*, définie par F(z) = (Fi(z), Fa(z), Fs(z), Fy(z))", Vo = (S,L, T, R)" tels que :

A—(u+A)S;,
nASy — (p+ 0 + M) Ly + pRy,
(I =n)A1Se+ (0 4+ A\) Ly — (u+ 00 + 7)1,
T — (k+ p)Re.

F(z) =

Alors La fonction F' est continue et admet des dérivées partielles du premier ordre ci-dessous :

OFy _ _ Br(T+nrR)(L+T+R) . OFR _ BrS(T+nrR) .

95 — S+iTiR?Z2 M 9L T (STLiT+R)%’
OF _ _ BrS(S+L+R—nrR). 0F _ _ BrS(S+L+R-T),
or (S+L+T+R)2 » OR — (S+L+T+R)2 >
OFy _ Brn(THnr R)(LAT+R)+n,TL], 0F, _ _ BrnS(THnrR)4+n.T(S+T+R)] (1 +0);
95 — (SYLIT+R)? Bl (S+LAT+R)? H 5
OFy _  Br[nS(S+L+R—nrR)—n-L(S+L+R)]. 9F, _ Br[nS(S+L+R-T)4+n,LT + 0
oT (S¥LAT+R)? ' R (SHLFT+R)? Ps
OFs _ Bri(l—n)(T+nrR)(L+T+R)—n,TL]. 0F; _ _ Br(A-n)S(T4+nrR)+n,T(S+T+R)] +o
P (S+L+T+R)? » 9L T (S+L+T+R)? )
oF; _ Br((1—n)S(S+L+R—nrR)+n-L(S+L+R)] ( + 6+ 7_) oFs _ Bri(1-—n)Snr(S+L+R)-T)]-n LT,
aT — (SYLTT+R)? K OT ' B8R — (S+LAT+R)? 5
OFs _ OF _ (. OFi _ . OFs _ _
s = or =0 =7 g =—(u+tp).

qui sont toutes continues sur R? . Selon Lemme F est donc localement Lipschitzienne conti-

nue sur R? . Soit 7' > 0 ; pour que toutes les hypotheses du Théoréme soient vérifiées, il reste

a montrer pour chaque i = 1,--- ;4. que Fj(z) >0 Vz € Ri, x; = 0. En effet, soit
r1=S=0etzy=L>0,z3=T >0etzy =R > 0alors, Fi(x) =A >0;
xgzL:Oetxl:S>O,:U3:T>Oetx4:R>0alors,F2(z:):%+pR>O;
:cng:Oet:cl:S>OL>Oetx4:R>Oalors,F3(x):%+0L>O;

soitenfinxy = R=0etx; =S5 >0y =L >0etaxg =T > 0alors, F3(z) = 7T > 0.
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Ainsi par le Théoréme nous concluons que pour zy = (S(0), L(0),T(0), R(0)) € R, il
existe pour tout t € [0;7],7 > 0 une unique solution x; = (S(t), L(t),T(t), R(t)) du sys-
me £ = F(z), x(0) = xo équivalent au modele déterministe (3:49) avec condition initiale
Xo = (5(0), L(0),7(0), R(0)) = xo. Ceci marque la fin. m

4.3.1.3 Existence du DFE et Calcul du nombre de reproduction de base

Proposition 4.3.1. Le modéle déterministe (3.49) admet un seul point d’équilibre sans TB (Disease

Free Equilibrium ) X° = (—,0,0,0)7 et son taux de reproduction de base Ry est donné par :
[

Br(p+ p+7nr)[(1 —n)u+ o]
(1 + o)+ p)(p + 1) + pr] + ppt

Preuve: Il est évident de trouver I’unique point d’équilibre sans maladie (Disease Free Equili-

R[):

brium ) X° = (—,0,0,0)”. Pour trouver I’expression de Ry, appliquons la méthode de Van Den

Driessche et de James Watmough pour notre modele déterministe (3.36). Nous avons

0 ArSy + Sy — A
= n)\[St et V= )\T‘Lt + (,LL + U)Lt — PRt
(1=n)ASe | (n+ 60 +7)Ty — ALy — oLy
0 (w+p) R — 7T,
0 nSr nnrBr pto 0 -p
F=10 (1-n)Br (1—n)nrBr et, V= -0 pu+ior+r7 0
0 0 0 0 -7 w+p
Posons :
ki=p+o, ke=p+or+7, et ks=p+p
1 koks — pT  phe
Ainsi , Vile——— t
insi Ty Sp—— cks kiks op |e
oT 7']{?1 klk’g
5 on(ks +nr) kin(ks +nrT) n(op + kiksnr)
Fy-l= T o(1—=n)(ks+71n7) k(1 —=n)(ks+nr7) (1 —n)(op+ kiks)
k’lkgkg — opT 0 0 0

Les valeurs propres de F'V ! sont :

(b +p+nr7)[(1 = n)p+ o]
k1k2]€3 — opT

R1:R2:0 et R3:5T

Donc le taux de reproduction de base R, du modele déterministe (3.36) de I’infection de TB en
présence du traitament est :

(b +p+nr7)[(1—n)p + o]
klk'gkfg — opT

(4.46) Ry = Br

These de Doctorat/Ph.D 118 BONGOR DANHREE (© 2017



Analyse mathématique des modeles formulés
4.3 Analyse de deux modeles de TB

avece
kiksoks — opr = (u+0)[(n+ p) (1 + 07) + p7] + ppr.

D’ou la fin de la preuve. m

4.3.1.4 Existence et unicité de I’équilibre endémique

Lemme 4.3.3. Si Ry > 1 alors le modeéle déterministe (3.49) admet un unique point d’équilibre
endémique X* = (S*, L*, T*, R*)T tels que

( A

pt A
ANHn[(1 + p) (1 + 1) + p7] + p7}

)(

(X (4 o+ X[+ p) (e + 1) + pr] + ppt}’
[(
[

*

4.47
(47 AN (p+ p)[(L —n)p+ o + A

(1A A+ o + A+ p) (e + O7) + pr] + ppt}’
R — ANT(L —n)p + o + N

\ (e + M)+ o+ X) (1 + p) (1 + 1) + pr] + ppt}

o

avec N lié a X par la relation (4.50) vérifie I’équation du second degré :
(4.48) as(A)? + a1 \s +ag =0

avec

(4.49)
(=t p) (it p ),
a = (u+p+TnT){(u+0)(u+p+T)+n5T(u+p)+m}
+0, (1t + p)[(+ p)(p + 67) + pur — Br(p + p + 0r7)),

ao = (u+ p+ rr){ (1 + )+ p) s+ 67) + pur] + pop7 }(1 = Ro).

\

* M‘+l7+‘TUT *
(4.50) Np = LIPS
T+ p)

Preuve: Un point X* = (S*, L*, T, W) de I’espace des états est un point d’équilibre endémique

si seulement s’il est solution du systeme (4.51) :

A= NiS* — uS* =0, 4.51]1)
wsh nNiS* — (14 o + A)L* + pR* =0, 4.51|2)
' (1—n)NS*  + (6 + XN)L* — (u+ 00+ 7)T* =0, 4.513)
7T* — (u+ p)R* = 0. 1.51/4)
L’équation (4.51]1) donne :
. A
RV

L’expression de R* en fonction de 7™ dans (4.51}4) donne :
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(4.52) R = __ T
[+ p

En substituant S* et R* par leurs expressions respectives ci-dessus dans (4.51}2), on trouve celle

de L* en fonction de 7™ définie par :

_ AN (p+p) £ pr(p+ AT
(L + A+ p)(p+ 0o+ AF)

En substituant S* et L* par leurs expressions dans (4.51]3), on trouve 7™ défini par :

(4.53) L*

. ANf(p+p)[(1 =)+ 0 + N
(1 + X+ 0+ X))+ p) (e + 67) + pr] + pp7}

En substituant ’expression de 7™ ci-dessus dans (4.53)) et dans (4.52)), on trouve L* et R* définis

respectivement par:

. AHn[(1 + p)(p + 07) + pr] + p7}
(1 + A+ 0o+ A)[( + p) (e + 67) + pr] + ppt}
ANIT[(L —n)p + o + A
(1 + A+ o+ )k + p)(p + 07) + p7] + pp7}
D’ou les résultats recherchés en (4.47). En substituant ces résultats de dans la relation ci-

dessous

R =

Pr(p+p+101) 1
At +p)
puis en éliminant A\’ grice a la relation (4.50), on obtient I’équation (#.48) avec un coefficient

N*=8+L"+T" + R =

as > 0.
Si Ry > 1 c’est-a-dire ap < 0 alors d’apres la régle du signe de Descartes, cette équation (4.48))

N ++/a} — dasag
L 2(1,2 ’

elle est a partie réelle positive et elle correspond a 1’équilibre endémique recherché X* dont les

admet une solution positive

coordonnées sont déterminées en y substituant A7 et Y.

Si Ry = 1 c’est-a-dire ag = 0, alors I’équation (4.48) admet une solution nulle correspondant a
X I’'unique point d’équilibre sans TB et admet I’autre solution a partie réelle négative si a; > 0
correspondant a I’équilibre endémique biologiquement non pertinent ou a partie réelle positive si
a1 < 0 correspondant a I’unique point endémique recherché.

Si Ry < 1 c’est-a-dire ag > 0, alors asap > 0 et comme le discriminant de (4.48)) est positif c’est-
a-dire que a? — 4asag > 0, il s’en suit que I’équation (#.48)) admet deux solutions réelles négatives

qui correspondent a deux points d’équilibres non pertinents. m
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4.3.1.5 Valeur critique de R,

Lemme 4.3.4. La valeur critique RS du nombre de reproduction de base Ry est telle que
af

A+ p)(pt p+ ) { (e + o) (1 + p)(+ 0r) + pT] + ppT}

RS =1

Preuve: Cette valeur critique RS du taux de reproduction de base R, se détermine lorsque le

discriminant de I’équation (#.48)) est nul ¢’est-a-dire que a? — 4asag = 0; soit I’équation :

@ = day(p+ p+ nr){ (1 + )+ p) s+ 07) + o] + papr f (1= Ro) =0

qui donne Ry = RS Ceci marque la fin de la preuve. m

4.3.1.6 Stabilité des points d’équilibres

Théoréme 4.3.2. ['unique point d’équilibre X" sans TB du modéle déterministe (3.49)) est locale-

ment et globalement asymptotiquement stable lorsque Ry < 1 et instable lorsque Ry > 1.

Preuve: La stabilité locale du DFE est évidente car elle est une conséquence de la méthode de Van
den Driessch et James Watmough pour le calcul du nombre de reproduction de base [72] : le DFE
X0 = (%, 0,0,0) est localement stable si Ry < 1 et instable si Ry > 1.

Pour démontrer la stabilité globale de X°, appliquons le théoréme de Castillo Chavez (2002)
[18]. Pour le modele (3.49), définissons

X, = F(X,Y))

(4.54) )
Y, = G(X, YY), telque G(X;,0)=0

ot X;=3S5,,Y, = (LT, R) et X°=(S5*0,0,0) avec S* :%

nArSy — (w40 + A) Ly + pR,
F(Y=(A = NS0 = pS)) et GG Y= | (1= mAS: 4 (0 4+ M) Ly = (n 07+ 7)T,
I — (n+ p) Ry

Ona G(X,,0)=0 et F(X,,0)=(A puS,).

Vérifions maintenant si les conditions C 1 et C 2 du Théoreme de Castillo-Chavez (2002)
[18] rappelé en Appendice[6.2.4] sont satisfaites :
C1 F(S5*Y) = F(5*,0)

C2 G(Xy, YY) = AY; — G(X, V), G(X,Y;) > 0 pour tout (X, Yy)

N

ou
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—(pu+o0) npr nnrBr + p
A= o (I=n)pr—(u+or+7) (1 —n)nrlr |,
0 T —(n+p)
G1(X,Y) nBrT, — nArS; + ALy + nnrBr R,
G(X,Y)= CE(X, Y)o |=| (1 = n)BrT, — (1 = n)ArS, — ALy + (1 — n)yrBrR,
G3(X,Y) 0

En factorisant les composantes de la matrice colonne G (X,Y);, i=1;2;3., ontrouve :

G1(X,,Yy) = Br[n(Ty + nrRe) (1 — 3) + 0,2 L] > 0
Ga(X, Yy) = Brl(1 = n)(T, + e R) (1 — 3¢) — 15 Ly)

G3(X,Yy) =0
N Sy Ty
Cal(Xe,Y) = Brl(1 = m)(1 = S)(T; +nr) = eyt L] 2 0
d’ou s RN
Ty
L < (1—n)(1-"H01 —
m< (- - 0+ I E
Ainsi donc les conditions (C1) et (C2) sont satisfaites si nous avons
St nTRt N
r < (1—n)(1——=)(1 —.
n<(1-m)1- 0+ I E
Par conséquent X" est globalement asymptotiquement stable si
St nrRy, N
< (1—n)(1——=)(1 —.
n< (0 -m- 00+ S

Cette inégalité traduit la valeur maximale que peut prendre le parametre 7, de réinfection des
individus rétablis afin que le phénomene de bifurcation de I’équilibre soit retardé. Ceci marque la

fin de la preuve. m

Théoreme 4.3.3. Le point d’équilibre endémique X* du modeéle déterministe (3.49) est localement
asymptotiquement stable si Ry > 1.

Preuve: Supposons que Ry > 1, alors I'infection de TB persiste au sein de la population a I’équi-
libre endémique. Le Théoreme [.0.2]de Castillo Chavez (2004) [19] en Appendice [6.2.4] permet de
prouver la stabilité locale asymptotique de X*. Faisons le changement des variables suivant afin
d’appliquer le théoréme de Castillo Chavez (2004) [19] qui résulte de la théorie du centre de variété
ou Centre Manifold Theory [17]. Pour ce faire, posons S = x1, L = 2y, T = x3 et R = xy4.
Alors, nous avons

A\ = BrBtires N\ — B0 avec N = xq + 19 + o3 + 14, X = (21, 79,73, 74)7, €t

N N
X = (f1, fo, [3, f1) tels le modele (3:49) devient comme suit :

; _ _ _ T1T3+NTTATL
o= fi=A 5Tx1+x2+x3+:c4 K-
— — T123+T4%1 _ 223 —
(455) f2 N nﬁT?El+$2+x3+x4 + pry T]TBT361+CE2+963+$4 (,U, + Oé)l’g

s = fo= (L= n)Br it H 0 Premsy e T ove — (nt 0r + )z

gy = fo=m3w3— (W+p)ry

.oR
[N}
|
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La matrice jacobienne Jyo(/3r) au point d’équilibre sans maladie X° du systéme (#.33) est donnée

par :
— 0 —PBr —nrfr
. o (1=n)Br = (p+or+7) (1 —n)nrfr
0 0 T —(u+p)

Jxo(r) admet au moins une valeur propre simple a partie réelle positive. La valeur dominante de
ces valeurs propres correspond a Ry donné par (4.15)). L’assertion A 1 est donc vérifiée.

Soit 37 un parametre de bifurcation. Alors sa détermination par la résolution de Ry = 1 donne :

(u+o)(p+or+7)(n+p) —opr
(+p+nrr)o+ (1 —n)ul

La théorie du centre de variété [17] peut étre utilisée pour 1’analyse du systéme lorsque

Br = b =

Br = (. Ainsi la matrice jacobienne Jxo(3%) du systtme (#36) en X lorsque Sr = 35 admet
une valeur propre nulle. Pour vérifier I’assertion A 2, notons par u = (uy, us, us, u4)T le vecteur

propre droit de Jxo(3};) associé a la valeur propre nulle. Alors on obtient le systeme linéaire :
(4.57) Ixo(Br)u=0

qui a pour solution u = (uy, uy, us, uy)’ tels que :

_ Brlp+p+nrT) ~ nBr(p+p+nrT) + o7 _
up = — us, 2 = uz, uz=ug et
i+ p) (k+0o)(u+p)
1= n)Bh— (u+6
Uy = T Uz = g + [( n)ﬁT (luj_ T + T>]U3 us > O
ptp (1 —n)nrBr

Maintenant, notons par v = (vy, ve,v3,v4)7 le vecteur propre gauche de Jyo(S5) associé 2 la

valeur propre nulle. Alors on obtient le systeme linéaire :
(4.58) v Jxo(B5) =0

qui a pour solution v = (vy, vy, v3,v4)7 tels que :

1 _ *
n=0, v=——ug vy=uvs, v= L A= n)etp) On]nTﬂTvs, v3 >0
pto (14 o)+ p)
Les calculs du paramétre a = 2”: VUi U %(X %) donnent le résultat (#.59) :
Nyl J 0z;0x;
— 285 puv
(4.59) a = Af;—’ﬁfﬂﬂ—@wﬂ(1+Q)+az[n2+(1—n)2(u+0)—nr((l—n)(u+0)—n0)]}

ol Q@ = ay[l +nr(1 + az + ay)], soit

_ T+ o)+ p) (A +n07) +nr[nfr(p+p+ne7) + 7(1+ 0 4 p)]
(b + o)+ p)?

Q
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En effet, les dérivées partielles non nulles de f; i = 1,2,3,4. en X° pour 87 = (3 sont :

Pfy =2 Pfy  —2mfinrp 0Pfs =20 —n)Bip 0°fs  —2(1 —n)npfiu

oxr2 A 023 A Tooxd A © o0z A
82 * 82 -n * 82 -n *
f2 _ _ﬁTﬂ(n_i_nr)’ f2 _ T]T/BTIU" f2 _ /BT:u(l +77T)
012013 A 029014 A 013014 A
w9013 A " Dedz, A " Ox30z4 A v
D’ou nous obtenons
2nu By
=— xﬁT volu3 + mrui + (0 + N )ugus + nruguy + (1 + nr)uzuy)
2(1 — n)ups
—%’Ug [ug + nTui + (1 — n — n)ugus + nrugug + (1 + nr)usuy]
Posons w1 = ajug, us = aous, Us = auuz ol
_ Brp+p+nrTs) _ nBr(p+p+nrT) + p1 T
Q) = — , Qo = , et ay = .
1y + p) (n+o)(n+p) ftp
Alors I’expression de a devient
—2B% 1’
a = 22T (i, (1= myug][L 4 (L (1 + s + )]

+as[n?vy + (1 —n)?vs — n,.((1 — n)vs + nwy)|}
En substituant v, par son expression dans celle de a ci-dessus, nous retrouvons finalement le résul-
tat (@.59).

Les calculs du parametre b = Z Vi U; I

(X donnent le résultat :

kyi=1 O;0n
1
4.60) b= ugvg{an(u+p+77;r7)+(u+0) (I=n)(u+p) +7 } > 0
(b +0)(n+p) | |
En effet, les dérivées partielles non nulles de f; ¢ = 1,2,3,4. en 2* pour S = [} sont :
P fs P fs P fy Py
=n =n ———=1-n = (1—n)nr.
01080 7 0wa0Br T 91,08 " 91408 1
Ce qui nous permet d’obtenir I’expression positive (4.60) de b.
Le signe de a est tel que :
1 1 24 (1-n)
s O QU =mpt o]+ o + (L—nPur o) o

(- n)(u+o)

Donc pour a > O etb > 0, il y a de bifurcation et nous pouvons affirmer a la lumiere de 1’assertion
A 2-(iv) du théoreme de Castillo-Chavez (2004) [19] que 1’équilibre endémique X* subit une
bifurcation en arriere lorsque 2y = 1.

Si la condition sur le parametre de réinfection 7, ci-dessus n’est pas vraie, alors I’équilibre
endémique X* du modele (3.49) est localement asymptotiquement stable lorque Ry > 1 car il ne

subit pas une bifurcation en arriere dans ce cas. m
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4.3.2 Analyse du modele stochastique de TB
4.3.2.1 Existence et unicité des solutions

Considérons (2, la region définie par
A
Q={(S, L, T}, R) € Rile =S+ Li+Ti+ R < ;} S Ri-

Alors, nous avons le résultat suivant :

Théoreme 4.3.4. Soit (So, Lo, To, Ry) = (5(0), L(0),7(0), R(0)) € Q une valeur initiale donnée.
Alors il existe une solution unique X; = (S, Ly, Ty, R;) pour t > 0 du modéle stochastique (3.51))
telle que

P{X, = (S, L, Ti, R)) € Q} =1

Preuve: Soit N; = S; + L, + T} + Ry, la variable aléatoire donnant le nombre total de la population

au temps t. Nous avons

dN, = (A — uN; — 6TTt) dt — §<G,th>'

Eccamis = (V1S + VL + v/ (1 + 07)T, + /uRe — VA)dw(t)
avecw = W; i =1, ..., 10. car les W, ont la méme loi de probabilité, la loi normale.
Montrons que si X; = (S, Ly, T, R:) € R pour tout ¢ € [0; ], alors on a

A
N, < — P-presque stirement (P-ps).

En effet, si X; € R% pour tout ¢ € [0;¢], alors N, est tel que :
dNy = (A = uNy — 07Ty — Ecaawwys)dt < A — ulNy P — ps.
Par le lemme de Gronwall, on obtient :

N, < A + (No — é)e"“t P — ps.
1 I

Et comme par hypothese (So, Lo, 1o, Ro) € Q2 i.e Ny — é < 0,on aalors N; < é P — ps.
Les termes f (¢, X;) et G(t, X;) du modele stochastique 7@[) étant localement lliipschitziens, il
existe donc ’unique solution locale X; = (S;, L;, T}, R;) pout tout ¢ € [0; ¢.] fixé. Par conséquent,
I"unique solution locale X; = (S;, Ly, Ty, Ry) € Ri. Montrons maintenant qu’elle est globale P-
presque siirement ¢’est-a-dire t. = oo.

Soit ng > 0, un entier suffisament grand tel que (S, Lo, Ty, Ro) € [nio; no)*.

Posons E; = {S;, L, T;, R;} et pour tout entier n > ny, définissons le temps d’arrét

1
t, = inf{ t € [0;t.]/ min E; € [0; —] ou max E; € [n;+oo] }.
n
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(tn)n>0 est une suite croissante convergente ; notons par t,, = lim ¢, alors t,, < {..
n—--:uoo

Montrons ensuite que t,, = oo pour qu’on ait t. = co. Pour cela, supposons par absurde que
oo < 00, il existe # > 0 tel que pour tout p €]0; 1[ on ait P{t,, < 0} > p. Par conséquent, il existe

un entier ny > ny tel que pour tout ensemble A,, = {t,, < 0},ona
(4.61) P{A,} >p n>ny.

Considérons la fonction V' définie sur Rf’; et a valeurs dans R, telle que

S, L T, R
V(X0) = (52 — in(5) — (5 — in(552) v X, = (S0, Li Th. i) € RS

En utilisant la formule d’Itd6 multidimensionnelle sur I’intervalle [0; min(7,; #)], nous avons pour
toutt > 0

AV (X,) =

8VXt) 1 o 02V (Xy) . X,)
Zf”tXt o0Xi +32.(66 )”axa)(ﬂ +ZZG”thJ 8X”

i,7=1 =1 j=1
avec

( j)i:1,2,...,4.;j:1,2,...,10. Z ke

Ce qui donne

11 1
dV(Xy) = 24p+o+or+7]dt + - (AI+A)dt+ [“S (u+a)L
t

(45, — 1)
R 52

+ [(1 = n)AS; + (0 4+ N\) Ly

t
1
+ (u+6T+r)Tt (u+p)—=

4L, — 1
+ (Tl)\]St -+ pRﬂ%

(4Rt 1)
——s—pdt —

- —f(GQSdW + GosdW? + GagdWE + Gord W)
t

- —(034th4 + G36dW} + GsgdWP + GsodW,)

g - —{A

(47 — 1)
LQ

+ Tﬂ (GlldW +G12dW +G13dW +G14dW>

- 7 L (GurdWT + GaodV? + GarodW)0).
t

D’ou, nous obtenons I’inéquation suivante :

aV(X,) < Mdt—g(GndW + GradW? + GrydW} + GradWy) — -
t t

1
+ GosdW} + GogdWE + GordW[) — T(G34th4 + GagdW, + GagdW}
t

L G

1
+ Gggthg) - E<G47th7 -+ G4gth9 -+ G410th10) P — p.S.
t
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avec

5 1
M:5[4u+0+5T+T+§BT(1+77T+777")] > 0.

Ce qui implique par intégration que

4

tn\ 0 tn A\ 0 tn A\ 0 le 3 tn A\ 0 GQk 3
av(Xy) <M dt — —dW}) + / —dW,
| e <an [Tra - [T Sk S ([T SRy

k=1

9 10

tn NG ij N tn\ 0 G4k N
(4.62) Iy </ Sraws - > </ Sk,

k=4,k#7 0 k=7k#8 V0

ol t, A 6 = min(t,;0).

En prenant I’espérance mathématique de tous les termes de 1’inéquation (4.62)), on obtient
(4.63) E[V(Xi,r0)] <E[V(Xy)] + M0.

Soit un ensemble A,, = {t,, < 6}. Notons par [ 4, la fonction indicatrice de A,, et par Iy, celle du

complémentaire CA,,. On a alors

EV(X00)] =EV(Xeon0)la,] +E[V (X 0)lga,]-

D’apres la définition de la fonction V,ona V' (X;, A ) > 0.

Donc
E[V(Xo)] + M6 > E[V(Xi, 5 0)La,] + E[V(Xy, 0 0)lga,] = E[V (X, )14, ]
1
Par continuité, il existe au moins une des composantes de X, est égale a n ou a —. Il s’en suit que
n

V(X,,) = min {~tn (52) i=tn ({-) } = min {ln(l%); ln(%)} >

et par conséquent

E[V/(Xo)] + M6 > B[V (X0 0)La,] > P{A,} x min{m(ﬁ); m(%)},
d’ou
(4.64) P{A,} = P{t, <0} < E[V()X])] £MO
min{in(—);In(—)}

pin 1t

Par passage de la limite lorsque n — +oc dans linéquation (4.64)), trouve que
0<p< ngn—&oo P{A,} = P{to <0} =0 Vo >0,

c’est une contraction, alors t., = oo c’est-a-dire que P{t,, = oo} = 1.

Par ailleurs, ¢, < t., nous concluons que t,, = t. = 00 P—ps m
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4.3.2.2 Stabilité stochastique du point d’équilibre sans TB

Proposition 4.3.2. Le modele stochastique (3.51) admet un point d’équilibre aléatoire sans TB
A

(Disease-Free random Equilibrium) [X° = (—, 0,0, 0)] qui est p-exponentiellement stable si
1

p > 2 et globalement asymptotiquement stable.

Preuve: Par translation, nous pouvons toujours ramener un point d’équilibre aléatoire X. a
X. = 0 comme le cas dans [105)]].

L’existence de X°, un point d’équilibre aléatoire sans TB est prouvée par un changement de va-

riable ci-dessous pour le modeéle stochastique (3.51)

~ A
1%

Par conséquent, le modéle stochastique (3.51)) s écrit
(4.66) dX, = f(t, X,)dt + G(t, X,)dW,,
ol )? = (gt, Ltyj-'t, Rt), W = (Wl),Z = 2, 3, ceey 10,
- A - ~
Ar(— = S;) — pSy
oA M -
~ - Af(——=8) —(p+o+ X)L+ pR
(4.67) f(t7Xt) _ n I( t) (/’L g ) t pLg 7
(1- ”))\I(; =S+ (0 + M) L — (p+ o0+ 7)1
T — (1 + p) Ry

Le bruit G = G(t, X,) est une matrice (4 x 9) donnée par

Go Gs 0 0 0O 0 0 0 0
0 Goz 0 Gos Gog Gor 0 0 0

(4.68) G = - ,
0 0 G34 0 Gz 0 Gsz Gsg 0
0 0 Gy 0 Ga Gao
avec Glg— —\/ K S Glg—w)\[——st GQg—ﬂ“)\]——St G34— 1-— n“)\j——St
Ti +nrR 1
= Br S A= e
(——St)+Lt+Tt+Rt (;_St)+Lt+E+Rt

L’existence d’un point d’équilibre aléatoire sans maladie du modeéle (4.60) donne celui de (3.5T)).
En effet, Notons par )?(0) = 0 € R Les égalités f(t, 0) =0et é(t, 0) = 0 sont verifiées pour
t > 0. Ainsi X(0) est un point d’équilibre aléatoire sans maladie du modeéle -66), alors nous
avons

Si=0, Li=0, T,=0, R =0,

A A
donnant Sy = —, L; =0, T, =0, R, =0, ie, X"=(—,0,0,0) est un point d’équilibre
7 "

aléatoire sans maladie du modeéle (3.51)).
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Maintenant, considérons la fonction de Lyapunov :

1 A
(4.69) V= %[K(; = SV + KoL} + KT} + K3 Ry
avec K > 0,K; >0,Ky > 0,K3>0,p> 2.

Alors
AV = —[K (4 0 + M) LY + Ky(p + 07 + 7)TP + Ks(p + p)RY] + Kyn S, L
_ _ _ _ 1
FEK pRLE + Ko(1 — n)M\ ST + Koo + A\ LT 4 KstT, RV + i
A A 1 A
(4.70) —1)[KG§1(; — S+ KGfQ(ﬁ — S+ KEG§3(; — Sy)P7 + K Ga Ly
HEG G LY 4+ KGR TP + KoG3eTY ™ + KGRy + Ko G LY
FEGGR LY 4+ KoGR T2 + KiGR TP + KaGa, Ry + KyGo R
L’application du lemme et du théoréme[1.5.3] nous permet d’obtenir finalement
AV < —[Ki(p+ 0 + A L + Ko(p + 07 + 7)1 + Ks(p + p) Ry

AV < 0 (c’était nécessaire a démontrer). Par conséquent, X° = (—, 0,0, 0) est p—exponentiellement
1

stable (p > 2).
Pour, p = 2, nous disons que X° est 2-exponentiellement stable. Dans le sens de Lyapunov, X° est

globalement asymptotiquement stable. Ceci marque la fin de la preuve de ce théoréeme. m

4.3.2.3 Stabilité stochastique du point d’équilibre endémique

Lorsque que Ry > 1, alors Le modele déterministe (3.49), admet un unique point d’équilibre
endémique biologiquent pertinent X* globalement stable. L’existence du un point d’équilibre en-
démique aléatoire [X* = (S*, L*,T*, R*)] est garantit par la condition Ry > 1 presque slirement.
Pour ce faire, supposons que le bruit aléatoire du syseme dynamique de TB est de nature a per-
turber cet équibre c’est-a-dire les variables d’état S;, L;, T}, et R, du terme stochastique G (¢, X;)

perturbent autour de S*, L*, T*, et R* respectivement. Alors le modele (3.5T) devient
4.71) dX, = f(t, Xy)dt + G(t, Xy — X*)dW,,

qui peut étre centré a X * par le changement de variables

(4.72) Yi=5-5, Yo=L-L", YVs=T7,-T", Y,=R —R",
Le systeme linéarisé de (4.71)) autour de X* = (S*, L*,T*, R*) prend la forme

(4.73) dY, = fU(Y;)dt + G(Y,)d&.

ou fY(Y;) = J;(X*).Y; avec J;(X*) la matrice jacobienne de f en X*;
Y=Y = (Yla Y5, Y3, Y4)T 3 & = (Wf)i:z...lo;

—0n O O3 O14 Y,

Y = Opn  —0xp  Oo3 Oz Y,
031 O —0s3 om Y3

0 0 T —(u+p) Y,
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N

ol
S S* S S*
—Oi = p+ A1 - ﬁ)]’ O1p = _)\;WJ iz = (\] — 5T)m O = (A} BTnT)N*,
. S* L L S* LT
821:n)\1(1—N*)+)\TN*, 822—n)\1N*+)\,,N*—|—/L+,0,
Doz = —n(\] — 5T)N + (A\r — ﬂan)ﬁa Doy = —n(A] — 5T77T)N* + A, N+ +p,
831:(1—77,))\1(1—]\]*) )\TN*, 832:—(1—71,))\1N +)\(1—N*>+O',
L*
—833:<1—n)()\?—ﬁT>N +()\:_BTT7T>N*+/~L+5T+7_7
S* L*
O34 = —(1 = n)(\] — Brnr) N A:N*;
et
Gy, G5 GY, O 0 0 0 0 0
vy | 0 G 0 Gk Gh GE o000
0 0 GY 0 GY% 0 GY% GY% 0 |’
0 0 0 0 0 GY% 0 GY Gip
avec

@474) GY = Vs, GY=—GY=—/(0+\)Ys, GY =—GY =/pYi,
Gis = —/(n+0r)Ys, G =—Gly=—V7Ys5, et Gijy=—VuYs.

Théoréme 4.3.5. Le modéle stochastique (3.51)) admet un point d’équilibre endémique aléatoire
[X* = (S*, L*,T*, R*)| 2-exponentiellement stable et globalement stable si les conditions (i), (ii)

suivantes sont satisfaites :

on > %(% + k1 Br(1 + UT)%)>
Doz > 3 (wa + ),

O3 > 3(ws + Bri (2 +1) + ko),
p+p > 5(ws + K3).

(): Ro>1 et (ii):

ou, pour toutes les constantes réellesc; >0, 1=1,....4,ona

C: C C C C
pi=1+n=+1=n)=; m=0(=+1D)+7(=+1)+u+0r; rs=p(=+1)+u
Ccq cl C3 C3 Cy

et w; >0, 1=1,..,4telsque
S* ey S* L S*

wp = 2>‘1N (”)‘1( N )+ A N*) (1 —n)Az(1 ﬁ)
* S* *
Wy = nA?(l—F)*‘nﬁT(lJrﬁT)N* 3\ +P+ (A*+0)

S* S* S*

wy = 03)\IN* ( Ar) A+ (1 =n)(Ap(1 — N*)+5T77TN*)+)\:
—l—a
|5 S* L* c S*
W, = )\IN* (nBTnTN* N o) C—ju —n)Brir 3
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Preuve: la solution triviale ¥; = 0 du systeme linéarisé (4.73) correspond a 1’équilibre X* dont
I’existence est garantie par la condition (7).
Considérons maintenant la fonction de Lyapunov définie par

4

1 9 .
VYY) :QZZICZYZ avec ¢; >0 i=1,..,4.
AVy(Y) = —61811Y2 — 02822Y2 — 63833Y2 — C4(,LL + p)Y2
o*vy ( )
T
+Z Z 0 YiY; + 5 Z G
i=1 j=1,i#j Z] 1
. * S* . *
—c3[(1 —n)(A] — BT)N + (A — BTUT)N* + o+ 0 + 7)Y
Sy Ealts >
2 T

3 4 3 4 3 4
Z Z c;0;;Y;Y; = Z Z Cz@'jYin‘f—Z Z c;0;;Y;Y;

i=1 j=1,i#j i=1 j=1,i#§,0;;>0 i=1 j=1,i#,0;;<0

3 4 3 4
DD SRS DI DEECh 07

<
i=1 j=1,i#5,0;;>0 i=1 j=1,i#5,0;;<0
1 3 4
< 5 > at(F+Y))
i=1 j= 12’;&3‘ 81-j>0
< 2N+ 2N - )+ X ) + 20 —n)Ai(l—%nclYf

+[nA5(1 — %) + nBT(l + nT)f; + 3\ Ni +p + (A* + o))V
HEN T+ >+<1—n)(Ai(l—%HﬁmTﬁ)H:

+olesYy + [_)\; ff* (TLBT??T f; + A ][\J; +p)

+c4(1 - ”)5T77T§: JeaVi}

1
= §{w101Y12 + w202Y22 + w3C3Y32 + w4c4Y42},

4
1 V(YY)
- yewry Z 7 N\ )
PG

i,7=1
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+
<
Il s’en suit que
AVI(Y) <

1

Q{CI(G% + G%?, + G%4) + 02(G%3 + G§5 + G%G + G%7)
c3(G34 4 Gi6 + G + Gag) + cu(GT + Gig + Gy}

1

5{(/11)\1 +c1p)Y1 + couYs + (Ao(co + ¢3) + K2)Ys + k3Yy}

ACQ

1 A
5{[“15T—(1 +nr) + planY? 4 copYy + [Br—(— + 1)
i i

+/€2]03Y;52 + /ﬁng}.

1 A 1
—[0n — §(W1 + K1 Br(1 + UT)E)]Clyf — [O22 — 5(002 + )] Y5

—[033 — 3(ws + Bri (2 +1) + ka)lesYy — [+ p — 5(wa + ka)]eaYE.
D’apres la condition (77)., nous avons donc AVY(Y) < 0 marquant la fin de la preuve. ®

These de Doctorat/Ph.D

1 32 BONGOR DANHREE (© 2017



CHAPITRE 5

APPLICATIONS DU CONTROLE OPTIMAL
EN EPIDEMIOLOGIE

Dans ce chapitre, nous appliquons le controle optimal a la dynamique stochastique des mala-
dies infectueuses. Les modeles stochastiques des maladies infectueses de MST, du VIH/SIDA, de
TB, et du CC formulés dans le chapitre 3| nous servent de base d’applications du controle optimal

en épidémiologie.

5.1 Controle optimal du traitement d’une MST

5.1.1 Probléeme du controle optimal : suivi thérapeutique

Considérons la dynamique stochastique de 1’infection d’une MST modélisée dans le chapitre
par 'EDS (3.35). Pour agir sur ce modele stochastique donné en vue d’un suivi régulier et
permanent du traitement, choissons d’y introduire deux fonctions de contrdle u; et us. Le contrdle
uy représente I’action de suivi du traitement sur la proportion des hommes infectés sous traitement
et Le contrdle us représente 1’action de suivi du traitement sur la proportion des femmes infectées
sous traitement. L’action de suivi du traitement est alors quantifiée en pourcentage sur 1’ensemble
[0, 1].

Le modele stochastique controlé de MST est alors donné par

dll = |:ﬁ1]{]—21<N1 — [1) — (7'1 + Ul)[1:| dt =+ \/51]{7—21(]\71 — [1) + (7'1 + ul)hdwl

(5.1) | i
d[g = |:52F12(N2 — 12) — (TQ + UQ)[2:| dt + \/BQFE(NQ - [2) + (7—2 + U2)12dW2'

(11(0), 1(0)) = (I}, I3)

et est équivalent, pour I = (I1, I3)T et u = (uq, uz)7, a (5.2) ci-dessous
(5.2) dI = f(t, I, u)dt + G(t, I, u)dW

ou
f(t,x,u) = (flv f2) = (fk)kzl;Q.
et
G =G(t,z,u) = diag(G1, Ga) = diag(Gy)k=1.2.
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tels que
I3 i1y

fr = Brls—r — B N,

— (), k=1;2.

et

Is i1
Gr = \//kazs—k—ﬂk 3]\;;]{: + (1 +ur) . k=1;2.

Considérons I’ensemble des fonctions de contrdles admissibles donné par
Uaa = {(u1(-),u2(1)) € (L2([0, T])% ua(t), ua(t) € [0,1],¥ ¢ € [0, T]}.

Notre objectif est de minimiser le nombre des nouveaux cas d’infection. La fonctionnelle du cofit

est alors définie par

T 1
J[ul, U/Q] =E |:/0 (Il + [2 + 5(@11@ + a2u§)) dt:|

ou a; et as sont des parametres constants positifs ou "poids" relatifs au cofit de traitement controlé
par u; et uy respectivement.

Le probleme du contrdle optimal (uf, u%) est caractérisé par la fonction valeur optimale

V(t,z) = min  J[uy, ug] = J[uj, u3].
(u1,u2)EUqq

Définition 5.1.1. Le Hamiltonien généralisé H" associé a I’EDS controlé (5.1)) est défini par
H” [0;T) x R? X Uyg x R? x Maxy)(R) — R tel que
H” =N (t,z,u,p,q) = [(t,z,u)  p+tr[GT(¢,z, u)q] — o(t, z,u)

soit
H = ¢(t, x1,x2) + V(L 21, T2, Ur, U2)

P(t,x1,22) = (51;—21(]\71 — 1) — 37171) + p2 <52]mv—12(N2 —T9) — 56'272> — (21 + 22)

et

1
Y(t, 21, T2, ur, u2) = (1G1 + G2 — (Pra1uy + patous) — 5(%“% + agu3).

Définition 5.1.2. Pour tout u € Uy,q, on appelle équation adjointe, I’EDS rétrograde suivante
(53) dpt = _VHV(tvjtaubpt)qt)dt+qtth7 br = 0.
ot VH" = (dH{, 6H3) = (0H});—1., tels que pour k = 12, on ait

N3 — I3

N + s + gz T + 1
3k

Is_
OH), = —Pre (Bk;\[_: + ug + Tk) + p3-kB3—k

avec
—Brls— + (ug + ) Ny

2\/ﬁk[3—k(Nk — Iie) + (up + Tk)[ktNk’

Fk(Ilt7[2t) = k’ = 17 2
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et
Br(Ny, — It)

2\/5k1kt(Nk — Iiy) + (ug + Tk)lktNk’

Cherchons une solution (p;, ¢;) de I’équation adjointe (5.3)) sous la forme

Ti(Lpe, Is—i) = k=1;2.

pi = ®(t,u(t))I;
soit en notation des coordonnées
(5.4) P = Ot u) Iy, k=12,

avec conditions terminales @, (7"; u) = —1 pour tout u, et [}, =0, k= 1;2,

En appliquant la formule d’It6 a I’équation (5.4)), nous obtenons

dpkt = a (@k(t, ut)Ikt) dt + a—xk ((bk(t, ut)[kt) d[k:t + 58_1’,% ((I)k(t, ut)lkt) dIktdIkt7 k= 1; 2.
soit

. . 0Dy
(5.5) dpkt = ]ktw + 2D | dt + 2GLPrdWy,.
Par idendification des coefficients des expressions de dpy; données par (5.5) et (5.3), nous obtenons
pour k = 1;2

0P
(5.6) Cmy = |92 o (Bip ) @ It 2800005

ot Ny

et

Les équations (5.6) étant linéaires en I}, k = 1;2. (I} # I;_,), alors I'optimalité est atteinte
lorsque les coeficients de I} s’annulent. Ainsi nous obtenons le systtme de deux équations diffé-

rentielles ordinaires suivantes :

qui admettent pour tout (¢, u;) € [0;77] x [0; 1] des solutions ci-dessous :
"B . .
(5.8) Dy (t,ur) = Pr(0,up) exp |2 Flg,k + 7 +u ) ds|, k=1;2.
0 k
En tenant compte des conditions terminales ®; (7", u) = —1 et I}, = 0, nous avons
T
(5.9) Py (t,ur) = —exp [—2/ Bk(us)ds] ., k=1;2
t
avec
_ P Y
Bk——[3_k+7'k+uk>0, k—1,2
Ni,
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Car si Bi(us) = 0 alors Oy (t,ur) = —1, i.e. que Py, est une constante qui ne dépend pas des
controles uy ; ce qui ne présente aucun intérét.
D’ ot nous obtenons

(5.10) — 1 < ®y(t,u(t)) < 0.

D’autre part, et a I’aide de (5.7)), nous avons
1 g;

Du(—H) = iG*l I+ pli +an _ L@ (¢, uyy) + piIf + arug
s oLl TP oo I;®a(t,u3) + p315 + agu;
soit
Ou(=H") = 0u (—HY, —H3) = Ou(—H} Jr=12.
ou

Ou(—Hy) = = (= IgPp(t,uiy) — prdy — ), k=12,
D’apres le théoreme du PMP appliqué au modele stochastique de MST, nous avons
0e au(_HlZ)(tv I*7 U*vp*v C]*) + N[O,l}(uzt) CNS [0, T] Pps

En examinant alors les différents cas ci-dessous, nous avons
— sipour k = 1,2., uj = 0, alors N j(uj,) =] — 00; 0] et nous avons
Lyt ul) — P — agul < 0 = Dy(tul) > P
LIy +1)
ce qui contredit (5.10) ;
— sipour k = 1,2, uj = 1, alors Njg 1)(uj,) = [0; +00] et nous avons
—ay

> —— <0
LI+ 1)

— 1y Op(t, uy,) — prly — aguy, > 0 = O (t, uy)

ce qui vérifie ;
— Lautre cas satisfaisant est le cas ou 0 < uj, < 1, k = 1;2. Dans ce cas, Ny 1j(uj,) = {0}
et nous avons
—pp (p +1)
ag

— Okt uy,) — prly —agu;, =0 =0 < uj = < 1.

Donc, nous obtenons
—pi ([ +1
Py (I +1) €]
Qj,
Les composantes Hvy, k = 1;2 du hamiltonien H”

up, = 0;1], k=1;2.

1
(Ikvuk> — HZ(L ],U,p*,q*> = —571/2 - Ik

sont concaves et g(x) = 0 est convexe, alors nous concluons d’aprés Théoreme et Théoréme

2.2.8|que le contrdle optimal qui minimise J[u1, us] est donc

— &I (I + 1
ul = kka(kk+ ), k=12,

ol ¥, est donné par la relation (3.9).
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5.2 Controle optimal de la dynamique aléatoire du VIH

Dans cette section, nous faisons une application du contrdle optimal dans les EDS. Cette ap-
plication concerne le controle optimale de la dynamique stochastique de I’infection du VIH/SIDA
en présence du traitement antirétroviral associé a d’autre mesures préventives en vue d’optimiser

les stratégies thérapeutiques de cette infection.

5.2.1 Stratégies du traitement sous ARV du VIH/SIDA

Le SIDA, Syndrome Immuno-Déficient Aquis est la phase avancée du VIH, Virus de 1I'Im-
munodéficience Humaine. Selon la classification des phases de I'infection du VIH en 1995 par
Center for Disases Control (CDC) basé en Atlanta (U.S.A), il y a trois phases d’infection du VIH :
primo infection ol la quantité des cellules CD4" est supérieure a2 500/mm? ; phase asymptoma-
tique correspondant au stade du VIH ou la quantité des cellules CD4 " se situe entre 200/mm? et
500/mm? ; enfin la phase du SIDA ot la quantité des cellules CD4 ™" est inférieure a 200/mm?. Le
VIH/SIDA est la principale cause de mortalité et de morbidité de I’humanité. Malgré les mesures
de traitement existantes, nous ne cessons d’enrégistrer de nouveaux cas d’infection au VIH.

Les mesures préventives de cette infection sont entre autres, le dépistage systématique de tout
individu ne connaissant pas sa sérologie. Il faut donc faire un dépistage élargi et soutenu qui peut
se faire dans les centres médicaux privés, centres hospitaliers publiques, les centres médicaux
biologistes, les infirméries, les structures de préventions sanitaires, les structures associatives im-
pliquées en matiere de prévention sanitaires, etc.... Aller a la rencontre des personnes qui n’ont pas
I’acces au systeme de soins. La prévention combinée a savoir abstinence, fidélité et prudence avec
le préservatif pour les individus susceptibles de contaminer 1’infection d’une part; le traitement
antirétroviral trés précoce en cas de contamination pour les séropositifs les plus susceptibles de
transmettre 1’infection d’autre part.

Les mesures curatives du traitement du VIH/SIDA demeurent le traitement aux ARV qui pré-
sente toujours un intérét thérapeutique efficace, méme dans les cas des résistances. Le suivi a la
messagérie des patients sous ARV par les thérapeutes est une des stratégies de traitements en vue
d’un contrdle optimal. L’envoi d’'un SMS (Short Message Service) a chaque patient sous ARV par
les contrdleurs pour s’assurer qu’il prend effectivement son traitement. Cette stratégie du suivi a la
messagerie au cours du traitement, a été expérimentée entre mai 2007 et octobre 2008 au Kenya, et
a donné des résultats encouragents selon (©) 1996 — 1010 Destination Santé SAS. Selon cette méme
source, le SMS a été expédié a 273 individus placés pour la premiere fois sous ARV. Un groupe de
contrdleurs, qui a pour consigne de suivre systematiquement et de maniere standard 265 patients,
dans le cadre de consultations médicales, a expédié des SMS a certains patients et n’a pas envoyé
des SMS aux autres. L’action d’observer cette régle de messagerie s’est avérée optimale chez 62 %
des patients recevant les SMS, et 50 % seulement pour les autres. Le résultat important de cette
expérience est que la charge virale de 57 % des patients suivis par SMS, est devenue indétectable,

contre seulement 48 % de ceux suivis sans SMS.
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Dans ce chapitre, nous agissons simplement sur les proportions des patients sous ARV avec des
stratégies optimales de traitement et du suivi par les SMS afin que la charge virale des patients soit
indétectable comme le cas du suivi de 1’observance des patients qui ont recu les SMS au Kenya.
Ainsi nous pouvons réduire le nombre de nouveaux cas d’infection au VIH/SIDA.

Considérons la dynamique stochastique d’'un modele du VIH/SIDA modélisée dans le chapitre
B|par ’EDS dans laquelle nous choisissons d’introduire trois fonctions de controle ug, u; et
uy. Nous agissons sur la proportion des patients du VIH/SIDA sous ARV avec SMS-stratégie qui
consiste a suivre le traitement avec un Service de Message Court ou Short Message Service (SMS) ;
aussi avec HTC-stratégie ou HIV-Testing Counseling qui est une technique de dépistage du VIH
et du Conseil éducatif, de sensiblisation sur le changement de comportements des personnes qui
courent le risque etc... . Ces stratégies permettent de réduire le nombre de nouveaux cas d’infection.
HTC-stratégie parmi les individus susceptibles, a des effets mesurables, par exemple compter les
primo-séropositifs qui sont considérés comme des susceptibles benignes ; ce sont des individus
susceptibles testés positifs qui sont infectés récemment mais ne pouvant pas transmettre 1’infection.
IIs sont mis immédiatemnt sous ARV. Le controle u, représente la proportion des primo-positifs
sous ARV ; le controle u; représente la proportion des patients infectés du VIH ou séropositifs sous
ARV qui ont recu le SMS. Le contrdle u; représente la proportion des malades du SIDA sous ARV
qui ont recu le SMS. On désigne par 7; la proportion des séropositifs sous traitement aux ARV, et

par 7, celle des sidéens. Ces contrdles sont quantifiées sur I’ensemble [0, 1].

5.2.2 Controle optimal des stratégies de traitements sous ARV

Le modele stochastique de la dynamique de transmission de I'infection du VIH/SIDA sous

ARV avec SMS et HTC, est donné sous la forme compacte par :
(511) dXt = f(t,Xt,Ut>dt + G(t,Xt,Ut)th,

ou X; = (S;, Hyy, Hoy, Wi,)T est un vecteur aléatoire de dimension 4 ayant pour composantes
Sty Hiyy Hoy, Wiy 5 uy = (ug, uq, uz) est le vecteur des contrdles ;

W, = (Wtj )]T:17...7m:11 est un processus Brownien de dimension 11 et est defini sur un espace de
probabilité filtré (2, F, {F; }i>0, P) ;

f(t, X, uy), la fonction vectoriell d’évolution de composantes (f;(t, Xy, u;))/_; 44, est définie

par :

A= (u+uo+ Ag)S;
AgS; — (u+ o+ uym ) Hy,
oHyy — (p+ 6 + uamo)Hoyy + 00Wiy,
uo Sy + uy T Hiy + upmoHay — (11 + 00) Wy

(5.12)  f(t, Xy, w) = (fi(t, Xp, )T =
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enfin le bruit matriciel G = G(¢, X;, u;) de dimension (4 x 11) est tel que

Gun G Giz 0 0 0 0 0 0 0 Gin
0 0 Goz Goy Goy Goyg O 0 0 0 0
0 0 0 0 Gy 0 Gszr Gz +Gzg 0 0
0 0 0 0 0 G 0 Guis Ga Guo Gan

(513) G(t, Xt7 Ut) =

avec
Gu=VA, Gio=—VuS;, Giz=—Gay=—AyS,, Ga = —/pHy,,
(5.14) G5 = —Gl3s = —/oHyy, Gag = —Gus = ur/1Hyy,
Gar = —/(1t + 05 ) Hay, Gag = —Gug = us/ToHzy, Gzg = —Gag = /oOW i,
G0 = VW, et G = —Gi11 = ugV/ Sy
ou

Hys 4+ noHos +npWhs

Ag = Ag(Xs) = .
n H( ) BHSs+H15+H25+WH5

Propriété 5.2.1.
(Py) : Les applications f et G sont mesurables (par rapport a la tribu de Borel), et satisfont a la
condition uniforme de Lipschitz et a la condition de la croissance quadratique, i.e. il existe une

constante C' > ( independante de x et u tels que pour ® = f ou ® = G, nous ayons
a5 | 12080 -0 O~ +u—il), 1€ 0T 5.7 € RE i B
' Clr+u|<Cl+22+u?),VaeRE Yy e RS,

(P,) : A I’horizon du temps fini T' €]0; 00|, nous avons
T
(5.16) E [/ (|£(s,0,u) > + |G(s,0,u)|*)ds| < +oo, YVt € [0;T];VucR®
t
Considérons I’ensemble des fonctions de contrdles admissibles donné par

Z/Iad = {u - (UO,UI,UQ) € (R)3;u0;u1,U2 € [0’ 1]}

Notre objectif est de minimiser le nombre des nouveaux cas d’infection. La fonctionnelle du coti
est alors définie par

2

T B B 1
/ ()\H(XS)SS—l—?Oug—i-Z?k(l—ukf) dS—i‘é(XT)Q/Xt :I] s
t k=1

ou By, By, By sont des parametres positifs représentant les poids relatifs respectivement au cofit

j(twrquaulvuZ) =K

des trois criteres considerés ; u = (ug, uy, us) € [0; 1] est une fonction vectorielle de contrdle ;
t est la date initiale a laquelle 1’état initial est x = X, et T" est le temps terminal fixé auquel 1’ état
terminal de la période de controle est X .
Le probleme optimal est caractérisé par la fonction valeur suivante
V(t,z) = min  J(t,x,up,ur,ue) = J(t,x,us, uj,uy), Xp ==z
(u1,u2)€Uqq

Par application du PPD de Bellman, le Théoreme donne
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Définition 5.2.1. Pour tout (t,x) € [0;T] x R%, la fonction valeur V est solution d’une EDP du
second ordre appelée équation de HIB associée a I’EDS contrélée (5.1) et est définie par

(5.17) mm (?Z(t z) + AV(t, z) +<p”(t,x)) =0, V(tz)e[0;T]xR*

(u1,u2)EUgq

avec la condition terminale V(T,z) = 0 et

AV(t, z) = f(t,z,u)VV(t,x) + %tr[(GGT)(t, z,u)D*V(t, z)],

2

Bo By,
A ui + (1—wu
0"t x) = An(z) o Z 2 k)
k=
Théoreme 5.2.1. (Caractérisation du contréle optimal)
Soit u* = (ug,ui,us) € Uyq un controle optimal dont les composantes u,_ ., donnent les

niveaux optimaux des différentes mesures avec S*, Hy, Hj, and W}, les états correspondants.

Alors u* is caractérisation par ses composantes comme Suit

) SWVe, = Vi)
(5.18) ug = min {max (O, ! - ) : 1}
’ S<V96111 + Vuu) + BO
* . 7—1}11 (ng - V$4) > }
5.19 u] = min < max | 0, , 1
( : ' { ( T H, (me - QVSEQM + Vum) - B
* . TZH?(VUUS _ Vm)
5.20 = 0 1
( ) 2 i {max ( ’ 7_2}I2<Vx3333 - 2V€E3I4 + V334I4) - BQ ’
ou YV est solution de ’équation (5.17) tels que les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 sont données
par:
oV 2% oy oV
Vxl - %7 Va:g - a_[_Ila Vzg - a_[‘[g’ Vx4 — m,
0%y 0%V 0%V 0%V
V1’1x1 - _27 szxz - arr2? Vx3x5 - ar17r2° VJ:4CC4 = Aatrr 20
oS 0H; OH3 oWy
0%y 0%y
Vx2x4 = A7 117 Vac3aﬂ4 = .
OH Wy OH Wy
Preuve: Posons
oy

H(u) = H(t,z,u, VV,D*V) = —(t,z) + AV(t, ) + ¢"“(t, )

ot

4 4 4 4
oV o*V 1 0*V "
H(u):Zf(t:Bu —I— Z"U wZ—EZZ klt:va o + o"(t, x)
k=1 k:l k

k=1 l=1

U%(t,l‘) =A + (H + u(2) + )‘H)S7 ’Ug(tw%') = )\HS + (:u + 0+ U%Tl)Hla

vi(t,x) = oHy + (1 + 6y + usme) Hy + a0Wyy,
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vi(t, x) = ugS + uit Hy + uymoHy + (1 + o)W
wat2(tv I) = wgl(tv x) = Aud, wg?;(tv J}) = wg2(tv JZ) = oHj,
wh, (t, 1) = wiy(t, ) = uin Hy, wi(t,r) = wis(t,z) = usroHy + cOWiy.

La fonction #(u) doit étre minimale en u* = (uf, u, u}), contrdle optimal cherché. Ainsi, nous

avons
S (_le + Viy + Varar + Vigas + %)US) 0
VUH(U*) = TlHl <_V.’L'2 + V:E4 + (ngxg - 2vx21'4 + Vx4z4 - 7-IB]—1[1)U’>{> - O
roH (=Vay + Ve + Vagey = Wegar + Varws — 2503 0
qui implique que
( B
0y %
_Vﬂh + Vu + (lewl + VI4$4 + ?)UO =0,
B
(5_21) _V:IIQ + Vz4 + (Vzng - 2VIQ:E4 + Vz4m4 - T }; )UT - 07
b 1
_Vu’vzs + Vl‘4 + (dems - 2V003:C4 + VJC4I4 - —Q)U; =0
\ Ty Hy

ou H, =0, Kk =1;2 correspond I’équilibre sans maladie (Disease-Free-Equilibrium).
Par la résolution du systeme (5.21)), nous obtenons

S(Vﬂh B VM)
S(Vzlm + Vz4$4) + BO

(5.22) ul =

« TIHI(V{Z‘Q - Vm4)
5.23 =
( ) “ 7—1[—[1 (szxg - 2vx2x4 + VI45E4> - Bl

TQHQ(Vx:s - Vm)

(5.24) Uy = .
2 TZHQ(ngxg - 2V:c3a:4 + Vum) — By

Nous pouvons imposer les bornes de ces contrdles tels que 0 < ug < 1,0 <up < T,et0 <wuy <1
et obtenir (3.18)), (5.19)), (5.20) respectivement. Ceci marque la fin de la preuve. m

Théoreme 5.2.2. Pour un contrédle optimal u*, alors I’équation (5.17) devient une équation aux

dérivées partielles (EDP) du second ordre non linéaire suivante

oV . ) - 4
(5.25) o (12) T ATVt 2) + 9" (t2) =0, (t2) €[0,T] xR,

V(T, x7) = g(zr) = 3(2r)?

r)
qui admet une solution sous la forme V(t,x) = e "'¢(t,x) tel que tout (t,x) € [0,T] x R*, I'on
ait
e "I IR[g(w7)], si p(t,z) =0,
(5.26) V(t,z) = T
B lgten)] B | [ eplsais| si pten) 20,
¢
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ou ¢ et p sont liées par une autre EDP parabolique du second ordre comme dans [53] :

(gt LAY — 7") o(t,x) = p(t,x), (t,x) € [0,T] x sz?

ie.

T
o(t,z) = e "TOE[H(T, 27)] — E* [/ e p(s, x)ds |

Preuve: Notons d’abord que 1’équation (5.23) est une EDP de type parabolique. Ce type d’EDP
est souvent difficile a résoudre analytiquement. Dans la littérature (voir par exemple [11} 53, [74,
715, 176L [77]]) grace au théoreme de vérification, une PDE parabolique admet une solution réguliere
V = o(T — t,x) généralement. Pour notre probléme optimal, recherchons une forme explicite de
la fonction v. Pour le cas d’une EDP uni-dimensionnelle ci-dessous

5.2 %‘f(m)wtu Sty —rS(ta) =0,  (ta) €[0,T] xR, i=1,---4

S(T,x;) = ¢(x:(T))

avec r est une constante positive. Grace a la formule de Feynman-Kac, sa solution est donnée par
S(t,x;) = e " TOET [ (2,(T))].

En nous inspirant de cette solution du cas uni-dimensionnel, nous pouvons résoudre I’EDP (5.25))
de dimension 4.

Substituant les contrdles uf, u}, us par leur expression (5.18)), (5.19), (5.20) respectivement dans
I’équation (5.17)), nous obtenons I'EDP non linéaire du second ordre (5.25)).

Maintenant, considérons I’EDP (5.25)) que nousvoulons résoudre analytiquement en faisant

les trois hypotheses ci-dessous en vue de surmonter les difficultés et de faciliter la résolution du
probleme en le décomposant a des sous problemes :
e Suppose que p* (t,z) =0, V (t,x) € [0,T] x R*. Alors 'EDP (5.23) devient

oV y B 4
(5.28) S (Ba) T ATV ) =0, (t2) € [0,T] xR,

V(T,zr) = g(r)

Soit z = X le processus qui satisfait a I’'EDS (5.11]) définie sur I’intervalle [¢; 7] tel que les

conditions aux limites soient z = X; = X(¢) et x = X7 = X(T). Notons que
flt,mu) = fUta) = (f(t2)im1a et Gt m,u) = GU(t,x) = (GL(t, 2)) 20y

Par I’application de la formule d’Ité6 multidimensionnelle a V = V(¢, =), solution de (5.28)), nous

oV "
dV—(at(txH—A tx)

avons

z)dW;

i=1 i=1

~~
=0
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Alors, nous obtenons

(5.29) dy = Z Z

=1 =1

x)dW7 .

En intégrant (5.29)) de ¢ a T" puis en tenant compte des conditions aux limites, nous avons mainte-

nant

L’espérance mathématique si x = X des deux membres d’équations ci-dessus donne

E*[g(ar)] = V(t, +ZZE”" U —G“ (s, 2)dW] |,

1=1 1=1

-~

=0

alors nous obtenons finalement ) donné par

V(t,x) = E*[g(xr)]

e Maintenant, suppose que ¢* (¢,z) > 0 tel que V(t,x) = cp® (t,x),ouc < 0V (t,x) €
1

[0, 7] x R*. Alors 'EDP (5.25) est une forme générale de (5.27) avec r = —— donnée comme suit
c

oy
(5.30) ot
V(T,2r) = g(z7)

—(t,z) + A V(t,x) —rV(t,z) =0, (t,2) €[0,T] x R*,

Nous en déduisons que la solution de (5.30) est donnée donc par
V(t,z) = e " TVE g(ar)]

e Enfin, supposons que ¢* (t,x) > 0 et V(¢, ) une inconnue, V (t,z) € [0,T] x R*. Alors
V(t, x) vérifie 'EDP (5.23)). En appliquant la formule d’1td a V(s, ) pour tout (s, z) € [t, T] x R?,

nous obtenons
4
dV(s,x) = (aa—]:(s, z) + AV (s, x)) dt + ZZI g—;}i(s, 2)GidW? .
L’intégrale de ¢ a T de I’équation ci-dessus et tenant compte des conditions aux limites, nous avons
T roy . T .
(5.31)  g(zr) =V(t,x) —|—/ (E(s,x) + A" V(s,x)) ds +/ VV(s,2)G" (s, 2)dWs.
t t

Cherchons la solution inconnue sous la forme V(t,x) = e " ¢(t,z) avec la condition terminale
V(T,z7) = e To(T,27) = g(x7) ot r > 0. Ainsi (5.31)) devient

9¢

e TH(T, xp) = e "o(t, ) + /Te <
’ ’ : ot

+ AV ¢ — Tgb) (s,x)ds
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T
+ / e " (VopG™ ) dW,.
t
L’espérance mathématique si x = X des deux membres d’équations ci-dessus donne

E*[g(xr)] = e "' p(t, z) + E” {/t e "’ (% + A% ¢ — rgb) ds}

T
+E° { / e—”w(s,x)(}u*dm],
t

s

~~
=0

alors
—r(T—t)px rtmT ’ —rs a¢ u*
(5.32) o(t,x) =e E*[p(T, z7)] — e"E e 5 + A p—ro | (s,x)ds
t
Des que ¢ satisfait a I’EDP (5.30), i.e.
0p .
- Y rd =0
T + A p—1ro
alors, nous obtenons
(5.33) o(t,x) = e TIE[G(T, wr)]
ainsi donc, la solution de PDE (5.25)) est donnée par
(5.34) V(t,z) = e "T IR [g(x7)].
Si ¢ ne satisfait pas a I’EDP (5.30), i.e.
0¢ .
kil W rd — 0
5 TA G- ro=p#
ainsi, nous obtenons plutot
T
(5.35) o(t,z) = e "TOE[H(T, 27)] — " E” [/ ersp(s,x)dsl
t

Enfin, la solution de ’EDP (5.23) est donnée comme (5.26). Ceci marque la fin de la preuve. ®
Connaissant une expression de la fonction value V), alors nous pouvons réécrire autrement

les expressions de u* = (ug, uf,us) données par (5.18),(5.19), (5.20) respectivement. Quelques

difficultés existent pour représenter graphiquement la solution analytique V de I’EDP (5.25)) ainsi

que le contrdle optimal u*. Ainsi, nous pouvons les approcher numeriquement grace aux schémas

numériques.

5.3 Controle optimal et fréquence du traitement de TB

Dans cette section, nous considérons un modele stochastique de tuberculose (TB) formulé et
analysé dans les Chapitre 3| et ] respectivement. L’ introduction d’une fonction de contréle dans ce
modele donne une nouvelle dynamique de TB avec controle pour laquelle un probleéme optimal
consiste a minimiser le nombre des tuberculeux actifs. La méthode du gradient projeté permet de

déterminer numériquemnt le contr6le optimal ainsi que la fonction du cofit associée.
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5.3.1 Formulation d’un probleme de control optimal

Soit (2, F, {F:}+>0, P) un espace de probabilité complet de filtration {F; };>( produite par un
mouvement brownien {W;};>, de dimension 10. Soit 7 > 0 un nombre réel fixé appelé horizon
fini du temps t. Notons par L*(Q, Fr, R) I'espace de variables aléatoires. Fr-measurable 2 valeur

réel et de carrée intégrable et par L%(0; 7, R) un espace de processus F;- adaptés a valeur réel et
T

de carrée intégrable tels que E[/ | X, |*dt] < +oo.
0
Soit K € U,q un compact convexe sous ensemble de L?(0, 7). Considérons un probléme du

contrdle optimal qui consiste 2 minimiser le cotit 7 (., .), la fonction objective définie pour le temps
t € [0, 7], I'état X € R* et la fonction du contrdle u € U, par :

(5.36) 7w = [ " Elp (X uldt + / " bt

relative a I’état X;, € R* du modele de TB défini en général par :

(5.37) { dXy = f(t, Xy, ue)dt + G(t, Xy, u)dWy,  t € [0;7T)

X, = X(0) € R

et en particulier par :

' Xy = X(0) € R*

ol u = u; : 7 —> u(t)T, pour tout taux 7 de (3.38).

Cette partie concerne 1’étude du cas particulier ou le contrdle n’apparait pas dans le terme stochas-
tique. Le contrdle est dit optimal si la dose médicamenteuse atteind sa valeur optimale positive, i.e.
u = u,, > 0. Si cette valeur optimale n’est pas atteinte, i.e. u € [—1;0[U]0; u,,|, alors le contrdle
est dit moins efficace ; il est dit sans effet lorsque u = 0 et enfin, le controle est dit efficace lorsque
la valeur optimale est dépassée) i.e. u €|u,y,, 1]. Le but est donc de contrdler les féquences du
traitement afin de réduire le nombre de nouvaux cas. Le probleme du contr6le optimal se traduit
par :

Trouver un contrdle optimal admissible © = u* tel que

. X, u") = i X
(5.39) J (X, u") uel}ggg{adj( )
ie. J(X,u") < J(X,u) Vue K CUy
Soit F'(u) = J(X,u), alors le probleme du controle optimal (5.39) devient un probléme d’opti-

misation

(5.40) Fw*)= min F(u),

ueEK ClUyq

ol F'(u) est une fonction convexe.
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Proposition 5.3.1. Soit, H un espace de Hilbert, muni d’une norme ||.|| induite par le produit
scalaire (-|-) et soit K C H un sous ensemble compact non vide et convexe. Alors pour tout
u € H,

1. il existe un unique u € K tels que
|lu — @|| = min ||u — v|| pour tout v € K,
veK

ot U = Pk (u) est la projection orthogonale de u sur K.

2. u est caractérisé par

= Pxu)<= (t—u|v—1a)>0

Preuve:

1. I'existence de u € K est vérifiée car K est compact. Supposons que H soit de dimension
finie. Considérons K N B(u; ||u — v||) intersection de K avec une boule B. Sur ce compact,
la fonction v — ||u — v|| est continuue. De toute suite minimisante nous pouvons extraire
une suite convergente, de limite . L'unicité vient de convexité de K et du théoreme de

Pythagore.

2. Pour la caractérisation de @ ; supposons que % = Pk (u) alors nous avons pour tout v € K
lu — @] = min |lu —v]| = flu — @] < lu—wvl.
veK
Soitv € K, posons v. = @+ (v — @) ¢ €]0;1] v. € K qui implique que
lu—all* < flu—vel|* = lu—al* + €%lv — al|* + 2e(d — u | v — @)

||lu — &HQ < lu— fLH2 —|—€2Hv — fLHZ +2e(u—u|v—a).

Divisant par € nous obtenons
0<ellv—al*+2@—u|v—a)

= (t—u|v—1u)>0.

Reciproquement, Supposons que (& —u | v —a) >0
0>w—alv—a)=@wu—au|lv—u+u—1a)

0> flu—al*+ (u—1]|v—u).

En appliquant I’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons
0> [lu—a|* = [lu—alllv—ull
= |lv —ull = [Ja = ul]

D’ou la fin de cette preuve. m
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Proposition 5.3.2. L’algorithme du gradient stochastique consiste a faire varier la variable u du
probléme d’optimization (5.40) grdce a la formule de récurrence d’une suite convergente (uy)n>0
de limite u :

Upt1 = Up + Qn(_VF(un))

ou q, > 0 avec ninioo qn = q et V désigne le gradient. 1. Initialisation : ug € H
2. u = uy, est pourn >

a) Calculer w, = =V F(uy,)

Choisir q,, > 0 tel que

F(u, — quwn) < F(u, —qw,) Yq>0

Upy1 = Up + GnWn

b) Calculer v, 1 = Py (v,41)

c) Tester la convergence de l’itération

En = [[Unt1 — Un || :

- si g, < € arréter

- sinon : u = U, et répeter l’itération.

5.3.2 Méthode de gradient projeté et modele stochastique controlé de TB

Proposition 5.3.3. Considérons H = U un espace de Hilbert et U,q; C U un sous ensemble fermé
convexe. Soit P ’opérateur projection sur K defini sur U par Px(w) = Pxw € K; Yw € U,

alors le probleme (5.40) admet I’'unique solution u ou contréle optimal tel que
(5.41) u=u(-) = Pglu—q(- |F'(u))].

Preuve: H = U est un espace de Hilbert et U,; C U un sous ensemble fermé convexe. la condition

nécessaire et suffisante d’optimalité du probleme (5.40) est donnée par
(F'(u) |[v—u)>0 VwveK.

Soit Py la projection opérateur sur K defini sur U par Py (w) = Pgxw € K; Yw € U, tel que
nous ayons

(Pkw—w | Pxw—w)= min (u—wlu—w) Vwel.
ueEKCUyq
Il est équivalent a
(Pkw—w|v—Pgw) >0 Vve K< w=Pxuw.
Il s’en suit que la solution u de (5.40) est donnée par
u=u() = Pxlu—q(- [F'(u))].

En effet, la condition d’optimalité donne

(F'(u) |[v—u)>0 VveK,
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alors pour tout ¢ > 0 nous avons
g(- | F'(h)) [v = u) 2 0= (q(- | F'(R)) [ v = u) > 0

= (u—u+gq(-| F'(h))|v—u)>0.

Avec w = u — q(- | F'(h)), la derniére implication donne
(u—w|v—u)>0<+= u= Pgw

(u—wl|v—u)>0<=u= Pxlu—q(-| F'(h))].

D’ou la fin de cette preuve. m
Pour obtenir les résultats numériques du probleme de contrdle optimal de la fréquence de traite-

ment de TB, nous définissons le schéma d’itération suivant pour n = 0, 1, ...

(v u1) = lun) —qu(v| Fi(un)), Vveld
(5.42)
Unp+1 = PK(un—i-%)a

ieme

ou F! est la fonctionnelle approchée a la n itération de F.
La convergence de ce schéma, et le calcul de F. sont largement prouvés et effectués dans [65].
Pour u(+) un contrdle optimal et X (-), I’état optimal correspondant et pour v(-) € U C L*(0,T)

tels que v” = u(-) + qu(-), 0 < ¢ < 1, on a alors pour tout v € L?(0,T),

(5.43) F'(u)(v) = lim Fn(u+ qu) — Fu(u)

q—0 q

T T
=Bl SEOP @+ [ K,

0

ol
t t
D(X)(v) = [/ fx (s, X,u)D(X)(v) + fu(s, X, u)v]ds + / G'x (s, X)D(X)(v)dWs,
0 0
et puis
d(D(X)(v) = [fx (t, X, w)D(X)(v) + fi(t, X, w)v]dt + G'x (t, X)D(X)(v)dW:.
On définit une fonctionnelle adjointe p, F;-adaptée et définie par

(5.44) { —dp = [¢"(X) + pf' X (t, X,u) — pG' (t, X)(G'y (t, X)) dt + pG'y (t, X )dW,,
| P(T) =0

-
telle que E[/ |pe|?dt] < +oo.

0
Le terme droit de ’équation (5.43)) permet d’obtenir finalament F) (u)(v) a partir de (5.44),

)
(5.45) F) = [ B X, + 1 wlode,
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La Méthode du Gradient stochastique projeté appliquée au contrdle du modele stochastic de TB,
consiste donc a considérer le systeme (5.46) de deux équations (5.38) et (5.44) afin de le résoudre
numériquement,

(5.46)

dXy = f(t, Xp,ug)dt + G(t, X¢)dWy,  t€[0;T]  Xo= X(0) € R
—dp = [¢(Xs) + pf (t, X, us) — pG'x (t, Xi) (G (t, X)) |dt + pG'y (t, X¢)dWy,  p(T) = 0.

La résolution numérique de (5.46)) utilise le schéma d’itération ci-dessous pourn = 0, 1, ...
et puis le schéma d’Euler pour les deux équations de (5.46)) (voir [65]]) ,
(0 ]ty 1) = (0] un) = ga(v | Blpn(fo(t, Xo, wn))] + 2 (un)), Vo el

(5.47)
Unt1 = PK(UTH-%)’

ou X, u, et p, sont représentent les pas des fonctions construites.
Les simulations numériques du contrdle optimal u et de la fonction valeur F'(u) correspondante
(voir FIGURE[6.16)), des modeles stochastiques contrdlés de TB (voir FIGURE[6.17) utilisent 1’al-

gorithme suivant

Algorithme 5.3.1. [65] :

Etape 1 Choisir le controle initial arbitraire
Pourn =0,1,---, soit u = u,, faire l’itération bouclée de Etape 1 a Etape 5;
FEtape 2 Utiliser le schéma d’Euler implicite pour la discrétisation en temps de I’EDS (5.38))
Etape 3 Utiliser le schéma d’Euler implicite pour la discrétisation en temps de I’équation ad-
Jjointe ; (5.44)
Etape 4 Utiliser le schéma d’itération de la méthode de gradient pour mettre a jour le

contréle ;

{ u:anr% =u™ — qn(E[pm(f;(tm>Xm7 um))] + h/(um))7 m = 07 L-- s Mmaz

Up'y = PK(“H%);

Etape 5 Calculer e, = ||u, — uns1||- Si e, est assez petit sortir. Sinon; poser u = u, 1 répéter

I’itération bouclée de Etape 2 a Etape 5.

5.4 Controle optimal de la dynamique stochastique du CC

Dans cette section, nous caractérisons une fonction de contrdle optimal dans une EDS. Un
probleme optimal ou le contrdle ne figure que dans le terme déterministe de I’EDS est formulé
dans le chapitre 4. Notre objectif dans ce problemes est de déterminer un controle optimal qui
minimise le nombre total de la masse cellulaire infectés par le HPV, virus vecteur du cancer du col
de I'utérus, avec une émergence des cas de résistance au traitement et avec rétablissement ou non

des cellules infectées. Nous utilisons le PMP pour la résolution de ce probleme.
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5.4.1 Probléme du controle optimal de la masse cellulaire infectée par HPV

Soit (2, F, F:, P) un espace de probabilité filtré avec la filtration F; = o{W(s) : 0 < s < t},
i.e. ’ensemble des informations est générées par W (¢).

Nous formulons alors un probleme du contréle optimal comme suit :

Un probléme du contrdle optimal qui consiste 2 minimiser le nombre total de la masse cellulaire
infectée par le HPV, virus vecteur de I’infection du cancer du col d’utérus, est formulé de la maniere
suivante : Il existe un contrdle optimal 7* tel que

(5.48) J(7*) = min J(7)

mell
soumis au systeme stochastique controlé (3.64) formulé dans Chapitre[3] avec J () la fonctionnelle
de colit définie par
Ty
(5.49) s = | [ e xmar+ g (1)
0

ou T}, temps terminal correspondant a la fin de I’épidémie, est défini par
Tf = 1nf{t . (]U + IT + [R)(t) = KTf < 1},

f:00,T¢] x R x IT — Ret g : R> — R sont respectivement le coiit instantané et le coit
terminal tels que
[, X, 7) =ywly +yrlr +vrlr
et pour tout X (t) = (S(t), Iy (t), I (t), Ir(t), K(t)) € RS,
1

9(X(0) = Sl — (T + Ir + Ta)(0)] with  g(X(0)) =0, and g(X(Ty)) = 317y, — K]

Lemme 5.4.1. Les fonctions i, G, f, g sont continiiment différentiable par rapport a X and leur
dérivées partielles ux, Gx, fx, gx, sont continues en (X, ) € R® x II et uniformement bornées.

Enfin, 1, G, fx, gx sont bornées par C(1 + | X| + |x|), C' < +o0.

Preuve: La fonction vectorielle x : (-, X, ) — pu(+, X, -) telle que

w(+, X, ) = (ui(+, X, -))i=1..5 € R® est continue et differentiable en x € R car toutes ses compo-
santes p; : (-, X, ) — p;(-, X,-) € R, i =1,2,3,4,5, sont continues et différentiables en = €
R®. Idem pour la fonction matricielle G : (-, X,-) — G(-, X,") = (Gy(, X,"))iz1,.5=1..7 €
Msxn) (R) = R, Alors p; et G; admettent des dérivées partielles du second orbre en x € R,
qui sont continues. Alors, 4 et G sont contintiment différentiables en x € R et leur dérivées par-
tielles p1x, et G x respectives, sont continues.

fi(X)— f(X,) = BS(y + orlr + 6rlr) € Retg : (X) — g(X) = Iy(0) — (Iy +

It + Ig)(t) € R admettent des dérivées partielles respectives fx et gx continues. m

Lemme 5.4.2. La fonctionnelle coiit définie par (5.49) avec

f(t7X7 7T) = (’YUIU +’7T]T +’7RIR>(t)7
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est la méme que la fonctionnelle coiit du type de Mayer suivant
(5.50) J(m) =E[h(X(T}))].

h(X(t)) = 29(X(t)) + So — S(t) et h(X(Ty)=(So + Iy, — Kr;) — S(Ty) et h(X(0)) = 0.

Notons que minimiser le nombre total de la masse cellulaire infectée donnée par (5.49) revient a

minimiser la masse finale des cellules susceptibles S(Ty) des que Sy + Iy, — K, est fixe.

1
Preuve: Nous avons g(X (t)) = §[IU0 — Iy + Ir + Ir)(1)].
Pour tout (¢, X, 7), I'application de la formule d’1t6 & g(X (¢)), donne

dg(X(t)) = [-BSy + érlr + 0rlr) + (Wwlv + vrlr + yrIR)]dt
1
—5 [O'gdWQ + 0'3de — O'5dW5 - O'6dW6] s

alors, en prenant I’espérance mathématique

Elg(X(T)))] = 9(X0) ~E | [ 5( + bl + bnlwi|

Ty
+E U (yolu + yrlr + T/RIR)dt]
0

1 Ty Ty Ty Ty
——E |:/ O'QdWQ +/ 0'3de - / 0'5dW5 - / UﬁdW6:| .
2 0 0 0 0

En effet, ¢(X(0)) =0,

Ty Ty Ty Ty
E [/ UQdWQ ‘|‘/ 0'3de —/ O'5dW5 - / UﬁdW6:| = O,
0 0 0 0
Ty

BS(Iy + orly + drlr)dt = Sy — S(Ty) combiné a (5.49), nous obtenons le résultat :

0

V(t,z) = min J[u] = J[u"].

uEULq

Ceci marque la fin de la preuve. m

5.4.2 Résolution du probleme optimal de la masse cellulaire infectée

Définition 5.4.1. Pour tous p(t) = (ps(t), pu(t), pr(t), pr(t), pr(t))’ € R et
q(t) = (¢ q)y & ¢ q}‘();‘rzlf,_ 7) € Msx7(R), le Hamiltonien H associé a I'EDS contrélé (3.64)
est défini par

H o [0,Ty] x R® x I x L*(0, T, R>®) x (L*(0, Ty, R>®))" — R

tel que

(5.51) H(t, X (), 7(8), p(1), a(1) = (p(0), plt, X, 7)) + Y (@' (). & (t, X))

These de Doctorat/Ph.D 151 BONGOR DANHREE (© 2017



Applications du contrdle optimal en épidémiologie
5.4 Controle optimal de la dynamique stochastique du CC

o ¢¢ et G sont, respectivement la 7™ colonne des matrices q and G.
(-,-) et | - | désignent le produit scalaire et la norme associée dans tout espace euclidien.

soit
(5.52) H(t, X, m,p,q) = ¢(t, X, p, q) + 7(t, X, p)
avec ¢ et ) définies respectivement par
o(t, X,p,q) = BS[(pv — ps)Lv + drlr) + (PR — Ps)ORIR]

—puyvly — pryrlr — prdrIr — (pr — pr)adr

(5.53) — (g% — ap)o2 — (6% — q¥)o3 — qios — ¢5os — (g7 — qR)ov,
et
(5.54) U(t, X,p) = BS|(pr — pv — pr)Iy + 0rlr) — prOrIR].

Définition 5.4.2. (Equation adjointe rétrograde)
Soit (X*,7*) une paire de solution du probléme optimal (5.49) soumis a I’EDS (3.64). Alors il
existe un processus adjoint (p(t), q(t)) € L*(0, Ty, R5*®) x (L?(0, T}, R>*5))7 qui est une solution

de I’équation adjointe rétrograde du premier ordre adjoint suivante

555 { dp(t) = —=VH(t, X (t), 7(t), p(t), q(t))dt + q(t)dW
p(Ty) = VI(X*(T})),
ou
VH = <H57 HU7 %Tu HR7 HK)T
avec
( Hs = 7B[(pr — pv — pr) Iy + 0rIr) — prdrlz] — Bl(ps — pv) Iy + 6717)
ag g
—(ps — pr)OrIR) — (¢% — q%)ﬁ — (g2 — qf’z)ﬁ,
Hy = BS[n(pr — pv — px) — (Ps — pu)] — PuYU
(R - —

Hr = BSor[m(pr — pv — px) — (Ps — pu)] — Pryr — (Pr — PR)

5T02 O¢ o7

(2 2N G4Fe 6 6 7 T\ T
O

Hi = BS0rl=mpi — (ps = pr)) = Pron = (a8 = k)57

Hi = 0.

\

Théoreme 5.4.1. (Caractérisation du controle optimal)
Soit ™ un contrdle optimal solution du probléme optimal (5.48)) et soit X* la trajectoire optimale

correspondante, solution de I’EDS (3.64)). Alors * est caractérisé pour tout v € 11 par

(5.57) E / L X (0,7 (0),p(0) (1), 0 — (1)) > 0
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Aussi, nous avons

(5.58) (g—?(t,X*(t),W*(t),p(t),q(t)),v —7*(t))y >0 Vwvell Pas.

De plus, le controle optimal 7 est donné par le systeme suivant comme dans [54l] out

oH

5, (6X7(@),7(0),p(1), ¢(4)) = BS[(pr — pu — px)Lv + 0rlr) = PrOrlr].

0  iuf pr>puv+pk
(5.59) =9 w if pr=pu+pK
1 if pr<pv+pk
ou w est défini par
Borlr(Iy + 67t + 0rlR) + pryuly
- BSpk Iy + érlr) '

Preuve: Soit 7* un controle optimal solution du probleme optimal (5.48) : J[7*| = mil[ll J[r], avec
TE

w=1

J|r] défini par (5.50). Soit X*(¢) la trajectoire optimale du systeéme contrdlé (3.64) associée a 7.
On prend 7 tel que 7* + 7 € Il,,.

Choisissons 7 (t) = ©*(t) + em(t) ou € € [0, 1] tel que 11,4 soit convexe, ainsi 7° € II,4. Notons
par X° la trajectoire de (3.64)) correspondant a <, alors X° = X* + ¢ X;.

d’apres le Lemme [5.4.1] nous avons :

1
lim sup —E|X°(t) — X*(t) —eX1(0)]*=0
Jim, sup ZEIXY(0) = X*(1) — eXa(r)

ou X est une solution de 1’équation variationnelle suivante

(5.60) { dXy = [{px(t, X*,7), Xu) + (pa(t, X, 7%), m)]dt + [(Gx (¢, X7), X1)]dW
X1(0)=0

Du fait que J[7°] — J[7*] > 0, il est facile de montrer que
E[h(X*(Ty)) = (X" (T}))] = 0.
Par la formule de Taylor pour I'intégrale d’Itd, nous avons
J[r] = J[r'] = eBhx (X*(Ty)) (Xa(Ty) + X°(1) = X7(t) — X ()] + eE[hx (X7 (T7))

HO(X0(Ty) + XE(0) — X () — =Xa(0)] — b (X (T1) (X2 (Tp) + X=(1)
—X*(t) —eXi(t)) >0
ou d € [0,1].

Ainsi, nous obtenons 1’inéquation variationnelle suivante

(5.61) E[hx (X™(T))(X1(T§))] = 0
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ot X;(T%) est donné par I’équation variationnelle (5.60).
Pour (X*, 7*) la paire optimale, alors il existe (p(t), q(t)) qui est I’'unique solution de 1’équation

adjointe (5.53).

Par application de la formule d’1td a (p(t), X;(t)) et en tenant compte de I’inéquation variationnelle

(5.61)), nous pouvons écrire

(5.62) E / L (1, X (8), 7 (), p(8), q(8)), w(£)) it > 0.

Avec T = 1(75 — ") etm® =vsit € [, T + €], nous obtenons le résultat (5.58).

Caractérisogns maintenant le contréle optimal 7* comme dans (5.59). En effet, pour toute fonction
de contrdle 7 € II = [0, 1], la fonction du temps 1 ne peut pendre que des valeurs positives ou
négatives sur un intervalle de temps quelconque, et ne peut prendre la valeur nulle sur un intervalle
de temps sauf pour en un nombre fini ¢ = ¢; € [0,7y]. Ainsi, la relation (5.58) permet d’écrire
que ™™ =0sipr > py +pg, ™ = 1sipr < py+prx et = wsipr = py + px, Ou w est a
déterminer. Nous avons le cas de singularité pour la détermination du contrdle 7 si 1/ = 0 sur un
intervalle de temps [7;7 + €. Dans ce cas de singularité, notre probléeme optimal ne fournit pas
une solution instructive sur [7; 7 + €].

Suposons que pr = py + px et déterminons alors w. Pour ce faire, nous avons ¥(¢,-,) =
—BIrS(t)pK (t)Ir(t). Ensuite,

si de plus, il existe un intervalle [to,t1] C [0,7}] tel que px(t)dr = 0, pour tout t € [to,11].
Alors, nous avons v (t, -, -) = 0 pour tout ¢ € [to, t1]. Ainsi, pr(t) = py(t) + pk(t) implique que
dpr(t) = dpy(t) pour tout ¢ € [to, t1]. En utilisant la deuxiéme et la troisieme équation du systeme
(5.55), et en identifiant les coefficients dpr(t) avec ceux de dpy (t), nous avons alors : Hr = Hy
et ¢h(t) — g, (t) = q(t) =0, j=1---7pourtoutt € [ty, 1], i.e

ps(t) = pr(t) = pu(t) = pr(t) = px(t) = 0, ¢(t) = gi(t), i = 1;3;4, et pour j = 1;--;7,
aic(t) = 0 = g§(t) = qi(t) = a3(t) = @(t) = g3(t) = @4 () = (1) = air(t) = gf(t) =
q&(t) = 0. Par conséquent p(t) = 0 qui est contradictoire avec p(t) # 0.

D’ou, px(t)dr # 0 V t € [0;1Y] alors, nous avons 9 (t,-,-) < 0 ou ¢(t,-,-) > 0 Vit € [0;Ty].
Ainsi donc, the contrdle optimal est non-singulier et est un contréle optimal Feed-back.

Borlr(Iy + 67l + 6rlR) + pK’YUIU

w=1-—
BSpr(Iy + orlr)

Ceci marque la fin de la preuve. m
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CHAPITRE 6

SIMULATIONS NUMERIQUES

Dans ce chapitre, nous faisons dans la Section [6.1] les simulations numériques des modeles
formulées en absence du controle optimal. Et puis dans la Section[6.2] nous faisons les simulations

numériques des modeles contrdlés ou non, des fonctions de contrdle, voire des fonctions valeurs
pour les chapitres et[5

6.1 Simulation numérique des modeles

6.1.1 Simulation numérique des modeles de MST

TABLE 6.1: Valeurs des parametres dans deux cas

Cas | Parametres Ny Ny T 51 B2 1 T Ry

n°l Valeurs 2000 3000 120 0,6 0,8 0,2 0,3 Ry=2,8284>1
Unités hs fs jrs  %jrsT! %jrsT! %jrs™t % jrsT!

n°2 Valeurs 2000 3000 120 0,6 0,8 0,8 0,9 Ry =10,8165 < 1
Unités hs fs jrs  %jrsT' %jrsT! %jrsTt % jrsT!

Considérons une MST qui sévit dans une population composée de 5000 personnes sexuelle-
ment actives dont 2000 hommes (hs) et 3000 femmes (fs). Le mode de contamination de cette
infection par des rapports hétérosexuels est décrit dans le Chapitre [3] A partir d’un couple des
personnes infectées i.e. [;1(0) = I[2(0) = 1 et en absence du traitement i.e. ;1 = 75 = 0, cette
MST peut évoluer et atteindre toute la population (voir Figure[6.1a]: 5; = 0.6 et 52 = 0.8 avec Ry
infini). En présence du traitement, deux situations épidémiologiques peuvent se présenter :
Lorsque Ry > 1, alors le nombre des personnes infectées croit puis devient stationnaire, i.e. que
la MST persiste dans la population malgré le traitement existant. Ainsi, le point d’équilibre endé-
mique est localement asymptotiquement stable. C’est le cas des Figures et[6.1d obtenues a la
méme condition initiale I;(0) = 2; I5(0) = 5 avec les données n°1 de Table [6.1]; ainsi que
obtenue avec I1(0) = I,(0) =1, f; = 0,6; 5 = 0,5; 4 = 0,3; 75 = 0,2 donnant toujours
Ry = 2,2361 > 1. Une telle situation nécessite une nouvelle stratégie du controle.

Lorsque Ry < 1, alors la MST évolue et disparait par la suite (voir Figures et construites
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Simulations numériques

avec les données n°2 de Table|[6.1]et la condition initiale [;(0) = 2; I5(0) = 5.
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FIGURE 6.1: Trajectoires des états de (3.34)) et (3.35) de MST sans et avec traitement
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Simulations numériques
6.1 Simulation numérique des modeles

Dans le plan (11, I5), le modele déterministe est simulé en indiquant le point d’équilibre
sans MST Ej et les point d’équilibre endémique Er dont les coordonnées sont déterminées et
fournies par Matlab (A la mém condition initiale [;(0) = I3(0) = 1, voir Figure avec
Ry = 8,6603 pour 51 = 2; By = 3; 1 = 0,2; 7» = 0,4 et Figure [6.2b] avec Ry = 37,1484
B =0,92; By = 0,9; 7 = 0,02; 5, = 0,03). Quant a la Figure elle montre la stabilité
endémique aléatoire du modele stochastique de MST (3.33). Le bruit aléatoire force les trajectoires
des états I; et I5 a osciller autour des équilibres endémiques I et I3 du modele (3.34) (voir Figure
[6.34] et Figure [6.3b] simulées respectivement avec [;(0) = [,(0) = 3; 3, = 0,5; B2 = 0,711;
71 =0,5;7 = 0,3 donnant Ry = 1,5395, et [;(0) = I,(0) =3; 5, =0,5;6,=0,7;77, =0,5;
79 = 0,3 donnant iy = 1,5275).
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2500 B 2500

E=0,=1 970; =285, 1)

OO0 ............. ................. e 4 000k .............. ................. SRRV J
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FIGURE 6.2: Points d’équilibre et simulation du modele (3.34) dans le plan (I, I).
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FIGURE 6.3: Points d’équilibre endémique aléatoire et trajectoires /; et [, du modele (3.35).
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6.1.2 Simulation numérique des modeles du VIH/SIDA

TABLE 6.2: Valeurs des parametres [[70]

Parametres I o 0 OH 79 NH A, By, 11, T
Valeurs 0,02 | 1/33 | 0,001 | 0,01 | 1,2 | 0,001 Estimées
Unités an ! |an~! | an=! |an~! | an! | an! an~!

Ou A, Sy, 71 et 5 sont des parametres variables dont les valeurs sont estimées ci-dessous dans
les différents cas de figures avec la condition initiale X (0) = (5(0), H1(0), H2(0), Wx(0)).

Que ce soit dans le cas déterministe comme dans le cas stochastique, lorsque le nombre de
reproduction de base est supérieur a I’unité, alors le systeme a une évolution inquiétante avec la
croissance vertigineuse du nombre des infectés. Pour X (0) = (20,2,2,0); A = 23; 8y = 0,35;
71 =0,08; % = 0,02 avec R = 4,6609 > 1 et les autres parametres de Table nous obtenons
la Figure 6.4 qui met en évidence cette situation chaotique pour laquelle I’infection du VIH/SIDA
évolue de maniere croissante malgré la présence de traitements. Cette situation exige une nouvelle
stratégie de contrle. Ainsi ce mauvais état d’évolution peut étre influencé par la présence du
contrdle optimal dans la dynamique stochastique conformément notre objectif qui vise a controler

le modele stochastique, la généralisation du modele déterministe associé.
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FIGURE 6.4: Trajectoires des états déterministes [6.4alet stochastiques [6.4b
respectivement des modeles (3.36) et (3.37) du VIH/SIDA avec traitement.

Les trajectoires déterministes et stochastiques des états sont représentées dans un méme plan
pour X (0) = (20,2,2,0),A =14; 8y =0,4; 77 = 0,04; 5 = 0,02; avec Ry = 7,6709, (voir
Figure [6.5). Pour une évolution de courte durée (a partir de I’état inital au temps ¢t = 0), les tra-
jectoires déterministes et stochastiques sont approximativement les mémes lorsque R > 1. Mais

lorsque le temps ¢ devient plus grand, alors il existe des écarts entres les trajectoires déterministes
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FIGURE 6.5: Trajectoires des états déterministes et stochastiques dans un méme plan
des modeles ((3.36)) et (3.37) du VIH/SIDA avec traitement.
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et stochastiques. Ces écarts sont diis au bruit blanc aléatoire produit par le mouvement brownien.
Ce bruit aléatoire supplémentaire force les trajectoires a osciller autour d’un point d’équilibre aléa-
toire (point d’équilibre sans maladie ou point d’équilibre endémique).

La figure [6.6 montre que les modeles stochastique non perturbé et perturbé (3.48) du
VIH/SIDA ont approximativement les mémes trajectoires lorsque Rj = 4,6609 > 1. FIGURE[6.7]

350 T
—Sdui{d37)
—H, du 437} :

300 TR P e 4
R H2 du (437} : :

WH du {4.37)
——=5Sdu448)
___H1 du (4 48)
———H2 du (4 .48)

W, du (4.48)

250

Variables 5, H1, H2 et WH des modéles (4.37) et (4.48)

Temps [années)

FIGURE 6.6: Trajectoires stochastiques non perturbées (3.37) et perturbées (3.48).

représente les trajectoires des états stochastiques S, Hy, Hs et Wy du modele (3.37) en absence
du traitement 71 = 7 = 0 avec différentes conditions initiales et A = 30; Sy = 0,25 donnant
R} = 10,994. Figure avec conditions initiales X (0) = (500; 1;0;0), et Figure avec
X (0) = (500;18;8;0), décrivent une situation de crise épidémique out le nombre des séropositifs
H, et le nombre des sidéens H croient plus rapidement. Cependant, le nombre .S des susceptibles
décroit faute du contrdle optimal.

Pour ny, = E[X,] = (600;1;0;0), A = 5, By = 0,35, FIGURE [6.8| met en évidence I’effet
du traitement dans la dynamique stochastique du VIH/SIDA modélisée par (3.37). Que ce soit
sans traitement i.e. 3 = 7o = 0 (Figure et avec traitement 7y = 0.08; 7 = 0.02 (Figure
[0.8b], le nombre moyen ng des individus susceptibles de contracter le VIH décroit jusqu’a une
valeur critique donnée par la condition .y = 1 et le nombre moyen ny, des séropositifs croit si
R,y > 1 puis décroit si R,y < 1. Cette valeur critique varie en fonction du traitement : elle est
faible ou négligeable sans traitement et significative avec le traitement. Le nombre de reproduction
effective 2.y mesure ici I'impact du traitement. Malgré la présence du traitement qui a un effet
curatif positif, certains facteurs comme le comportement sexuel non controlé, le non respect de la
dose médicamenteuse, ..., font que cette infection continue a faire de nombreuses victimes dans
notre société. La nécessité d’associer au traitement qui un moyen de contrdle, d’autres stratégies

de contrdle optimal, est importante et constitue le principal objectif visé dans cette these.
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FIGURE 6.8: Trajectoires sans traitement
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FIGURE 6.7: Trajectoires sans traittement du modele stochastique (3.37)
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6.1.3 Simulation numérique des modeles de TB

TABLE 6.3: Valeurs des parametres du modele de TB [70]

Parametres W o P o7 Nr nr A, Br, T, n
Valeurs [70] | 0,02 | 1/33 | 0,04 | 0,2 | 0,1 | 0,06 | Estimées
Unités an~! | an”! [an™! | an~! | an™! | an7! an~!
150 . . . . : . . : . 150
o 3
£ 100 100
_ _
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FIGURE 6.9: Modele stochastique de TB sans traitement|6.9ajet avec traitement [6.9b
Modele stochastique seul [6.9¢|; déterministe et stochastique

Avec les données de la TABLE ou A, Br, T et n, parametres dont les valeurs sont es-
timées dans les différents cas ci-dessous, les trajectoires des états du modele stochastique de
TB sans et avec traitement sont représentées respectivement par les Figures [6.94] et [6.9b] pour
X(0) = (5(0), L(0),7(0), R(0)) = (40,15,20,1); A = 12;n = 0.8; 7 = 0.8; 7 = 0 donnant
Rf = 2.4797 > 1 pour FIGURE [6.9d et X (0) = (50,5,2,1), A = 12, fr = 0.8, 7 = 0.08,

These de Doctorat/Ph.D 162

BONGOR DANHREE (© 2017



Simulations numériques
6.2 Simulation numérique et controle optimal

n = 0.4 donnant Rf = 2.7803 > 1 pour[6.9b

Les modeles déterministes et stochastiques de TB sont simulés numériquement par|[6.9c|et[6.9d| de
FIGURE[6.9]avec X (0) = (10,1,0,0), A = 12, 87 = 0,8,7 = 0,8, n = 0, 4. en vue de les compa-
rer. L’analyse mathématique faite au Chapitre ] revele que le bruit aléatoire, terme de diffusion du
modele stochastique (3.51)), peut forcer les états S, L, T et R a osciller autour du point d’équilibre
XV = (%, 0;0;0) sans TB ou autour du point d’équilibre endémique X* = (S*; L*; T*; R*). Ainsi,
les trajectoires stochastiques des états du modele (3.5T)) présentent un comportement asymptotique
autour de 1’équilibre endémique (Figure[6.10a)) et autour de 1’équilibre sans TB (Figure [6.10D).
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FIGURE 6.10: Trajectoires asymptotiques des états du modele (3.51]).

De ce qui précede, si Ry > 1, alors la dynamique de I’infection de TB évolue fortement avec
la croissance du nombre des infectés (FIGURE [6.9b] [6.9¢] [6.9d) et [6.10a] obtenues avec Ry > 1).
Sous la condition Ry > 1, le traitement seul n’est pas efficace pour contrdler cette dynamique.

Nous avons alors associé au traitement une stratégie supplémentaire de controle. Ainsi donc, dans
la Sous-section les simulations numériques prennent en compte le controle optimal de la dy-

namique stochastique des infections.

6.2 Simulation numérique et controéle optimal

6.2.1 Simulation numérique et controle de MST

Face a une épidémie persistante avec Ry > 1, le traitement dont 1’effet curatif est non négli-
geable doit s’accompagner d’autre stratégie. Par exemple, le suivi des patients de MST qui ont recu
le traitement, est un contrdle de I’efficacité du traitement. Agir par les actions du suivi sur chacune
des proportions des patients sous traitement, c’est influencer la dynamique du modele. L’action du
contrdle permet alors de réduire relativement le nombre des infectés (FIGURE [6.11]et[6.12).
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FIGURE 6.11: Trajectoires avec et sans contrdle des états du modele (3.31)) de MST et du controle.
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FIGURE 6.12: Trajectoires avec et sans controle des états du modele (3.5T)).
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Avec un suivi thérapeutique, contrdle régulier et permanent 14 et us des proportions respectives

71 et 7o d’hommes et des femmes infectés sous controle, la dynamique de MST peut étre influencée

et stoppée comme le montrent les Figures|6.11al|6.11c[6.11e|pour Ry = 1,0583 avec N; = 2000,
Ny = 3000, g1 =1 g2 =2, a; =5000ay =30005 =0,20,=0,47 =0,17 =0,4u,(0) =
0,2 uy(0) = 0,4 a des différents états initiaux (11(0), I(0)) = (500, 600); (500, 600); (5,8) res-
pectifs en tenant compte de la plus grande infectivité chez les femmes. Idem pour les Figures[6.12a]
[6.12¢]et les controles correspondants qui sont obtenues a des conditions initiales différentes
(1,(0), I2(0)) = (500, 600); (500, 600); (5,8) et (u1(0) u2(0)) = (0,30,4); (0,40,5); (0,40,6)
respectives. FIGURE avec a; = 50000 ay, = 30000, donnent les ratio % et % dans
lescas: Ry ~ 1lpour 5y = 0,7 By = 0,875 = 0,26 75 = 0,4643 u1(0) = uz(0) = 0,3 et
Ry = 1,0583 > 1 pour f; = 0,75, = 0,87 = 0,27 = 0,4 u;(0) = 0,3 uy(0) = 0,4. Le
contrdle le plus actif lorsque Ry > 1, est celui des femmes a cause de leur grande infectivité par

rapport aux hommes.
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FIGURE 6.13: Contrdle optimal (uy, us) et Ratio "infectés hommes-infectés femmes" vice-versa
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6.2.2 Simulation numérique et contréole du VIH/SIDA

Considérons le modele controlé ou les controles 1, u; et up mesurent respectivement
a la date ¢, la proportion des nouveaux cas, des séropositifs [, et des sidéens Hy qui sont sous
ARV et ont re¢u un SMS. Ces controles sont simulés par la Figure[6.14b][6.15¢[6.15€¢] La fonction
valeur est aussi représentée par figure [6.15d|et[6.151]
FIGURE décrit une décroissance relative du nombre des séropositifs sous ARV qui ont regu
un SMS par rapport au nombre de ceux sous ARV uniquement. Tandis que montre que le

nombre des patients sidéens sous ARV qui ont recu un SMS et le nombre de ceux sous ARV
uniquement, décroient approximativement. FIGURE [6.15a] décrit une réduction considérable de
nouveaux positifs sous ARV. Cette stratégie du controle donne ce résultat encourageant et béné-
fique pour les patients du VIH/SIDA, malgré le colit di a I’achat des ARV et de téléphone. Nos
données sont celles de la Table[6.2]avec A = 18, By = 0,25 71 = 0,05 12 = 0,09 et autres B = 300,
By =400, r = 5, ug(0) = 0, u1(0) = ug(0) = 1, S(0) = 500, H1(0) = 18 Hy(0)) = 10 et W (0) = 0.
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FIGURE 6.14: Trajectoires stochastiques des états du modele contr6lé (5.11)) avec controles
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FIGURE 6.15: Trajectoires des états stochastiques controles et de la fonctions valeur
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6.2.3 Simulation numérique et controle de TB

Considérons le probleme du controle optimal sous le modele dt TB ou le contrdle
u mesure la fréquence du traitement. Grace a Matlab avec 1’algorithme le cout F'(u) et le
controle optimal u peuvent étre simulés et évalués pour un contrdle initial uq choisi. FIGURE
6.16a][6.16D] (respectivement[6.16c| [6.16d) donnent une illustration numérique du contrdle optimal
u; (respectivement de la fonctionnelle du coiit F'(u)). La projection orthogonale d’un point mini-
mum de F'(u) sur le compact [—1; 1], donne une valeur numérique du contréle optimal u* = w,,, ;
par exemple le point ¢ mnimum de F'(u) représenté sur[6.16¢] est évalué a F'(u*) = 2.7066 don-
nant u* = 0 pour uy = 1 (voir[6.16c). Ainsi, pour les différentes valeurs de u, alors[6.16d|donne :
F(u*) =2.7073 et u* = 0.03606 pour ug = 0.2; F'(u*) = 2.9166 et u* = 0.01607 pour ug = 0.5;
F(u*) = 3.3071 et u* = 0.0000 pour uy = 0.8; enfin, F'(u*) = 3.6673 et u* = 0 pour ug = 1.
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FIGURE 6.16: Simulation numérique du controle optimal u et de la fonctionnelle du cotit F'(u)

Grace a I’algorithme(5.3.1|qui utilise le schéma d’Euler pour discrétiser les EDS, nous simulons

numériquement les états du modele contr6lé (5.38]) ot le contrdle u du taux de traitement est déja
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représenté ci-haut. Ces simulations numériques utilisent les données de la Table ouT = 0,08,
n = 4 et les deux parametres A, 57, prennent des valeurs données dans les différents cas des
figures (A = 2, fr = 0,08 pour Figure [6.174] et A = 5, fr = 0,8 pour la Figure [6.17b]
6.17¢) ; et autres données telles que les conditions initiales S(0) = L(0) = T7'(0) = R(0) = 1,
u(0) = uy = 0,08 et les fonctions o (x,u) = (22 + u?)exp(——— ), h(x) = 22 avec m = 0.05,
em < 1077, py = 0.01.

Par ces résultats numériques, nous montrons donc que le contdle optimal admissible dans la dy-

x2 + u?

namique de TB, permet de réduire considérablement et rapidement (moins d’une année) le nombre
des infectés actifs 1" du modele (5.38]).
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FIGURE 6.17: Trajectoires des états du modele stochastique de TB avec ou sans controle
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6.2.4 Simulation numérique et controle de HPV

TABLE 6.4: Valeurs des parametres du modele de CC

Parametres or ORr o B, v =71 =R
Valeurs [54] 0.6 0.9 0,001 [0; 1]
Unités mois~!  mois™! mois~! mois !

Considérons le modele stochastique contrdlé de I’infection du col d’utérus par le HPV
en présence de la chimiothérapie. Lorsque cette chimiothérapie connait une forte résistance, alors il
est difficile voire méme impossible que les cellules infectées se rétablissent. Dans ce cas, la variable
d’état R du modele devient une constante négligeable en terme de probabilité et par conséquent
les modeles (3.57)) et (3.61)) sont équivalents. De plus, comme le contréle ne concerne uniquement
le terme déterniniste de (3.61), alors les trois modeles (3.57), (3.61) et (3.64) sont encore équi-
valentents. Dans le cas d’une faible resistance, R évolue sous 1’effet du controle sans influencer
I’évolution des autres états du modele (voir les Figures[6.18al [6.18b] et[6.18¢] et[6.181).
Le probleme du contrdle optimal de CC résolu dans le chapitre précédent, porte sur le mo-
dele (3.64) qui ignore la variable R. Lorsque la trajectoire de 1’état R du modele n’est pas
considéré par la simulation numérique, alors nous obtenons celles des états contrdlés S, Iy, I, I

et K de (3.61).

Pour les simulations, utilisons les données de la Table ou 3, vy = yr = yr prennent des

valeurs estimées dans les différents cas ci-dessous. Ainsi, a la méme condition initiale X (0) =
(20, 1, 0, 0, 0), 7(0) = 0,6 et vy = yr = vr = 0, 3, les trajectoires des états de (respecti-
vement de ((3.64))) sont décrites par les Figures et[6.18D] (respectivement et[6.18f) pour
g = 0.05et 5 = 0.5 respectivement. Les figures et représentent le contrdle optimal
pour 5 = 0.2 et B = (.5 respectivement.

Pour X (0) = (50, 1, 0, 0, 0), vv = vr = g = 0,001 et 7(0) prenant les valeurs croissantes
dans {0,0; 0,1; 0,3; 0,5; 0,8; 1}, alors FIGURE montre qu’avec un contrdle initial adé-
quat, le nombre de la masse cellulaire infectée non traitée diminue pendant que celui de la masse

cellulaire traitée augmente ( Figures [6.19a] et[6.19b en font une belle illustration). En cas d’une

forte résistance, il n’y a pas de retablissement des cellules infectées, alors vy = v = vz = O et
par conséquent 1’état R du modele devient une constante négligeable ou nulle ; par exemple avec
X(0) = (200, 1, 0, 0, 0), vy =7 = v& = 0, 8 = 0,002 et autres données de Table [6.4] nous
obtenons Figures [6.20a| pour 7 = 0, 1, et [6.20b] pour 7(0) = 0.9.

FIGURE|6.21]décrit enfin les trajectoires des états S, I, I, Iy et KX de (3.64) ainsi que le contrdle
optimal 7 :[6.2Talet[6.21b} avec vy = vp = v = 0,01; 7(0) = 0.5;

6.21c|et[6.21d} v = vr =R = 0,6t 0,3; 8 =0,5¢t0,27w(0) = 0.6;

et yw=79r=7vr=06¢et0,3;5=0,5et0,04;7(0) =0,8et0,9; respectivement.
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Conclusion Générale

Dans cette these qui traite le sujet du controle optimal dans les équations différentielles sto-
chastiques et de ses applications en épidémiologie, se trouvent quelques résultats scientifiques
intéressants. Il s’agit de la formulation d’un modele stochastique a partir de son associé déter-
ministe, un modele classique existant; de 1’analyse mathématique d’un modele stochastique en
utilisant un changement des variables aléatoires a I’aide des transformations affines qui conservent
les lois de probabilité de ces variables et fournissent de nouveaux modeles stochastiques raffinés
et équivalents au modele stochastique du départ ; enfin des applications du contréle optimal qui,
basées soit sur le Principe du Maximum de Pontryagin (PMP), soit sur le Principe de la Program-
mation Dynamique (PPD) de R. Bellman, sont effectuées dans quelques modeles stochastiques
épidémiques formulés tous du type des équations différentielles stochastiques d’Itd. Ainsi, nous
avons formulé et analysé mathématiquement un modele stochastique d’'une Maladie Sexuellement
Transmissible (MST) en présence du traitement dans lequel le controle de 1’efficacité du traitement
par un suivi thérapétique regulier et permanent est appliqué en utilisant les conditions nécessaires
et suffisantes faibles du PMP (voir Théoréme[2.2.6|et Théoreme[2.2.8). Nous avons formulé et ana-
lysé aussi un modele stochastique de la dynamique de transmission de 1’infection du VIH/SIDA
en présence du traitement aux ARV [30] dans lequel est effectué, en vue de réduire les nouveaux
cas, le contrdle optimal du traitement associé aux deux autres stratégies a savoir alerte rapide par
SMS et dépistage de la sérologie et Conseils ou HIV-Testing and Counseling (HTC) des patients
sous ARV ; cette application du contrdle optimal emploie le PPD qui aboutit a une équation de
HIJB du second ordre. Cette HIB est ensuite discrétisée et résolue numériquement grace aux sché-
mas numériques introduits par Krishner. Le modele stochastique de la dynamique de I’infection
de Tuberculose (TB), en présence du traitement et dans une population de quatre classes épidé-
miologiques, est également formulé et analysé. Dans ce modele stochastique de TB, le contrdle
des fréquences du traitement est effectué afin de minimiser le nombre des tuberculeux actifs ; la
méthode du gradient stochastique projeté associée au PMP a permis de déterminer numériquement
le contrdle optimal ainsi que la fonctionnelle du cofit associée. Pour cette étude relative au contrdle
des féquences du traitement de TB, nous pouvons dire que le controle optimal est sans effet si
la dose médicamenteuse initiale administrée aux patients est respectée et évaluée dans I’ordre de
80 % a 100 %. D’autre part, lorsque cette dose initiale est dans 1’ordre de 50 %, alors le controle
proposé et caractérisé dans cette these est admissible et efficace ; ainsi grace a ce contrdle, nous
avons obtenu une réduction considérable et rapide (moins d’une année) du nombre des tuberculeux
actifs (voir Figure et[6.17d). Enfin nous avons formulé un modele stochastique de I’infection
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par le HPV du col utérin chez la femme en présence du traitement au cours duquel il y a émer-
gence des cellules infectées résistantes, des cellules infectées non traitées et des cellules infectées
traitées. Il est caractérisé également dans cette thése le contrdle optimal qui minimise le nombre
total de la masse cellulaire infectée par le HPV, virus vecteur du cancer du col utérien. Dans tous
les problemes du contrdle optimal étudiés, nous avons caractérisé et déterminé un contrdle optimal
influengant 1’évolution drastique d’un systeme dynamique qui fait de nombreux cas des infec-
tés, causes de mortalité et de morbidité humaine. Les états d’'un modele contrdlé représentant ce
systeme dynamique inflencé, ont alors des trajectoires non ascendantes qui évoluent de maniere
acceptable avec une décroissance significative des €tats infectés. Nous ne pouvons pas perdre de
vue les simulations numériques effectuées dans cette these qui présentent non seulement un aspect
visuel et virtuel important, mais aussi la mise en évidence de 1’évolution numérique d’un systeme
dynamique qui tient compte du "bruit blanc". Nous nous sommes investi durant cinq années de
récherches, de 2012 a 2017 autour de la problématique du sujet de cette these pour aboutir au-
jourd’hui a ces résultats qui peuvent constituer notre contribution dans les activités scientifiques
notamment en controle des modeles stochastiques épidémiques du type d’Itd.

En perspective, nous envisageons étudier le contrdle optimal d’autres types d’équations diffé-

rentielles stochastiques avec applications en maladies des végétaux.
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THEOREMES Appendice

APPENDICE

Théoréme .0.1. Castillo-Chavez (2002[18] Soit un modéle & = f(x) défini sur R™ qui s’écrit :
X = F(X,Y)

(1) .
Y =G(X,Y) G(X,00=0

On X € RT avec (m < n) désigne le nombre des individus non-infectés et Y € R"™™ désigne le
nombre de tous les individus infectés.

Soit X* le point d’équilibre du modele, alors les conditions (C 1) et (C 2) ci-dessous doivent étre
satisfaites simultanement pour que X* soit globalement asymptotiquement stable. 1l s’agit de :
(C1): Pour F(X*,Y)=F(X,0), X* est globalement asymptotiquement stable si :
(C2):G(X,Y)=AY —G(X,Y), G(X,Y)>0pour(X,Y) € Q.

Ou A = DyG(X*,0) est une M-matrice (les éléménts non diagonaux sont négatifs) et Q). est la

région positivement invariante pour ce systeme.

Théoreme .0.2. Castillo-Chavez et Song (2004) [19]
Soit un systéme d’équations différentielles ordinaires suivant avec un vecteur de parametres 0 :

(2) Z—jzf(a:,@) avec f R" xR — R et f € C*(R" xR)

0 est un point d’équilibre du systéme tel que f(0,0) = 0 pour tout 0 et que :

Al : A=D,f(0,0) = (ng;(O, 0)) est un systéme linéarisé du systéme (1) autour de I’équilibre O
avec 0 tendant vers 0. Zéro est une valeur propre simple de A et les autres valeurs propres ont des
parties réelles négatives

A2 : La matrice A a un vecteur propre droit u et un vecteur propre gauche v correspondants a la
valeur propre zéro.

Soit fi, la k'™ composante de f.

n 2 n 2
a= Z VRl 4%(0,0) et b= Z vkui%@, 0)
ki=1 t

les dynamiques locales de (1) autour de 0 sont déterminées totalement par les signes de a et b.

(i) a >0, b> 0 Lorque 8 < 0 avec |0| < 1, 0 est localement asymptotiquement stable, et il
existe un point d’équilibre positif instable , lorsque 0 < 0§ < 1, 0 est instable et il existe un point
d’équilibre négatif localement asymptotiquement stable ;

(i) a <0, b<0Lorque <0 avec |0 < 1, 0 est instable, lorsque 0 < § < 1, 0 est localement
asymptotiquent stable et il existe un point d’équilibre positif instable ;

(iii) a > 0, b < 0 Lorque 6 < 0 avec |0| < 1, 0 est instable, et il existe un point d’équilibre
négatif localement asymptotiquement stable, lorsque 0 < 6 < 1, 0 est stable et il apparait un
point d’équilibre positif instable ;

(iv) a <0, b> 0lorsque 0 change de signe négatif vers positif, 0 passe du point d’équilibre stable
vers instable.Un point d’équilibre négatif instable devient positif et localement asymptotiquement

stable. Particulierement, si a > 0 et b > 0, alors il existe en 0 = 0 une bifurcation en arriere.
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Abstract—This paper presents a stochastic model
of the Tuberculosis(TB) infection with treatment in
a population composed of four individuals compart-
ments: susceptible individuals, latent infected indi-
viduals, active infected individuals and recovered
individuals after the therapy. A preliminary survey
of the model is performed on the stability before
approaching the crucial left of the topic. The aim in
this paper is to control the treatment frequency in a
stochastic model of the TB infection while minimiz-
ing the cost of the measures. Then, we formulate an
optimal control problem that consists in minimizing
the relative cost of the dynamics of TB-model in
order to reduce the prevalence and the mortality due
to this infection. The optimal problem is solved by
applying the Projection Stochastic Gradient Method
in order to find the optimal numerical solution.
Finally, we provide some numerical simulations of
the controlled model.

Keywords-Stochastic Model of TB; local and
Global Stability; Optimal Control; Functional Cost;
Projection Stochastic Gradient.

I. INTRODUCTION

The tuberculosis (TB) continues to make a lot
of victims in our societies despite of the exist-

ing treatment: the Bacillus Calmette- Guerin. The
vaccine anti tubercular is used for preventive treat-
ment for children. Nevertheless, other medicines
exist as Rifampicin, Isoniazid, Pyrazinamide... for
the curative treatment of the patients [23]. The
expenses are enormous when the treatment is long.
The tuberculosis is one of the causes of elevated
mortality in humane communities irrespective of
the enormous financial resources made by world-
wide governments for the treatment of this disease
in the purpose of its eradication. So there is the
necessity to integrate to a set of the available con-
trol an optimal measure that consists on respecting
the dose of the treatment to short length in order
to reduce this infection.

In this paper, we consider a stochastic model
of the Tuberculosis (TB) infection in presence of
treatment in a population composed of four com-
partments of individuals: susceptible individuals,
latent infected individual, active infected individ-
uals and recovered individuals after the therapy.
The mathematical model of TB infection include
in addition to the deterministic term, a stochastic
term that translates the random noise. The random
nature of this model is due to the fact that the

Citation: Bongor Danhree, Emvudu Yves, Koina Rodoumta, Optimal control of the treatment
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contraction of the Mycobacterium Tuberculosis,
the vector agent of the TB infection and his trans-
mission within the population are done in an ran-
dom manner according to the variable efficiency of
control of the immune system of the individuals.
The infection of TB contracts itself mainly by the
inhalation of the bacteria distributed by the cough
or the sneeze of a sick individual. The vector agent
of this infection accommodates itself to the level of
the lungs of an individual exposition susceptible of
contamination and the immune system of this one
controls and maintains the infection in the latent
state; otherwise there is the risk that this infec-
tion develops itself toward the active state. While
supposing that only the infected individuals of
active TB transmit the infection, they must observe
some hygienic rules, they must adopt a positive
behavior with respect to the susceptible individuals
(who must also take precaution), to follow the
treatment up to finish as early as possible (in less
than one year), constitute measures of adequate
control. A preliminary survey of the model is
performed before introducing a function of control
representing the necessary dose of medicines in
order to control the frequency of the treatment and
to reduce considerably and quickly the prevalence
of the disease. The main objective is the control
of the treatment frequency in the stochastic model
of the TB infection. So we formulate an optimal
control problem that consists in minimizing the
relative cost of the dynamics of the model in order
to reduce the prevalence and mortality due to this
infection. To solve this optimal control problem,
we are going to apply the Stochastic Gradient
Method with Projection in order to find the optimal
numeric solution. Finally, thanks to the numerical
simulation tool, we simulate this model without or
with control as well as the optimal solution and the
associated cost function in order to characterize an
optimal decision.

In epidemiology and others domain as biology,
demography, economy..., many stochastic models
deriving from their deterministic formulation. The
reference of the literature for a variety of well-
known stochastic models deriving from their de-

Biomath 6 (2017), 1705077, http://dx.doi.org/10.11145/j.biomath.2017.05.077

terministic counterparts include the books [1], [5],
[6], [7], and [22]. Our contribution is first in Sub
Section II.A, the formulation of a stochastic model
of TB with treatment from a deterministic model
of TB-only (Sharomi [18]) which is formulated
along the lines of the model in Feng and al. [26].
Secondly in Sub Section II.LB, we change this
stochastic model by perturbations or by an affine
change of variables affine to lead the survey of
the stability of the random equilibrium because the
used transformation keeps the law of probability
of an random variable [12]. Finally in Sub Section
III.A, we control the treatment frequency in this
stochastic model in order to reduce mortality due
to the infection. The continuation of the paper is
like follows: we recall the results that concern
the projection method in Sub Section III.B. The
gradient projection method is applied to the model
in Sub Section III.C, and the numerical simulations
are plotted in Sub Section III.D.

II. STOCHASTIC MODEL OF TB WITHOUT
CONTROL

We start this section by the description of the
variables and parameters of the model (see Table
I) then follows it by the presentation of the model.

A. Diagram and Mathematical Stochastic Model
of TB

ni;

el L el |
i i e T | wp+tdr
~_
= ( —
o H

£e R

2 =

tu

Fig. 1. Diagram of the stochastic model of TB with treatment
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TABLE 1
RANDOM VARIABLES AND PARAMETERS DESCRIPTION

’ Variable H Description
Sy = 5(t) Susceptible individuals number
Ly = L(t) Number of the TB- infected individuals
in the latent state
T, =T(t) Number of the TB-infected individuals
in the active state
R: = R(t) Number of recovered individuals
A1 Force of TB infection
in presence of the treatment
Ar Force of exogenous infection again
Parameters Description
A Recruitment rate of susceptible individuals
o Naturel mortality rate
o Progression rate of TB-infected individuals
from latent state to active state
p Infection rate of recovered individuals
Proportion of susceptible individuals
that enter in (T) by infection
Br Number of effective contact
of susceptible with TB vector
or Mortality rate caused by TB
Nr Proportion of infected individuals
by exogenous infection again
nr Proportion of recovered individuals
by par the active TB-infected
T Treatment rate of TB

The diagram of the stochastic model of the TB
infection is given by Fig 1.

The mathematical stochastic model of TB infec-
tion in the presence of treatment is written under
the compact form by the following equation (1)
(its formulation uses [1], [5], [6], [7], and [22])

dX, = f(t, X))dt + G(t, X,)dW,, (1)

where X; = (St,Lt,Tt,Rt)T is a 4-dimensional
random vector of the states S;, Ls, T3, Ry;

Wy = (Wg)jT:L..,,m:m» is a 10-dimensional
Brownian motion process and is defined on a space
of (Q, ./T", {-Ft}tZOa P),

Biomath 6 (2017), 1705077, http://dx.doi.org/10.11145/j.biomath.2017.05.077

ft,Xe) = (fi(t, Xe)E, 4, is a vectorial
function of evolution with components f; =

‘ fi(t, X;) defined by

fi=A—(u+A1)St,
f2 =nASi—(u+o+A) Li+pRy,
f3 = (1—n))\15t—|—(0—|—/\r) Lt_(M + 5T+T)Tt,
Jo=7T = (p+ p) Ry,
()

G = G(t,X;) = (Gij)i=1,...d=4:j=1,...m=10 below
is a (4 x 10)—dimensional matrix such that

M O
G — 1 2x3 ’ (3)
Oaxz Mo
where
o (000
2Xx3 — 00 0 )
M Git Gi2 Gig Ga 0 0 O
1= )
0 0 Goaz3 0 Gas G Gor
M Gzs 0 Gsg 0 Gszg Gzg 0
2 0 0 0 Gar 0 Gu9 Gaio )’
with
Gn:\/Ka Gi2 = —/ S,

G13 = —Ga3 = —v/nAS;,

Gy = —Ggg = —/(1 —=n)A1 S,
Gas = —v/ Ly,

Ga6 = —Gss = —\/(0 + A\ ) Ly, @
Gor = —Gar = /pRy,
Gzs =—+/(u+67)T;, Gag=—Gag=—/TT%,
Gao = —VuR;.
The TB force of infection A; is defined by:
A = gyt il 3)

with
N=S+Li+Ti+ Ry

The force of exogenous infection ), is defined by:

1y

/\r - BTT (6)
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B. Analysis of the solution of model and Stability

In this part, we are going to show the existence
and the uniqueness of the global solution positive
of the model (1). We also address the existence
and stability characterization of the Disease
Free-Equilibrium (DFE) and of the endemic
equilibrium point.

1) Existence and Uniqueness of solution:
Consider a region 2 C Ri defined by

A
Q:{(Stv Ly, Ty, Rt) ERi; Si+Li+Ti+ Ry < ;}

Then, we has the following result:

Theorem 1. Let (So, Lo, 1o, Ro) € Q an ini-
tial condition. Then there is a unique solu-
tion of the stochastic model (1) denoted X; =
(St, Lt7Tt,Rt)T such that

P{X;= (S, L,Ts,R)T € Q} =1V t>0.
Proof: See Appendix A. ]

2) Stochastic Stability of the random DFE: Let
us recall the following that will a very helpful in
the sequel

Lemma 1. Let p > 2, z,y € Ry and € > 0
sufficiently small

.’ijp_l < P + (p_ 1)‘€yp
p p

D —2)e
nyp72 < 2P + (p ) yp
p p

Proof: The inequalities above can be demon-
strated with the help of the inequalities of Young:

1 1
forp,g>0and — 4+ - =1,
P q
P P
xy§£+y—.
p q
|

Proposition 1. The stochastic model (1) admits
a random equilibrium point without TB (Disease-

A
Free random Equilibrium) [XO = (,0,0,0)]
7

Biomath 6 (2017), 1705077, http://dx.doi.org/10.11145/j.biomath.2017.05.077

that is exponentially p-stable if p > 2 and globally
asymptotically stable.

Proof: By translation, we can always bring
back a random equilibrium point X, to X, = 0
like in [25].

The existence of X0, disease-free random equi-
librium point is proved by the following change
variable for the stochastic model (1)

~ A
Si=——5;. @)
I

As a consequence, the stochastic model (1) reads
as

Xy = f(t, Xp)dt + G(t, Xo)dW,,  (8)
wherein
jzt: (§t7 Lta Tt7 Rt)Ta W: (Wz’)T,i = 2,

(J?i(tht));"F:L...A = (ﬁ)?:1,...,4 such

.10.,

f(ta Xt) -
that

I . _
fi=A1 < - St> — wSt,

/A
fo=n <H§t> *(M+U+XT)Lt+PRt7
~ ~ /A - ~
Fo=(—m) (u - st) o+ A

_ - (M+5T+T)Tt7
fo=7T — (n+ p)Ry.

)
The noise G = G(t,X;) is a matrix (4 x 9)
M,

given by
G = :
O2x2

0 0
O2x2 = 00

. G Gi3 0 0 0 0
M, = ~
0 Gaz3 0 G5 Gog Gor

o= Gss 0 Gsg 0 Gas
=
0 0 0 Gyg O

02><3

e (10)
My

where

Gsg 0
Gy Garo )’
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with

~ = - ~ /AN~
G12:* ,LLSt, G34:(17n) )\] (;*St),

/ A / A
st—n (*—St Gu— *—St>7
2 12
T, +nr R

Br

I

t\>

)+Lt+Tt+Rt

7]7'Tt
> + Ly +T; + R

Br

t\>

The existence of a disease-free random equi-
librium of the model (8) gives the existence of
disease-free random equilibrium of (1). In fact,
Denote by X 0) = 0 € R*. The equalities
f(t,0) =0 and G(t,0) = 0 are verified for t > 0.
So X (0) a disease-free random equilibrium of the
model (8). Therefore, we have

S, =0, L;y=0, T, =0, R, =0,

A
that gives Sy = —, L; =0, T, =0, R; =0,

ie, X9= is a disease-free random

A

p 0,0 (?
equilibrium of the model (1).
Now, consider a Lyapunov function:

1 A =\P
V:? (K (—St> +K1Lf+K2TtP+K3Rf>
D M
(1D
with K > 0, K7 > 0,K9 > 0,K5>0,p > 2.
Let us note by A a differential operator asso-

ciated to the stochastic model (1), operating on a
function V =V (t,z) € CH?(R x R%) by

v, OV 1 a7 OV
AV =S A (t,2) 55 tr[GT (1 2) 55 Gt 2)].
Then
AV =—[K1(p+o+X) LY+ Ko (u+0r+7)T7

+ Ks(pu+p) R+ KynArS; LY + Ky pR, LY !

+ Ko(1 — n))\IStﬂp_l + Ky (o + )\’I‘)LtTtp_l

Biomath 6 (2017), 1705077, http://dx.doi.org/10.11145/j.biomath.2017.05.077

4,1 A\
+K3TTtR;tD 1+Z(p—1)[KG%1 (/j, - St)

p—2 p—2
+KG2, (2 - S*}) +K%G§3 <2 - §t)
+ KiG3 L% + Ky GH LY 4+ KGR TP
+ KoG2TP 2 + K3G3 RV 2 + K G, L2
G KGRI+ KGR
+ K3GHR) ™ + K3G RV )
The application of the lemma 1 and the theorem

given by Afanas’ev in [24], allows us to obtain
finally

AV < —[Ki(p+0+ M) LY + Ko(pu+ 00 +7)T)

+K3(p+ p)RY]
AV <0 (necessary to demonstrate).
Therefore, X0 = ,0,070>
p—stable (p > 2).
For, p = 2, we say that X° is exponentially 2-
stable or stable in mean square [24]. In the sense

of Lyapunov, X is globally asymptotically stable.
It marks the end of the proof. ]

is exponentially

3) Stability of the endemic random equilibrium:

Preliminary: Suppose that the infection of TB
evolves of manner linear i.e. without random
noise G(X4,t) = 0. Then the model (1) become
dX, = f(Xy,t)dt which admits a basic reproduc-
tion number Ry given by:

Br(p+p+mr)[(1 —n)p+ o]
(14 o) [(p+ p) (e + 1) + pr] + upzl'z)
If Rj > 1, then the model dX; = f(X;,t)dt
admits a unique endemic equilibrium point bio-
logically meaningful, X* that is locally asymp-
totically stable [18]. The existence of a random
endemic equilibrium [X* = (%, L*, T* R*)] is
guaranteed by the condition Ry > 1 almost surely
(see [8]). At this random endemic equilibrium

Ry =
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[(X* = (9%, L*,T*, R*)T] we have [\; = \}] and
[Ar = A¥] such that
« _HETp+TNT .,
A= TP T 3 (13)
T n(p+p)
and
az(A7)? + a1A} + ag (14)

where

ap = (1= Rg) (p+p+rnr){ (u+o)[(u+p) (p+or)
+ut]+ppth,

a1 = (u+p+ 1) {1+ p)(p+ o) +ndr(p+p)

+urlHpr e (ptp) [(p+p) (pt-07) 1],

ag = nr(ptp).

If Ry =1 1ie. ap = 0, the equation (14) admits a
hopeless solution corresponding to X the unique
equilibrium without TB and it admits another
solution to the real negative part corresponding to
the endemic equilibrium which is biologically not
pertinent.

If Ry < 1ie. ag > 0, then azag < 0 and if the
discriminant of (14) is positive i.e. a% —4asag > 0.
It follows itself that the equation (14) admits two
solutions to part real negatives that corresponding
to two equilibriums no pertinent.

If Ry > 1 ie. ap < O then according to the
Descartes rule of sign, the equation (14) admits
one positive solution

. —a1+/a? —2azag
)\I -

2@2

corresponding to an endemic equilibrium X*.

Now, suppose that the random noise of the
dynamic system of TB has a nature to perturb
the states variables Sy, L;, T;, and R; of the
stochastic term G(t, X;) around of S*, L*, T*, and
R* respectively (see also [25]). Then the model (1)
becomes

dX, = f(t, Xy)dt + G(t, X; — X*)dW,, (15)

that can be centered to X * by the change variables

Yi=8-S*, Yo=LL*, Y3=TT*, Yi=RR*
(16)

The linearized system of (15) around X* =
(S*, L*, T*, R*)T as in [4] takes the form

dY; = fU(Yo)dt + GY(Y)dg, (17

where f¥ = fY(Y;) = Jp(X*).Y; with Jp(X™)
the jacobian matrix of f at X*;
V=Y = (Y1,Y2, Y3, Vo)L & = (W))iza, 10

—011 012 O3 O14 Y
= O91  —Oa  Oas 024 Y,
031 032 —033  Ou Y3

0 0 7 Hptp) Y,

wherein

« S* 5"
—011 = p+A7 (1 - N*> , Oip = _)\Ima

* *

. S . S
013 = (A\] — fBr) N O14 = (AT = Brr) 2

N+’
* L*
821 = n)\? <1 s ) + )\*

TON* TN
—0gp = MIN* +)\’"N* +u+p,
O23 = —n(A] — BT)ﬁ + (A — BTUr)Wy
bt = 05— oy S e
24 = T ThNT N e P

831 = (1 —TL)>\I (1 - ]V*) - )\Tﬁ,

*

S L*
* 1_
N*+)\T< N*>+U’

S* L*
053 = (n=1)(N1=Br) {5 HA—Brir ) (st ortr,

832 = —(1 —n))\?

N*
O34 = —(1—n)(A] — BTUT)W - )\rﬁ;

and G¥(Y}) =
GY, GY4 GY 0 0 0 0 0 0
0 GYy 0 GY GY GY 0 0 0
0 0 GY 0 GY% 0 GY GY O
o 0 0 0 0 GY% 0 GY GYp
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with

Gy = —Vu', Gl{3 = _Gg3 = —V/nAY,
szz; = *Gg4 = *mv

Gg5 = _\/lTY%

Gy = =G4 = —/ (0 + \)Y3,

Gg? = —GZ7 = VpYa,

Gig = —/ (1 +0r)Ys,

Gy = —Gly = —V7Ys, Gijg=— MY4'(18)

Theorem 2. The stochastic model (1) ad-
mits a random endemic equilibrium [X* =
(S*,L*,T*, R*)] exponentially 2-stable and glob-
ally stable if the following conditions (i.), (ii.)
are satisfied:
(.): Ri>1
o > % (wl + k1Br(1 + 77T)%>
(922 > %(WQ + ,u)

O33 > % <w3+BT% (% + 1) +l§2)

ot p > 5(wa + K3).

where, for all real constants c¢; > 0, i = 1,...,4,

we have

c c c
K1 :1+n—2+(1—n)—3; m3=p<2—0—1> + 145
C1 C1 Cq

C C.
Ky =0 <2 + 1) 7 <4 + 1> + 073
C3 C3

and w; >0, ©=1,...,4 such that
w = 2A,f7* < v < ;) +A:]€;>
+ z—i’(l—n)Aj; (1—]5\;)
we = nA] ( i:;) +npr(l +77T)]€:
+ 3/\*L

C3 /v
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L0 S*

+ (1-n) <)\?< ffi>+ﬁT77Tf;>+U

c S* S* L*
wy = — 7N* (nﬂTnT — A N +p>
—(1— .
+ 04( ”)BTUTN*

Proof: The trivial solution Y; = 0 of the
linearized system (17) corresponds to the equilib-
rium X* that the existence is guaranteed by the
condition (7).

Consider now the Lyapunov function defined by:
=

Vy:Vy(Y):iz;c,—Yf, ¢i>0,i=1,....4.
1=

(19)

Then

AVY=—1011 Y12—02 822Y22—03 033 Y32—C4 (pt+p) Y42

oV
+Z ZC@JY” > i GyGi’aTWa(y)>
t,J=1 i#j i,5=1

s L5
N*)) Vil

S*
Br) N

AVY = —¢, <ﬂ 31—

)\*
+ TN

Y5 —cal(1—n) (A —

*

N L
+()\T _5T77r)ﬁ

4
+Z Zczawy % Z (ellel

4,J=1 i#j Jj=1

+ O +7]YE —ca(ptp) Y

PPVI(Y)
Ji oY;0Y;

To increase the last two terms of AVY(Y") that we
pose:

3 4
sum = ZZCiain;Yja
‘7]'_1 i#£]
02 Vy( )
sumg = ;11& GyG )ij a.0Y,

3

4 3 4
sumlzz Z Ciaz‘jYin‘i‘Z Z ¢;0;Y;Y;

i,§=1i%#4,0:;>0 i,j=1i%j,0:;<0
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2>

1,5=1,i#5,0:; <0

w\)—

4
Z c, (Y2 +Y7)
7,0

;0 Y;Y

3 4
1
sumy < 5 Z Z ci(’)ij(YerYf)
1,j=1,i#5,0;;>0
5 SN\ I
sum; < {[QAIN* ( )\1< N )+/\TN*)

C3
+Cl(

1—n)A} (1 - %)]clYf + [nA7 (1 —

L
N*

*

+nﬁT(1+77T)f] +3)\:N*+p+ SN+ 0) e Y+
(S Xt 2 <n/3Tf; +A¢>+(1—n)(A; (1 - ff)
+Brnr ;Z)+)\:+0}03Y32 [ )\Tff g(nﬂTﬁT f,:
PN o)+ (1) x Brar e V)

From where

sum, < %{wlclYf + (A)QCQY22 + w303Y32 + w4C4Y42}
and
sumg = %{Cl(G%Q + G5+ GRy) + ea(G35 + G
+ G + G3) + e3(G3y + G35 + G35 + G3y)
+ea(Ghr+ Gl + o)} + 5 (sadr + cap)Vs
+ copYa + (Ar(ca + ¢3) + K2)Y3 + K3Ys}

1 A
sums < 54 (KI/BTE(l +nr) + P) Y+ copYy
A (e
+ (ﬁTﬁ (C—Q + 1> + m) 3Yy + raY(}
3

Hence

AVY < — <an 1

A
5 (w1 +r1Br(1+ 77T);>> oYy

1 1 A
- (322 - §(w2 + M)) 023/22*[833*5(ﬂT; (z + 1>
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1
“+ws3 + ﬁg)}Cng — <M + p— 5(&14 + Iig)) C4Y;12.

According to the condition (ii.), we has AVY < 0
marking the end of this proof. ]

The random endemic equilibrium [X*
(S*,L*, T*, R*)T] of the model (1) exists when-
ever R > 1 and condition (i.) is fulfilled. It is
exponentially 2-stable and globally asymptotically
stable in sense of Lyapunov if the supplementary
condition (4.) is satisfied.

We study in the following section, the optimal
control of the treatment frequency in a stochastic
model of TB. The condition Rf < 1 is needed
for the effective stability of TB in a population
because the biological pertinence of the endemic
equilibrium exists whenever R > 1 almost surely.
The control permits then to adjust this endemic
situation unstable.

III. OPTIMAL CONTROL OF THE TREATMENT
FREQUENCY IN THE TB MODEL

A. Optimal control problem

Let (2, F, {Ft}t>0, P) a complete filtered prob-
ability space {F;}+>0 produced by a standard 10-
dimensional Brownian Motion {W;};>o. Let T >
0 a fixed real number named the horizon of the
finite time. Let’s note by L?(Q, 77, R) the space
of random variables. F7-measurable to real values
and integrable square and by L%(0; 7, R) a space
of process F;- adapted tg real values and integrable

square such that E[ [ |X;|?dt] < +oc.

Let K € Uy a c%mpact convex sub set of
L?(0, 7). Consider an optimal control problem
that consists in minimizing the cost J(.,.), the
objective function defined for the time ¢ € [0, T],
the state X € R* and function of control u € Uy
by:

T T
J(X,u):/ E[@(Xt,ut)]dt—i—/ h(ug)dt,
0 0 20)
relative to the state X; € R* of the TB model
governed in general by:
dXtIf(lf,Xt,Ut)dt+G(t,Xt,ut)th,t€[0,7—]
Xo=X(0) e R4
(21)
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and in particular by: where U = Pg (u) is the orthogonal projec-

tion of u on K.
dXt:f(t,Xt,ut)dt—FG(t,Xt)th,tE[0,7-] JO .
{Xo = X(0) eR? 2) a is charcterized by

(22) i = Pr(u) <= (i—u|v—1a)>0

where u = u; : T — u(t)7, for all rate 7 of (2).
This part deals with the study of the particu- Proof:
lar case where the control doesn’t appear in the 1) The existence of u € K holds true because
stochastic term. The control is said optimal when K is closed. Let’s suppose that the dimension
this dose reached its value optimal positive i.e. of H is finite. Let us consider K NB(u; ||u—
U = ugy, > 0. If this optimal value is not reached, v||) the intersection of K with a ball 5. On
ie. u € [—1;0[U]0; ugp|, then the control is said this compact, the function v — ||u — v|| is
less efficient; it is said without effect when u = 0 continuous. Of all minimizing sequence we
and finally the control is said efficient when the can extract a convergent sequence, its limit is
optimal value is passed) i.e. u €]uop, 1]. The aim 4. The uniqueness comes from the convexity
is therefore to control the frequencies of the TB of K and Pythagoras’ theorem.
treatment in order to reduce number of new cases. 2) For the characterization of u; suppose 4 =
The problem of the optimal control is translated Pr(u) then we has for all v € K
to: . : _

Find an admissible control optimal v = «* such lu—al = umellr(l lu=vll = fJu—al] < Jlu=vl]
that

Let v € K, pose v. =t +e(v—1u) ¢ €
10;1[ v, € K which implies that
J(X,u*)= min J(X,u) (23)
e Claa lu—all* < Jlu—vel|* = u—a|*+&?|lv—al®

+2e(t—u|v—1a)
te. J(X,u*)<TJ(X,u) Vue K ClUy _ ~ _
) = I ’ lu —al* < flu—all* +&*llo - al?
Set F(u) = J(X,u), then the optimal control

problem (23) becomes a optimization problem +2e(t—u [ v—1)

F(u*) = I[I(lllll/{ F(u), (24) Dividing by ¢ then we obtain
HER e 0<elo—al®+2@—u|v—1i)
wherein F'(u) is a functional convex.
= (a—u|v—1a)>0
B. Gradient Projection Method .
Reciprocally, let’s suppose that

We want to solve (24) by the projection stochas- (G—u|v—a) >0
tic gradient method. For this purpose, let us recall N
the results that concern the projection method on 0> (u—tlv—u)=(u—t|v-—utu—a)

a convex closed K an the stochastic algorithm: 0> [ju—al? + (u—a | v—u)

Proposition 2. Let, H a Hilbert space, provided
with a norm ||.|| induced by the scalar product
(-|) and let K C H a nonempty convex closed
set. Then for all u € H, 0> Jlu—all® — [Ju—al|lv— ull

1) an unique u € K exists such that

Applying the inequality of Cauchy-Schwarz,
we have

= [l —ull = [la —u]|

— 4| = min |Ju — lve K
=l = min |~ ] for all ve K, .
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Proposition 3. The algorithm of the stochastic
gradient consists in making evolve the variable
u of the optimization problem (24) according to
the formula of the following recurrence convergent
sequence (Up)n>0 of limit u:

Unp+1 = Up + Qn(*vF(u’ﬂ))

where q, > 0 with lim ¢, = q and V denotes
n—+00
the gradient.

1. Initialization : ug € H
2. u=1uy, is forn>0

a) Calculate w, = —VF (uy,)
Choisir q, > 0 such that
F(un - ann> < F(un - qwn) Vg >0
Up+1 = Up + GnWn

b) Calculate vpy1 = P (Vp+1)

¢) Test the covergence of the iteration
en = [[unt1 — unl| :
—if e, <e Stop
— otherwise : u = up+1 and repeat
iteration.

(25)

C. Projection gradient method applied to the
stochastic model of TB with control

Proposition 4. Consider H = U is a Hilbert
space and U,q C U a closed convex subset. Let
Py the projection operator on K defined in U by
Pg(w) = Pkw € K; Y w € U, then problem (24)
admits an unique solution u or an optimal control
such that

u=u(-) = Pxlu—q(- [F'(u))]

Proof: H = U is a Hilbert space and U,y C U
a closed convex subset. The necessary and suffi-
cient condition of the optimality problem (24) is
given by

(F'(u) |[v—u)>0 V veK.

Let Px the projection operator on K defined in U
by Pk(w) = Pgw € K; YV w €U, such that we
have

(Prw—w | Pkw—w)= min

(u—w | u—w) Yw eU.
u€K ClUaa

Biomath 6 (2017), 1705077, http://dx.doi.org/10.11145/j.biomath.2017.05.077

It is equivalent to

(Prw—w | v—Pgw) > 0 Vve K <= w=Pxw

It follows that the solution u of (24) is given by
u=u() = Pglu—q(- [F'(u))].

Indeed, the optimality condition gives

(F'(u) |[v—u) >0 V veK,

then for ¢ > 0 we have
q(- | F'(h)) | v—u) =20 = (q(- | F'(h)) | v—u) =0
= (u—u+gq(- | F'(h) | v—u) >0.

With w = u — ¢(- | F'(h)), the last implication
gives

(u—w | v—u) > 0 <= u = Pgw
<= u=Pglu—q(- | F'(h))

|

For the optimal control problem of the treatment

frequency of TB, we are going to define the
following iteration scheme for n = 0,1, ...

(W | up2)=(v [ un)=gn(v | Fy(un)), VoeU

Un+1 = PK(unJr%)v

(26)
where F), is the functional approached to the nth
iteration of F..

The convergence of this scheme, and the calcu-
lation of F). are given in [17],[13]. For u(-) an
optimal control and X (-), the optimal stat corre-
sponding to X (-) and for v(-) € U C L*(0,T)
such that v = u(-) + qu(-), 0 < ¢ < 1, then we
have for all v € L?(0,T),

Fiake) = i, S

T T
= E[/0 O (X)D(X)(v)dt] +/0 B (u)dt, (27)
where

D<X><v>=/0 [l (5.X )D(X) (0) + £ (5, X u)e] dis
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+/ G's (5, X)D(X)(v)dWs,
0

d(D(X)(v)) = [fx (. X,u)D(X) (0Hf, (¢, X u)v]dt
G (t, X)D(X) (v)dW;.

We define a adjoint functional p, F;-adapted and
defined by

—dp = [¢'(X) +pf'X(t, X, u) — pG'(t, X)
(Gl (t, X))")dt + pGly (¢, X)dWy,
p(T) =0

- (28)

such that E[[ |p]?dt] < +oo.

The right hand sid% of the equation (27) permits
to get finally F),(u)(v) from (28), that reads as

T
Fa()w) = [ Bt X0) + (o,

’ (29)

The Projection Gradient Method applied to the

stochastic model of TB with control, consist there-

fore in considering the system (30) of two equa-

tions (22) and (28) in order to solve it numerically,

dXt:f(t,Xt,ut)dt—i—G(t,Xt,ut)th, te [0,7-],

—dp=[¢'(Xe) +pf (t, Xt,ur) —pG'y (¢, X¢)
(Gl (t, X)) T]dt + pGly (t, X1)dW,
Xo=X(0)eR* p(T)=0.

(30)

The numerical resolution of (30) uses the iteration

scheme (31) below for n = 0,1... and then the

Euler scheme for the two equations of (30) (see

(7 ,

(v‘unJr%) = (v|un) = qn (V[ E[pn (£, (¢, X0,un))]
+ R (uyn)), Yvel
Unt1 = P (1),
(31)
where X, u, and p, are the present steps of the
functions constructed.

D. Numerical Simulations

Algorithm[17]:

Stage 1 To choose the arbitrary initial control
For n = 0,1, - -, let v = wuy, to
make the buckle iteration of Stage 1 to
Stage 5;
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Stage 2 To use the implicit Euler scheme for the
discretization in time of the SDE (22)

Stage 3 To use the implicit Euler scheme for
the discretization in time of the adjoint
equation; (28)

Stage 4 To use the iteration scheme (31) of the
gradient method to update the controls;

s =" =g (B (f (67, X ™))
+ A (u™), m=0,1,--
unm+1 = PK(“m-;-%);

Y Mmax

Stage 5 Calculate e, = |u, — upt1l|- If ey
is small enough, then exit. Otherwise;
let w = uy,41 repeat the buckle iteration
from Stage 2 to Stage 5.

TABLE 11
PARAMETER VALUES AND REFERENCES

Parameters Values References
A variable Estimate
I 0.02 [18]
o 1/33 [18]
p 0.04 [18]
or 0.2 [18]
n Variables Estimates
Nry NT 0.4, 0.06 [18]
Br, T Variables Estimates

For the following figures, we take (z,u) =

(2% + u%exp(WtuQ), h(z) = 2%, n = 0.05,
en < 1077, pg = 0.01 and the rest A, 7, 7, Xo
are variable.

Fig.2 give a schematic plot of the model (1) not
depending of w. The aim is to show, for a initial
condition given, the asymptotic behavior of the so-
lution around a random endemic equilibrium when
the hard epidemic a long time R} > 1. While,
Fig.3(resp. Fig.4) shows a numerical illustration
of optimal control u, see (a) and (b) (resp. of cost
F(u), see (c) and (d)). The orthogonal projection
of the minimum point of F'(u) on the closed subset
[—1; 1], gives a numerical value of optimal control
u*; e.g. the minimum point e of F'(u) represented
in (c), is valued as F'(u*) = 2.7066 giving u* =0
if ug = 1. Thanks to Matlab, we can value the
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1

——— Optimal control u for uO:D
0.8 7

cost F'(u*) and the optimal control u* for a control

initially chosen ug as Fig.6. o6
In Fig.5, the trajectory without control, see (¢.1), 04
(resp. with control, see (t.2)) of the active infected 3 o2
individuals T is creasing between O and 2 years g o
(resp. decreasing between 0 and 1 year and is g
annulling constantly thereafter). (¢.3) and (t.4) ot
show that a control of treatment intervened 0.5 ::

years equal to 6 months after the infection, permits ‘ ‘ ‘
to reduce to nothing numbers of the active infected 0 0s Time (years) e z

individuals of TB. (@)

E]
g
8
£
2
g
100 T g
— — = S without control S5 o -
90F — — — L without control | 2 —— Optimal control u for uy=0
— — =T without control > -02 Optimal control u for u,=0.5
801 — — ~ Ruwithout control |4 § — Optimal control u for u_=0.8
v}”ﬂd\ g 04 ) o
o 70} A N = ——— Optimal control u for u;=1
< £ -06
3 e why £
2 eof TR W 1 -08f
= s ""‘W |
2 f-ﬂM o 05 1 15 2
: 40 ¥ '[‘w’\\ 4 Time (years) b
: WA NN K (b)
@ 30r v AR Fig. 3. Numerical simulations of a control u: (a) and (b)
.,(,tn"(u M'»"‘“\w’" t.wr‘ )
201 ¢ o o~
N & ”“‘f'\:':‘m‘“"'""\a.h, P s
e ) e T
10 :gcﬁ"*ﬂ:: 5 " i ‘ F(u) for u =1 with minimum point -‘
WY 45h :
0 ; ; ;
0 5 10 15 20 ar
Time (years) .
R
2
T 3F
100 : : 8
— — — S without control g 251
90 — = — L without control | po
— — = T without control 8 2r
8ot M — — — R without control | 15¢
) 1F
]
3 05y .
2 0 ; Uy
« -1 -05 0 05 1
2 Optimal ontrol u
E (©
=
@ 5. .
I 3 v ; J ‘ M "l \’/
; ’ at
[ y M | \_/
tuidcr ‘ ‘ ‘ ‘ ¥ i
0 10 20 30 40 50 60 i] 3t
Time (years) .. S
(11) é 25 F(u) for uj=0.5
]
% A F(u) for u;=0.8
. . . . . 2
Fig. 2. Numerical Simulations of the model (1) without S F) for ug=1
. . . . 15f
control (i.e. not depending of w), showing the asymptotic
behavior of the solution when R > 1 at different initial con- o
dition: (7,) : Xo = (So,LQ,Tg,Ro) = (50, 12,5, 10), A= 05
10, Br = 0.8, 7 = 0.08, R = 2.3710 > 1 and, (ii) Xo = o- — . . .

(507L0,T07R0) = (50,17171), A = 8, ,BT =09, 7= Optimal ontrol u (d)

0.08. R = 3.5565 > 1. Fig. 4. Numerical Simulationofacostfunction F'(u) (c) and (d)

Biomath 6 (2017), 1705077, http://dx.doi.org/10.11145/j.biomath.2017.05.077 Page 12 of 17



Bongor Danhree et al., Optimal control of the treatment frequency in a stochastic model of Tuberculosis

10

A Ay,
e )

M = = = Swithoit control
= = = L withoit control
= = =T withoit control

R withoit control

S, L, T and R individuals
@
-~

3t L ;'",V“‘

2 "

L 4 |
v - ';"'".»'.'hv.i"“""'«..‘. s

1R s oo o™ ]

R T LIRS

0 0.5 1 15 2
Time (years)

S stochastic
L stochastic
T stochastic
R stochastic

S,L, T,and R

0 0.5 1 15 2
Time (years)

(t.2)

Fig. 5. Trajectories without and with control of the model
(1). For A =5, Br =0.08, 7 = 0.08, up =0.08, Xo =
(17 17 17 1)'

Let’s note that initial value of sequence g, is
chosen as gg = 0.1 for Fig.6 and (d); gy = 0.6 for
Fig.4 (c).

IV. CONCLUSION

The stochastic model (1) of TB without control
admits for an initial state X (0), a positive and
unique solution X; € () of probability one. It exist
for this model an unique disease equilibrium free
(DEF) exponentially 2-stable and globally asymp-
totically stable (in Lyapunov sense). Under a given
condition, the model (1) admits a random endemic
equilibrium exponentially p-stable (p > 2) and
globally stable. The introduction of a treatment
control function in model (1) gives an optimal
control problem governed by model (22). The
Projection Gradient method permits to determine
numerically the optimal control as well as the cost
function corresponding to this problem.
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35 \/

3L .
F(u) for u =0.2
2r —— F(u) for u_=0.5

o
0
150 F(u) for uOZO.B
F(u) for “0=1

Cost function F(u)
N
wul

Optimal ontrol u

Fig. 6. Numerical Simulations of the control w and the
function cost F'(u) for the different initials values of ug. We

obtain:

If up = 0.2 then F(u*) =2.7073 and
u* = uop = 0.03606;

if ug = 0.5 then F'(u*) = 2.9166 and
u* = uyp = 0.01607;

if ug = 0.8 then F'(u*) = 3.3071 and
u* = uyp = 0.0000;

and if up = 1 then F(u*) = 3.6673 and
u* = Uop = 0;

For example, with a treatment rate equal to
7 = 8% and with an initial value equal to ug = 0.2
of the function control, we obtain v* = 0.3606, the
admissible optimal control and F'(u*) = 2.7073,
the cost. Also with 7 = 8% and ug = 1, we obtain
u* = 0. We therefore deduce that the optimal
control is without effect when ug, the initial dose
of the medicines taken by a patient ranges from
80% to 100 %. On the other hand the optimal
control is efficient admissible when this initial
dose is lower to 50 %. Thanks to the presence of
the optimal control in the stochastic model (1) of
TB, we can reduce considerably and quickly (less
than one year) the number of the active infected
individuals. As in Fig.5(¢.2) and Fig.7 (¢.3)-(¢.4),
the trajectory with control of the active infected
individuals T is decreasing between O and 1 year
and becomes null constantly thereafter. This work
is therefore a contribution that enters well in the
same line of struggle against mortality due to
the infections that several governments as well as
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T without control
451 T with control |4

3.5

T TB infected active

1 15 2 25 3
Time (years)

0 0.5

T without control
451 T with control |4

T TB infected active

0 0.5 1 15 2 25 3
Time (years)

(t.q)

Fig. 7. Trajectory without and with control of TB active
infected individuals T. With S = 0.08 for ¢.3 and S =
0.8 for t.4.

humanitarian associations advocated so much.

APPENDIX A: PROOF OF THEOREM 1

Let Ny = Sy +L;+T;+ R;, the random variable
giving the total number of the population at the
time ¢. We have

dNy = (A — pNy — 67Th)dt — Ec i aw (1>
where

Eccawys> = (WSt + v/ uLe + /(u + o7) T+
V :uRt - \/K)dw(t)a

withww =W, ¢ =1, ..., 10. because W; follow the
same law of probability, namely the normal law.
We need to show that if X; = (S, Ly, Ty, Ry)T €
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RY for all t € [0;t.[ where t. is the explosion
time, then we have for P-almost surely (P—as)

A
Ny < —.
I

In fact, if X; € RY for all ¢ € [0;¢[, then N; is
given such that for P—as.:
dNy = (A — pNy — 67Ty — Ecraw (1> )dt
< (A — pNy)dt
According to the lemma of Gronwall, we obtain:

A

A
Ny <=+ (Ng— =)e P —as.
1 1

And as by hypothesis (Sp, Lo, T, Ro) € Q2 i.e.

A
NO - S 07
W
A
we have then Ny < — P —as.

The terms f(¢, X;) and lé(t, X;) of the stochastic
model (1) being locally Lipschitz, there is an
unique local solution X; = (St,Lt,Tt,Rt)T for
all t € [0;¢[ fixed. Therefore, the unique local
solution X; = (S, Ly, Ty, Ry)T € RY.

In the sequel we show that X; is global solution
P—almost surely i.e. {, = oo.

Let ng > 0, an integer sufﬁciently large such

1
that (So,Lo,T[),R()) € |:;7”L0
T,

0

Set By = {Sy L, Ty, R} and for all integer
n > ng, we define the stop-times ¢, = inf {H,}
with H,, =

1
{te [0,te] : min By € [0; ] or max Ey € [n; —I—oo[}

n
(tn)n>0 is an increasing sequence and convergent;

denote by

lim ¢,
n—r-r:o0o

too =

then to < t..

Let us show that t,, = oo so that we has t. =
oo. For it, let us suppose by absurd that ¢, < o0,
there is 6 > 0 such that for all p €]0; 1] we have
P{te < 6} > p. Consequently, there is an integer
ny > ng such that for all set A, = {¢, < 0}, we
have

P{A} > p (32)

n>ni.
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Let us consider the function V' defined on Rﬁ_ and
to values in R such that

o (B (B2 (TN (P
V——ln<A> ln<A> ln<A>l <A

Using the multidimensional It6 formula on the
interval [0; min(7,; )], we have for all ¢ > 0

4
aV Xt V(Xy)
AV =dvV(X,) = Z:: fitt, x0)2 o
1 o 02V (Xy)
+= GGT)yy———L)dt
2”2,_:1( Ji 8Xt8XJ]
’ X,)
+ZZGdetJ 8X’ ,
i=1 j=1
where for i =1,2,...,4;5 = 1,2, ..., 10,
10
G=(Gy); and (GGT)y = Gi.Gy;.
k=1
Therefore
av = 2[4/L+U+5T+T]dt+5()\]+)\ )dt
1.1 1 1
+ogleg t (M+0)L (07 +7) 7
(45 — 1)
dt—f A
+ (u+p)R} { 3
AL, —
+ (n/\[St—i-pRt)%—l-[(l—n))qSt
AT, —1 4R
© (oranng W g GRC,
Lt Lt

1
— g(GHthl + G12th2 + GlgthB
i
1
+ G14th4) — E(GdeS’ + G25th5

, 1
GagdWE + GordW,) — ?(G34th4
t
G36th6 + GggthS =+ GggthQ)
1
- E(Gﬂth? + G49thg + G410th10).
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We further obtain the following inequations:

1
dV (Xy) < Mdt — §(Gudm1 + GodW?
t

1
+G13th3 + G14th4) — f(Gggthg

t
+G25th5 + GQGthﬁ + G27th7)

1
—E(G34th4 + GngWtﬁ + G38th8

1
+G3gdW}) — ﬁ(GMth? + Gagd W
t
+G10dW0) P —as.
with
5 1
M = 5[4M+0+5T+T+§ﬁT(l +nr+n.)] > 0.

Which implies by integration that

/\fén /\gn 4 le
av < M / dt— / —Eaw}
/o 0 [; o S

N Gy
( /0 i —-dW; )] (33)

where A" =, A 0 = min(t,;0).
Taking the mathematical expectations for all terms
of inequations (33), we obtain

E[V (X, 1 9)] <E[V(Xo)] + M6

Let a set A, = {t, < 6}. Denote by 14, (resp.
llgy,) the indicator function of A, (resp. of the
complementary CA,,). Thus

E[V(X;,70)] =E[V (X, 00)La, HE[V (X, 0)Ig 4, ]

According to the definition of function V, we have
V(X¢,n 6) > 0. Hence

E[V(Xo)H-MO > E[V (X 0 )La, HE[V (X, 00 ), ]
E[V(Xo)] + MO > E[V (X, )4, ]

(34)
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Thanks to the continuity, it exists at least one of

1
the components X;  equals to n or to —. So
n

V(X;,) > min {—ln (%) ;—ln (ﬁ)}

s onfin(3) (3}

and consequently

E[V(Xo)] + M6 > E[V(X¢, A 9)a,]

> Py} i {in (Y st (S2) ]

Hence
E[V(Xp)]+M¢
o G GO)
min<in |— ) ;ln {—
120 M
(35)

Taking the limit when n — 400 in (35), we
found that

P{An}=P{tn <0} <

li P{A,}=P{teo < 0}= >
0<p<n im P{A,}=P{t 0}=0 V>0

which is a contraction, then ¢, = 0o i.e. that we
have P{t,, = o0} = 1.

Otherwise, to, < t., we therefore conclude that
too =te =00 P — as.
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als who are under ARV treatment). The mathematical analysis of the deterministic model
has been previously consider by Emvudu and Bongor (2012). The mathematical analysis of
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the group of the stochastic models associated to the deterministic model is performed to
determine the conditions for the stability of the random equilibriums. The results of this
mathematical analysis are the next one: the global and asymptotic stability of the disease
free equilibrium of the mean system when the effective reproduction number is less than
1; the global, asymptotical, and p-exponential stability of the disease free equilibrium of
the stochastic model occurs when the basic reproduction number is less than 1; the sta-
bility in probability of the trivial equilibrium of the stochastic perturbations model occurs
if the basic reproduction number is bigger than 1.

© 2016 Elsevier Inc. All rights reserved.

1. Introduction

The Acquired Immunodeficiency Syndrome (AIDS) is the advanced stage of the infection in the Human Immunodeficiency
Virus (HIV). This virus attacks the human cells by the following mechanism:

fixing and introduction of HIV in the cell CD4+;

inverse transcription of the viral RNA in viral DNA by the inverse transcriptions;
integration of the viral DNA in the DNA of the lymphocyte host and the RNA is retorted;
expression of the viral RNA in polypeptide chains;

cleavages of the chains in viral proteins;

» assemblies and liberation of the new viruses and the destruction of the cells targets.

Of all the infectious diseases first recognized in the 20th century, AIDS has not only the most profound effect on human
illness and death, it ended the developed worlds complacency on infectious diseases. Nevertheless, an estimated 16 million
persons have died from AIDS worldwide with 50 million currently infected with HIV [2,3]. In the other words, almost five
people because infected with HIV and four people (i.e., three adults and one child) die from AIDS per minute. AIDS is the
leading cause of death in sub-saharan African, especially in the southern part of the continent where nine countries with

* Corresponding author. Tel.: +237 677 780 484.

E-mail addresses: yemvudu@yahoo.fr, yemvudu@minesup.gov.cm (Y. Emvudu).

http://dx.doi.org/10.1016/j.apm.2016.05.007
0307-904X/© 2016 Elsevier Inc. All rights reserved.
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the highest HIV prevalence worldwide are all located in this subregion, with each of these countries experiencing adult HIV
prevalence greater than 10%.

In the last decade, many mathematical models have been developed to describe the immunological response to infection
with human immunodeficiency virus (HIV) (for example, see [4-12]). These models have been used to explain different
phenomena. For more references and some detailed mathematical analysis on such models, we refer to the survey papers
by Kirschner [13] and Perelson and Nelson [14].

The problem is that most of these models constructed do not take into account the unpredictable biological conditions
i.e. the random nature perturbations that the dynamic system underwent. Yet all dynamic system can to undergo these
random perturbations practically. It is therefore not only interesting to predict the state of evolution, but also to know
the random aspect of this evolution (product by a Brownian Motion and a “white noise”). From where the necessity to
construct a stochastic model that contains in addition to the deterministic term, an additional random term. We speak of
the deterministic model if the random term is omitted and the stochastic model other-wise. The deterministic model is
therefore a particular case of the stochastic model, and can have several associated stochastic models; it is the case of the
stochastic model formulated by stochastic perturbations in this paper. In fact, because the affine transformation of a random
variable or a vector of the random variables keeps the law of probability, by this type of transformation [15], we change a
stochastic model by another equivalent in terms of probability, in the aim to refine our analysis.

There are several works on deterministic and stochastic models. Deterministic and stochastic schistosomiasis models
with general incidence; equivalent stochastic differential equation model, studied by Stanislas and Traoré [16]. Formulation
of stochastic differential equation epidemic model; Ito SDE formulation, studied by [17-19]. Basis reproduction number in
stochastic models; the mean number of infected, studied by Jacquez and O’Neill [20] Global analysis of deterministic and
stochastic nonlinear SIRS epidemic model, studied by Lahrouz et al. [21].

Stochastic processes have not been widely embraced by the AIDS modeling community, although epidemics are patently
random. This reluctance stems in part from the fact that it is difficult to get analytic results of interest; further, if the
population is at all sizable, aside from brute force and sometimes inconclusive simulation, stochastic models and their as-
sociated large Markov transition matrices are troublesome or even intractable. Our objective is to formulate a mathematical
stochastic model and analyze for the spread and the control of the HIV/AIDS infection into the host population. We will
then consider a group of the stochastic models associated to the deterministic model on which we provide mathematical
results. We first consider the deterministic model of HIV/AIDS dynamics with treatment (with the ARV therapy) which has
been considered in [1]. We will find the disease free equilibrium point and the endemic equilibrium points and calculate
the basis reproduction number. We will also prove the global stability and the bifurcation of these equilibria.

Our paper is organized as follows. In the next section, we present the deterministic model proposed in [1] and its impor-
tant results. In Section 2, the stochastic model of HIV/AIDS with treatment that we will study is formulated. We analyze the
stochastic model in Section 3. In Section 4, global behavior of two group stochastic models is obtained and Section 5 con-
tained numerical method and Criteria of convergence. We give some numerical simulations in Section 6 to explain our
mathematical results. We end this paper with a brief discussion and conclusion in Sections 7 and 8.

1.1. Deterministic model of the HIV/AIDS with treatment

The infection of the HIV/AIDS, propagate in a host population of four classes of epidemiological: susceptible individuals S,
HIV infected Hy, H, individuals who have progressed to the full blown AIDS class and Wy individuals under ARV treatment
class (see Fig. 1). A susceptible individual is infected by an individual infected of H; or H, or Wy, with a contact rate Sy and
a transmission force Ay, he will go in Hy. An infected individual in H; who has not received the ARV progresses to the AIDS
stage i.e. enters in to H, at a rate o. When this individual receives the ARV, he enters in Wy with a rate of treatment 74 or
T,. Being in the class Wy, the individual can disregard to take the dose required of the ARV or can disregard the conduct
to hold during the treatment, he enters in H, with a rate 6. An AIDS-infected individual can die due to the AIDS with a
rate dy. Let’s suppose that all individual dies naturally with a rate u. Let’s suppose that all individual dies naturally with a
rate n and that the class of the susceptible S is supplied with a birth rate A. Table 1 gives the description of variables and
parameters of the model.

The schematic diagram leads to the following system of ordinary differential equations:

% = A — AyS—usS,
% =AnS— (w40 +71)H,

dH (1)
22— 0H; — (1 + 8y + T)Hy + 0 OWy,

dt
dw,
TtH =THi + ToHy — (1 + 0 0)Wy,
where,
)\H:ﬁHM and N =S+ Hy + Hy + Wy,

N



Y. Emvudu et al./Applied Mathematical Modelling 40 (2016) 9131-9151

: ]

A 4
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Fig. 1. Diagram of the deterministic model of HIV/AIDS with treatment.

Table 1
Variable and parameter description.
Variable Description
S Susceptible individuals
H, HIV infected individuals
H, AIDS infected individuals
Wy Infected individuals under ARV treatment
Parameter Description
A Recruitment number
m Natural mortality rate
o Progression rate from HIV infected to
AIDS infected individuals
0 Modification factor of progression from
HIV infected to AIDS infected individuals
Bu Effective contact rate for HIV/AIDS
Ay Infectious force for HIV/AIDS
Sy Mortality rate caused by HIV/AIDS
N2, Ny Modification factor
Tq, To Treatment rate of HIV, AIDS

and the other parameters of the model are described in Table 1.
1.2. Analysis of the deterministic model
Herein, we present some important results about system (1) in [1].

1.2.1. Equilibria of deterministic model

9133

pu+ 6y

Lemma 1. The deterministic model (1) has a disease free equilibrium &9 = (%O 0, O) and an endemic equilibrium &* =

(S*. H;. Hy, Wj;) such that:

. Ak
C ok +(p+o+T)RE-1)
R —1
Hf =0 g,
K
H;=7T2Hik,
Wﬁ:?’[HHT,
wherein,
o(u+o6+0t))

Ty =

(L +8u)(n+00) +uty’

(2)

(3)
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e TRt TR+ + D) (4)
T W+ (e 00) +um’

K:1+7T2+7TH, (5)
and R defined in (12) rewrites itself under the shape:

_ B+ mamty + nu7ty)
H+0o+T ’

Ry

Proof of Lemma 1. In [1], we showed that a disease-free equilibrium &° = (% 0,0, 0) and one endemic equilibrium &* =
(S*, Hy, H;, Wj;) such that:

A —AyS = uS* =0, (6.1),
ARS = (W +0o +1)H; =0, (6.2), ®)
O'H;‘+O'9Wﬁ* (,LL+5H+'L'2)HZ=O, (6.3),
T H} + ©H; — (W +00)W}; =0, (6.4),
where,
" Hy H; Wi
Ay _ﬁH<N* +772W +NH N |
From (6), the expressions for H; and Wy; according to Hj are given by,
H; = myHy and Wy; = myHj.
Then we have,
Ay = B (1 + 02702 + NuTtH) 7)
and
N* =S+ kH; ®
7y, my and k are defined in (3), (4) and (5) respectively.
Substituting (7) in (6.2), we have either Hj = 0 or,
D H+o+T7 9)
N+ By (1 + nama + qumy)
Substituting (7), then (8) in (6.2), we have either H = 0 or,
1 1 R —1
HT:I:’BH( + 02702 + Nu7TH) ]i|s*= (Rg )S*. (10)
K n+0o+T1 K
Finally as substituting (7) then (9) and (10) in (6.1), on obtain as in [22]:
¢ Ak (11)

Tk + (uro+T)RE 1)
If Hf = 0, then the endemic equilibrium coincides with the disease-free equilibrium i.e. &* = g% O
Concerning the stability of equilibria, we have the following result:

Theorem 2. The unique disease-free equilibrium point €° of the deterministic model (1) is locally and globally asymptotically
stable if Rf < 1 and unstable for R > 1.
The endemic equilibrium point &* is locally asymptotically stable if Rj > 1.

1.2.2. Basic reproduction number

The basic reproduction number, Ry, is defined as the expected number secondary cases produced by a single (typical)
infection in the completely susceptible population. In [1], it is shown that the basic reproduction number R for model
system (1) with treatment is given by:

T ,BHd)

R = , 12

0= Gir o+ T+ 30 (a +00) + ] 12
wherein,

¢ =+ (u+00)+on[(n+00+01)]+nul(n + 0y + )T + 0 T2 + 1. (13)
The basic reproduction number Ry (when there is no treatment) is given by:

RO_ﬁH(M+5H+GT]2) (14)

T+ o)(+6y)
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2. Stochastic model of HIV/AIDS with treatment formulation

Introducing the vector variable:
X(t) = (S(t), Hy (t), Hy(t), Wy (t))" e R%.
The compact formulation of the deterministic model (1) reads as:

dx(t)

wherein f{t, X) is the variation speed vector defined by:
A=+ 2An)S
AuS — (W +T1+0)H
FEX) = HS — (U + 171 +0)H

oH; — (,bL-I—(SH +‘L’2)H2 +O’9WH
T1Hy + 1oHy — (,LL +09)WH

The solution X(t) of the deterministic model (15) and initial condition Xy = X(0) are non-negative for the duration of the
epidemic (Lemma 1. [1]).
The following result gives the compact formulation of the stochastic model associated to the deterministic model (1).

Theorem 3. The stochastic model of the dynamic of HIV/AIDS with treatment associated to (1) is given under the compact shape
by:
dx(t dw
O _ pe,x@) + e x @) Y, (16)
dt dt
where W = (Wj)JT.:] 1o Is a Brownian motion or a Wiener process, and f(t, X) is the variation speed vector defined by (15). The
noise matrix G = G(t, X(t)) is given by:

G -G, -G 0 0 0 0 0 0 0
0 0 G -G -G -Gg 0 0 0 0
0 0 0 0 Gs 0 -Gy —Gg +Gg 0
0 0 0 0 0 Gs 0 Gs -Gy -G

(17)
10

with

C] :\/X, Gz :\/IE’ C3 =\/)\.H5,64 =\//¢LH1,GS = w/O’H],GG = \/T]HL
G; = 4/ (pL-‘r(SH)Hz,Gg =,/ToH;, Gg = y/O’QWH, and Gio = w/MWH~

The matrix G has the following properties (see in [23]):
The singular value decomposition of G is G = PDQ, where P and Q are orthogonal matrices of sizes (4 x 4) and (10 x 10)
respectively, and D is a (4 x 10) matrix with r (r < 4) positive diagonal entries. It follows that:

V = GG" = PDQ(PDQ)" = PD(QQT)D"PT = P(DDT)PT
where we have,
VV =P(DD")%PT.

Proof. Let AX = (AS, AH;, AHp, AWy) be the random variables vector during a time variation At. Note P; the probability
of state changes. Let us suppose that there is m changes of possible state, j=1,2, ..., m.

Let us consider two states X/ (initial state of X) and XJ/*! (intermediate state X) which occur at time t and t + At respec-
tively. Then, setting AXJ := XJ*+1 — XJ, we have:

P; = Prob(AX7) = Prob{X/*!/X7}.

For the deterministic model (1), there are eleven possible states changes which are summarized in Table 2.
Then the mean and the variance of the variable AX are then given by:

E(AX) = Xm:Pijf = f(t.X)At, (18)
j=1
Var(AX) = E((AX)(AX)T) — E(AX) E(AX)T ~ E((AX)(AX)T) = Xm:Pj(AXj)(AXj)T =V(t.X)At. (19)

j=1
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Distribution of probability.
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Possibility state change (AX/)

Probability P; = Prob(AX/)

AX'=(1 00 0)T Py = AAt
AX2=(-10 0 0)T P, = uSAt
AX3=(-110 0)T Py = AySAL
AX4=(@0 -1 0 0)T Py = puH; At
AX>=(0 -1 10)7 Ps = oH At
AXS=@0 —10 1)T Ps = 7y H; At
AX7=0 0 -1 0)7 Py = (u+dy)Hy At
AXS=0 0 —1 1)T Py = T,Hy At
AX°=(0 01 —1)T Py = cOWy At
AXY=0 00 -1)T Pio = iWy At
AXT=(@© 00 0)T Py=1-2}%P
Otherwise: AX!i#1,2,... 11. P=0
Table 3
Parameter values and references.
Parameters ~ Values References
A Variable Estimate
m 0.02 [30]
o 1/33 (30]
] 0.001 [30]
Su 0.01 [30]
M2, NH 1.2 0.001 [30]
Bu, T1, T2 Variables Estimates
Then, we respectively find that:
A= (n+ S
E(AX) AgS — (L +0 +11)H;
oHy — (4 8y + T2)Hy + 0 OWy
TiH1 + ToHy — (L + 0 0)Wy
and
1 —DP3 0 0
— ‘U —_ —
E((AX)(AX)T) — D3 2 DPs DPs At
0 -ps U3 —Ps — P9
0  -ps —ps—Dpy 2
wherein,
P
i=-——, i=1,2,...,10,
Pi= At

Vi=p1+P2+p3=A+(U+An)S. V2=p3+Pas+Dps+ps=AiuS+ (u+0 +711)Hs,

V3 =Pps+ P74+ Pg+ Po=0Hy + (L + 0y + T2)Hy + 0O0Wy, V4 = ps + Ps + Pg + P1o = T1Hy + ToHy + (1 + 00)Wy.

From where, we deduce that:

141 —}\.HS 0 0
_ —)\HS 1% —oH; —T1H;
V(t’X) - 0 —O'H1 U3 —‘L'2H2 —O'QWH (20)
0 -t1Hy —-mH, —o6Wy Vg

It is well know that X (t + At) = X(t) + AX, has discreet form:
X=X+ AX) j=1...m,

wherein for j=1...m the random changes (AX) are normally distributed with mean E(AX/) and variance Var(AX/). Then
thanks to the Gaussian approximation, we have:

AXT = E(AXT) 4+ /Var(AXT) AW/,
where AW/ ~ A0, 1),
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and thanks to central limit theorem, we obtain that:

AX = f(£. X)) AL +/V(E, X (D) Ate,

wherein the random noise @w = (@, @3, w3, Wy) is such that @; ~ N (0,1)(i=1,2,3,4).
Taking stretch At — 0, then X(t) converges strongly toward the solution of the differential stochastic Eq. (21):
dXx(t) dw

. = f(t, X)) + V(t,X(t))W.

Let us introduce the following lemma which will be useful to reduce the model (21) (see [18,19]).

(21)

Lemma 4. The two stochastic differential equations of It6 (EDS;) and (EDS,) below are equivalent:
dX dw
i f(f,X)Jr\/V(f,X)W, (EDSy),

ax* dw+
— = f(t,X*) + G, X*)—— EDS
o = JEX)+GEX) "=, (EDS).
where f:TxR! — R, G:TxR! — R™™M and V : T x R® — R4, are such that V = GG

Under the same probability law on the Lipschitz-condition of the solutions X and X* of (EDS;) and (EDS,) respectively. Then
the solutions X and X* of (EDS;) and (EDS,) possess the same probability distribution. In addition, a sample path solution of
(EDSy) is a sample path solution of (EDS,) reciprocally.

Now, by Lemma 4 we easily find that model (21) is equivalent to (16):

dXx(t) dw
200 = (X)) + G X () .
= FEXO) +GEXO)
To determine the G matrix as GGT =V, let’s examine the different events of changes of state of every component of the
vector AX = (AS, AHy, AHy, AWy).
Let P be a Poisson probability. We have:

AS =uq —uy —us,

AH; = u3 — uy — us — ug,
AH) = us — uy — ug + Ug,
AWy = ug + ug — ug — Uqg,

(22)

with

uy ~ P(AAf), Uy ~ P(MSAt), us ~ P(}\HSAt), Ug ~ P(MH] Af), Us ~ P(O'H] At), Ug ~ 'P(TlHl At),

u; ~ P(( + Sp)Ha At), ug ~ P(ToHa At), ug ~ P(cOWyAL), and uyg ~ P(UWyAL).
The system (22) becomes:

AS = AAt + AAtCl)1 - /LSA[ — LLSA[C()Z — )\.HSA’: — 4/ )\HSA[(D3,

AH; = )\.HSAI' ++/ AHSAtw3 — H; At — ) ,quAta)4 —oH{ At—

—+/OoH; Af(,()s — T]H]At —+/ T1Hy Ath,

23
AH, = oH{ At + JoH{ Atws — (i + dy)Ha At — /(L + Sy)Haw7 (23)
—ToyHy At — \/ToHy Atwg + O'QWHAI' ++/ O'@WHAfa)g,

AWy = TiH1 At + /T1H1 Atwg + ToH, At + / ToHy Atwg—

—00At — Vo b Atwg — Wy At — / uWy Atwno,

where,
wj~N(0,1) forj=1,2,...,10.
When At — 0, (23) converges to the following stochastic differential equation of 1t6 (16):

dx(t) dw (t)

T:f(t,X(t))-i—G(t,X(t)) i

It marks the end of the proof. O
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We assume stochastic perturbation of white noise type, which are directly proportional to distance S(t), Hq(t), Ho(t),

W(t) from values of S*, Hy, H;, W}, influence the %, d%, d‘%, d‘;{” respectively. So we obtain another stochastic model:

d—x—f(t X) + G(t, (X — X* d;tv

In the rest of this paper, we will analyze the stochastic model (16). This include existence of positive solution to the
model, the effective reproduction number of the model, the stability (local and global) of the mean equilibrium, the asymp-
totic behavior of two group models (16) and (24).

(24)

3. Stochastic model analysis

This section deal with the existence of the positive bounded solution to the model and the basic reproduction number
of the stochastic model.

3.1. Positive bounded solution

Consider the stochastic model (16) and let us define the following set:
Q= {(S,Hth,WH) eRN=S+H; +H, + Wy < 1/;}

Then, we have the following result:

Theorem 5. Let Xy = (S(0), H{(0), Hy(0), Wy (0)) € 2 and X(t) = (S(t), H{(t), Hy(t), Wy (t)) (for t > 0), the trajectory of the
stochastic model (16) passing through Xg. Then X(t) remains in <2, for all t > 0, with probability 1.

Proof. of Theorem 5 Let N(t) = S(t) + H;(t) + Hy(t) + Wy(t), the random variable giving the total number of the population
to date t.

dN
E(t) = A — uN(t) — éyH, - (Gl

aw, (f) dW, () dWy () dWs () dWio(t)
dt Gt to—g tCloT—g )

Since,

S(X(t) <0,

aw; (f)) +Gro dWio(t)

w W, W W,
d (r)) ¢ O o dWa) | dWa®) o

dt dt dt dt

and if X(u) e R4 for all 0 < u < t almost surely (briefly a.s.), we get the following inequality:
dN(u)

T A

Then N(u) < % So

—uN@u) as.

S(u), Hy(u), Hy(u), Wy (u) € |:O; 2i| forallu € [0;t] a.s.

Since f and G are locally continuous Lipschitz, then for any given initial value X, there exists a unique local solution X(u)
on all interval fixed [0; t]. Show that this solution X(t) is global for t € [0; t¢[; where T, is the explosion time.
Let po > 0 such that S(0), H{(0), Hy(0), Wy(0) > pg and for p < 0 one defines the stopping times by:

7, = inf{t € [0; T.[, S(t) < porH;(t) < p, Hy(t) < p orWy(t) < p}.
We have lim,__,o 7, = 7p with,
To = {t €[0; T[, S(t) < 0orH;(t) <0,Hy(t) <0 orWy(t) < 0}.

Consider now the function U defined for:
X = (S, H], Hz, WH) by

U= —ln<AS> - ln(AH1> - ln(AHz) - In(AWH).
2 2 M 2

Using the It6 formula applied to a multidimensional problem on the interval [0; min(t, T,)], we have for all s:

4 2
dU(X(s)) = (aU(X(S” £y hG xonTge S 4 X (6aT ) LIXE) 3”;’;)((5”>as+zzcudw 0o,
i=1 i,j= i=1 j=1
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with

10
C=Gy) j_1,2,... 4:j=12....10 : ¢ Gy =3 GCiGy.
k=1

that is

25-1)
A 2§82

(2H; - 1)
2H?

dU(X)=[4M+r1+r2+a+09+5H+kH]ds—|: + Ay + o0 (H; +60Wy)

(2H; - 1)
2H2

Wy - 1)

T1Hy + 1oH.
+ (T1H1 + 12H2) 20?2

1 1 1
]ds+ [(uﬂﬂ)ﬁ(ummm(mo +r1)2—H]]ds
f%(QdW] — GydW; — G3dWs) — Hl](cgdw3 — GadW, — GsdWs — GedWs) — le(cgalw5

—G7dW; — GgdWg + GodWy) — WL (GedWs + GgdWsg — GgdWy — G19dWrg).
H
From where, we find that for almost surely for s € [0; t] :
A 1 1
dUu(X(s)) < [m +O0+2T1+ T2 +20(1+60) + ﬂHﬁ(l + 12+ nH)]dt + E(szwz + G3dWs) + H—(G4dw4
1

1 1
+GsdWs + GgdWs) + g (G7dW5 + GgdWg) + Wo (GodWy + G1odWrp). (25)
2 H

Integrating inequality (25), we obtain that:

t t
UX(t)) < Ct+ /O %(szwz(s) L GadWs(s)) + /0 Hl](c4dw4(s) + GsdWs () + GedWe(s))
T /0 le<+c7dw7<s>+csdws(s>>+ /0 WiH<ngw9<s>—G1odwlo<s>>, (26)

where,
A
C=Tu+8+2T1+1+20(1 +9)+ﬂHﬁ(1 + 12 + Nn).

Taking the mathematical expectation E[.] in (26) it comes:

t t
E[UX(t))] <Ct + (E [ /0 %(szwz (s) + G3dWs (s))] + E[ /0 Hll (G4dWi(s) + GsdWs (s) + GedWe (s))]

t1 t1
+E| /0 11 (GrWs ) + GadWa(5))] +E[ /0 - (GadWa (s) - GlodWm(S))])

Now, let us introduce the following lemma due to [24].

Lemma 6. The quadratic variation of the stochastic integral fot Y(s)dW (s) is fé Y2(s)ds < Ct.
Thus the strong law of large number for local martingales implies that:

lim 1 / Y($)AW () =0 as. (27)
0

t—+4oo t

Thanks to Lemma 6, one has:

E|:/[ %(szwz (s) + G3dWjs (s)):| =0; E|:/t HL(G4dW4(s) + GsdWs(s) + GdeG(s)):| =0
0 o M

t t
E|:/0 Hl2(+c7dw7(s) +ngwg(s))] =0; E[ A WLH(G9dW9(S) - Gdem(S))} =0.

Then, we have for all t > 0:
E[U (X (min(t, 7,)))] < Cmin(t, 7,) < Ct. (28)
Since V(X(min(t, T,))) > 0, thus
E[V(X(min(t, t5))] = E[V(X(min(t, 15))) 1, <) | + E[V(X(min(t, 15))1¢,-0)] = E[V(X(min(t, 15))1, <0 ],

where 1, is the characteristic function of A.
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There is some component of X(7,) equal to p, therefore U(X(t,)) > —In(4£). Hence:

E[U (X (min(t. 7,))] = —ln(’j\lﬁ(rﬂ <0).

Inequality (25) and Lemma 6 give, for all t > 0:
Ct

P(z, <t) < lnz%)'

(29)
Taking p — 0 into (29), we obtain for all t > 0 :
P(t <t)=0.

Hence P(t =o0) = 1. As 7, > T then 7, = T = oo a.s. This end the proof of the theorem. O

3.2. Effective reproduction number and global stability of the mean system.

In this section, we will determine, the mean value of the state variables of our stochastic model (16) and the effec-
tive reproduction number which give the average number of secondary infections caused by a single infective, at a given
susceptible fraction.

Denote the mean value by: ng = E[S], ny, = E[H;], ny, = E[H;] and ny,, = E[Wy]. Then we have the following proposition.

Proposition 1. The mean values of the state variables verifies the following system:

dn
G = A~ BrEIS$x] — pns,
dnH1
ar = PHEISex] = (u + 0 +T)ny,.
30
dnHz ( )
T ony, — (L + S + T2)Ny, + 0Ony,,
dn
d‘;VH = TNy, + Tolp, — (U + 0 0)ny,,
wherein,
by = Hy + naHy + nyWy
X S+ H +H, Wy
The effective reproduction number R of system (30) is given by:

"y, (14 02700 + )

wherein R is the basic reproduction number of the deterministic model (1) with treatment.
Moreover, system (30) has one disease free equilibrium P° = (n2, ngl , n?,z, n“}vH)T = (% 0.0, O)T. PY is globally asymptotically

stable if the basic reproduction number R} (for the stochastic model), of the mean system, is less than 1.

Proof. The first part of the proposition is obvious.
The effective reproduction number R, for the system (30) with treatment verifies the following equation as in [25]:

dn
g = (W0 + )[Ry — 1y,
Using the second equation of (30), we obtain:
R = ES0x]_ B 32

ny, K+0+7171

then we have the result (31) with Rf.
What remains is to find the global stability of the DFE and then derive the basic reproduction number of the mean
system (30). Let us introduce the following linear operator,

Bu—(L+0o+11) n2Bu N1 Bu
k= o —(+ 0y + 12) af . (33)
1 T 7(“ + 09)

0 (0 14, (0,10, (O) = E(DFy(0(0)) Ve = 0, (34)
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Consider the following comparison system:

%x(t) = Fy.x(t)

(35)
x(0) = (ny, (0), ny, (0), ny, (0))"
therefore,
(Mg, (£), g, (£), ()T < w(¢) VE > 0. (36)

From (36), we have:
v(t) = ethp(0). (37)
Proposition 5 in [1] give etfo — 0 when t — +oo iff. R} < 1. Hence, if R} < 1, then:
(ng, (t). gy, (£). nyy, ()T — 0

when t — +o0. The ng-equation of the system (30) gives ns(t) — % = n(s’ when t — +oo0.
Finally,

(ny, (t), ng, (t), nw, )T — P° when t — +o0
Hence PP is globally asymptotically stable if the basic reproduction number R, of the mean system, is less than 1. O

Otherwise, for a proportion p; of the infected individuals immunized after ARV treatment, the effective reproduction
number is given, as the deterministic case in [25], by:

Rer = (1— p)R.
1

Then we have R,y < Ry and if Rj < 1 then Ry <1, as p;>1— RS-

4. Global behavior of two group stochastic models

In this section, we study the global behavior, the existence and stability of equilibrium for stochastic model (16) then the
model (24).

4.1. Exponentially p-stability and globally asymptotically stability of the disease-free equilibrium

Proposition 2. The stochastic model (16) has a disease-free equilibrium point X0 = (% 0,0, 0) € R4. It is exponentially p-stable
for p > 2 and globally asymptotically stable.

Proof. By a transfer, one will always bring back equilibrium point X, of stochastic model to 0 as in [26]. The existence of
the equilibrium point X° is proven by a following change of a variable for the stochastic model (16):

A

S=2 _s (38)
"
Therefore the stochastic model (16) is written as:
dx(t)

P = oo dW
T:f(t,X(t))-l-G(t,X(t))E, (39)

where X = (S, Hy, Hy, Wy), W= (W,),i=2,3,...,10,
(= 8) - uS
)»H(% =S —(u+o+1)H

fe.X) = (40)
oHy — (4 + 0p + T2)Hy + 0 OWy
TiHy + ToHy — (W + 00)Wy
and the noise matrix G = G(¢, X(t)) is given by:
G G 0 0 0 0 0 0 0
5 _ G3 7G4 7G5 7G6 0 0 0 0 (41)

0
0 0 0 Gs 0 -Gy —Gg +Gg 0
0 0 0 0 G 0 G -Go -Gy

with 62 = //,L(% - §), 63 = XH(% — §), and XH = ﬂHiHltﬂzH2+ﬂHWH

(5 =S)+Hy +Hy+ Wy’
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The existence of the equilibrium point of the model (39) gives the existence of disease-free equilibrium point of (16). In
fact, denoting X(O) =0 e R?, the equalities f(t 0) =0 and G(t 0) =0 are verified for t > 0. So X(O) is the equilibrium of
the model (39), then we have

S§=0, H =0, Hy=0, Wy =0,
what gives S = % Hy =0, Hy=0, Wy =0, ie, X0 = (%, 0,0,0) is a equilibrium point of (16).
Now, considering the Lyapunov function:

- zl—p[K(% —$)P + KiHP + KGHE + KW, (42)

with K > 0,K; > 0, K, > 0,K3 > 0,p > 2.
Then,

p-1

Kap (A ' A
AV:—[A_ZS<M—S) +I<1(;L+a+rl)Hf+1<2(,u+8H+12)H§+I<3(M+UG)W[,’1|+I<,u5<u—S)

p-1
—‘rK)\.HS(ﬁ —S) +K1}\.HSH{',71 +K20H1H§71 +K20‘9WHH571 +K3TIH1WI-IIF] +K3T2H2W}5*]

1 3 A p-2 6 9

+2(P-1) K> G ( - s) +Ki Y GHP? 4Ky Y GPHY T + K3 (GEWP2 + GIWE 2 + GWp2) |
i=1 H i=2,i#3 i=6

(43)

While using the following Lemma 7 and Theorem 8, we get finally:

A p
AV < KM(M S) —Ki(n+0 +1)H) — K (e + 8y + 2)HY — K3 (i + 0 W]

All coefficients of (% —S)P, Hf, Hé’ and W[l’ are negative (it was necessary to demonstrate). Therefore X0 = (%, 0,0,0) is
exponentially p-stable (p > 2).

For, p =2, we say that X° is exponentially stable in mean square. In the Lyapunov sense, X is globally asymptotically
stable. This proves the proof of this theorem. O

Lemma 7. Let p > 2, x,y € Ry and € > 0, chosen sufficiently small:

1-p -
Xy < —gp w oy (P 1E pl)gy",

2% (p-2)¢
x*yP—2 < xP + P,
y D ) y

Proof. The previous inequalities can be demonstrated with the help of the inequalities of Young: for p, ¢ > 0 and % + % =
Lxy<¥+%2 O
Theorem 8 ([27]). Suppose there exists a function V(t,x) € C1-2(R x R") satisfying the following conditions for K; > 0, K, > 0
and p > 0:

V(. 0| < Kilx|,
and

AV (t,x) < —K;|x|P,

where A is the differential operator associated with the stochastic model (16), defined for a function V =V (t,x) € C12(R x R")
by:
8V T 1 T
AV = +f (t, x)— + itr G'(t, x)—G(t X) |.

Then the equilibrium X° of (16) is exponentially p-stable.
When p =2, X0 is exponentially stable in mean square and it is globally asymptotically stable.
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4.2. Stochastic stability of the endemic equilibrium

Proposition 3. The endemic equilibrium point of the stochastic model (24) is equivalent to the endemic equilibrium of determin-
istic model (1).

Proposition 4. If RY > 1, the stochastic model (24) can be centered at its endemic equilibrium X* = (S*, Hj, Hy, W};) by the
change of variables:

Y1 =S-S5 Yoa=H—Hj, Ys=Hy, —Hj, Ya =Wy -W,. (44)
We obtain:
dy (t dw
O _ pie vy + o yenW, (45)
dt dt
where,

Y(t)=(Y(t)) i=1,2,3,4.

—(L+ AV
ALY, — Y

PEy) = Wi —(+o+1)Ys

oY — (L +8p + T2)Ys +00Yy

7Y+ 1Y — (U +060)Yy

G, Gg 0 0 0 0 0 . .

0 & - - - 0 0 0 .
¢EY®) = 3 4 5 6 ;

o 0o 0 & o0 & -G G o

o0 o 0 G 0 G -G -Gy

wherein,

C“zl = 1//,LY], G‘g = 1/)\JI;Y], C‘X = /,LY2, GJS/ = UY2, G}é = 4/ T]Yz, G"7/ =4/ (M +8H)Y3, GJS/ =4/ 72Y3,

Yz =+ T)2Y3 + T}HY4 + (] + 277, + ﬂHJZH)H*
— Y y _ 1
Gg = O'QY4, GlO =4/ [,LY4, and )\H = ,BH Y Y+ Y+ Y, £S5 K.'HT .

Proof. If R} > 1, the deterministic model (1) has a unique endemic equilibrium &* = X* locally asymptotically stable. It
is equivalent to a unique positive endemic equilibrium of the model (24). In this existence condition of X*, we allow in
the model (24) the stochastic perturbations of the variables S, H;, H,, Wy around their values at the positive endemic
equilibrium X* by the change of the variables (44) who gives (45). O

Theorem 9. The stability of the equilibrium X* of the model (24) is equivalent to the stability of the equilibrium Y(0) = 0 € R*
of the model (45). The endemic equilibrium X* of the model (24) is p-stable if (p > 5), and stable in probability. By-counter, X* is
asymptotically unstable.

Proof. It is easy to see that we only need to prove the equilibrium Y(0) of (45) is stable, so that X* is stable. We define the
Lyapunov function V(Y (t)) as follows with p > 5:

VY (£) = ()P + (Y2)P + (Y3)P + (Ya)P. (46)
We then compute,

AT ) = PP (0 )00+ a0+ 1) ()7 + (14 8+ ) ()7 + (1 -+ 00) (V)]
+ 71)(132—% 3) A1 (V2P + 0o (Y5)P ! + 00V, (Y)P ! + 1Yo (Y)P ! + Y3 (Ya) P (47)
and by the It6 formula, we have,
d(eV(Y(t)) = e (V(Y(t)) + AV(Y(t)))dt + pe'F(Y,dW), (48)
wherein,

F(Y, dW) = (Y1)P~ 1 (GLdW; + GLdWs) + (Y2)P" (G} dWs + G4dW; — GLdWs — GLdWe) + (Y3)P~1 (GLdWs
— GdW; — GLdWs + GLdWo) + (Ya)P~ " (GLdWe + GLdWs — GLdWo — GYydWio).

So we have:

Yl<§_s*,Y2<§_H{,Y3<é_H;,Y4<§_w,j. (49)
i w i w
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For N* = min(S*, Hi, Hy, Wyp), it then follows from (46), (48) and (49) that,

p
AT ©) = ;p(/’: —N*) [(k=5)(@1+8) +2(p— (M, +0 +06 + 71 + )k

and
d(e'V(Y(t))) < Me'dt + pe'F(Y, dW);
with M > 0 is a constant defined by:

p
M= (2—&*) [13(1725)(4M+SH)+p(p—1)(AI§+K/3H+0+09+11 +rz)+4}.

Let qo > 0 be sufficiently large for every component of Y (0) = (Y1 0)
%; qo). For each integer q > qo, define the stopping time:

lg= inf{t >0:Y,(6). Ya(0). Y3 (b). Ya(t) ¢ [

Clearly (4 —> 400 almost surely as ¢ —> +o0. It then follows from (51) that:

E[e"V (Y (1))] < V(Y(0)) +M.E[/OT esds],

with
T = min(t, (g.)
Letting ¢ —> +oo then T — ¢ yields:
e'E[V(Y ()] < V(Y(0)) + M(ef — 1).
This implies that,
E[V(Y(£)] < e V(Y(0)) + M.
Note that,
IY(O)P = [(YD? + (Y2)% + (Y3)? + (Ya)?] 2.
and
YP = max (Y1)P, (Y2)P. (Y3)P. (Ya)P.
Then we get,
Y (0)]P < 4577 < 2PV (Y (£)).
So we get finally from (53) and (55):
E[|Y (D)[?] < 27 (e"'V(Y(0)) + M).

Passing to the limit of (56) when t — +o0, we have:

im E[lY(©)]7] = 2°M > 0.

The inequality (56), implies that:

supE[|Y (t)|P] < sup2P (e 'V (Y (0)) + M) = 2°M < o1,
t>0 t=0

with M =V (Y(0)) + M > 0.
For each €; > 0, there is a § > 0 such that:

SupE[|Y(6)|P] < €1 =2PM forallY(0) = yo, |yl < 6.
t=0

(50)

(51)

¥4(0)) lying within the interval

(52)

(53)

(54)

(55)

(56)

(57)

(58)

It is sufficient to take 8 = 2%/V (yo). So according to [28], we have just shown that the equilibrium Y(0) = 0, is p-stable, i.e.

X* is p-stable.

2
Now, for any €, > 0, let r = (52—‘)2, then by Chebychev’s inequality,

P(v (o] = 1) = T EON

(59)
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Hence,

01
supP{|Y (t ry < =— =¢€y;
tz([]) {|()|>}_ﬁ 2

this implies that,
P{sup [Y(t)[ > r} < €
t=0

what gives,

P{sup|Y(t)| =1} > 1—e,
t=0

therefore, so according to [28], the equilibrium Y(0) = O, is stable in probability for the stochastic model (45) , what is
equivalent to say X* is stable in probability for (24). To finish the proof of the theorem, (57) shows that Y(0) is asymptotically
unstable for the model (45), i.e. X* is asymptotically unstable for the model (24).

5. Numerical method and Criteria of convergence

Let’s consider the stochastic model (16) that we write under the following form:

10
dX(t) = f(£.X(0)dt + Y G;dW;(t). (60)
j=1
Let (Yy), . y denote the sequence approximation values for the solution of (16) at time t;, n=0,1...,nr.
The discretionary of the time t € [0, T] is to.t; ..., tn;, such that 0 =ty <ty <--- <ty = T. The time steep size is A; =
tiyg—tieR+foralli=0,1,2,...,n7.
The implicit scheme of #-method applied to stochastic model (16) give:
Yor1 = Yo+ Onf(tner. Yor1) + (= On) f(tn, Ya)) An + 3% Gj(tn, Ya) AW, (61)
wherein Ap = ty;1 — th and AW, = Wj(tnyq1) — Wj(ta),
I represent (d x d) real matrix unit, ®, is a uniformly bounded parameter matrix in R? * 9,
If ®, =0 for all n, then its scheme reduces to the implicit scheme of Euler-method.
Criteria 1 (Numerical convergence criteria on average square). For At sufficiently small, if K constants and y exist on aver-
age the criteria of convergence square of the ®- method is:

OsupTE”X(tn) —Yall? < KAt?, (62)
<tph<

with K = K(T, f,G;,X(0)) > 0 et y > 0 is the global order of this convergence.

Criteria 2 (Stability conditions of numerical method). for An sufficiently small, all numeric method applied to stochastic
model (16) with the data initial Xy = Y (0) = x satisfied to the conditions (63) and (64):

sup E[IX(t)[|* < Brx. (63)
0<t<T

where By , depends of T and x; but doesn’t depend of At:

sup E[IX(¢) = Y (t)||> < (sup E[X(t)|>)CrAt, (64)
0<t<T 0=<t<T

where Cr depends of T; but doesn’t depend of x and At.

We use the Euler-Maruyama method to simulate the models.
This method applied to the stochastic model (16) gives:

Sni1 =Sn+ [A — AuSn — uSu]An + [*/le.n -V AuSnwy n — v Hsnw3,n]\/ Ay,
Hinp1 = Hin + [AgSn — (040 + T)H1 ] An + [V AuSn@an — / H1 W40 — /T1H1,s 0 — /O Hine ny/ A,
Hyni1 = Hap + [0Hip + 00Wh, — (4 + 85 + T2)Hop | Ay + [\ /O Hinws n + /0 OWhn@7.5 — /(14 + 8y)Ha g n—

—/ ToHap@g nly/ A,
Whins1 = Wiy + [T1Hin 4+ T2Hap — (1 + 00) Wi | Ap + [/ T1H1 @5 1 + / T2H2p@o 1 — / (10 + 00)Whp10.0]y/ An,
(65)

where for i=1,2,...,10 and n =1, 2, ..., ny( indication of maximal time), w; , are normally distributed with mean 0 and
variance 1.




9146 Y. Emvudu et al./Applied Mathematical Modelling 40 (2016) 9131-9151

i i
350 T T 350 T
S stochast. - = =S stochastic
300} H, stochast. 300l - - = H, stochastic //:
—_— H2 stochas. - H2 stochastic o
’l
2 250} W,, stochas. , < 250k - - = W,, stochastic e i
p=} p=} d
i) k=] /s
= = G
2 200} 1 g 200} I, o ]
T T hed “’\-h 7
= = / ¢ e NS Pt
- - ' i LR PINY |
L 150F d L 150F ; "..J:/ e
- - ! Pid 4
= 100} ] T oob A ]
5 %) / P4 S~
J ’ V4
’ ’ ’
L i i L v /' /' B 4
50 5014 P JRNROTIEREE S
/ gt e
0 st ; ; 0 et e - =" ; ;
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Time (years) Time (years)

Fig. 2. Trajectory of two stochastic models: (i) for the model (16) and (ii) for model (24) putting in evidence the equivalent evolution of the states of two
systems and the persistence of the infection of HIV/AIDS in presence of the treatment when R is more that 1. S(0) = 20; H; (0) = 2; H»(0) = 2; Wy (0) =
0: A =23; By = 0.35; 7y = 0.08; 7, = 0.02; R = 4, 6609.
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Fig. 3. Trajectories superimposed of the stochastic models (16) and (24) in the purpose of a comparison of two models: showing a negligible difference to
the level of the trajectory of the susceptible when R is more that 1.

6. Numerical simulation

In this section, we use codes matlab [29] to make the numerical simulations for the stochastic model and the model
with stochastic perturbations in order to compare them. Also we make the similar comparison between the deterministic
model and the stochastic model. Finally, we show the global behavior of the stochastic model.

As the stochastic model (24) drifts from the model (16), the trajectories given by the figures (Fig. 2(i) and (ii)) have the
same initial conditions with the same values of parameters , the same pace. While superimposing the trajectories of the
figures (i) and (ii) in the only plan, we obtain the Fig. 3.

Trajectory of the susceptible S, the HIV infected H; (or seropositive), the AIDS class H;, and the infected under treatment
class Wy in the deterministic (15) and stochastic (16) models cases are represented respectively by the figures (a)-(e) (see
Fig. 4). The values of the parameters permitting this simulation gives R = 11.5064. We observe that the trajectories in the
stochastic case are oscillatory, it is not the case for the deterministic model. This oscillation is caused by the random noise
that doesn’t exist in the deterministic model and it shows a random evolution of the different states of the stochastic model.
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Fig. 4. Trajectory of (a): susceptible S, (b): HIV infected H;, (c): AIDS infected H, and (d): Wy individuals under treatment for (15) and (16) models with
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(16) respectively at a time with Rf = 7,6709, By =0.4.7; = 0.04, 7, =0.02, A = 14.
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Fig. 6. The asymptotic behavior of the solutions to the stochastic model (16) around the equilibria with values parameters: (S(0), H; (0), H(0), Wy(0)) =
(100,10,5,1), A =2, By = 0.31, 7y = 0.07, 7, = 0.05, R} = 4.0202. R,s = 0.2512, X* = (24.8075, 12.5005. 5.3596, 57.0644) for (c1) and for (c2), we
have H;(0) =H,(0) =2, A =23, By =0,051 =0,08, 7, = 0.02, Rf = 0.6658.

The Fig. 5 is the schematic plot the mean system (30) without treatment Fig. 5(I) and with treatment Fig. 5(II) while
taking into account the effective reproduction number for to show the effect of treatment.

By the Fig. 6(c1) and (c2) and Fig. 7(c3) and (c4), we present the asymptotic behavior of S, H;, H, and Wy for the
stochastic model (16) and finally, by Fig. 7(c5) for the stochastic model (24).

In spite of the existing treatment in the model (16), Fig. 2(i) shows that the variables of state infective H;, H, and Wy
are increasing. The epidemic of HIV/AIDS is invading if Rf is greater than one. Similar results are obtained with the same
values of parameters for the model (24) in Fig. 2(ii).

Fig. 3 shows that two stochastic models (16) and (24) are approximately the same when R =4, 6609 > 1.

In Fig. 4, for an evolution of short duration (from an initial state at initial time t = 0), the trajectories of the deterministic
model (15) and the stochastic model (16) are approximately the same. But from a time t big enough, there are some spaces
between the deterministic trajectories and the stochastic trajectories (see figures (a)-(e)). These spaces are the results of the
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Fig. 7. The asymptotic behavior of the solutions to the stochastic models (16) and (24) with for ¢3: (S(0),H;(0), H,(0), W4 (0)) = (20,2,1,1), A
3, B =0.09, 71 = 0.06, T, = 0.02, R = 1.4144, R,y = 0.6661, X* = (24.8075, 12.5005, 5.3596, 57.0644) ; for (c4): S(0) =H;(0) =H(0) =Wy (0)=1,A
14, By = 0,05, 71 =0.04, 7, =0.02,R; = 0.9589 and for (c5): (5(0),H;(0),H;(0). Wy(0)) = (20.2,1,1), A =3, B =0.01, 7y = 0.06, 7, = 0.02, R}
0.1572, R,y = 0.6661, X* = (1389.3, —224.7077, —136.6771, —809.5737).

random noise translated by a supplementary term whose trajectory comes to superimpose to the deterministic trajectories.
In these case, we cannot ignore the effect of random noise which force the solutions of the stochastic model to oscillate
strongly around the equilibria.

Schematic plot of the mean system (30) without and with treatment is made while taking into account the effective
reproduction number and the critical number of the susceptible. In Fig. 5(I) the schematic plot of the system is made
without treatment, i.e. Ty = 7, = 0 and it is made with treatment in Fig. 5(I). In these two case, the susceptible number
decreases until a critical number. The HIV infected number grows if R, > 1 and declines if R, < 1. The critical number of
susceptible is hence given by the condition R,; = 1. Value of this critical number increases with the treatment. If there is
not treatment, it is weak (small). So the effective reproduction number R, measures the impact of treatment (see Fig. 5(I)
and (I)).

According to Propositions 1 and 2 or Theorem 9, the random noise, diffusion term of model (16) can force the solutions
S, Hy, H, and Wy to oscillate strongly around the disease free equilibrium &0 = (% 0,0, 0) or around the endemic equilib-
rium X* = (8%, Hy, H;, W};) of deterministic model (15). Fig. 6(c1) shows the asymptotic behavior of these solutions around
&9 = (100, 0,0, 0) or around X* = (24.8075, 12.5005, 5.3596, 57.0644). Fig. 6(c2) shows the asymptotic behavior of infected
individuals H; and H, around €% = (0, 0).
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Similarly, a explanation of what is happening in Fig. 7(c3)-(c5) is given below.

The random noise of model (16) forces these solutions (see Fig. 7(c3) to oscillate strongly around disease free equilibrium
g9 = (150,0,0,0) or around endemic equilibrium point X* = (104.2677, 8.2921, 5.0436, 29.8747).

Fig. 7(c4) shows the asymptotic behavior of the solutions of model (16) around disease free equilibrium £ = (700, 0, 0, 0)
point which is not represented because S, Hy, Hy, Wy are represented in [0, 1] x [0; 20].

In Fig. 7(c5), we have thanks to Theorem 9, the asymptotic behavior of the solutions of model (24) around endemic
equilibrium point X* = (1389.3, —224.7077, —136.6771, —809.5737) which is asymptotically unstable.

7. Discussion

In this paper, we consider a group of stochastic models associated to a deterministic model of the dynamics of the
HIV/AIDS in the presence of treatment antiretroviral (ARV). We use these stochastic models because of the hold on account
in the formulation of the two aspects: deterministic and uncertain. the mathematical analysis of the random equilibria
shows that the global stability of this infection is to determine by the condition on the basic reproduction number R of the
deterministic model. If R < 1, then the states trajectories of the stochastic models are globally asymptotically stable and the
epidemic stretches toward the disease free equilibrium but the epidemic doesn’t disappear because the treatments managed
to the infected individuals prolong the life of these infected individuals and to delay the apparition of the opportunist
diseases. The treated individuals cannot be healed of AIDS. The taking ARV against the HIV/AIDS does not prevent the
transmission, because the virus continues to be present in the infected cells but immune, its contact with a healthy cell, can
redo the viral function after the loss of immunity. The basic reproduction number, indicates the average number of people
each infected person infects in a totally susceptible population. By contrast, the effective reproduction number, indicates the
average number of people each infected person infects, given the current interventions (treatments) in place, and any prior
immunity that reduces the susceptible pool. The effective reproduction number is always less than or equal to the basic
reproduction number and typically declines gradually as a disease spreads through the population and collective immunity
increases. For our stochastic models, the number of HIV infective grows if the effective reproduction number R, is greater
than one and declines if it is less than one. Schematically, this is given in Fig. 5(I) without treatment and (II) with treatment.
The critical number of susceptible is given by the condition R, = 1. This critical number has a value almost zero without
treatment but it becomes big when the treatment rate is too big. If R, > 1, then the epidemic persists and can take probably
a stable regimen. In this situation of pandemic, some states trajectories of the stochastic models can pass the doorstep
of treatment offered by the medical service if other adequate measures are not taken. For example, it is the case when
the trajectory of the infected individuals H; class under treatment increases more than the one of the susceptible S. See
the Fig. 4(e) when to the departure no one of H; or H, is under ARV treatment i.e. Wy(0) = 0. The initial state of this
dynamics of the transmission of the HIV/AIDS with treatment influences the behavior of the disease. Therefore we need
other strategies of control of the disease using ARV treatment.

8. Conclusion

In this paper, we formulated two group stochastic models (16) and (24) associated to the deterministic model (1) of the
infection of the HIV/AIDS in the presence of the treatment in the ARV therapy. By introducing additional terms in the ran-
dom noise of model (16), we find a new stochastic model (24) which are approximately the same when R} = 4, 6609 > 1
(see Fig. 3). The mathematical analysis shows that the stochastic model (16) as well as model (24) admit a point of random
disease free equilibrium and a point of random endemic equilibrium. The disease free equilibrium of (16) is exponentially
p-stable for (p > 2), and asymptotically globally stable if Rj < 1. If Ry > 1 the endemic equilibrium of (24) is p-stable for
p > 5, stable in probability and asymptotically unstable. We observe that, by numerical stimulation, the trajectories in the
stochastic case are oscillating, it is not the case for the deterministic model. For an evolution of short duration (from an
initial state at initial time t = 0), the trajectories of the deterministic model and the stochastic model seem to have the
same pace. But from a time t big enough, there are some spaces between the deterministic trajectories and the stochastic
trajectories (see Fig. 4). These spaces are the results of the random noise translated by a supplementary term whose tra-
jectory comes to superimpose to the deterministic trajectories. In these case, we cannot ignore the effect of random noise
which force the solutions of the stochastic model to oscillate strongly around the equilibria. The treated individuals cannot
be healed of AIDS. The taking ARV against the HIV/AIDS doesn’t prevent the transmission, because the virus continues to
be present in the infected cells but immune, its contact with a healthy cell, can redo the viral function after the loss of
immunity. The basic reproduction number, indicates the average number of people each infected person infects in a to-
tally susceptible population. By contrast, the effective reproduction number, indicates the average number of people each
infected person infects, given the current interventions (ARV treatments) in place, and any prior immunity that reduces the
susceptible pool. The effective reproduction number is always less than or equal to the basic reproduction number and typi-
cally declines gradually as a disease spreads through the population and collective immunity increases. The epidemic of the
HIV/AIDS is persistent in the host population if effective reproduction number R, is greater than one and declines if it is
less than one. So the effective reproduction number R, measures the impact of treatment (see Fig. 5(I) and (II)). Therefore
the stochastic models are appropriated to describe the dynamics of this infection precisely.
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or disturbance of the data parameters passed by the system from one stable state
to an unstable state. This state of stability or instability is governed by the basic
reproduction number. Furthermore we show that in the absence of treatment of
infected individuals with HIV/AIDS, the model admits a free disease equilibrium
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treating HIV/AIDS to infected individuals.

AMS Subject Classification: 34A34, 34D23, 92D30
Key Words: nonlinear dynamical systems, epidemiological models, HIV/AIDS
model, stability

Received: March 1, 2012 © 2012 Academic Publications, Ltd.

§C0rrespondence author



International Electronic Journal of Pure and Applied Mathematics — IEJPAM, Volume 4, No. 4 (2012)

298 Y. Emvudu, B. Danhree

1. Introduction

As the process by which a problem or phenomenon in the real world is described,
interpreted and represented in terms of abstract symbols or models, modeling is
applied for a long time in the fight against infectious diseases. The first modeling
work in epidemiology was conducted in 1760 by Daniel Bernoulli [6] to evaluate
the effectiveness of variolation: decrease mortality due to smallpox and gain in life
expectancy. Since 1927 Kermak Mckendrik played a central role in the mathematical
theory of epidemics [7]. Modeling consist of constructing numerically simulable
models of real natural phenomena, a priori evaluation of strategies for intervention
or control.

In order to properly model a phenomenon as the dynamics of HIV/AIDS, we
have two major requirements: The need to integrate clinical medicine and biology in
the modeling of epidemics on an other hand and the triple expertise: mathematical
statistical and other information.

How mathematics can be used, for example, to get the reality of the dynamics of
infection with a disease like AIDS to adopt a strategy of optimal control treatment
or effective?

A model is only an approximation of reality and it is conceivable that several
mathematical functions are likely to approach this reality. This is the question that
we must provide solutions and show that taking ARV drugs by HIV infected/AIDS
reduced the progression of this disease and we can achieve long-term zero new infec-
tions of AIDS. To do this we consider type of compartmental model, ie a model where
the population is divided into four epidemiological classes may consist of healthy,
HIV infected, AIDS patients and finally recovered after treatment.

We note that this model with four compartments was studied by Oluwaseun
Sharom, N. Chandra Podder and Abba B. Gumel and B. Song (2007-2008) [1].
Our contribution will be to determine explicitly the dynamics of this infection and
treatment strategy to achieve zero new infections.

In the model formulation, we will define the various flows of the transmission
diffusion see of epidemiological behavior of individuals from one compartment to
another compartment of our model. Our model will highlight the changes in numbers
over time in each compartment. The time step is year.

Once the mathematical study of our model is made, we will be able with the
help of numerical simulation to give the different states which follow and we easily s
that the scale of a population’s behavior or changes in healthy individuals, individ-
uals undergoing primary infection or co-infection, in asymptomatic individuals and
individuals suffering from this disease of the millennium: AIDS.

We then need to be able to design rules or a system of optimal control system
which can lead to a desired state dynamics.



International Electronic Journal of Pure and Applied Mathematics — IEJPAM, Volume 4, No. 4 (2012)

MATHEMATICAL ANALYSIS OF... 299

2. The Model

2.1. Description of the State Variables and Parameters of the Model

Variables Descriptions
S (t) Class of healthy individuals who may contract HIV
Hy (t) class of individuals with HIV
H, (t) class of people sick with AIDS only
Wi (t) Class of recovered after ARV-therapy
of the HIV/AIDS H; and H,
parameters Description
A recruitment rates of healthy
1 Natural mortality rate
o The progression rate of HIV-infection
to AIDS stage
Co multiplier of co-infection
0 multiplier factor of up
Of infection to the AIDS stage because of resistances
B Forces of HIV infection,
On mortality due to HIV/AIDS
m M2 NH NDs N numbers
T, T The recovery rate of infectious individuals
with HIV and AIDS Respectively

Table 1: Description of the variables and parameters of model

2.2. Diagram and Model

The diagram below allows to obtain model (1) of the dynamics of HIV/AIDS with
treatment:

S=A—AyS—puS

Hl =AgS — (/L+U+Tl)H1

HQ =ocH|+c0Wy — (M+5H +T2)H2
Wy =1 Hy +10Hy — (u+ 00)Wg

Where

Hy +moHy +ngWy
N

g = Br with N=S+Hy+ Hy+ Wy
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Figure 1: Compartmental diagram of HIV/AIDS infection with treatment

2.3. Basic Properties of the Model
2.3.1. Positivity of Solutions

Lemma 1. The solutions of system (1) with initial conditions are non-negative
for the duration of the epidemic.

Proof. For the model to be epidemiologically plausible, it is necessary to prove
that the solutions of system (1) with positive initial conditions, will remain positive
at all times to come.

Let’s us assume that S(0) > 0, H1(0) > 0, H2(0) > 0, Wg(0) > 0, and show
that V¢t > 0, S(t) > 0, Hi(t) > 0, Ha(t) > 0, Wi (t) > 0. Whether ¢ty = sup{t >
0:5(t) >0, Hi(t) > 0, Hy(t) > 0, Wg(t) > 0}. The first equation of system (1)
provides:

S=A—-AyS—puS (2)

%[S(t)exp{utJr/O A (T)dT}] ZAexputJr/O A (T)dT

Passing to the integral of 0 from ¢y, we have:

to to T
S(to)exp{,uto—i-/o Mg (7)dr} — S(0) 2/0 (Aexpuac—i—/o A (T)dT)dx

to
S(to) = S(0) exp{—(uto +/O (A (7))dr} + exp{—(uto

to to z
+/0 )\HT)dT})(/O Aexp(ua:—i—/o (Mg (7)dT)dx).

Thus we get that S(tp) > 0. That means that S(¢) > 0. Similarly, one can show that
Hi(t) >0, Ha(t) > 0, Wg(t) > 0. It is concluded that the system admits positive
solutions when all the constant parameters and variables are non-negative. O
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2.3.2. Positive Invariance of the Bounded Domain of Solutions

Lemma 2. Fach of the solutions of system (1) is bounded, and for all ¢ > 0
the subset w. of the positive region of R% defined by:

A
Q- = {(S,Hy,Ho, W) €R} : N < ;+a}

is a positively invariant region for system (1).

Proof. The total population of N(t) at time t is given by:
N(t) = 5(t) + Hi(t) + Ha(t) + Wa(t) et N(t)=A—puN(t)—duHa(t)

then it follows that:  N(t) <A —puN(t).  Setting M(t) = A — uN(t)
We then obtain its derivative M (t) = —uN(t) > —pM (t) whether

M(t) > —pM(t) = M(t) > M(0)e "

as M(t) = A — uN(t) and M(0) = A — puN(0)
Then obtained for all € > 0:

N(t) < =+ N(0)e ™ +¢

==

Letting t — 400 we therefore obtain
A
N(t)< —+¢
I

Hence each solution of the system is bounded by: % + N(0)e™ +e.

We now show that (2. is a positively invariant region. Indeed, let h on a specific
application ]Ri to R what more = (S, Hy, Ha, Wy) combines h(x) = S + H; +
Hy + Wy his a differentiable and its gradient is given by:

Vh=(1,1,1,1) Vo €R%
more YV € h’l(% + ¢), the scalar product
< d(x),V(h(x)) >= S + Hl + HQ + WH with d(x) = (S,Hl,Hz, WH)

whether .
<d(z),V(h(z)) >=N=A—puN —dgHo

But Va € h’l(% +¢e), N = % + £ so for £ > 0, we have

A .
V oxe hil(; +¢e), <d(z),V(h(z)) >=N=—pe—3dgHy <0
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By the theorem of hence, it is concluded that:
4 A
QE = {(S,Hl,HQ,WH) (S R+ N < ; +€}

is positively invariant for system (1) O

3. Mathematical Analysis of the Model

3.1. Local Stability of Equilibrium Without HIV and Basic
Reproduction Rate

Proposition 3. System (1) has a unique disease-free equilibrium (DFE): el'™ =
(%, 0,0,0) and its basic reproduction rate R} is

RE™ =
Br{(p+ )+ 08) + om[(u + 00) + 071) + nul(p + 0m + 72)71 + oTo] + e}
hi(hohs — 0615) '

3)

with
hi(hohs — 0012) = (u+ o+ 7)[(1 + 6m) (1 + 00) + pm]

Proof. Applying the method of Van den Driessche and Watmough for calculating
the basic reproduction rate R™ of model (1), we have:

0 AuS+pS —A
A S (u+o+7)H;
= d =
7 0 and, v (u+5H+TQ)H2—UH1—09WH
0 (n+ o)Wy — 11 Hy — 1oHo
B m2Bu nuBu pto+m 0 0
F=1 0 0 0 and, V= —0 w+og+71  —ob
0 0 0 -7 —Ty w4+ ob

Setting:
hy=p+o+T1, ho=pu+d0yg +m, and hy =p+ o6
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! 0 0
(hs - 6m) h 0
-1 o(hs + 011 3 o
SO’ Vo= hl h2h3 — 0'97'2) h2h3 — 0'97'2 h2h3 — 0'97'2 and
2T] + 0Ty T2 ho
h1 (h2h3 — 0‘97’2) h2h3 — 0‘97’2 h2h3 - 0‘97‘2
BuG Ba (hsnz + monm) - B (o0nz + honm)
Ia —1 hl(hghg — 0'07'2) h2h3 — 0’97’2 h2h3 — 0'07'2
V =
0 0 0
0 0 0
Here

G = ona(hg + 071) + n (019 + hati) + hohs — 001y
= (u+0m)(p+00) + omal(p+ 00) + 0n1] + (1 + 61 + 72)71 + 0T2] + 72
BuG
hl (h2h3 - 0'97'2).
So the basic reproduction rate RY™ of the sub-model (2.18) of the dynamics of
HIV/AIDS-only in the presence of treatment is:

The cigenvalues of FV ! are: Ry = Ry =0 and R3 =

RI™ =
Br{(p+0m) (1 +08) + ona[(p + 00) + 071) + nu[(p + 0y + 72)71 + oT2] + pT2}
hl (h2h3 — 0'97'2) ’

with
hi(hohg — o1 = (n+ o+ 71)[(p + 0m) (1 + 08) + p7s)
O

Remark 4. We can see that:

When the rate 7, of HIV treatment in non-advanced (in other words, the treat-
ment in the class (H;) tends to infinity then the basic reproduction rate R of
the model (1) of the dynamics of HIV/AIDS in the presence of treatment tends to
Bu 200 + nu (1 + 6 + 72)]

(1 +0m)(n+ 00) + pr

positive values.

. mr _ Brlneod + nu(p + 65 + 7))
lim Ry™ =
TI—00 (1 +0m)(n+ 0b) + pr
Similarly, when the rate 7 of AIDS treatment (that is to say the treatment in the
class (Hz)) tends to infinity then the basic reproduction rate RJ™ of the model (1) of
Brlp+nu(o +11)]
p(p+o+ 1)

>0

the dynamics of HIV/AIDS in the presence of treatment tends to
with positive values.

lm RHT = Bulp+nu(o + 1))

>0
m—00 ulp+o+m)
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Proposition 5. The disease-free equilibrium (DFE) of model (1) of the dy-
namics of HIV/AIDS in the presence of treatment is locally asymptotically stable if
RéIT < 1 and unstable if Rg” >1

Proof. At the disease-free equilibrium (DFE) /™ = (%,0,0,0)7 the Jacobian
matrix of system (1) is given by:

—p —Bu —n28H —nHBH
Hry 0 fu—(n+o+m) 200 NHBH
J(eg ") = 0 o —(u+ 6y + 1) of (4)
0 a1 Ty —(p+ o)

The characteristic polynomial of J(efI™) is P(x) = (x + p)(x® + aax? + a1x + ao)
where the coefficients as, ay and ag are defined by:

ars=3u+o+dég+m1+710+00— Py
a; = 32 + 2uo + 2udy + 2uT 4 2uto + 200 4+ 020 + 00y + 001 + oo
+ 00y + 716 + T2 — 200+ 0 + T2 + 00 + ona + Tinu|Bu
ap = (u+ o +71) (1 +0m)( + o) + pra] — B {(p + 0m) (1 + o)
+oml(p+00) +071) + nul(p +0m + 72)T1 + 0T2] + p72}
5
If RI™>1 then ag < 0, because the expression of ag depending on that of R%Iz

' a0 = (1= RETY(u+ o + 1) (1 + 81) (u + 09) + i)

With  (p+o0+7)[(p+0m)(p+06)+ um] >0

According to Descartes’s rule of signs, the polynomial x3 +asx?+ a1 x +ap admits at
least one root with positive real part and therefore we conclude that 551 ™ is unstable
if RY™ > 1.

If R({{T < 1 then ag > 0 and otherwise we have: as > 0, in fact,

ay=3u+o0+0y+7+712+00— B
(b4 0+ 1)+ 0u)(p + 00) + ]

RI"<1=ay>0 = —fBug>-

G
oty >3t o4Oy T4t 0B — (u+a+n)[(u+gH)(u+09)+mz]
Buto+0g+71+72+00)G— (1t 0+ 7)1+ u)(p+ 00) + pro

= a9 > .
2 G

By replacing G by its expression, we have:

Bu+o+dég+mi+m+od)up+o8)+du(p+06)+ ona(n+ ob)
(1 +0m)(n+ 00) + ompl(p+00) + 071] +nu((p + 0n + 72)71 + 0T2] + pe

= as >
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T+ 0 4 T2) + omeng 4 00nemi] — plp(p + 00) 4 5 (p + 00) + o]
(p+0m)(p+00) +om((un+o0) +60,m] +nul(p+ 0 + 12)71 + 0m2] + 1o
—olp(p+ 0by) + 6u(p + 00) + pra] — Ti[p(p + 00) + 0u (1 + 08) + p7o
(1 +0m)(p+00) + onp(p+ 00) + 011] + nu[(p + 0m + 72)71 + oT2] + 72

Either we have after simplification:

u+ 71+ 00)[(1+ 00)(u+ 0 + on2) +numi(p+ 0g + 72) + ori(ng + 120)]
(4 0m) (1 +00) + ona[(+ 00) + 071] + e [(1+ 0 + 72)T1 + oT] + pmo

ag >

. (o +7)[pra(ng — 1) + one(p + 00) + numi(p + 0g + 7))

(1 +0m)(p+00) + on(p+ 00) + 011] + nu[(p + 0m + 72)71 + oT2] + 72
po(p+o0)(n2 — 1) + o0nari(p+ o + 11) +onpgre(20 + 11)
(u+6m) (1 +00) + oma[(u+ 00) + 07 + (1 + 0 + 7)1 + oTa] + pte

= a9 >0

>0

The conditions of stability: ag > 0 ay > 0 et ajas — ag > 0 the Routh-Hurwitz

criterion in the case of a polynomial of degree 3 are satisfied. then 5617 is locally

asymptotically stable if RE™ < 1 O

3.2. Global Stability of the Equilibrium without HIV/AIDS of Model
(1)

Lemma 6. The disease-free equilibrium (DFE) ™ of model (1) is globally
asymptotically stable when Rg” < 1 and unstable if Rg” >1

Proof. To apply the theorem of Castillo-Chavez (2002), we set:

X =F(X,Y) ©)
Y =G(X,Y), G(X,00=0
Where
X=SecRy ,Y = (H,Hy,,Wy) €RE
and

A
el = (X*,0,0,0) with X* = —
o

AgS — (M+U+71)H1
F(X, Y):(A —\gS — uS) and G(X,Y)=|cHi+c0Wy — (n+ g + m2)Hs
T Hy + moHy — (M+09)WH
As a result we have: F(X,0)=(A— uS).

Check if the conditions € and Cy are satisfied:
o(C1):F(X*Y) = F(X*0),
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o(C5):G(X,Y) = AY — G(X,Y), where

Bu —(n+o+m) n2Bu NHBH
A= o —(pu+ g+ 12) of ,
T T2 —(u+o0)

BaH1 — AgS +mBaH + nuBaWr
G(X,Y) = 0
0

By factoring the components of the column matrix é(X ,Y), we have

R Br(Hy + neHy + ngWa)(1— )
G(X,Y) = 0
0
Setting
N S . N
G1(X,Y) = B (Hy +nm2Hy + ngWgy)(1 — N)v G2(X,Y)=0 et G3(X,Y)=0

It follows that G(X,Y) > 0 for (X,Y) € Q"
Thus the conditions (C1) et (Cy) are satisfied. Hence the disease-free equilibrium
in the presence of treatment is globally asymptotically stable. a

3.3. Existence of Endemic Equilibrium

Proposition 7. The endemic equilibrium of model (1) of the HIV/AIDS dy-
namic’s in the presence of treatment is €3, = (S*, HY, Hy, W};) so that:

. A
T
H} =

ANy
L+ X))+ o +7)

HE = AN (11 + o0 + 071) (7)
2 (M) (o 1)+ 0w (4 08) + pr2))

W — ANy [(p+0m + 7)1 + o7
T (4 X))+ 0+ 1) [+ 0m) (1 + 0) + pr)
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Proof. A point €%, = (S*, Hf, H3,W};) of QX" is an endemic equilibrium solu-
tion if and only if the system:

A= XS —puS*=0

N S*—(p+o+m)Hf =0

oH{ +00W}; — (p+ g +m)H; =0
T H} + 7 HE — (1 + o)W}, =0

Where:
HY H3 Wi
Ny = o IR g Nt H B W (0)
The first equation of system (8) gives:
. A
Y

Consider the second equation of (8) and substituting S* by its expression, we obtain
H7 given by:
AN},

Hf =
! (w+ X)) (4o +m11)

Substituting H by its expression above in the third and fourth equation of system
(8), we find the following system of two equations:

oA}
oWy — 0 H; =0
i Xt oy W e O ) o

TIANy * *
+1mH; — (p+0)Wg =0
W+ X)) to+m) 22 (h+00)Wi

Solving (10), allows us to obtain H3 and W}; defined by:

. oAN; (p+ 06+ 011)
2T (ANt o+ 1)+ 0m) (1 + 08) + pra))
. AN (40 + m2)71 + o]

WH -

(L + X)) (et o +7)[(+ 0m)(p + 00) + po]
Hence the results.

Whether €}, = (5%, H{, H3,W};) considered as endemic equilibrium point of
system (1). Injection of expressions S*, Hy, Hj et Wj; in that of A}, of the
equation (9) allows us to obtain a quadratic equation in A}, below:

)\fq(bg)\*H + bl) =0 (11)



International Electronic Journal of Pure and Applied Mathematics — IEJPAM, Volume 4, No. 4 (2012)

308 Y. Emvudu, B. Danhree

Where:

by =(p+o0)(n+o+dg)+m(p+dg+0b)+m(p+o+m),
b = —Bul(p+0m) (1 + 00:) + onau + (0 + 71)0)] (12)
+nuTi(p+ 0mTe) + T2k + onm)).

It is obvious that by < 0 and by > 0 then according to the Descartes’s rule of
signs, equation (11) has a unique solution to this positive real part and parked the
existence of this endemic equilibrium of the system.

Consider the second degree equation (11) verified by A}, with coefficients as
ba, by and by defined by the system (12) with by = 0.

It was always by > 0. and since by < 0 and by = 0, then equation (11) has a
solution with zero real part and a solution to the positive real part . The solution
to zero real part is associated with disease-free equilibrium ™ of (1) and the other
solution to the endemic equilibrium & g». O

3.4. Analysis of the Bifurcation

For this analysis of bifurcation, we use the theorem of Castillo-Chavez and Song
(2004):

Setting: S =1, Hy =9, Hy=uwx3 et W} = x4 and taking into account the
H +noHy + W

, we have

N=z1+ro+w3+m4, X= (901,$27$3,$4)T7 and % = (91,92,93, 94)

Model (1) becomes as follows:

expression of the parameter A\ = By

. » T1T2 + M2T3T1 + NHT4T]

1 = g1=A-p5% — Ty
xr1 + a2+ 23+ x4

122 + 122321 + NHT4TL

L _ o -
Ty = g2 =Py Z1 - 23 1 %3 + 74 (1 + 0+ 71w (13)
&3 = g3 =o0xs+ 00y — (u+ 0+ m)x3
iy = gs=mr2+ 12w3 — (L +00)7y

The Jacobian matrix in ef/™ of system (13) is the same as (1) J(gl") given by

equation (4) . It also provides the same basic reproduction rate Rg” as given by

equation (3).
If we assume B3 = By where 3}; is a parameter of the bifurcation, its determi-
nation by resolution of Réq T =1 gives:

(p+o+ 1)1+ 6m) (1 + a) + pr]
(w+0m)(pu+ 00 +npri) + one(pw + o0 + 071) + e (p + 11)

B = Pu = (14)

The coefficient of the bifurcation 83 can also be deduced from the Jacobian matrix
of the linearized system of the model (1) around the equilibrium DFE /7. The
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Jacobian matrix J( varepsiloni! %) see (4) of the system (1) linearized around

disease free equilibrium

¥ =zprp =il = (%,0,0,0) when 8}, = By is given by:
—H =B =28y —nu By
w_| 0 By—(p+to+m) 128y nH By
J(@") = 0 o —(u+ g + 1) b (15)
0 sl T —(p+ o)

It admits at least one simple eigenvalue with positive real part. This allows us
then to use the technique of Castillo-Chavez and Song which the theorem is stated
in the basic mathematical concepts. We have now to show that assertion A; of this
theorem is true.

To verify the assertion As Castillo-Chavez and Song theorem, we denote by
u = (u1,us,u3,ug)’ the right eigenvector of the Jacobian matrix (15) associated
with the eigenvalue zero. So we get:

—p —Bir -8By —nu B uy
0 fy—(+o+m) 285 nupPiy U
0 o —(p+ g + 12) o us
0 1 T —(p + o0) Uy

o O O o

Solving this matrix equation (16) gives:
_ Bu
up = —7(u2 + mous + NEua),

_ Bir
(p+o+1)— By

g — Ti(p+ g +710) + argu
o+ o0+ 0m) &

U2 (nou3 + npus), uz=ug >0,

The left eigenvector of the Jacobian matrix (15) associated with the zero eigenvalue
when 8}; = By is v = (v1,v2,v3,v4)7 so that:

—H —Bh —m2B% =B

0 By—(w+o+m) 2851 nu By
(vr v vg00) 0 o —(p+ 0y + 1) o1

0 Tl T2 —(u+ o)
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=(0 00 0).
The matrix equation (17) gives the following resolution:

1
(n+o+m1)— By

v1 =0, vo= (ov3 + Tivg), w3 = 3,

(2 (BEmave + 0bvs), w3 >0

B w4 ot
The calculations of the bifurcation coefficients a and b of the linearized system of (1)
around equilibrium are based on the non-zero partial derivatives of ¢;, i = 1,2, 3, 4.
below the disease-free equilibrium x*

Pgp =285 Pga  2mBrp Pga  2nubpp

o3 A oz AT 927 A ’
09 —(L+m)Byn %2 —(L+nm)Byn
(9.1’231‘3 A ’ 8$281‘4 A ’
%9y —(m2+nubin
(91‘33:E4 A
Using the above results in the expression of a in Castillo-Chavez and Song theorem,
we obtain:
_ 2Py 2 2 2
a=——=0y [u3 + mous + nru; + (1 4+ n2)ugus + (1 + i )ugug + (2 + N )usi]
_ 2pBy
=-— va[ua(ug + uz + ua) + (M2us + noua)(uz + uz + ug)]
After factorization, we finally get:
241/3%
a= — MAH’UQ(UQ + usz + ’LL4)(’LL2 + nausz + 7]H’LL4) (17)

It follows that: a < 0
To determine b, the expression of which is defined in the same theorem, we will
use now the non-zero partial derivative below the g; 1 = 1,2,3,4. relatively at

By = Bu -
9?90 9%go 9%go

02085, 0 01308 0 omopy M
It follows that:
b = va(ug + maus + nuus) >0

The signs of the bifurcation coefficients a and b: a < 0 and b > 0 can be concluded
in the light of Theorem Castillo-Chavez (2004) (iv) that the system (1) undergoes
a bifurcation when Réﬁ = 1. So the study of bifurcation allows us to state the
following result:
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Proposition 8. The model (2.18) of the transmission dynamics of HIV /AIDS-
only in the presence of treatment, undergoes a bifurcation when the basic reproduc-
tion rate RSIT = 1. Which implies the existence of the unique endemic equilibrium
locally asymptotically stable for R = 1.

4. Numerical Simulations

For numerical simulations, we use the estimated parameters as Numerical simulation,

‘ Parameters | values | references |
A 50 000 1]
[ 0.02 1]
o 1/33 1]
C2 1 [1]
0 0.001 1]
Bu Variable [1]
o 0.01 1]
Moy ng | 1.2 0.001 1]
T, T2 Variables 1]

Table 2: Numerical values of model parameters

according to the treatment, the basic reproduction rate R™ of the dynamics of
HIV/AIDS is given below.
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Curve of Rg‘ depending to T and BH=0.56
Curve de R:‘ depending to 4 and T,
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Figure 2: Curves of R{!™ depending to 71(a) and depending to 71 and 75 (b)

,(c): Contour(RA™, 71, 7) and (d): Level curve of RY™ = (11, 72) = C for
C =0.56;1 and 4

We can observe on figures follow the trajectory and the successive trajectory of
individuals of the dynamics HIV/AIDS-only model with treatment.
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Figure 3: Simulation of the dynamics HIV/AIDS-only model with treat-
ment. Trajectory of individuals for gz = 0.16 ; 7 = 0.008 and 75 = 0.005
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All these regrouped trajectories give two figures follow for the system of the
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Figure 3: Continuation: Simulation of the dynamics HIV/AIDS-only model
with treatment. Trajectory of individuals for Sy = 0.16 ; 7 = 0.008 and
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Figure 5: Simulation of the dynamics HIV/AIDS-only model with treat-
ment.

(a): ﬁH = 0.16, T1L = T2 = 0) y (b) 51{ = 0.16, T = T2 = 0.008
(¢): By =0.16, 1 =0/008 and 72 =0 (d): By =0.16, 71 = 072 = 0.008

We observe changes of trajectories of the model of HIV/AIDS when one does
the variation of values of treatment rates.

Simulations of the HIV/AIDS model with treatment of HIV-positive only (indi-
viduals (H7)) without treating AIDS patients is to say, those of compartment (Hs)),
give the curves (A), (B) and (C) below which show that for (7o = 0) and Sz = 0,10
estimated, the change in treatment rate (71 from 0.01 to 0.08 is effectively reduce the
number of infected with HIV/AIDS. By cons, if we take into account in the model
(1), the treatment of AIDS only (r;1 = 0), then for the same value of Sy = 0.01,
the curves (D) (E) and (F) below show that an significant increase of (72) from 0.01
more than 0.08 to reduce the number of infected.
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At the end of the numerical simulations of the dynamics of HIV/AIDS, we can
say that a good strategy for treatment of infected HIV/AIDS requires support in
advance of HIV: HIV-infected do not show and symptomatic signs of AIDS patients.

5. Conclusion

We have just made a detailed mathematical analysis of a model that describes the
dynamics of infection HIV/AIDS. After having given basic properties of the model,
the set limited of solutions and the initial conditions, we studied the dynamics of
infection HIV/AIDS by means of some necessary mathematical tools and setting as
Matlab, Maple. This model of the co- infection drifts a model very known model
of co -infection tuberculosis - HIV/AIDS in presence of the treatment and already
studied in article [1] of Gumel. We showed that it admits a equilibrium point, its
basic reproduction rate that governs the stability of this equilibrium, is determined.
While testing this model, with the realistic data, numerically one notes the impact
of this infection on the propagation of HIV/AIDS creating a massive susceptible
individual flux thus toward compartments of the tainted. The objective being to
reduce mortality owed to bath illnesses in accordance with the national and inter-
national plan of struggles, we can make recourse to a means of control to know
strategies of treatments of the illnesses to reduce the weight of this infection and to
win in life expectancy of our populations. It is for that to make that we used in this
paper, a model of infection in presence of the treatment that gives a good strategy
of the treatment that consists in taking therapeutic in charge not only the tainted
of HIV/AIDS, but also to found a control optima of treatment.
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