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scientifique de certains termes
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ABSTRACT



xi

The Hindmarsh-Rose neuronal model is one of the best mathematical replicator of natural
Bursting-Spiking natural cell behavior. This model is divided in two subsystems with different
scale time. In this thesis, we analyse the single and collective dynamics of Hindmarsh-Rose neural
models including the contribution of many external factors and internal parameters. The adap-
tation variable is exalted as a parameter which can drive the neuronal model in a chaotic regime.
Since then, there is not only the applied current or the scaling parameter which has the capacity
to drive the Hindmarsh-Rose neuron in to unpredictable behaviors. The dynamical study of the
Hindmarsh-Rose neuronal model is therefore investigated according to those three bifurcation
parameters. By including a regulated noise, we are able to analyse the dynamical behavior of an
isolated neuronal model (deterministic study) or a neuronal model belonging to an environment
(stochastic study). The effective current method allows us to show how a strong applied current
brings more perturbations to the neuronal behavior, while the adaptation variables contribute
to reset a periodical behavior, calling the development of stochastic coherence effects. The indi-
vidual dynamics analysed, some helpful information will be used to study the synchronization
process within several networks of Hindmarsh-Rose units. The networks are under two different
topologies, including some other factor than the coupling strength itself only. Indeed, the factors
like the neuronal non-identity, the coupling type, the noise coming from disparate ionic flows or
the disorder coming from the non-identity are keys elements to consider imperatively in order to
simulate in a realistic way the neuronal network. Along our work, we set a gradual approach by
firstly analysing the synchronisation process in a network of Hindmarsh-Rose identical models.
The Master Stability function and other numerical methods used to study the synchronization
process for the nearest-neighbors and global topologies, allowed us to come out the basic ef-
fect of the coupling coefficient which is to insure the complete coordination of the dynamical
units after a threshold. Secondly, we introduce the non-identity in the network and then, the
synchronization process is undertaken through the phase synchronisation using the Kuramoto
order parameter. Here once more, the coupling coefficient keeps its basic influence. Whether it
is for the network of identical or non-identical models, the global topology brings better results
than the nearest-neighbors topology in terms of synchronization domains and threshold values
of the coupling parameter. The phase transition seems to be from the second order. Thirdly, we
introduce the disorder in a generalized way only including the statical form in the network and
then observe that, the disorder systematically destroys the coordination between the oscillators
for the nearest-neighbors coupling. However, the global coupling scheme, with its high connection
number, make the network strong as it can efficiently acts against the wrecking disorder’s effect.
Fourthly, we introduce the noise and then, its impact demonstrates a stochastic network cohe-
rence where the synchronization arises for weak coupling strengths. For this new added influence,
combined to the disorder, some phenomena of de-synchronization and alteration of individual
dynamics are recorded. The final step of our investigation is to apply the results previously ob-
tained to a determinist electronic network by considering the effects of the non-identical coupling
in both synchronous and asynchronous network states.

Keywords : Neuron, Neuronal networks, Hindmarsh-Rose, Synchronisation.



RESUME



Le modele neuronal de Hindmarsh-Rose, qui est un des modele reproduisant de facon sa-
tisfaisante le comportement Bursting-Spiking naturel du neurone biologique possede deux sous-
systemes a échelle de temps différents. Dans cette thése nous analysons la dynamique individuelle
et collective des modeles de Hindmardh-Rose en tenant compte de I'influemce d’une grande variété
de parametres et d’influences externes, mais aussi des parametres fonctionnels du modele. La va-
riable gouvernant ’adaptation est mise en relief dans cette theése comme étant un parametre tout
a fait capable d’induire le chaos dans le fonctionnement du neurone. Désormais, il n’y a plus
que le courant appliqué au neurone et le parametre d’échelle qui sont considérés comme dotés
d’une sensibilité particuliere. En incluant I'influence d’un bruit régulé, nous pouvons ainsi ana-
lyser le comportement dynamique d’un neurone isolé (étude déterministe), ou faisant parti d’un
environnement (étude stochastique). A travers la méthode du courant effectif, il apparait que le
courant appliqué croissant est source de disfonctionnements alors que les variables d’adaptation
amenent le neurone a développer des effets de cohérence stochastique. La dynamique individuelle
étant analysée, les informations utiles en découlant sont utilisées pour étudier le processus de
synchronisation au sein des réseaux de neurones de Hindmarsh-Rose sous deux configurations
différentes en tenant compte d’autres facteurs que la force de couplage uniquement. En effet, les
facteurs comme la non identité des neurones, le type de couplage, le bruit provenant des flux
ioniques disparates, ou encore le désordre probant provenant de la non identité neuronale sont
des éléments clés dont il faudrait impérativement tenir compte afin de simuler de fagon plus
réaliste le réseau neuronal. Partant d’un réseau de modeles identiques de Hindmarsh-Rose, nous
étudions le processus de synchronisation par des méthodes mathématiques et numériques suivant
la configuration du couplage des proches voisins et globale. Cette premiere étude permet de res-
sortir l'effet basique du couplage qui est de synchroniser apres un seuil quantifiable, le réseau
entier. Dans ce premier cas, la synchronisation étudiée est complete. Ensuite, la non identité est
introduite dans le réseau neuronal et le processus de synchronisation est étudié sous I'angle de la
synchronisation des phases associées a chacun des oscillateurs de Hindmarsh-Rose, par le biais
du parametre d’ordre complexe de Kuramoto. Ici encore, le couplage conserve son effet primaire.
Que ce soit pour le réseau de modeles identiques et non identiques, la configuration du couplage
global offre de meilleurs résultats en termes de domaines de synchronisation et de valeur seuil de
synchronisation que la configuration du couplage des proches voisins. En envisageant la limite
thermodynamique, la transition de phase semble étre du second ordre. La troisieme étape consiste
a faire intervenir le désordre d’une maniere généralisée en introduisant le désordre statique au sein
du réseau dont leffet avéré est de détruire toute coordination préalablement établie. Cependant,
le couplage global avec son nombre de connexions élevées, offre au réseau une résistance pour le
moins surprenante contre la destruction voulue par le désordre. La quatrieme étape de 'investi-
gation est celle dans laquelle nous faisons intervenir le bruit et ses effet certains de cohérence ou
résonance stochastique au sein du réseau qui synchronise alors pour de faibles valeurs de la force
de couplage. Pour cette nouvelle influence, on observe des phénomenes de désynchronisation et
de dynamiques inividuelles altérées. La derniere étape est d’appliquer aux réseaux électroniques
déterministes, moyennant un couplage non identique, les résultats déja trouvés par le biais de
simulations numériques analogiques en comparant les dynamiques de bursting individuelles ob-
servées au sein du réseau dans les cas synchrone et asynchrone.

Mots clés : Neurone, Réseaux neuronaux, Hindmarsh-Rose, Synchronisation.



Introduction Générale

Généralités

Le neurone désigne la cellule de base du systéeme nerveux spécialisée dans la production, la
réception, le traitement et la communication des informations existant sous forme de signaux
électriques dans les organismes animaux. C’est aussi une structure cellulaire possédant une ana-
tomie fonctionnelle assez complexe capable, sous l'effet d’une stimulation électrique efficiente, de
produire un signal bioélectrique, qui pourra étre transmis a d’autres neurones ou a d’autres tissus
(muscles, glandes sécrétrices . . .), pour les activer et assurer ainsi un role vital pluridimensionnel
[1, 2]. Cette importance capitale qu’a le neurone au sein du cerveau, voire de tout ’organisme
entier, a été investie des le X VIIIieme siecle par la découverte de la bioélectricité, dont le médecin
et physicien Galvani fut I'un des pionniers. Au XXieme siecle, cette étude sera mieux organisée
avec notamment ’apparition du terme Neurosciences qui alors servait a désigner cette branche de
la biologie qui s’intéressait spécifiquement a ’étude scientifique du systeme nerveux. De nos jours,
les Neurosciences ont évolué vers un statut hautement interdisciplinaire rassemblant une diversité
de domaines tels que la Médécine, la Psychologie, la Chimie, U'Informatique, les Mathématiques
et les Sciences Physiques, sans toutes fois étre exhaustif. Ces domaines scientifiques contribuent
ainsi a ’essor des Neurosciences en permettant de mieux cerner les mécanismes du fonctionne-
ment neuronal et du systeme nerveux tout entier, tout en proposant éventuellement des solutions
aux problemes rencontrés [3, 4, 5], 'approche utilisée pouvant différer d’'un domaine & un autre.
En effet, parmi ces domaines scientifiques, certains s’intéressent initialement aux éléments consti-
tutifs du systeme nerveux pour essayer d’appréhender leur fonctionemment individuel et ainsi,
progresser vers la compréhension du systéeme nerveux entier. Tandis que d’autres, se focalisent
directement sur le comportement global du systéme nerveux afin de cerner les contours de sa
constitution et de son organisation. S’agissant des Mathématiques et des Sciences Physiques, elles
se fondent sur la logique du "particulier au général”, en s’appuyant sur des ensembles d’équations
mathématiques décrivant les caractéristiques principales du fonctionemment du neurone dans le
temps ou par rapport a un autre parametre, appelé “modeéle”.

Comme la plupart des phénomenes naturels, le comportement du neurone peut étre sub-
stantiellement reprodruit par un ensemble d’équations différentielles ordinaires! non-linéaires.
La modélisation est le point de départ de 1’étude du systeme nerveux et nécessite une bonne
compréhension des mécanismes qui régissent le fonctionnement neuronal et I'intégration dans son
milieu biologique. Depuis leur création dans les années cinquante, les modeles neuronaux n’ont
cessé d’étre de plus en plus perfectionnés de telle enseigne qu’a nos jours il en existe quelques uns
qui repliquent quasi-parfaitement la cellule biologique. La découverte des principaux processus
ioniques qui gouvernent le fonctionnement électrique d’un neurone a permis a Hodgkin et Huzxley

1. En abrégé, EDO



[6], de mettre sur pied le tout premier modele neuronal a quatre dimensions, assez réaliste du
point de vue biophysique, portant leur nom. Par la suite, FitzHugh a proposé en 1961 une
simplification & deux équations du modele de Hodgkin-Huxley basé sur l'oscillateur de relaxation
de Van der Pol appelé modele de Bonhoeffer-Van der Pol [7]. Le circuit équivalent a été proposé
par Nagumo et al. en 1962 [8]. Ce modele est donc populairement connu sous I’appellation
de modele de FitzHugh-Nagumo. Dans un ordre purement chronologique, Morris et Lecar ont
développé en 1981 un modele biophysique (modeéle de Morris-Lecar) suffisamment soigneux ou
chaque variable a une signification biologique [9]. Sur la base des modeles de Hodgkin-Huxley et
de Fitzhugh-Nagumo, Hindmarsh et Rose ont proposé en 1982 une modélisation mathématique
du neurone a deux équations différentielles du premier ordre [10, 11]. Bien que nous y revien-
drons minutieusement au cours de cette these, il est important de préciser que la dynamique
neuronale est faite de I’assemblage de deux phases principales que sont I’émission en rafale de
potentiels d’actions ordinairement appelé spiking, et la période réfractaire de seuil d’excitabilité
infini constituant a elles deux, le bursting. Les modeles brievement décrits ne permettent que de
représenter les ”spiking” neurones. De ce fait, Hindmarsh et Rose ont repris leur investigation en
I’améliorant considérablement, en incluant la notion de courant ”queue” pour produire un modele
de "bursting” neurone en 1984 [12]. Un peu plus tard, en 2002, Rulkov a mis au point un modele
neuronal basé sur une suite a deux dimensions capable de reproduire le bursting neuronal [13].

Le travail de modélisation mathématique du neurone (en particulier le neurone de Hindmarsh-
Rose) a regu un écho déterminant du point de vue de ses applications potentielles dans le domaine
de I’Electronique et plus précisément dans la Robotique. Cet apport majeur a suscité l'instaura-
tion d’une nouvelle discipline au sein de la Robotique appelée Robotique Biomorphique incluant
I'approche neuromorphique au cours des années 90. Cette branche se sert notamment du neurone
mathématique, interprété de facon électronique, pour construire des robots a formes animales,
sensibles a leur environnement et bien évidemment plus performants. Le point de départ de cette
conception révolutionnaire est de construire un circuit électronique qui reproduit de fagon impul-
sionnelle le comportement d’un neurone a partir de sa modélisation mathématique aux moyens de
fonctions électroniques sophistiquées comme des amplificateurs opérationnels ou circuits intégrés,
par exemple.

Au regard de tous les travaux scientifiques de modelisation qui ont été effectués, le fonction-
nement du neurone peut donc étre efficacement reproduit a ’exemple d’un oscillateur électrique,
mécanique, électromécanique ou méme électronique. La compréhension du comportement neu-
ronal peut étre entreprise a l'aide d’outils mathématiques tels que ’exposant de Lyapunov, la
section de Poincaré ou a I'aide d’algorithmes numériques. Deés lors, partant du fait que le systeme
nerveux est un assemblage de neurones connectés a ’aide de synapses, son étude mathématique
implique des constructions et réalisations des problemes de synchronisation des systemes dyna-
miques en 'occurrence non-linéaires.

Etude de la synchronisation dans les réseaux d’oscillateurs non-
linéaires

D’une maniere assez banale et sommaire, parler de ”non-linéaire” ou de nonlinéarité en phy-
sique et en mathématique, implique inéluctablement la manipulation des expressions ou équations
mathématiques comprenant des termes a exposants différents de 1'unité, des dérivées d’ordre
supérieurs a un ou encore des fonctions ou applications mathématiques complexes. Les systémes
non-linéaires sont responsables de ’apparition de deux structures radicalement opposées d’un



point de vue concernant purement 1’ordre. A savoir, les systémes chaotiques, produisant dans cer-
taines conditions des comportements certes prévisibles mais naturellement turbulents et les struc-
tures cohérentes ou encore, ondes solitaires. Les oscillateurs non-linéaires s’inscrivent donc dans la
catégorie des systemes dynamiques pouvant présenter des évolutions naturellement apériodiques
et exponentiellement divergentes méme pour des conditions initiales infinitésimalement proches.
Cet état de fait est communement désigné par le terme chaos (déterministe pour le cas d’espece).

La synchronisation est le phénomene de coordination de plusieurs opérations entre elles en
fonction du temps. Synchroniser des oscillateurs non-linéaires revient donc a ajuster leurs pro-
priétés dynamiques évolutives a travers le couplage, ou un autre parametre, dans le but final
d’obtenir un comportement unifié de I’ensemble qu’ils forment (par exemple, un réseau). Méme
si, a 'origine, la notion et la théorie de la synchronisation impliquaient la périodicité des oscilla-
tions, la notion de synchronisation a été généralisée au cas d’oscillateurs chaotiques en interac-
tion. La découverte du chaos déterministe a induit un nouveau type de systémes oscillatoires. On
trouve ces oscillateurs chaotiques dans plusieurs systemes dynamiques d’origines différentes. Le
comportement de tels systemes est aussi caractérisé par une instabilité et une prévisibilité limitée
dans le temps. Telles que décrites plus haut, les conceptions des deux expressions ”non-linéaire”
et ”synchronisation” imposent a priori un obstacle a la synchronisation de systemes chaotiques
puisqu’intuitivement, la sensibilité aux conditions initiales devrait empécher toute synchronisa-
tion. En effet, il est difficile d’imaginer que deux systémes chaotiques puissent produire le méme
signal chaotique, & moins qu’ils ne soient initialisés exactement a un point identique, ce qui est
physiquement et généralement impossible.

Ainsi, les réseaux constitués de systémes non-linéaires offrent un challenge conséquent dans le
domaine de I’étude de la synchronisation basé sur la conjugaison de la complexité des propriétés
dynamiques inhérentes aux systémes couplés et & la topologie du réseau considéré [14, 15, 16, 17].
Malgré cela, durant les trois dernieres décennies, de nombreuses études sur la synchronisation,
stimulées par les travaux de Pecora et Carroll [18], se sont tournées vers les systémes chao-
tiques, comme on peut le voir par exemple dans les références [19, 20, 21, 22, 23]. Il a ainsi été
montré que deux systemes chaotiques peuvent se synchroniser s’ils sont couplés. La synchroni-
sation du chaos est donc réelle et peut avoir des applications importantes. En effet, beaucoup
de chercheurs ont travaillé sur la théorie, les représentations ou les applications des mouvements
synchronisés dans les systemes chaotiques couplés. Nous pouvons citer quelques applications de
la synchronisation dans la sécurisation des communications en masquant 'information supportée
par le signal (communication par chaos) [24, 25, 26, 27, 28], dans "augmentation la puissance des
lasers [29, 30], dans le controle des oscillations des réactions chimiques [31, 32|, dans le codage
des messages électroniques ou encore dans la coordination des sorties de circuits électroniques ...
([33] et les références associées). La synchronisation des systémes non-linéaires chaotiques se re-
trouve par voie de conséquence avec des applications pluri avantageuses dans plusieurs domaines
scientifiques telles que : les neurosciences, I'ingénierie, électromécanique, 1’optique, la biologie,
les sciences sociales, la physique, 1’électronique et bien d’autres, [33, 34] et les références y men-
tionnées.

Le couplage, qu'’il soit identique ou non-identique? reste le moyen le plus adéquat lorsque
I’objectif principal est d’atteindre un état coordonné entre les systemes non-linéaires d’un réseau.
Cependant, il existe d’autres facteurs possédant des influences avérées sur le processus de syn-
chronisation au sein d’un réseau constitué d’unités dynamiques chaotiques. Ces facteurs peuvent
étre constitués des actions extérieures faiblement ou fortement disparates, les modes de couplages

2. Voir le chap 3



ou encore les structures topologiques modifiées desdits réseaux. L’impact de ces différents facteurs
sur le processus de synchronisation peut étre a méme de renforcer ou de détruire la coordination
entre les éléments du réseau.

Problématique et objectifs de la these

Au regard de son importance dans le domaine des Neurosciences, la synchronisation serait
donc un des aspects fondamentaux a la coordination et au relai de 'information électrique au sein
d’un systeme nerveux biologique. Les références susmentionnées nous apprennent sans équivoque
que, les Mathématiques contribuent a l’essor des Neurosciences a travers l'interpretation au
moyens d’équations différentielles ordinaires du principe de fonctionnement neuronal. Il devient
donc aisé d’appréhender un neurone biologique a travers un neurone mathématique et mener une
incursion au sein de son intimité scientifique ou méme prévoir de facon presque exacte I’évolution
dynamique d’une cellule réelle et partant, d’un systéme nerveux par le biais de théoremes, calculs
ou simulations. Le modeéle mathématique neuronal qui nous servira de fondement tout au long
de notre investigation est celui de Hindmarsh-Rose a trois dimensions. Le choix de ce modele
se base sur ses nombreuses propriétés réplicatives qui seront d’ailleurs abordés au cours de cette
these.

Comme nous 'avons déja affirmé, I’action du couplage n’est pas la seule a tenir en compte
lorsqu’il faut entreprendre d’étudier le processus de synchronisation au sein d’un réseau compor-
tant des oscillateurs non-linéaires, en ’occurrence, des neurones. En effet, il est biologiquement
prouvé que :

— Le bruit a un impact certain sur la coordination des différents comportements des neurones

dans un systeme nerveux [35].

— Les dissemblances entres les parametres physico-chimiques des neurones et d’autres données
au sein d’un systéeme nerveux induisant un désordre probant dans I'architecture du réseau
ont également des influences sur les mécanismes de synchronisation [36].

— Le type de couplage dépendant des synapses connectives prodigue au réseau des parti-
cularités incontestables sur le processus de synchronisation et sa stabilité dans le temps
[37].

Au regard de ce qui précede, il devient opportun de ne pas se limiter qu’a ’étude de la
synchronisation, mais de s’interroger sur les apports effectifs de chacun de ces éléments sur
le processus de synchronisation d’un réseau de modeles neuronaux. En d’autres termes, quels
seraient les incidences de chacun de ces différents facteurs sur le processus de synchronisation
d’un réseau de modeles neuronaux mathématiques ?

L’objectif principal de cette these est donc d’étudier le processus de la synchronisation et les
mécanismes qui le gouvernent au sein des réseaux de neurones possédant différentes topologies
en incluant les apports essentiels et inévitables des facteurs susmentionnés. Il s’agira entre autres

— De cerner le comportement dynamique du neurone de Hindmarsh-Rose libre ou sous des
influences stochastiques.

— D’étudier le processus de synchronisation dans un réseau de modeles de Hindmarsh-Rose
identiques avec les deux types de couplages évoqués plus haut sans influence extérieure.

— D’étudier le processus de synchronisation au sein d’un réseau plus réaliste en introduisant
un parametre de non identité entre les neurones de Hindmarsh-Rose. Cette étude se fera
aussi pour les deux types de couplage.

— D’étudier I'influence du désordre, directement corrélée a la non identité des entités dyna-
miques, sur la synchronisation du réseau constitué.



— D’étudier 'influence du bruit externe sur le processus de synchronisation au sein d’un réseau
de neurones de Hindmarsh-Rose non identiques.

— D’étudier les actions conjuguées du bruit et du désordre sur le processus de synchronisation
des éléments du réseau de modeles non identiques de Hindmarsh-Rose couplés.

— D’appliquer les résultats clés de ’étude dynamique du neurone a un modele électronique
analogique équivalent.

— De proposer des modélisations analogiques des réseaux neuronaux de modeéles mathématiques
de Hindmarsh-Rose non identiques couplés non identiquement a ’aide de circuits électroniques.

— Enfin, d’appliquer les méthodes utilisées pour I’étude du processus de synchronisation re-
latives a un réseau mathématique dans un réseau de neurones électroniques sans toutefois
manquer d’établir quelques comparaisons.

Cette analyse ainsi dévoilée s’effectuera suivant la planification suivante.

Plan de la theése

Dans le chapitre 1, nous présentons une revue des travaux entrepris dans le domaine de I’étude
dynamique du neurone de Hindmarsh-Rose et de la synchronisation des réseaux de modeles
associés. Cette revue de la littérature nous permettra adéquatement de présenter les intéréts
potentiels de ce travail dans les domaines des neurosciences.

Le chapitre 2 est consacré a la méthodologie tenant en compte l'outillage de I'investigation.
Dans ce chapitre, nous présenterons notamment le neurone mathématique de Hindmarsh-Rose de
fagon généalogique en tenant compte des modeles qui ont contribués a le batir. Des modélisations
électroniques individuelle et collective seront aussi présentées. Les facteurs susceptibles d’influen-
cer le neurone et le réseau neuronal y seront bien évidemment mathématiquement modélisés.
Les types de couplages a savoir, le couplage des proches voisins et le couplage global seront
dévoilés pour les réseaux de neurones considérés. Tel que suggéré par son nom, dans ce chapitre,
tous les outils mathématiques, numériques et électroniques nécessaires a la réalisation de cette
investigation feront ’objet d’une présentation détaillée.

Dans le chapitre 3, les résultats de I'investigation menée relativement a ’utilisation de 1'ou-
tillage proposé seront mis en valeur. Ces résultats seront accompagnés de commentaires relatifs
a leurs constitutions.

Nous terminerons cette thése par une conclusion générale regroupant d’'une maniere sommaire
les résultats saillants de cette investigation avec bien évidemment des perspectives.



Chapitre 1

Revue de la littérature et enjeux
scientifiques
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1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a une revue de la littérature des travaux effectués dans le domaine
de I'étude dynamique des modeles mathématiques neuronaux et de ’étude mathématique des
réseaux de modeles neuronaux. Bien que n’étant pas absolument compléte, cette énumération est
indispensable dans 'optique d’évoquer les apports majeurs de cette these. Du reste, I’orientation
scientifique de ’étude correlée a 'intérét électronique et technologique du modele mathématique
de Hindmarsh-Rose y est présentée.

1.2 Etudes mathématiques portant sur la dynamique du neurone
de Hindmarsh-Rose

Le modele neuronal de Hindmarsh-Rose & deux et a trois équations a fortement suscité I'intérét
des scientifiques appartenant aux domaines des mathématiques et des sciences physiques plus par-
ticulierement dans le secteur de la physique non-linéaire. Nous consacrons cette section aux tra-
vaux motivés par le systeme non-linéaire de Hindmarsh-Rose, bidimensionnel et tridimensionnel,
dans les cadres déterministe et stochastique.

Holden et Fan ont considéré la dynamique du neurone de Hindmarsh-Rose en lui appliquant
les méthodes mathématiques modernes telles que le spectre de Lyapunov issu des séries tempo-
relles, la section de Poincaré représentant 1’élément fondamental a I’établissement des diagrammes
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de bifurcations et I’analyse des points fixes [38]. Ces manceuvres scientifiques leur ont permis dans
leur investigation, d’établir clairement que le modeéle de Hindmarsh-Rose a non seulement des
phases de fonctionnement périodiques mais aussi des états dynamiques chaotiques.

Le modele neuronal de Hindmarsh-Rose présente une dynamique individuelle chaotique, ceci
en outre grace a la présence de différents attracteurs étranges qui peuvent étre mis en exergue
par la méthode semi-mathématique et semi-numérique appelée ” Attractor synthesis algorithm”
[39]. Dans cette référence, Danca et Wang synthétisent les différents types de bifurcations
occurant dans le systeme de Hindmarsh-Rose soumis aux variations du parametre iduisant la
dynamique Bursting, p. Ceci leur permet d’envisager que les étres vivants sont tout a fait capable
de maintenir un comportement vital lorsqu’un des parametres de contole varie assurant ainsi
leurs facultés d’adaptation a leur environement.

Corson et Aziz-Alaoui [40], ont dans leurs travaux, étudié entre autre la dynamique in-
dividuelle d’un neurone de Hindmarsh-Rose en insistant particulierement sur sa génese. Ils
y ont prouvé que le modele de Hindmarsh-Rose est susceptible d’adopter un comportement
completement désordonné ou chaotique par rapport au fonctionnement neuronal courant en se
focalisant sur les effets produits par les variations du courant appliqué I et du parametre res-
ponsable du bursting p. Les résultats de ces travaux sont par ailleurs amplement détaillés dans
la these rédigée par N. Corson [33]. En effet, cette these introduit le modele tridimensionnel de
Hindmarsh-Rose sous le prisme de sa généalogie partant des travaux de modélisation de Hodg-
kin et Huxley qui assimilaient la membrane cellulaire neuronale & un systéeme complexe doté de
canaux a ouverture conditionnée et probabiliste ne laissant passer qu’'un seul type d’ion et pas
a n’importe quel moment. Cette approche pour le moins ingénieuse leur a permis de concevoir
un circuit électrique dont les équations régissent et transcrivent le fonctionnement du neurone
tenant compte de la dualité bursting-spiking de 'activité neuronale. Ces équations connues sous
le nom de modele de Hodgkin-Huxley est tres réaliste et a contribué a ’essor de 'apport des
mathématiques et de I'interprétation physique a la compréhension du fonctionnement neuronal.
Néanmoins, étant en quatre dimensions, ce modele ne s’est pas avéré pratique dans le cadre de
la représentation dans les probabiliste de phase tridimensionnels. En 1961, Fitzhugh a entre-
pris de réduire le nombre d’équations figurant dans le modele de Hodgkin-Huxley en remarquant
certaines limites probables. Il a pu ainsi restreindre le modele de Hodgkin-Huxley en un modele
a deux équations ne décrivant le neurone que dans sa phase d’émission des potentiels d’action
spiking. Nagumo proposera par la suite un circuit électrique décrivant le modele de Fitzhugh
qui sera alors désigné par le terme modele de Fitzhugh-Nagumo. Naturellement, le bursting étant
négligé dans le modele mathématique de Fitzhugh-Nagumo, la nécessité de construire un modele
simple et en adéquation avec le fonctionnement neuronal naturel complet s’imposait. C’est ainsi
qu’apres une premiere tentative en 1982 avec un modele bidimensionnel pas tres efficace du point
de vu de la description du bursting neuronal, Hindmarsh et Rose ont amélioré leurs équations en
introduisant la notion de courant queue qui provient de ’observation expérimentale d’un courant
potassique lent qui change de sens de variation en fonction du courant appliqué pour maintenir
un certain équilibre. En construisant une troisieme équation dite d’adaptation, ils ont pu mettre
sur pieds un modele simpliste et répliquant la dynamique de la cellule biologique.

Gonzalez-Miranda a exclusivement étudié les structures de bifurcations se rapportant au
modele de Hindmarsh-Rose a trois équations aux moyens de diagrammes de bifurcations dans un
espace paramétré bi-dimensionnel [41]. Cette étude serait entre autres & méme de contribuer a
la compréhension des mécanismes utilisés par les neurones pour encoder I'information et surtout
pour donner des reponses rapides aux stimuli.

Tsuji et al. ont quant a eux focalisé leurs travaux sur les structures de bifurcations dans le
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modele bidimensionnel de Hindmarsh-Rose [42].

Shilnikov et Kolomiets [43], proposent une approche détaillée qui leur permettent de
construire l'application de premier retour de Poincaré en utilisant une technique asymptotique.
Ils y étudient notamment les bifurcations homoclines et alienes, les orbites périodiques, les tran-
sitions entre les modes spiking et bursting du fonctionnement du neurone de Hindmarsh-Rose
et la bistabilité traduite par la coexistence des spiking toniques et du bursting. Par ailleurs, la
limite asymptotique de la modélisation & deux dimensions y est mise en relief.

Les effets des flux ioniques a travers la membrane plasmique neuronale ont été étudiés en
considérant les variations du courant appliqué I sur le neurone de Hindmarsh-Rose. Innocenti
et al. [44] ont analysé les états dynamiques du modele de Hindmarsh-Rose en augmentant 'in-
tensité du courant appliqué. Dans ce papier, ils prouvent que ’accroissement de I engendre une
succesion particuliere d’ajouts de périodes nonchaotiques et chaotiques conduisant premierement
a lapparition de bursts, ensuite de bursts chaotiques et enfin, de spikes chaotiques. Toujours
dans le méme ordre d’idée, Innocenti et Genesio [45] ont travaillé sur la transition entre les
modes de fonctionnement bursting et spiking en établisssant que cete transition est chaotique.

Storace et al. [46], ont travaillé sur le scénario complet des bifurcations présentées par le
modele de Hundmarsh-Rose. En utilisant des méthodes numériques simulatives, ils sont parvenus
a dévoiler une structure complexe de bifurcations tout en faisant varier deux parametres, b et I.
Les auteurs de cette étude font en outre reférence a un archétype leur permettant d’implémenter
le modele neuronal de Hindmarsh-Rose en tant que circuit électronique. Cette méthode, dite
Piecewise-linear approximations ou encore approximation linéaire par morceaux, est une technique
adroitement décrite dans les reférences [47, 48, 49, 50, 51].

Les solutions de spikes et bursts irréguliés du neurone de Hindmarsh-Rose ont été controlées
par le moyen d’un algorithme leur imposant un retour a un spiking régulier. Ledit algorithme étant
basé sur le controle des bursts et spikes chaotiques par 'application de pertubations modérées sur
les parametres membranaires du neurone. Ceci constitue le résultat majeur obtenu par Sabbagh
[52].

Wang, Wang et Wang [53] ont entrepris d’analyser les différents comportement dynamiques
des systémes neuronaux périodiquement forcés et des modes d’émisions en rapport avec les inter-
valles inter-spikes en utilisant le modele de Hindmarsh-Rose, en présence ou pas du bruit extérieur.
Le bruit y est modélisé par un procédé stochastique de Ortstein-Uhlenbeck a temps de correla-
tion et fonction d’autocorrelation. Le signal électrique associé a leur étude étant périodique avec
néanmoins une partie constante, ils ont ajouté au modele tridimensionnel de Hindmarsh-Rose
une quatrieme équation décrivant les variations du bruit. A partir de considérations biologiques,
ils explicitent trois types de modes d’émissions : ’émission multi-modale, I’émission bi-modale et
les oscillations intrinseques. D’apres les observations menées, ils déduisent entre autres la possible
existence d’une résonance stochastique sans bruit externe ou encore résonance stochastique avec
bruit interne.

Reinker et al. [54] ont étudié les effets de résonance stochastique sur un modele de Hindmarsh-
Rose. Ils ont étudié dans ce papier un neurone de Hindmarsh-Rose sujet au bruit en utilisant les
simulations de Monte-carlo pour ressortir comment ce bruit conjugué a la résonance en dessous
du seuil requis conduisent aux fréquences privilégiées lors de I’émission des potentiels d’actions.
Le resultat obtenu leur a permis de conclure que la résonance stochastique exhalte une fréquence
d’émission préférée qui est approximativement exponentiellement dépendante de l'intensité du
bruit. Il est important de noter que la modélisation du bruit s’est faite au moyen d’un signal
sinusoidal. Des études similaires ont été réalisées par Baltanas et Casado a la référence [55] et
par Wu et al. [56].
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1.3 Etude de la synchronisation dans les systemes nerveux de
Hindmarsh-Rose

Nous venons, dans la section précédente, de faire une révue assez exhaustive des travaux menés
sur un neurone isolé sujet ou pas a des effets aléatoires. Cette section est liée a la revue de la
littérature concernant 1’étude du processus de synchronisation au sein des réseaux neuronaux de
Hindmarsh-Rose. Comme nous ’avons vu a la section précédente, le neurone de Hindmarsh-Rose
est capable d’entrer en de multiples et complexes schémas de bifurcations selon les variations
de certains de ses parametres clés. Dés lors que ce systeme est chaotique, il devient fortement
captivant d’explorer la dynamique collective prenant en compte plusieurs unités dynamiques
éventuellement chaotiques.

Partant de la modélisation périodique du courant ionique externe appliqué au neurone, San-
jaya et al. [57] ont étudié la synchronisation de deux entités identiques de Hindmarsh-Rose en
fonctionnement périodique et désordonné. Ils se sont servi du couplage bidirectionnel a travers
les synapses chimiques majoritaires en employant une fonction de couplage sigmoidale. Ceci leur
permet d’obtenir une condition suffisante a 1’établissement de la synchronisation compléte entre
les unités dynamiques.

Checco et al. [58], ont investi le processus de synchronisation pour un maximum de quatres
neurones identiques connectés par le biais de synapses chimiques modélisées par une fonction de
couplage sigmoidale non-linéaire. Ils y ont essentiellement utilisé la méthode de mésure du taux
de synchronisation a travers une fonction d’erreur bien qu’ils aient par ailleurs fait allusion a une
” Master Stability Function” ou ”Fonction de stabilité maitresse” modifiée pour étudier le proces-
sus de synchronisation. Ils ont aussi de facon tres ingénieuse établi un diagramme de bifurcation
simplifié du réseau qui les rend apte a pouvoir prédire les différentes phases dynamiques possibles
de I’état synchrone & savoir : le bursting, le spiking etc. Pour finir, 'influence de la topologie du
réseau (couplage par les proches voisins ou couplage global) sur le processus de synchronisation
a été étudiée au cours de cette investigation.

Linaro et al. [59], ont entrepris d’étudier la dynamique collective des réseaux de neurones
de Hindmarsh-Rose identiques en utilisant deux méthodes leur permettant de reconnaitre les
états synchrones, a savoir la Fonction de stabilité maitresse et I'erreur quadratique. En utilisant
un maximum de cent neurones dans des configurations topologiques différentes, ils ont en plus
comparé les résultats obtenus pour un réseau classique avec ceux provenant d’un réseau contenant
des neurones approximés par la méthode d’approximation linéaire par morceaux. Les courbes
superposées de la fonction de stabilité maitresse témoignent d’une accointance certaine entre les
deux types de réseaux.

Corson [33], analyse de facon assez détaillée la synchronisation compléte et la synchronisation
des bursts qui, contrairement au premier type de synchronisation, nécessite moins ou pas de
conditions restrictives telles que ’amplitude des spikes et la durée des bursts. Ayant décrit les
fonctions de couplage associées aux deux types de synapses, elle s’est généralement focalisée sur le
couplage a synapses chimiques modélisées par une fonction de couplage sigmoidale non-linéaire.
Concernant la synchronisation complete, dans les cas des couplages linéaire et non-linéaire, trois
types de réseaux ont été analysés : les réseaux complets dans lesquels tous les neurones sont
couplés entre eux (couplage global), les réseaux en anneaux dans lesquels chaque neurone est
couplé a ses deux plus proches voisins et enfin les réseaux dits réguliers, dans lesquels chaque
neurone est relié a ses k plus proches voisins de droite et ses k plus proches voisins de gauche. Les
neurones étant identiques et le nombre maximal de ceux-ci atteignant quarante. Toujours dans
le méme ouvrage, elle s’est attaquée a la détection et a la synchronisation des bursts.
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L’étude de la synchronisation présentée dans le paragraphe précédent a été en quelque sorte
reprise par Corson et al. [60]. Partant d’'une modélisation générale qui prend en compte la
nature de la complexité des systemes a cycle vitaux a différents niveaux c’est a dire depuis la
création jusqu’a 1’évolution. Ils se sont servi d’'une méthode qui possede des applications dans
divers domaines scientifiques tels que la dynamique urbaine ou encore les réseaux neuronaux
pour ne citer que ceux-la. Ils y ont donc pu mettre en lumiere certains aspect structuraux de la
complexité dynamique permettant I'implémentation de la morphogénese des structures complexes
des réseaux émergents et le controle des phénomenes de synchronisation présents dans ces réseaux
complexes.

Wu et al.[61] ont étudié la synchronisation généralisée d’un réseau de deux neurones noni-
dentiques (différence faite d’un seul parametre) soumis aux effets aléatoires.

Katayama et Horiguchi [62], ont analysé le processus de synchronisation dans un réseau
en utilisant principalement des techniques associées a ’exposant de Lyapunov. Les neurones de
Hindmarsh-Rose, pris dans de diverses phases de fonctionnement regroupant le spiking périodique,
le spiking quasi-périodique et le spiking chaotique ont été mis en réseau et connectés soit par des
synapses électriques a gap junction, soit par des synapses décrites par le first-order kinetics. Ces
deux modeles de réseaux ont ensuite été étudié dans 'optique de la synchronisation. Il s’avere
au sortir de cette investigation que pour un maximum de quatre neurones, la synchronisation
chaotique n’est visible que dans le premier modele de réseau (modele décrit par des synapses a
gap junction).

Wei et Luo [63], en se servant d’une approche numérique de calcul direct du taux de cohérence
basée sur la méthode de Runge-Kutta et un formalisme reposant sur un potentiel global de tout le
réseau, ont réussi a étudier les phénomenes de résonance cohérente et de synchronisation induite
par le bruit dans un réseau de huit cent neurones identiques de Hindmarsh-Rose. Le réseau
analysé a trois variantes dans la mesure ot il est premierement considéré comme régulier, ensuite
aléatoire au niveau des connexions et enfin comme ayant la topologie small-world. L’objectif visé
par les auteurs de ce travail est de montrer que la topologie du réseau et I'intensité du bruit blanc
gaussien modélisant les effets stochastiques, peuvent effectivement contribuer a l'instauration de
I’état synchrone.

Le role des oscillations coordonnées dans la transmission des informations cérébrales constitue
le point capital du travail réalisé en [64]. Cette référence s’interesse au comportement collectif
d’interactions oscillatoires synchronisées locales au sein des réseaux neuronaux réalistes. L’auteur
de ce papier étudie un réseau de cinq neurones de Hindmarsh-Rose couplés via les synapses
chimiques et électriques. Il accorde également une place de choix au profil des synchronisations
de spikes en considérant différents modeles de parametres tels que la force et le ratio de synapses
excitatoires ou inhibitrices.

Wang et al. [65], se sont particulierement attardés sur les intervalles de temps et les schémas
spatio-temporels d’émission des neurones identiques de Hindmarsh-Rose couplés dans un réseau.
Tout d’abord en analysant un neurone stimulé par un courant suffisant, ils ont pu démontrer que
les séquences d’intervalles de temps adoptaient de basses fréquences d’émissions que ce soit de
bursts ou de spikes. Toujours pour un neurone, lorsque ce courant augmente, ils ont remarqué
le passage aux grandes fréquences d’émissions repétées. Ensuite, ils ont entrepris le méme tra-
vail pour deux neurones couplés mutuellement & travers I’émission des potentiels d’action. La
complexité des séquences d’intervalles de temps devient des lors de plus en plus simple en ac-
cord avec 'augmentation du courant stimulant. Enfin, pour un réseau de huit cent neurones les
séquences d’intervalles de temps paraissent en de complexes schémas structuraux. Par ailleurs,
au cours de leur étude, il apparait les faits majeurs de I’augmentation du nombre neurones ayant
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les mémes phases d’oscillations avec la force de couplage et la présence de chaos temporel dans
le diagramme d’intervalle de temps toujours avec ’augmentation de cette force. Les solutions
numériques présentées sont variées avec la présence remarquable d’une méthodologie dérivée de
I’exposant de Lyapunov et des diagrammes de bifurcations.

La synchronisabilité d’un réseau ou encore la capacité qu’ont les éléments d’un réseau a fonc-
tionner en bonne coordination dépend de la topologie de ce réseau. Li et Yang [66], sont entre
autre revenus sur cet aspect fort probant et clairement élucidé par de nombreux résultats scienti-
fiques a l'instar de [67, 68, 69, 70]. En utilisant un réseau de neurones identiques de Hindmarsh-
Rose couplés en structures communautaires, (couplage s’apparentant au type small-word ou en-
core clusters), ils expliquent comment des défaillances au niveau des noeuds du réseau survenant
grace aux erreurs aléatoires ou encore intentionnellement provoquées influence la synchronisabi-
lité du réseau de communautés neuronales. Les attaques délibérés y sont matérialisées de plusieurs
manieres. La synchronisation y est étudiée par I’entremise de la fonction de stabilité maitresse
bien qu’on y observe d’abondantes illustrations représentant I’évaluation et la diminution de ’er-
reur au cours de ’évolution du temps en considérant bien évidement la ”stratégie d’attaque” du
réseau.

1.4 Apports de I’électronique et intérét scientifique

Les deux sections précédentes nous ont permis de faire un tour relativement complet des
recherches menées et des résultats saillants portant sur le neurone et les réseaux de neurones de
Hindmarsh-Rose. La dynamique du modele mathématique de Hindmarsh-Rose, au vu des
multiples investigations s’y rapportant, révele désormais d’un secteur assez prosaique malgré
qu’elle n’en demeure pas moins le point de départ de I’étude diversifiée des systémes nerveux
artificiels du type de Hindmarsh-Rose. En effet, la synchronisation est un axe d’étude certes tres
prisé et on ne peut plus essentiel parmi tant d’autres. Il existe d’autres points de vue desquels
I'on pourrait observer les réseaux de neurones. L’exemple du papier de Moukam Kakmeni et
al. est suggestif [71].

Toutefois, dans cet échafaudage monté de divers axes d’études, il est possible de trouver une
zone d’embranchement entre les visions neuronales proposées par la physique et I’électronique. Ou
encore entre la Mécanique non-linéaire et la Robotique Neuromorphique, pour étre plus précis. En
effet, a U'orée des années 90, I’électronique a commencé a s’intéresser de pres a la modélisation neu-
ronale. L’idée de réaliser un simulateur analogique intégré pour modeliser I'activité de neurones
biologiques de facon réaliste peut étre attribuée aux équipes de I’Université Caltech (California
Institute of Technology) [72, 73, 74]. Ces auteurs présentent des circuits intégrés analogiques qui
ont les caractéristiques fonctionnelles de neurones réels décrits a ’aide du formalisme du modele
de Hodgkin-Huxley. L’implémentation du circuit électronique du neurone de Hindmarsh-Rose
quant & elle, apres avoir été mise sur pieds [75, 76], a permis la construction des CPG (Central
Pattern Generators dont nous aborderons la définition plus tard). Les CPG électroniques offrent
des avancées significatives dans la construction des robots adaptatifs et sensibles & leur environ-
nement (Neuromorphic Robots), [77, 78, 79, 80, 81]. Plus encore, comme application récente du
neurone électronique de Hindmarsh-Rose, on peut citer le nouveau micro robot appelé Cyber-
plasm. Ce robot bio-hybride possede une autonomie énergétique utilisant une batterie chimique
bactériologique [82]. Il est entre autre programmé pour utiliser des sondes et des muscles biolo-
giquement développés.

Il existe de rares travaux menés sur la synchronisation au sein d’un réseau électronique de
Hindmarsh-Rose a l'instar de ceux effectués par Steur et al. [83], concernant I’étude de la syn-
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chronisation de quatre oscillateurs électroniques de Hindmarsh-Rose couplés. La modélisation
étant faite au moyen de circuits de 1’électronique analogique.

Les travaux relatés dans la section 1.2 nous permettent de constater que la dynamique du
neurone de Hindmarsh-Rose est un domaine d’étude fort prisé. Il va de soi que les résultats concer-
nant la dynamique de ce modele sont tres variés et englobent un large spectre d’investigations.
Cependant, bien qu’il soit clairement établi a la section 1.2 que le neurone de Hindmarsh-Rose,
pour certaines valeurs de ses parametres, présente un comportement chaotique, les influences de
la modification de la variable d’adaptation ont été ignorés. En effet, il existe au sein du modele
mathématique une variable d’adaptation entre les différents types de fonctionnement neuronal
(lent et rapide). Cette these étudie la dynamique du neurone de Hindmarsh-Rose en tenant compte
de 'impact de ce parametre clé, tout en revenant sur une analyse un peu plus approfondie sur le
scénario proposé par les points fixes de ce systéme. Par ailleurs, dans I’étude dynamique du neu-
rone de Hindmarsh-Rose, les effets du bruit ont peu ou pas été pris en compte, la formulation de
celui-ci s’apparentant toujours a des fonctions périodiques. Sachant que le bruit a biologiquement
un effet certain sur le neurone, nous nous assignons la tache d’analyser ses effets sur le neurone de
Hindmarsh-Rose en utilisant une formulation assez représentative, celle du bruit blanc gaussien.
Les propriétés de cette formulation nous permettront d’explorer deux types récents de bifurca-
tions stochastiques associés a ce modele : la D-bifurcation et la P-bifurcation en l’occurrence.
S’agissant de 1’étude de la synchronisation, la section 1.3 nous revele aussi une étude diversifiée
et particulierement prolifique. Pourtant, la quasi-totalité des travaux répertoriés ne tiennent pas
vraiment compte des synapses électriques, de la non-identité neuronale, du bruit diversifié pou-
vant impacter sérieusement le réseau (bruit blanc gausien), du désordre responsable de beaucoup
de troubles de coordination et des effets du type et la force de couplage sur le réseau neuronal.
En outre, en s’attardant sur la section 1.3, on constate que les réseaux de neurones présentent
des obstacles certains dans ’analyse du processus de synchronisation quand il faut parler de la
taille du réseau. Les simulations numériques sont généralement effectuées pour des réseaux com-
portant moins de quarante neurones, exceptions faites dans les références [59], [63] et [65] ou le
nombre de neurones peut atteindre huit cent. Pour I’étude de la synchronisation dans les réseaux
électroniques équivalents, le nombre d’unités n’a jamais dépassé quatre jusqu’ici. Le nombre
de cellules nerveuses dans un corps étant de I'ordre du milliard et compte tenu des difficultés
numériques évoquées, notre travail ne consiste pas a tendre vers une taille "réelle” de réseau bien
que cette perspective reste un objectif luxuriant. Nous concentrons ’essentiel de nos efforts dans
Iinclusion d’une mosaique de facteurs affectant biologiquement un réseau réel en vue d’étudier
le processus de synchronisation au sein d’un réseau mathématique répliquant et de poursuivre
I’analyse de fagon comparative en appliquant les méthodes, et méme les résultats obtenus dans
un réseau électronique dérivé. Les apports des facteurs mathématiquement modélisés et de la
topologie du réseau permettront d’établir un champ d’actions potentiellement exploitables pour
une avancée certaine de la compréhension des mécanismes intervenant dans la synchronisation
des neurones. Ceci, pour les domaines des neurosciences et de 1’électronique.

1.5 Conclusion

La présente section est un recueil assez complet de travaux accomplis dans 1’étude dynamique
du neurone de Hindmarsh-Rose et la synchronisation des réseaux associés. Quelques définitions et
applications concernant ’apport de 1’électronique dans la modélisation neuronale ont également
été abordés. Cette balade au coeur des efforts de nombreux chercheurs nous a permis de dévoiler
I'intérét scientifique de cette these.
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons les outils mathématiques, les outils numériques, les éléments
électroniques et la méthodologie sélectionnée pour notre investigation. Nous débuterons par un
bref historique présentant les équations mathématiques des modeles qui ont donné naissance
au modele tridimensionnel de Hindmarsh-Rose a savoir les modeles de Hodgkin-Huxley et de
Fitzhugh-Nagumo. Le Neurone étant désormais une entité mathématique, nous lui appliquerons
certains des principes modernes en vigueur dans I’étude dynamique des systéemes oscillatoires
non-linéaires et des réseaux correspondants. Il sera aussi question pour nous de présenter la
méthodologie et les outils que nous allons utiliser pour analyser le processus de synchronisa-
tion au sein d’un réseau de neurones de Hindmarsh-Rose. Cette analyse nous permettra enfin
de considérer une application de cette investigation dans un réseau électronique de neurones en
incluant certains facteurs susceptibles d’influencer le fonctionnement du systéme nerveux biolo-
gique. Le réseau électronique sera introduit apres I'implémentation électronique du neurone de
Hindmarsh-Rose.

2.2 Modele mathématique de Hindmarsh-Rose

Avant d’introduire le modéle de Hindmarsh-Rose, nous jugeons essentiel de présenter les
modeles de Hodgkin-Huxley et de Fitzhugh-Nagumo qui en sont les précurseurs :

— Le modele de Hodgkin-Huxley
Ce modele mathématique se présente sous la forme d’un systeme de quatre équations différentielles
ordinaires qui reproduit fidelement le comportement de la cellule naturelle en tenant compte de
la dynamique d’ouverture des canaux ioniques et la similarité que présente la membrane cellulaire
avec un condensateur de capacité C'. Il s’écrit :

V= & [mmPgna(V = Ena) + n'gx(V = Ex) + go(V — Ev) — I
= an(l—n)— Ban = ne=t

h = ap(l —h) — Byh = he=h

Th

Dans le systeme (2.1), V' est le potentiel membranaire; n, m et h sont des parametres gou-
vernant I’ouverture et ’activation des canaux potassiques et sodiques; Noo, Moo €t hoo sont les
valeurs respectives d’équilibre de ces parametres ; 7, est la constante de temps d’approche de cet
équilibre ; a,,, oy, et ap sont des parametres liés au potentiel de membrane et qui influence les
probabilités d’ouverture et d’activation des canaux voltage-dépendants; Ix, Inya et I sont les
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flux ioniques dus aux ions potassium (K7), sodium (Na™) et de fuite (Cl~ et Ca++) respec-
tivement ; gy, gk et gr, sont les conductances maximales liées aux différents canaux ioniques;
Ena, Ex et Ep, sont les potentiels d’équilibre des différents ions. *

— Fitzhugh-Nagumo

Basé sur des observations expérimentales adéquates, le modele de Fitzhugh-Nagumo reprend
la démarche de Hodgkin et Huxley en simplifiant le systeéme originel en le faisant passé de quatre
équations différentielles ordinaires a deux équations différentielles suivant le systéme :

(2.2)

{V:VW—MG—W—M+I
w=e(V —yw).

Dans ce systeme adimensionné, V' correspond bien évidement au potentiel membranaire,
tandis que w correspond aux flux rapides d’ions a travers la membrane. Les parametres a, 7,
et ¢ sont des constantes, avec par exemple, 0 < a < 1, ¢ < 1 et le parametre I correspond
au courant externe appliqué.

Le modele de Fitzhugh-Nagumo permet des représentations en deux dimensions dans ’espace
des phases mais, ne tient compte que de I’état du neurone lorsqu’il emet des potentiels d’actions
(Spiking) encore que cette description n’est pas absolument fidele.

a - Modele & deux dimensions (1984)

Le modele mathématique neuronal de Hindmarsh-Rose provient de celui des modifications des
équations de Fitzhugh-Nagumo basées sur des expérimentations. Le modele de Fitzhugh-Nagumo
dont le systeme est décrit par les équations (2.2) ne semblait pas assez réaliste d’un point de vu
physiologique & Hindmarsh et Rose parce qu’entre autres ne décrivant pas correctement le
train d’émission de potentiels d’action trés rapprochés les uns les autres. Ceci va les amener a
reconsidérer le modele neuronal proposé par Fitzhugh. En explicitant les fonctions inhérentes
a leur premier modele bidimensionnel datant de 1982, ils ont pu concevoir un modele qui decrit
déja de facon fidele le spiking neuronal :

.3 2
{:L‘—y 23 4 ax? + 1 (2.3)

y=1—dx?—y avec a=3 et d=25.

b - Modeéle a trois dimensions (1984)

Le modele de Hindmarsh-Rose a deux équations permet d’observer soit le neurone au repos,
soit ’émission continue de potentiels d’action encore appelés ”pics” ou plus communément en
anglais, ” spiking”. Or I’activité neuronale peut présenter non seulement ces deux comportements,
mais également un phénomene encore plus intéressant qui correspond a des poussées, ou train
de potentiels d’action séparés les uns des autres par de périodes lentes qu’on pourrait qualifier
d’oscillations en salve ou encore en anglais ”bursting” 2. Afin de pouvoir observer ce dernier
type de comportement, et ainsi arréter I’émission continue de potentiels d’action pour permettre
des phases lentes, une troisieme équation, dite ”d’adaptation” a été ajoutée. Cette variable z
représente un courant qui évolue lentement et qui change le courant appliqué I en un courant
effectif I — z. La troisieme équation différentielle fait en sorte que z augmente lorsque le neurone
émet des potentiels d’actions afin de réduire le courant effectif I — z pour mettre fin & I’émission

1. L’indice L qui désigne ”Leak” en anglais, est utilisée pour les canaux ioniques toujours ouverts qui sont
majoritairement utilisés par les ions C1™.
2. appellation tres utilisée également.
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de potentiel d’action et ainsi rendre compte de la période réfractaire de seuil d’excitabilité infini
ou encore d’excitabilité impossible. Cette équation a été définie comme suit,

i=rs(x—x) - 2] (2.4)

ou z1 est la coordonnée z de 1’équilibre stable du systéme a deux équations (syteéme (2.3)) lorsque
I = 0. De fagon générale, x; = —1(1 + /5).
Le modele tridimensionnel de Hindmarsh-Rose datant de 1984 est donc :

:i:y—w3—|—a:1;2—z—|—1
g=1—dz? —y (2.5)
Z=rs(x —x1) — 2| avec a=3 et d=25.

Le systeme (2.5) peut s’appréhender comme étant un mélange de deux dynamiques, I'une
rapide gouvernée par des variables x et y, et 'autre lente gouvernée par la seule variable z. Dans
ce modele,

— x représente le potentiel de membrane,

— y représente les flux rapides d’ions a travers la membrane,

— z représente les flux lents d’ions a travers la membrane
I est le courant appliqué a la membrane qui peut aussi étre controlé au gré d’un expérimentateur,

— 7 est un parametre d’échelle qui marque la différence entre les dynamiques rapide et lente.

11 doit donc étre assez petit et positif (.e 0 <r < 1),

— s est le parametre qui gouverne 'adaptation. Ce parametre est comme son nom l'indique,

trés essentiel & la reproduction du comportement de la cellule naturelle.

Du reste les parametres a, d, r et s sont déterminés expérimentalement.

Le neurone est donc assimilable a un systeme d’équations différentielles ordinaires non-
linéaires. Grace a cette derniére équation ajoutée afin de mettre fin a ’émission continue de
potentiels d’action, on peut choisir la valeur des parametres I, r et s de telle sorte que le systeme
(2.5) produise, par exemple, des poussées de potentiels (oscillations) d’action périodiques ou
chaotiques.

2.3 Eléments Mathématiques et Numériques

Dans cette section, nous présentons les outils mathématiques qui sont des bases de ’étude
dynamique déterministe et stochastique ayant une concrétisation numérique obligatoire.

2.3.1 Section de Poincaré

De facon assez simplifiée, une section de Poincaré? est I'intersection d’une orbite dans 'espace
des phases d’un systeme dynamique de dimensions n, avec un certain sous-espace de moindre
dimensions , généralement n — 1. La section de Poincaré provient donc d’un sous-espace planaire
transverse au flot du systéeme. De facon un peu plus pratique, si 'on a a faire & un flot & trois
dimensions comme celui de notre systéme dynamique, la mise en ceuvre consiste a considérer
d’abord l'orbite du portrait de phases (I') et de choisir en conséquence le plan transversal (5)
suivant un ensemble d’évolutions données. En prenant initialement un point d’intersection Py
entre la trajectoire (I') et la section (), on observe le point auquel cette orbite revient au plan
(S) pour la premiere fois. Ce point est nommé (P;). On reprend lexercice plusieurs fois, et,

3. nommée en ’honneur de Henri Poincaré.
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on obtient ainsi un ensemble de points, Py, P, ...., P(n) formant la section ou coupe de Poincaré
(Figure 2.1). Pour le cas du flot de Hindmarsh-Rose, cette section est une carte a deux dimensions
[84, 85, 86, 87, 88, 89]. La transformation qui conduit d’un point P; au suivant P;;1, est une
application continue T de (S) dans lui-méme, appelée application de Poincaré. Il est donc possible
d’écrire une relation de récurrence® entre les différents points P; telle que :

P =T(P) =T(T(P,— 1)) = T*(Pi_1) = ...... (2.6)

A X,

(S) : X;=donstante

FIGURE 2.1 — Exemple de construction d’une section de Poincaré.

En faisant varier un des parametres du systéme (2.17), en 'occurrence 7, s ou I, il est possible
d’obtenir différents types de section de Poincaré. D’apres le type de la section de Poincaré ou
encore plus précisément le nombre de points d’intersection, il est tout a fait possible de prédire
I’existence de solutions périodiques, de cycles limites ou encore d’orbites chaotiques.

Il est important de préciser que la notion de section de Poincaré est assez fluctuante et dépend
fortement du degré de liberté du systéme mis en jeu. Les coupes de Poincaré obtenues n’ont pas

la méme signification selon qu’on soit en présence de systémes & un ou trois degrés de liberté
[45, 90]

2.3.2 Diagramme de bifurcations

Etant une particularité de la nonlinéarité, une bifurcation est, comme son nom l'indique un
changement qualitatif dans le régime de fonctionnement du systeme dynamique qui se matérialise
par des modifications de la trajectoire. Lors de ce changement, la trajectoire peut évoluer en
faisant apparaitre

— d’autres points d’équilibre en modifiant éventuellement la nature du point d’équilibre,

4. Quelques propriétés de 'application T sont définies en annexe.
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— une période multiple a la période du signal avant la bifurcation,

— une multiplicité de la période du signal (signal quasi-périodique)

— un signal chaotique [91].

Lorsqu’on fait varier un parametre d’un systeme non-linéaire, celui-ci pourra changer le régime
dynamique dudit systeme. Le diagramme de bifurcations nous renseigne sur le type de compor-
tement produit par le systéme en fonction d’un parametre donné (r, s, ou I en ce qui concerne
le systeme tridimensionnel de Hindmarsh-Rose).

Il existe plusieurs types de bifurcations. Cependant, bien qu’il soit prouvé qu’il existe d’autres
types de bifurcations pour le flot (2.17) (comme dans [33] par exemple), nous ne nous intéresserons
qu’a la bifurcation faisant ressortir les dédoublements de périodes et la route vers le chaos. Ce
type de bifurcation est la plus courante et se manifeste lorsqu’une cascade de dédoublement de
période prend place dans le comportement du systéme. Ce dédoublement de période menant au
chaos est encore connue sous le nom de séquence de Feigenbaum, Figure (2.2). La route vers le
chaos de Feigenbaum consiste en une succession de bifurcations fourches [91, 92].

CHAOS

Xs(s)

FIGURE 2.2 — Séquence de Feigenbaum [92].

De fagon pratique, une méthode efficace de construction d’un diagramme de bifurcation fait
intervenir les solutions successives obtenues pour la section de Poincaré a chaque fois que le
parametre de controle évolue.

2.3.3 Exposant de Lyapunov

L’exposant de Lyapunov, au méme titre que la section de Poincaré et du diagramme de
bifurcations, est un outil permettant de prévoir la périodicité, la quasi-périodicité ou la dynamique
chaotique d’un systéme dynamique. Le calcul de I’exposant (ou des exposants) de Lyapunov
permet de quantifier la vitesse de dé-corrélation entre deux trajectoires issues de deux conditions
initiales infiniment proches par la mesure d’un parametre de divergence exponentielle.

En effet, certains flots caractéristiques de certains systéemes dynamiques sont tres sensibles aux
petites variations, que ce soit de leurs conditions initiales ou de I'un de leurs parametres. Ces va-
riations peuvent rapidement aboutir a d’énormes dissemblances pour des trajectoires initialement
presque confondues [91]. Le mathématicien Lyapunov ® s’est penché sur ce phénomene et a
développé une quantité permettant de mesurer la vitesse a laquelle ces petites variations peuvent

5. Aleksandr Mikhailovich Lyapunov.
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s’amplifier. Cette quantité nommée Exposant de Lyapunov mesure en fait le degré de sensibilité
d’un systéme dynamique communément notée \, telle que® :

.1
A\ = tlggo ;lnﬂst(t)H (2.7)

ot 0X (t) est la solution de 1’équation différentielle,

6X = DF(X)6X (2.8)

L’équation (2.8), appelée équation variationnelle, est associée a I’équation du flot décrivant

I’évolution du neurone de Hindmarsh-Rose (équation (2.17)). De fagon générale, le vecteur 5%
est le vecteur tangent a la trajectoire. Il évolue dans un espace appelé ”Espace tangent” qui peut
étre identifié & R™ [93].

Pour la mise en ceuvre pratique, apres des calculs numériques asymptotiquement fiables, on
s’intéresse en réalité a la valeur maximale de A définie a ’équation (2.7) qui est notée A4, Le
calcul pouvant étre repris un tres grand nombre de fois afin de tendre vers la notion de limite
mathématique [94].

Le signe de I'exposant étant la partie renfermant toutes les propriétés essentielles il est possible
d’observer pour le systéme tridimensionnel de Hindmarsh-Rose :

— Un comportement régulier ou périodique lorsque l'exposant de Lyapunov est inférieur a

7€ro.

— Un comportement quasi-périodique lorsque I'exposant de Lyapunov est égal a zéro (sensi-

blement égale a zéro pour des besoins du calcul numérique).

— Un comportement chaotique lorsque 'exposant est strictement positif.

L’apport du calcul de I’exposant de Lyapunov est tel qu’il pourra nous permettre de représenter
les zones de chaoticité ou de périodicité du comportement neuronal dans un plan composé de
deux parametres ((s,I) par exemple) appelé bassin de chaoticité. Les points enregistrés pour le
couple de parametres choisis seront ceux pour lesquels le neurone de Hindmarsh-Rose adopte un
mode de fonctionnement désordonné.

2.3.4 Génération numérique du bruit

Dues aux investigations stochastiques qui seront menées au cours de cette these, nous présentons
la méthode numérique de génération du bruit.

En effet, au cours de nos investigations le bruit utilisé sera exclusivement blanc gaussien noté
e(t) tel que :

< €(t) >=0, (2.9)

<e(t),e(t’) >=2D5(t —t'). (2.10)

En considérant I’influence du bruit blanc gaussien sur un systeéme dont la dynamique est décrite
par l’équation différentielle # = f(x) + €(t), 'agorithme de Box-Mueller et la méthode d’Euler
[95, 96, 97], nous permet d’implémenter numériquement la solution du probleme différentiel

6. Ici encore il existe une variété de terminologies désignant toutes I’exposant de Lyapunov. Nous avons adopté
une définition qui fait agir directement le volet du calcul numérique découlant bien évidement de la conception
mathématique de I'exposant.



2.4 Dynamique déterministe d’un neurone de Hindmarsh-Rose 20

constitué & partir de deux nombres aléatoires qui sont uniformément distribués dans I'intervalle
unitaire.

b1 = nombre aléatoire, (2.11)
by = nombre aléatoire, (2.12)

= [~4DAtIn(by)] 2 cos(2by), (2.13)
T |tpar=x + f(x)At +e. (2.14)

2.4 Dynamique déterministe d’un neurone de Hindmarsh-Rose

Un systeme dynamique, qu’il soit linéaire ou non-linéaire, peut se ramener a la notion de
" flot”, qui a 'exemple de [84], est génériquement défini par la relation :

dX(t)
dt

— X est une coordonnée ( un point ou un vecteur) de ’espace des phase R".

— F:R" - R", est un champ de vecteur de classe C".

— t désigne la variable de temps.

Lorsque F' dépend explicitement du temps on parle de ” Flot non-autonome”, et lorsqu’il
ne dépend pas explicitement du temps on parle de ” Flot autonome”. C’est ce dernier type qui
nous intéresse.

= F(X,1) (2.15)

2.4.1 Points d’équilibre

Un point d’équilibre pour un systéeme dynamique est un point remarquable de ’espace des
phases ou la dynamique est réduite a ’état de repos [98]. On appelle donc point d’équilibre, ou
point fixe, ou point stationnaire, ou point critique, un point de I’espace des phases de coordonnées
X tel que,

X. =0, ou encore F(X.)=0. (2.16)

Considérons que notre flot %X = F(X), est le systeme tridimensionnel de Hindmarsh-Rose défini
a I’équation (2.5) qu’on peut réécrire comme :

kﬁ

(r,y,2) =y — a3 +az? —2+1
= g(z, )=1—dw -y (2.17)
i=h(z,z) =r[s(x — 1) — 2]

En lui appliquant 1’équation (2.16) au point d’équilibre X¢(z¢, Ye, 2¢), on obtient :

T =

<.
|

f(l'e»yewze)_ye*x +a$g—ze+I:O
9(Te,ye) =1—dz?—y. =0 (2.18)
(e, ze) = 7‘[ (xe —x1) — 2 ] =

Ce qui nous permet d’obtenir I’équation
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224 (d—a)a? + sre —sx1 — I —1=0. (2.19)
ou encore,
a3+ 222 + sz — sz — 1 —1=0. (2.20)

dont la solution nous permet d’obtenir I'abscisse z. du point d’équilibre. Cette équation est
solvable grace a la méthode de Cardan [99, 100] en posant

2
Te=€- . (2.21)
L’équation (2.20) est ainsi réduite en,
&+ pE+q=0, (2.22)
avec,
4 1 2
p:s—§ et q:—ﬁ—gs—sxl—l. (2.23)

Le discriminant de I’équation (2.22) s’écrit comme suit :

4 11 2 4 4
A=@+ —pd=(—=—Zs—so1 - )2+ —(s — -)>. 2.24
Chopp =g mgsmsm o )T grls = 3) (2.24)

Nous étudierons le signe de A en fonction des parametres s et I afin d’avoir une vue assez
large sur le nombre de points d’équilibre. En effet, d’apres la méthode de cardan, en s’intéressant
uniquement aux solutions réelles, si :

— A est positif, alors, on a une seule solution réelle,

Tep = f/_qJ;\/Z + f/_q;\/Z (2.25)

— A est nul, alors, on a deux solutions réelles,

_ 3¢
Teo = -
P 2.26
{ Tel = -3¢ ( )

— A est négatif, alors, on a trois solutions réelles données par,

- 1 - 2 2k
Tek = 24/ ?p cos [g(Tq —73) + Tﬂ] avec k€ {0,1,2} (2.27)

—-p
Le plus important dans le concept de ”point d’équilibre” n’est pas de savoir que la dynamique
du systeme en ce point "fixe” est stationnaire, mais de savoir comment évolue la dynamique du

systeme au voisinage de ce point d’équilibre. Ceci amene a étudier de la stabilité de ce point
d’équilibre.
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2.4.2 Stabilité des points d’équilibre

Afin d’étudier la stabilité autour d’un point d’équilibre, il est nécessaire de linéariser le flot
correspondant au voisinage du point d’équilibre. De fagon pratique, on déplace infinitésimalement
le point d’équilibre de sa position naturelle en créant une petite perturbation a son voisinage.
Ainsi, un point situé dans un voisinage élémentaire du point d’équilibre pourra s’écrire,

X = X, +6X. (2.28)

Permettant ainsi un developpement de taylor autour du point d’équilibre au premier ordre [84,
101, 102],

%(Xe +6X) = F(X. +0X)

d d oF
— X+ —0X = F(X, X—
dt det(S (Xe) +0 0X |x—x.

6X = DF(X.)0X (2.29)
ot DF(X,) est la matrice jacobienne du flot au point de 1’espace des phases de coordonnées X, 7.

Of (xy,2)  Of(xy,2)  Of(zy,2)

o ox o oy o 0z
DF(X,) = ggi,y) gg;,y) géfi,y) , (2.30)
Oh(x,z) Oh(x,z) Oh(x,z)
ox oy 0z Ix=x.

ou encore,

6z, —3z2 1 -1
DF(X.) = DF (%e, Ye, 2e) = —-10z, -1 0 . (2.31)
rs 0 -r

La matrice jacobienne ainsi évaluée au point d’équilibre, donne une approximation linéaire du
comportement du systéme au voisinage de ce point. La stabilité du flot est donc déterminée par
la nature des valeurs propres de la matrice jacobienne au voisinage du point d’équilibre.

Les valeurs propres s’obtiennent grace au jacobien de la matrice (2.31) qui est en fait le
polynome carastéristique,

P\ rs) = —/\3+)\2(—3$g+6$e—2)+)\[—6x§+22m6—r(1+5)] (=322 + 162, —s) = 0. (2.32)

En résolvant I’équation P(A,r,s) = 0, on détermine les valeurs propres. En fonction de la na-
ture des valeurs propres, le point d’équilibre peut étre du type hyperbolique ou non-hyperbolique
[103].

En effet, si toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne ont des parties réelles non
nulles, I'équilibre est dit hyperbolique. Les équilibres hyperboliques sont robustes dans ce sens
que, de tres petites perturbations g, ne changent pas qualitativement le portrait de phase dans
une région proche dudit équilibre, mais simplement déplacent le point d’équilibre d’une tres petite
valeur proportionnelle a p. Du reste, pour un flot a trois EDO, on peut distinguer quatre types
différents d’équilibres hyperboliques :

7. il existe dans la littérature d’autres notations pour la matrice jacobienne.
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— Un Noeud, lorsque toutes les valeurs propres sont réelles et ont le méme signe. Le Neoeud est
stable (respectivement instable) si toutes les valeurs propres sont négatives (respectivement
positives).

— Un point selle, lorsque toutes les valeurs propres sont réelles et qu’au moins I'une d’entre
elle ait un signe différent des autres. Les points selles sont toujours instables.

— Un Nceeud-Foyer, lorsqu’il existe une valeur propre réelle et une paire de valeurs propres
complexes conjuguées. Il faudrait en plus que toutes les valeurs aient leurs parties réelles
de méme signe. L’équilibre est stable, (respectivement instable) si toutes les parties réelles
sont négatives (respectivement positives).

— Foyer-Selle lorsqu’il existe une valeur propre réelle et deux valeurs propres complexes
conjuguées. En plus, la valeur propre réelle a un signe opposé a celui de la partie réelle
d’une des valeurs propres complexes. Cet équilibre est toujours instable.

Si par contre une seule des valeurs propres de la matrice jacobienne est nulle ou a une partie
réelle nulle, ’équilibre est dit non-hyperbolique. Les équilibres non-hyperboliques ne sont pas
robustes (le systéeme n’étant pas structurellement stable) en ceci que de petites perturbations
peuvent entrainer des bifurcations de ’équilibre en question en changeant de stabilité, en dispa-
raissant ou encore en s’éclatant en plusieurs autres équilibres. Ces équilibres permettent a priori
d’entrevoir des comportements pour le moins complexes, pouvant survenir dans la dynamique du
systeme [104, 105, 106]. On distingue trois grands types d’équilibres non-hyperboliques,

— Le point d’équilibre dit centre. Ce type d’équilibre survient lorsque le systeme a seule-
ment deux valeurs propres purement imaginaires. Dans les systemes linéaires, les centres
possedent des familles d’orbites concentriques autour d’eux. Généralement, les centres sont
utilisés uniquement dans le contexte des systemes bidimensionnels ou hamiltoniens. Les
centres ne sont pas asymptoticallement stables. Une paire de valeurs propres pure-
ment imaginaires interviennent également dans les bifurcations d’Andronov-Hopf bien que,
due a la nonlinéairité, le voisinage de ce type d’équilibre ressemble a un foyer qui pourra
étre asymptotiquement stable ( bifurcation super-critique d’Andronov-Hopf) ou tout sim-
plement instable (bifurcation sous-critique d’Andronov-Hopf).

— Le point d’équilibre selle-nceud. Ce type d’équilibre est rencontré dans les systémes non-
linéaires avec une valeur propre nulle. Lorsqu’un point selle et un Noeud se rapprochent 'un
de Pautre, ils fusionnent en seul point et disparaissent. Les points selle-noeud sont toujours
instables.

— Le point d’équilibre dit de Bogdanov-Takens, qui est rencontré dans les systemes non-
linéaires avec deux valeurs propres nulles amenant le systeme dans des bifurcations du
méme nom. Cet équilibre est instable.

Il est bien connu que les systéemes dynamiques non-linéaires présentent des comportements
asymptotiquement divergents (chaotiques) soit pour une variation infime de I'un ou de plusieurs
de ses parametres, soit pour une variation infime des conditions initiales.® Il existe une grande
variété de méthodes mathématiques permettant de prévoir les comportements chaotiques des
systemes dynamiques. Dans les paragraphes qui suivent, nous en aborderons quelques-unes qui
ont un rapport étroit avec I’étude dynamique du systéeme de Hindmarsh-Rose a trois dimensions.
Nous parlerons ainsi de la section de Poincaré, du diagramme de bifurcations et de ’exposant de
Lyapunov.

8. effet papillon décrit par E.Lorenz en 1972.
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2.5 Dynamique stochastique d’un neurone de Hindmarsh-Rose

La dynamique du neurone présente d’autres caractéristiques captivantes si on le considere
comme étant baigné d’'une multitude de congéneres sans pour autant s’intéresser a comment ils
interagissent tous ensemble.

En effet, il est bien établi que I’émission du potentiel d’action par le neurone ne peut se faire
que lorsqu’un stimulus suffisant est appliqué & la membrane neuronale. Aussi, la transmission
du potentiel d’action par un neurone dépend de la dépolarisation induite par le neurone qui le
procede sur le chemin de l'influx nerveux. Le neurone, de facon naturelle, est connecté par ses
dendrites a plusieurs autres neurones et procede a la sommation de tous les signaux qu’il regoit
afin de, & son tour, faire circuler 'information électrique si celle-ci est bien évidement convenable
a la dépolarisation. Ainsi, il devient essentiel de considérer un neurone comme étant le réceptacle
de plusieurs influences électriques qui ne sont pas toutes similaires avec des différences certes pas
trés poussées, mais surtout aléatoires [107].

La notion d’influence aléatoire en appelle & celle du bruit qui impose donc & un neurone
des effets stochastiques. Le courant I présent dans la quasi-totalité des modeles mathématiques
neuronaux s’avere étre un des moyens les plus en adéquation avec la physiologie fonctionnelle du
neurone de matérialiser les effets stochastiques sur celui-ci. Le courant I constitue I'excitation
recue par la cellule nerveuse provenant de ses propres courants ioniques transmembranaires forte-
ment corrélé aux courants ioniques transmembranaires des cellules auxquelles il est connecté, et
controlable par un expérimentateur. Pour simuler la réalité physiologique du modele neuronal de
Hindmarsh-Rose, on peut intégrer le comportement de ses voisins immédiats en introduisant un
processus aléatoire qui refleterait la variabilité du systeme résultant des nombreux voisins réels
du neurone d’intérét [107, 108]. Sans pour autant aborder la notion de réseau, puisqu’'un neurone
est en réalité entouré d’autres neurones, le bruit ferait donc référence aux fluctuations électriques
au sein d’une population de neurone. La plupart de ces fluctuations surviennent en dessous du
voltage seuil requis pour la création d’un potentiel d’action mais, quelques fois, elles peuvent étre
aussi présentes sous la forme de potentiels d’action [109, 110]. Le bruit dans I’activité neuronale
est d’autant plus incontournable que ses sources sont variées. Par exemple on peut distinguer :

— la source synaptique,

— la source de conductance ioniques,

— la source thermique,

— la source de connectivité statique,

et bien d’autres sources encore [111].

De ce fait, le courant appliqué au neurone serait désormais un ”courant effectif”, I.;y, lui-
méme constitué du courant ”classique”, I, conjugué au processus aléatoire €(t) utilisé pour tra-
duire les effets stochastiques auxquels est sujet le neurone suivant I’équation

Ieff =]+ G(t). (2.33)

Le processus €(t) est un bruit blanc gaussien [96, 112] d’amplitude D et défini par les propriétés
présentées aux équations (2.9) et (2.10). Le processus stochastique est un bruit blanc gaussien
puisque ses propriétés statistiques sont appropriées pour reproduire la réalité complexe exprimée
par un neurone sous l'influence de son environnement. D’apres ce qui précede, nous considérons
juste le cas ou le bruit blanc est introduit dans le systeme a travers le potentiel électrique mem-
branaire. Ceci permet d’écrire les équations du systeme de Hindmarsh-Rose stochastique tel que :
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P=y—a+ax® — 2+ Lys
y=1—dz?—y (2.34)
t=rls(x —x)—2].

L’étude de la dynamique stochastique d’un oscillateur non-linéaire se réduit tres généralement a
I’étude des bifurcations pouvant survenir au cours de 1’évolution du systeme. Le comportement
stochastique du neurone de Hindmarsh-Rose analysé dans cette these se fera suivant les deux
principaux axes d’études faisant intervenir le bruit a savoir la bifurcation phénoménologique ou
P-bifurcation, et la bifurcation dynamique ou D-bifurcation [112].

2.5.1 Bifurcation phénoménologique
a - Définition : P-Bifurcation

En physique, la majorité des processus aléatoires ou processus de Markov ? sont représentés
par des densités de probabilités qui expriment alors des lois de probabilité des états du systeme
a partir, éventuellement, d’une condition initiale telle une densité de masse ou de courant [113,
114]. Les états du systéme peuvent étre déterminés en considérant des positions particulieres du
systeme comme les points d’équilibres par exemple. La P-Bifurcation matérialise les changements
topologiques significatifs de la densité de probabilité initiale du processus aléatoire sous 'effet de
I'intensité du bruit ou parametre de diffusion dans le temps [115]. Les changements de la densité
de probabilité si elle est stationnaire sont étudiées en fonction d’un parametre du systeme ou du
coefficient de diffusion.

b - Mise en ceuvre

Afin de connaitre les bifurcations de la densité de probabilité, il est important de savoir 1'ex-
pression explicite de la densité de probabilité elle-méme . Cependant, pour beaucoup de systémes
non-linéaires existants, la résolution des équations différentielles dont la densité de probabilité
est solution, proposent des obstacles sérieux et parfois impossibles a lever actuellement. Pour
certains systemes dynamiques, il est parfaitement possible d’obtenir la forme analytique de la
densité de probabilité en appliquant la méthode dite ” Averaging Stochastic” [116]. Cependant,
la méthode la plus utilisée quand il s’agit de déterminer la densité de probabilité d’un systeme
stochastique est I’équation de Fokker-Planck [117].

L’équation de Fokker-Planck est une équation aux dérivées partielles que doit satisfaire la
densité de probabilité d’un processus de Markov. A l'origine, une forme simplifiée de cette
équation a permis d’étudier le mouvement brownien. Comme la plupart des équations aux dérivées
partielles, elle ne donne des solutions explicites que dans des cas bien particuliers portant a la fois
sur la forme de I’équation et sur la forme du domaine ou elle est étudiée. Elle est ainsi nommée
en ’honneur d’Fokker et de Planck, les physiciens qui I'ont proposée pour la premiere fois.

En appliquant ’équation de Fokker-Planck au systéme (2.34), on obtient une EDP avec trois
variables dont la résolution analytique est particulierement ardue. Seule une analyse numérique
de cette équation aux dérivées partielles pourra étre menée moyennant certaines simplifications.
La méthode numérique dite des ”différences finies” nous permettra de trouver les bifurcations de
la densité de probabilité [118, 119, 120].

Comme nous l'avons remarqué a la section 2.2, le modele tridimensionnel de Hindmarsh-
Rose peut étre concu comme étant la combinaison de deux sous-systemes. Le sous-systeéme lent,

9. Andrei Markov
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gouverné par la variable z sera négligé dans le cadre de I’étude dynamique des effets stochastiques
sur le neurone (particulierement la P-bifurcation). En effet, le coefficient d’échelle, r étant tres
petit, la méthode asymptotique propose de considérer z = 0 [121, 122]. De ce fait, 1’équation
(2.34) peut étre réécrite de la maniere suivante :

#=fi(w,y) =y —a® +az® =z 4 Ly (2.35)
j=folz.y) =1—da’ —y. '
La densité de probabilité P(t,x,y) dans le cadre non-stationnaire s’écrit :
2 2 2 o9
— = . 2.36
ot ; 0z, * ; ; 2.0z, (2:36)

Ou (z1,22) = (z,y) and D;; est la matrice de diffusion donnée par :

( 107 8 > . (2.37)

L’équation de Fokker-Planck pour le systéme asymptotique décrit par I’équation (2.35) est
donc :

OP(t,z,y) _ 8[7 fl(x,y)P(t,x,y)} N 8[7 fQ(J:,y)P(t,x,y)] +D82P(t,x,y)'

ot Ox oy Ox?

(2.38)

Les expressions des fonctions fi et fo sont données au systeme (2.35). La résolution analy-
tique de I’équation (2.38) est tout simplement utopique a ’heure actuelle. Pour établir la bifur-
cation phénoménologique, il est nécessaire de passer par la résolution numérique. La méthode
de résolution par différences finies que nous adoptons se fera en utilisant la particularité de la
différenciation par directions alternées. Cette méthode de résolution appelle la considération des
pas intermédiaires (time splitting) qui permet d’écrire :

oP

o = 1P+ LaP + LsP. (2.39)

L’introduction des opérateurs L; permet de simplifier la construction linéaire des différentes
équations du systéme en brisant 1’équation (2.39) en trois directions, permettant donc d’envisager
une résolution progressive en trois étapes. On a :

Liu= —(fgz[flu}

Lou = —a—y[fQu} (2.40)
2

Lsu = %[Du]

Nous supposons que pour chacun des L;, il existe un schéma différentiel correct permettant d’aller
de U(tn) a U(tny1), si ce L; était le seul terme a droite dans I’équation (2.39), c’est-a-dire qu’il
existe des schémas Uy, Us et Us (correspondants respectivement a Ly, Lo et Ls) tels que :

un+1 — Ul(un
w1 = Us(u™, A
u"tt = Us(u™, A

[

), (2.41)
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La méthode des temps intermédiaires consiste alors a écrire :

5 = Ui (u™, At),
W™ = Uy(uts, At), (2.42)
utl = Ug(u’”%, At)

c - Schéma Implicite

La méthode des différences finies peut s’effectuer a ’aide de plusieurs schémas de différenciation
tels que le schéma explicite, implicite ou de Lax [118]. D’apres I’étude concernant la stabilité des
différents schémas différentiels couramment utilisés et présentés a ’annexe A, nous portons notre
choix sur le schéma implicite qui offre des solutions intéressantes en termes de stabilité. Le schéma
implicite sera décliné en un schéma arriere d’ordre 1 pour évaluer les dérivées premieres temporelle
et d’espace, et un schéma centré d’ordre 2 pour évaluer la dérivée seconde spatiale [123].

d - Vérification de la stabilité

La stabilité du schéma différentiel choisi sera testée pour chaque direction par la méthode
d’analyse de la stabilité de Von Neumann [124]. L’analyse de Von Neumann est locale : on
suppose que les coefficients de I’équation aux différences finies varient si lentement qu’ils peuvent
étre considérés constants en espace et en temps. Dans ce cas, les solutions indépendantes (" modes
propres”) de 1’équation aux différences finies sont toutes de la forme :

u = E"exp(ikjAx) (2.43)

ou: ke€R, estunnombre d’onde spatial et £ = (k) est un nombre complexe dépendant de
La dépendance par rapport au temps d’un mode propre est alors décidée par la puissance de &.
Par conséquent, les équations aux différences finies sont stables si :

VE,| (k) < 1. (2.44)
Généralement, les schémas utilisés pour résoudre les équations aux dérivées partielles avec la
méthode des différences finies doivent étre stables pour le cas idéal. Cependant, des schémas
conditionnellement stables offrent aussi des descriptions réalistes de la solution de I’équation.

— Premiere direction : L1 P = %(—flP)

D’apres la méthode des pas intermédiaires décrite a I’équation (2.42), on peut écrire :

1 1
6P>n+5 |: a n+§
A = |- =AP)| (2.45)
<8$ ij Oz i.j
ou encore
P”"'% pr ntg ntg
i tig T O‘f1¢+1,jpi+17j + afli—l,jpiflhj? (2'46)

_ At
avec & = AL

En se servant de ’analyse de la stabilité de Von Neumann, on pose :



2.5 Dynamique stochastique d’un neurone de Hindmarsh-Rose 28

P, = "exp(tklAr) (2.47)
En remplagant 1’équation (2.47) dans I’équation (2.46), on obtient :
1

€5 = : (2.48)
1+ a(f].iJrl,j - fliq,j) cos(kAx) + La(f].H»l,j + f].ifl,j) sin(kAx)
Pour que ce schéma soit stable, il suffit d’avoir par exemple ¥
[1 +a(fri, — fliy) COS(kJA$)] >1 (2.49)

Le schéma implicite est donc conditionnellement stable pour la premiere direction, la stabilité
dépendant des parametres du systeme. Par ailleurs, la stabilité du schéma pour la premiere
condition peut nettement étre améliorée et ceci, indépendamment des parametres du systeme si
«a est numériquement tres petit devant 1.

— Deuxiéme direction : Lo P = {%(—sz)

Posons
—fo(z,y) =y — h(z). (2.50)
On a:
2 2
BP n-‘rg a n+§
— = |— —h)P . 2.51
<8x>i,j [&U((y ) )L] ( )
ou encore
n+§ n+3 t n+% At n+%
Py =P+ 5 27y (W1 = ha) Py — m(yj—l —hi) B (2.52)

La condition de Von Neumann permet d’obtenir,

1
11— Atsin(kAy) — Lﬁ—;(yj — hi)sin(kAy)

I
W=

(2.53)

Le schéma implicite est conditionnellement stable pour la seconde direction. La stabilité dépendant
des parametres du systeme.

— Troisiéme direction : L3P = (%2 (DP)

OP n+1 82 n+1
(), - o]
T/ Z2 i
ou encore
Pt =P 5 p At (PiAL — 2P 4+ Pl (2.55)
irj Ag2 Vit =14/ ’

La condition de Von Neumann donne,

10. 11 est important de préciser que dans les formules 2.47 et 2.48, le ”+” qui n’est pas en indice est le nombre

complexe imaginaire pur. Ceci représente une terminologie que nous adoptons au cours de nos développements.
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1
142D Azsm (%)

Le schéma implicite est donc inconditionnellement stable pour la troisieme direction.

wl=

3 (2.56)

e - Discrétisation et forme matricielle

Le maillage spatial est constitué de (2N+1)x (2N +1) noeuds. Les pas spatiaux de discrétisation

sont : Ax = f—]\lf et Ay = f—ﬁ, Ly et Lo sont les longueurs des directions en x et y de I’équation

(2.35) obtenues par intégration.
— Premiére direction

D’apres ’équation (2.46), on sait que

7’L+1 A n+ A n+1
1, - ZT,L] 2A flz+lj Z+13 IAT flz 1,5 z lj (257)
En posant a; = _%flwl,j et as = mflifl,j’ on obtient
+3 +3
ps +a1P+1] ay P % = P, (2.58)

Pour chaque indice j et n fixés, choix que nous deﬁnlssons arbitrairement afin de déterminer la
forme matricielle, on peut écrire,

A P"5 = P, (2.59)

qui peut étre détaillée pour les indices fixés comme,

pris
1 aq 0 . 0 Pﬂj‘% Pﬂ]
—az 1 ap 0o ... 0 2na+l Py
0 —ay 1 ay 0 0 Py ; ? b3
. +3 n,
—az 1 al 0 : PZJ» 3 = 4,5 , (2.60)
—ag 1 al O :
0 ce ce —as 1 al P,,H_% nQnN,j
PQN—&?-)IJ
avec bien évidement,
1 ai 0 e. ... ... 0
—a 1 aj 0 e e 0
0 —an 1 al 0 . 0
Al = —a9 1 ai 0 (261)
—ay 1 ap 0
0 ce ce cee —as 1 al
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— Deuxiéme direction

En omettant le changement de variable effectué en (2.50), on sait d’apres ’équation (2.52)

que
n+2 1 At n-l— A n-i,—z
P — prts — “9Ay o f2m Pt 27y o S2, 03 (2.62)
En posant a3z = Q%Ttyfzi,gdrl et ag = 2Ay fgu ., on obtient
+2 +2 +3
P 4 asPl ) —agPl = P (2.63)
La forme matricielle permettant de compléter ’étape de la deuxieme direction est donc :
ApPt3 = prts, (2.64)
Ou encore,
n+2 n+3
1 ; oo P
as n+§ n—i-g
—ay 1 as 0 ce e 0 F)Z;irg JDZ;LQJFL
0 —Qy 1 as 0 . 0 'F)i,3 z 'F)i,3 j
Po—ay 1 a3 0 Py =1 P, (2.65)
e e . —ay 1 ag 0 :
0 e e N —ayq 1 as ,,7:+2 77:+l
0 0 —ag 1 Pian PiaN
n-‘,—% n-‘,—%
i,2N+1 i,2N+1
avec
1 as 0 e 0
—a4q 1 as 0 e 0
0 —Qy 1 as 0 .. 0
Ay = : —Qay 1 as 0 : (266)
.. —ay 1 as 0
0 —Qy 1 as
0 0 —ag 1
— Troisiéme direction
On sait d’apres ’équation (2.55) que
At At At
+1 +7 +1 +1 +1
P — Pty = DA—PZEFU 2DA 2P” DA—P” 'L (2.67)
En posant a5 = D%, on obtient
42
(1+as) Pt — as P — as PR = P03 (2.68)
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La résolution de I’équation différentielle a la troisieme direction se fait par ’entremise de I’équation :

AyPmtt = prt (2.69)
avec
1+ 2as5 —as 0 0
—as 14 2as —as 0 0
0 —as 14 2as —as 0 ... 0
Az = : : —a5 1+2a —as 0 : : (2.70)
—as 14 2as —as 0
0 —as 14 2as —as
0 0 —as 1+ 2as5

Les trois étapes de résolution ainsi déterminées permettent d’établir les bifurcations de la densité
de probabilité du neurone de Hindmarsh-Rose sous les effets stochastiques en partant, comme
annoncé, d’un bruit blanc gaussien de la forme [125],

e Nl)z} exp[(y—ﬂ?y] (2.71)

exr
2mo109 p[ 20% 20%

P(t:O,J;,y) =

. Les parametres o1, o9, 1 et ug seront fixés a la lumiere du comportement du systeme (2.35) et
du maillage du domaine de résolution.

2.5.2 Bifurcation Dynamique
a - Définition : D-Bifurcation

La bifurcation dynamique ou D-bifurcation concerne les systemes différentiels dynamiques
aléatoires qui possedent pour un ensemble de valeur d’un méme parametre [, une mesure inva-
riante vg. S’il existe au voisinage proche ou lointain de 8 une valeur 8p telle que pour la mesure
de l'invariant vg on trouve une valeur vg) telle que vg) # vg, on désigne ce changement de bi-
furcation dynamique et la valeur Sp est un point de bifurcation dynamique. Particulierement,
la D-bifurcation correspond a un changement dans le spectre de Lyapunov associé a une mesure
invariante de Markov. Chercher une bifurcation dynamique s’apparente a chercher une bifur-
cation d’une mesure invariante & la maniere de la recherche de la stabilité d’un point fixe dans
un systeme dynamique autonome déterministe. Les D-bifurcations sont utilisées pour définir le
concept de robustesse stochastique a travers la notion d’équivalence stochastique [115].

b - Mise en oceuvre

De fagon un peu plus concrete, chercher une D-bifurcation ou un point de D-bifurcation,
consiste a rechercher la valeur du parametre sollicité dans le systeme pour laquelle le plus grand
exposant de Lyapunov du systéme change de signe. Contrairement au cas déterministe, le chan-
gement du plus grand exposant de Lyapunov n’est plus une valeur fluctuante et capricieuse a un
tel point que soit le systéme passe d’un état instable & un autre stable, et vice-versa sous 1'effet
des influences aléatoires.

Dans cette these, nous nous proposons de retrouver numériquement les D-bifurcations as-
sociées aux changement du spectre de Lyapunov du systeme dynamique de Hindmarsh-Rose
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défini a I’équation (2.34). Le neurone étant sujet aux effets stochastiques, il est important de
générer numériquement le bruit blanc gaussien. A partir de deux nombres aléatoires b, et bs,
uniformément repartis dans 'intervalle [0;1] et de l'algorithme de Box-Mueller [96, 97], nous
générons une séquence gaussienne normalisée. Nous utilisons la méthode d’intégration numérique
de Euler (équations (2.11) a (2.14)), adéquate pour les équations différentielles stochastiques,
pour résoudre le systeme (2.34) qui se décline entierement dans le procédé

€ |at=/—4DAtIn(by) cos(2mbs)

Tlar=a+ (y— 23 +ax? — 2+ DAL+ € |a
Y lerar=y + (1 — da® —y)At (2.72)

Z t4ar= 2z + (r [s(z —z1) — z])At.

Le but final étant de faire apparaitre les variations de I’exposant de Lyapunov maximal (équation
(2.7)) en fonction des variations du coefficient de diffusion tout en lui adjoignant les variations
éventuelles de I'un des parametres r, s ou I. Le calcul étant repris 50 fois, si la valeur maximale
de I'exposant de Lyapunov prend une valeur telle que A4 < 0, I’activité neuronale est stable
ou périodique. Dans le cas contraire ’activité neuronale est simplement imprévisible.

2.6 Introduction aux Réseaux neuronaux

Les sections précédentes nous ont permis de situer le contexte mathématique dans lequel nous
comptons analyser et appréhender le comportement d’un neurone modélisé par les équations
mathématiques de Hindmarsh-Rose. Le neurone est I’entité fondamentale du systéme nerveux.
Dans l'optique d’analyser le systéeme nerveux, il est donc essentiel de cerner les mécanismes qui
régissent le fonctionnement de la cellule nerveuse. A présent, nous entreprenons 1’étude du com-
portement collectif des neurones au sein d’un réseau, ce qui constitue un substitut mathématique
a I’étude du systeme nerveux dans le sens de la propagation du signal électrochimique qui est la
clé de voute du fonctionnement du systéme nerveux.

En effet, a travers le signal électrochimique véhiculé par les neurones, le systéeme nerveux gere
les informations sensorielles, coordonne les mouvements musculaires et régule le fonctionnement
des autres organes. Chez les animaux dotés d’un cerveau limbique, il régule également les émotions
et chez ceux doté d’un cerveau cognitif, il est le siege de l'intellect [4].

Dans la plupart des ouvrages traitant de ce sujet, il est aisé de constater que le systeme
nerveux est composé de deux types cellulaires : les neurones et les cellules giales !'. Les neurones
constituent la partie active du systéme nerveux (transmission et traitement de signaux), alors
que les cellules giales assurent une fonction de support (protection, métabolisme, recyclage). En
dehors des microgliocytes, ces cellules sont générées a partir d’un progéniteur commun, la cellule
souche neuronale.

Mais aussi et surtout, il existe un compartiment absolument essentiel a ’activité vitale du
systeme nerveux, ’espace synaptique entre deux neurones ou encore la synapse. La synapse est
le siege de l'interaction entre deux neurones et partant, le lien nécessaire a l'acheminement de
I'information électrochimique le long du systéme nerveux, qu’il soit central ou périphérique. Ceci
permet d’affirmer d’un point de vu interactif que, le réseau neuronal est constitué de 'assemblage
de neurones et de synapses.

11. Le travail mené au cours de cette investigation ne concerne pas les cellules giales qui ne participent pas a
la propagation du signal électrochimique bien qu’ayant un réle déterminant dans le fonctionnement du systeme
nerveux.



2.6 Introduction aux Réseaux neuronaux 33

2.6.1 Synapses

La synapse est une zone de contact qui s’établit entre deux neurones, ou entre un neurone et
une autre cellule ( cellule musculaire, récepteur sensoriel etc...) . Elle assure la conversion d’un
potentiel d’action déclenché dans le neurone pré-synaptique en un signal dans la cellule post-
synaptique. On estime, pour certains types cellulaires qu’environ 40% de la surface membranaire
est couverte de synapse.

Les deux modes principaux d’interaction entre les neurones sont les synapses chimiques et les
synapses électriques (Figure 2.3) :

— Dans une synapse chimique, la libération de neurotransmetteurs consécutive a un potentiel

d’action induit une modification électrique du neurone post-synaptique.

— Dans une synapse électrique, le signal est transmis électriquement par I'intermédiaire d’une
jonction communicante (gap junction). La synapse électrique permet une interaction
continue et réciproque par le passage direct d’ions au travers de canaux qui joignent les
membranes des deux neurones accolés. Le courant synaptique est alors proportionnel a la
différence des potentiels membranaires qu’il tend a égaliser [126].

A cellule
1 postsynaptique

Cellule
presynapltique

A Celule ellule
Recepteur : Cellule Cellule

postsynaptique  presynaptique

Transmetteur

1
\
'
\J Connexon 1

Synapses chimiques Synapses electriques

FIGURE 2.3 — Dans une synapse chimique, le potentiel d’action qui arrive au terminal pré-
synaptique, induit l'exocytose de vésicules qui liberent des neurotransmetteurs dans la fente sy-
naptique. Les neurotransmetteurs diffusent et se lient aux récepteurs localisés a la surface de
la cellule post-synaptique, ce qui provoque l’ouverture de canaux ioniques et modifie la conduc-
tance de la membrane. Dans une synapse électrique, des canaux permettent un passage direct des
tons entre le cytoplasme des deuz cellules couplées, ce qui modifie instantanément les potentiels
membranaires des deux cellules [126].

On les distingue au microscope électronique par la taille de la fente synaptique; de 'ordre
de 2 nanometres pour les synapses électriques, et entre 10 et 40 nanometres pour les synapses
chimiques.

Les synapses électriques constituent un mode de communication minoritaire par rapport aux
synapses chimiques. Cependant, dans les décennies qui suivirent leur découverte [127], le progres
des techniques de détection par microscopie et le développement d’outils biochimiques permet-
tant de perturber leur action ont révélé leur présence et leur importance dans certains systémes
neuronaux, notamment dans le cortex, I'hippocampe, I'olive inférieure, le striatum et la rétine
des mammiferes [128, 129].

2.6.2 Synchronisation neuronale, un axe d’étude essentiel

La recherche de synchronisation dans de grands ensembles de neurones est un probleme im-
portant en neurosciences. En effet, les phénomenes de synchronisation sont reliés a différentes
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questions principales en neurosciences [130, 131, 132, 133]. Par exemple, la synchronisation semble
étre un mécanisme central a la fois pour le processus d’information neuronale a l'intérieur d’une
zone du cerveau aussi bien que pour la communication entre les zones du cerveau. Les résultats
d’expériences sur des animaux ont indiqué que la synchronisation de l'activité neuronale dans
le cortex visuel serait responsable des connections entre des particularités visuelles différentes
mais liées de telle sorte qu'un motif visuel puisse étre reconnu dans son ensemble ([131, 134]
et les références qui y sont proposées). De plus, il semble que la synchronisation de l'activité
oscillatoire dans le cortex sensorimoteur pourrait étre utile pour l'intégration et la coordination
de l'information sous-jacente dans le controle moteur.

La synchronisation est le mécanisme qui maintient les rythmes vitaux comme celui de la
respiration. Ce rythme est généré par un réseau de neurones pacemaker couplés par des synapses
dans le bas du tronc cérébral [23]. En effet, si on ”découple” les neurones avec des bloqueurs
pharmacologiques qui agissent sur les transmissions synaptiques, ils continuent de présenter des
salves de potentiels d’action mais de facon asynchrone. D’un autre c6té, la synchronisation est
responsable de tremblements pathologiques [135, 136] et semble jouer un role important dans
plusieurs maladies neurologiques comme 1’épilepsie [137].

Des potentiels venant de plusieurs neurones, s’ils sont synchronisés, peuvent impliquer des
fluctuations mesurables du signal de 1’électroencephalographe (EEG). L’analyse spectrale de
’EEG montre que les neurones peuvent osciller de fagon synchrone dans plusieurs intervalles
de fréquence [132]. L’émission de potentiels d’action simultanés dans une population de neurones
est une réponse typique a différents stimuli : visuels [134], olfactifs [138] ou tactiles [139]. D’autres
types de synchronisation de neurones sont présentés dans [140] ou encore dans [141].

2.6.3 Présence multiple des synapses électriques

Les synapses électriques ont été initialement découvertes chez les invertébrés. En 1959, Fursh-
pan et Potter [127], ont montré que la transmission excitatrice rapide dans la fibre géante de la
langouste s’effectuait par un couplage électrique. Indépendamment et simultanément, Watanabe
[142], a montré que les neurones du ganglion cardiaque du homard étaient couplés électriquement.
Par la suite, de nombreuses études ont démontré la présence de synapses électriques, souvent rec-
tifiantes, chez de nombreuses especes d’invertébrés comme la sangsue ainsi que chez des vertébrés
inférieurs, comme par exemple ’anguille [143]. Chez ces espéces, les synapses sont responsables de
patrons spécifiques d’activité qui interviennent dans des activités motrices stéréotypées, comme la
fuite de la langouste [144], la réponse électrique du poisson électrique [145], la capture d’une proie
[146] ou la génération et la coordination de rythmes moteurs dans le systeme stomato-gastrique
du crustacé [147].

Cependant, il a fallu attendre 1972, et la mise en évidence anatomique des synapses électriques
dans le néocortex [148] et dans le cortex cérébelleux [149] pour que 'on admette enfin l'existence
des synapses électriques dans le cerveau des mammiferes. Depuis, les développements des
techniques électrophysiologique et de visualisation microscopique ont permis d’obtenir des me-
sures systématiques du couplage électrique dans de nombreuses régions du systeme nerveux des
mammiferes ou les synapses électriques connectent généralement une méme classe de neurones.
Du reste, le document cité a la référence [126] présente une liste assez exhaustive recensant ’exis-
tence et I'importance des synapses électriques dans différentes parties de I’anatomie animale en
général.

Les sections 2.6.1, 2.6.2 et 2.6.3 nous permettent de constater que la synchronisation des
neurones est, en soi, un axe d’étude primordial dans I’analyse des phénomeénes collectifs au sein
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du systéeme nerveux. La modélisation mathématique d’un réseau neuronal avec ses différentes
topologies devient un aspect essentiel au méme titre que la modélisation mathématique de la
cellule nerveuse, lorsqu’il s’agit de I’étude de la synchronisation dans un systeme nerveux. En
outre, I'ubiquité des synapses électriques (sections 2.6.1 et 2.6.3) constitue pour nous un axe
solide quant a la modélisation mathématique du réseau neuronal. Ce qui nous offrira un fondement
topologique du réseau et un socle scientifiquement prouvé sur lequel sera basée notre investigation.

2.7 Réseau déterministe de modeéeles de Hindmarsh-Rose iden-
tiques

Avant de décrire le réseau neuronal de modeles mathématiques identiques de Hindmarsh-
Rose, nous procédons a un changement de variables qui nous permet de diminuer le nombre de
parametres manipulés [33, 150] :

x—x

y—1+y

z—=>1+2+1 (2.73)
d— —(a+ )

c— —sx1 —1—1,

Ceci reformule les équations (2.5) et (2.17) en :

t=ax? 23 +y—z

= (a+a)x?—y (2.74)
Z=r(sr+c—z)

Le systeme tridimensionnel de Hindmarsh-Rose entre en phase chaotique d’une maniere
déterministe pour certaines valeurs précises de ses parametres tel qu’ affirmé dans la revue de la
littérature présentée a la section 1.2. Les parametres a, «, 7, s et ¢ seront définis tels que 'on ait
un comportement chaotique du systeme (2.74), afin de mettre en lumiere ’avenement d’une cer-
taine synchronisation entre les oscillateurs non-linéaires que sont les neurones de Hindmarsh-Rose
au sein d’un réseau.

2.7.1 Couplage des proches voisins

Le réseau est constitué d’une boucle fermée de neurones ol chaque neurone interagit unique-
ment avec celui qui le précede et celui qui le suit.

Nous considérons un réseau de N neurones de Hindmarsh-Rose identiques couplés mutuelle-
ment les uns aux autres par le potentiel membranaire x(t) et les flux ioniques rapides a travers la
membrane cellulaire décrits par la variable de spiking y(t). Comme nous le savons, la variable z(t)
traduisant les flux ioniques lents a travers la membrane, impose au modeéle a entrer dans un état
réfractaire a toute excitation encore appelé état de repos. Pour ce type de couplage et tout au
long de cette these, nous nous intéressons a ’étude du processus de synchronisation des neurones
au cours de leur activité émissive de potentiels d’action. Ceci implique systématiquement que le
couplage du a la variable z(¢) ne sera pas pris en compte tout au long de notre these.

L’équation décrivant le systéme nerveux mathématique de modeles identiques de Hindmarsh-
Rose s’obtient a partir du systeme (2.74) comme :
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i = ax? — 23 +y; — 2 + fo, (w1, 2, .0, TN)
yi - (a—i_a)x?_yi+fyi(y17y27"'7y]\f) (275)

Zi =r(sx; +c—z).

Ou fz, 4 est la fonction représentant le type d’interaction entre les unités dynamiques non-
linéaires présentes dans le réseau. Cette fonction est représentative des synapses électriques
décrites plus haut. On a pour le couplage des proches voisins,

{ fxi(xlny’-"’xN) :K1($i+1 —2$i+ﬂfi—1), (2 76)

Ju (W1, y2, s yN) = Ko(yit1 — 2vi + yie1)-

Les K; étant les garants du couplage entre les unités dynamiques. Ils sont encore appelés forces
de couplage ou parametre de couplage et assurent sans équivoque, comme nous le verrons, la
stabilité du processus de synchronisation dans le cadre déterministe. Le cas stochastique relevant
de la conjugaison d’autres parametres clés non négligeables. Le réseau sous la configuration
des proches voisins se décline donc comme étant un réseau linéaire traduit par une fonction de
couplage linéaire.

2.7.2 Couplage global

Dans le cas ou un neurone posséederait plusieurs dendrites, ce qui représente le cas le plus
commun, il ne serait plus alors connecté qu’a deux neurones situé de part et d’autre de lui-
meéme. Les dendrites étant la manifestation visible de l'interaction entre neurones, un neurone
effectue donc la somme des potentiels qu’il recoit au niveau de chacune de ses dendrites et si le
stimulus résultant est suffisant, il se charge alors de transmettre a son tour le signal regu. Chaque
dendrite pouvant étre le siege d’une synapse électrique, les jonctions y découlant seront ainsi
toutes matérialisées par des fonctions de couplages conséquentes.

Pour ce type de couplage, le réseau reste décrit par le systéme (2.75) muni de synapses
électriques a I'unique différence que les fonctions de couplages deviennent :

{ foi(@1, 2, zn) = Q1 N (2 — 23),

fyiyiy2, o yn) = Q2351 (Y5 — ¥i)- aveci 7 j (2.77)

Les coefficients (); sont également les forces de couplages associées a ce type d’interaction et
possedent toutes les particularités énoncées pour leurs homologues, les K;. Le réseau neuronal,
sous la configuration du couplage global, possede une topologie non-linéaire définie par des in-
teractions linéaires.

Que ce soit pour 'interaction de type des proches voisins ou pour 'interaction de type global,
le couplage est bidirectionnel. En effet, chaque neurone est susceptible d’influencé la dynamique
d’un autre neurone, ou encore deux neurones (proches ou pas selon le type de topologie) peuvent
étre affectés chacun par la dynamique de lautre [33, 34, 57, 60]. Le but de notre analyse est de
s’assurer si IV neurones de Hindmarsh-Rose avec des parametres identiques, couplés a travers les
variables de I’émission des potentiels d’action et des flux ioniques rapides peuvent fonctionner a
I'unisson. Nous recherchons ainsi les conditions qui établissent 1’état synchrone au sein du réseau.
Cette démarche est concrétisée par la description des différents domaines de processus stables
ou instables de synchronisation comme dépendants des forces de couplage K; et Q);. Pour un tel
type de réseau de modeles identiques, I’analyse du processus de synchronisation se fera de facon
conjointe avec les méthodes semi-analytique de la Fonction de Stabilité Maitresse (FSM) et de
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simulations numériques directes de 1’équation (2.75) [34, 151, 152]. La variation des coefficients
K; et (Q; permet d’obtenir une variété d’états dynamiques tels que la synchronisation de groupe,
la synchronisation complete et méme 'instabilité ou le chaos spatio-temporel (voir les références
citées a la section 1.3).

2.7.3 Stabilité du processus de synchronisation : Etude mathématique

La coordination d’un réseau de neurones de Hindmarsh-Rose mutuellement couplés est source
d’intérét si ’état dynamique correspondant est stable. La stabilité implique pour n’importe quelle
trajectoire perturbée de retourner a l'attracteur original. Premierement, nous identifions les
différents états dynamiques apparaissant dans le réseau et dépendant des forces de couplage
K; et Q; et du nombre N d’unités neuronales de Hindmarsh-Rose. L’état synchrone résultant
(zs,Ys, 25), défini lexistence d’un ensemble invariant

M = {v(xiyyiazi); (wi,yi,zi) = (xs(t)ﬂys(t)vzs(t));Vi}'

La stabilité du processus de synchronisation est vérifiée par 'approche FSM [152]. A cet effet,
I’équation (2.75) est réécrite sous la forme vectorielle

N
Xi=F(Xi,t)+ > GyH(X;), o i=12,N (2.78)

j=1

Ici,

— Xi(zi, ys, zi)T est le vecteur des variables dynamiques propres au i*™¢ modele neuronal de

Hindmarsh-Rose,
— la fonction F : 3 — N3 décrit la dynamique locale du %™ systéeme neuronal tel que
axiz—x?—i-yi—zi
F(Xi,t)=| (ataxi-yi |,

r(sx; + ¢ — z;).

la fonction H : ®3 — R3, contenant les forces de couplage, décrit I'interaction entre les
neurones de Hindmarsh-Rose présents dans le réseau a travers ’équation

H(X;) = EX;

— enfin, G;; est la matrice de connexion, qui comme son nom l'indique, dépend du type de
couplage appliqué aux éléments du réseau. Cette matrice est symétrique.
e Dans le cas du couplage des proches voisins (avec les conditions aux limites périodiques), les
matrices de connexion et de couplage G et E sont :

-2 1 0 1

1 -2 1 0 K 0 0
G = 0 . e Tl avec E = 0 Ko O

: 1 0 0 O
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e Dans le cas du couplage global, on a :

-N+1 1 ... ... 1
1 1 ... 1 o))
G = 1 : avec E= 0
0
: LT T 1
1 1 ... 1 —-N+1

oo
oo o

Le réseau étant invariant par translation, i.e (F; = F;H; = H) et Zj G;j = 0, Vi, le terme de
couplage de I’équation (2.78) s’annule exactement sur I'invariant de synchronisation M. Ainsi, M
est caractérisé par un attracteur dynamique d’un seul modele neuronal de Hindmarsh-Rose libre
de tout couplage. Dans 'espace de phase, M est un Hyperplan. De ce fait, nous nous retrouvons

en face d’un probléme aux valeurs propres.

Considérons la perturbation ¢; définie autour de I’état stable X, = (2, ys, 25)7

& = Xi — XS.

En appliquant le dévelppement en série de Taylor au voisinage de X, on a :

oF
F(Xivt) = F(Xs + 5iat) = F(Xs,t) + & ‘Xz:Xs.

0X;

Ainsi,

F(X;,t) = F(X,,t) + DF(Xy)e;.
Par ailleurs,

OH
H(X;) = H(X; +¢j) = H(X) + &5 |x,=x..
J

On sait que :

OH A(EX;) 0X;
anl j:Xs aXJ ‘X]':XS 8Xj IXj:XS

On obtient :

H(XS + Ej) = H(XS) + EEj.
En remplagant (2.80), (2.81) et (2.84) dans (2.78) on a :

N N
g, = F(Xs,t) + DF(Xs)e; + Z Gin(XS) + ZGijE5j~
P =1

L’état synchrone étant défini pour X, = 0, on a alors

N
F(Xot)+ > GiH(X,) =0.
j=1

Ceci implique pour les perturbations que :

(2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)

— E. (2.83)

(2.84)

(2.85)
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N
g = DF(XS)EZ + Z Gi]’Eé‘j. (286)
j=1
Afin de continuer ce développement, il est primordial de rappeler d’autres propriétés classiques
de la matrice G;;. En effet, si I'on désigne par +; les valeurs propres de G et par w;, les vecteurs
propres associés, il s’ensuit que :

{ Gi?‘wi = Yiwi (2.87)

T _ 5.

wiw; = ij-

On peut a présent introduire les états variationnels 7; en fonction des perturbations €; et des
vecteurs propres w; comme :

N-1
ei= > wpr@Q (2.88)
k=0

L’introduction de I’état variationnel n est tres avantageuse dans la mesure ou lorsqu’on se réfere
uniquement a la synchronisation par rapport a I'état Xy, les états dynamiques X; et X; sont vus
de la méme facon.

Reconsidérons a présent 1’équation (2.86) et introduisons-y d’abord une relation semblable a
la seconde équation du systeme (2.87) :

N
g = DF(XS)&' + Z GijijjTEej. (2.89)
j=1
Ensuite, (2.88) :

N-1
Wi ® ny = DF(X Z Wi ® Ny + Z Gijwjw] E Z Wk ® M- (2.90)
k=0
Ce qui donne :
N-1
Z%@m—DF Zwk®77k+z%ij Ezwk®nk- (2.91)
k=0 k=0

Ou encore,

N

N—1 N-1 N_1
Z Wi ® Mk = Z Wk ® DF(Xs)nk + Z ijij;prwk ®77k- (2.92)
k=0 k=0 k=0 j

1

D’apres (2.87), on peut avoir,

N-1 N—1 N—1
Y @i =Y wk QDF(Xs)ne + Y Evpwn Q) - (2.93)
k=0 k=0 k=0

On peut ainsi réécrire en les termes :

N-1
> we Q) ik = DF(Xo)n + By (2.94)
k=0
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aboutissant enfin a ’établissement des équations variationnelles qui sont :

e = [DF(Xs) + Evg]ne avec  k=0,1,--- ,N—1 (2.95)

Les valeurs propres sont dépendantes du type de configuration du réseau. Lorsque k # 0, on a :

- =—4 sin2(%”), pour le couplage des proches voisins,

— v, = —N, pour le couplage global [34, 151, 152, 153].

Le mode longitidunal ou mode propre, £ = 0, avec 79 = 0, étant toujours situé dans le
bassin de synchronisation, 'analyse de la stabilité de ’ensemble M est réduite aux propriétés
dynamiques des modes transversaux (ie k # 0).

Les états variationnels, (équation (2.95)) associés a ’état dyamique stable X aboutissent a

la considération des exposants de Lyapunov conditionnels liés aux modes transversaux

!
AZzhm‘?t 1=1,2,3 and k=0,1,2,---,N —1, (2.96)

t—o00

(2.97)

Les exposants de Lyapunov transversaux ont toute leur signification résumée en leur maximum,
définissant ainsi la Fonction de Stabilité Maitresse (FSM) sur laquelle repose toutes les propriétés
de stabilité du processus de synchronisation du réseau :

l
k
A=maz [ ™ ( 1=1,2,3 ) : (2.98)
k=1,2,3,,--- ,N—1

La condition nécéssaire réalisant la stabilité de I'invariant M est que :

A <O0. (2.99)

Tandis que les valeurs positives de A seraient en fait juste des éléments numériques faisant
état d’'un comportement . Ceci n’altére en rien 'importance du comportement la FSM, A, qui
donne d’amples informations & propos de la dynamique générale du réseau [34, 151].

2.7.4 Simulations numériques directes et condition vérificative

La FSM (équation (2.98)), sera calculée bien évidement de maniere numérique en se servant
de l'intégrateur différentiel prédéfini ” ODFE15s” du logiciel MATLAB. Nous nous intéresserons
particulierement a ses variations en fonctions des parametres tels que le nombre d’unités dyna-
miques oscillatoires non-linéaires (neurones de Hindmarsh-Rose) présentes dans le réseau N, ou
encore en fonction des forces de couplage (K; et Q;), de fagon conjointe ou séparée.

Le systeme (2.75) sera directement simulé numériquement que ce soit pour la configuration
des proches voisins que pour la configuration globale. Le réseau étant constitué de neurones en
fonctionnement chaotique, le calcul sera initialisé en des conditions de départ assez proches pour
chaque oscillateur et permettront de corroborer aux résultats découlant de I’approche par la FSM.
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Nous supposerons pour la cause, que 1’état d’un réseau synchronisé et fonctionnant a I'unisson
est atteint, si apres un temps tgy, (temps de synchronisation), I'inégalité suivante est vérifiée :

SN i) — i (8)]
(N —1)2

< h, Vit > teyn with xyy =21 (2.100)

Telle est la condition vérificative, ot h = 1073 est la précision imposée ou encore la tolérance
numérique. Elle dépend de I'exactitude du procédé numérique.

Il est tres important de mentionner que, compte tenu de la population biologique, la synchroni-
sation dans les réseaux neuronaux doit étre entreprise pour de tres grands nombre d’oscillateurs.
Cependant, la résolution numérique de systeme d’équations pose des difficultés indéniables en
termes de temps d’intégration, d’ailleurs, les références produites a la section 1.3 présentent ma-
joritairement des restrictions quant au nombre de neurones formants le réseau. Notre approche
consiste a étudier séparément le méme réseau pour deux nombres totaux d’unités différentes
en établissant une évolution corrélée pour les deux populations. Ainsi, nous serons & méme de
prédire avec beaucoup de certitude ce qui est susceptible d’arriver dans un réseau surpeuplé.
Cette manceuvre sera adoptée pour les différents types de topologies du réseau neuronal que nous
aborderons dans cette these.

Enfin, pour ce qui concerne le réseau de modeéles neuronaux de Hindmarsh-Rose identiques, la
synchronisation abordée sera de type complete, qui parmi tant d’autres modes de synchronisation
envisageables [154, 155, 156, 157], est réalisable, quoi que demeurant assez contraignante du point
de vue des états fonctionnels & coordonner (spiking et bursting a la fois) [33].

2.8 Réseau déterministe de modéles de Hindmarsh-Rose non
identiques

Une tres grande majorité d’auteurs s’est penchée sur I’étude de la synchronisation des systemes
nerveux mathématiques en considérant ’aspect identiques de tous les neurones présents dans le
réseau et ceci, indépendamment du fait que chaque unité nerveuse soit chaotique ou encore de
la modélisation mathématique choisie (section 1.3). Cette démarche est sans équivoque porteuse
d’avancées notoires mais nécessite une certaine amélioration.

En effet, les neurones ne possedent pas tous les mémes aspects physico-chimiques 2. Les dissi-
militudes entre les cellules nerveuses biologiques sont considérables. Selon la disposition générale
des prolongements par rapport au corps cellulaire, selon la forme du corps cellulaire, selon 'or-
ganisation dans ’espace des ramifications dendritiques ou encore selon la longueur de ’axone on
distingue une large variété de neurones agissants tous au sein de mémes systémes nerveux (central
ou périphériques) [158], et dont I'importance dans le fonctionnement du cerveau est avérée [159].

Cet état naturel de chose provoque inéluctablement la non identité des neurones au sein
d’un réseau amenant ainsi ’analyste & voir le réseau de neurones identiques comme une simple
approximation réaliste de I’évidence biologique. Ceci motive de ce fait, la considération d’un type
de systeme nerveux mathématique ol les constituants n’auraient pas tous les mémes parametres
fonctionnels a, d (a), r et s. Ces parametres seraient donc sujets & de légeres perturbations
les uns relativement aux autres [33]. Ces perturbations devront néanmoins étre assez anodines
pour ne pas corrompre la structure mathématique réplicative du neurone de Hindmarsh-Rose

12. Les neurones sont de différents types avec des parties de tailles et de nombres différents, voir [33] pour plus
de détails.
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vis-a-vis de la cellule naturelle. Nous focalisons particulierement notre attention sur le ” sensible
désordre” existant au sein d’'un réseau d’oscillateurs non identiques qui pourra étre matérialisé
mathématiquement par une variation relative des parametres cités plus haut.

Des lors que la description réelle d'un systeme nerveux inclut des neurones non identiques,
I’étude de la dynamique collective sous ’angle du processus de synchronisation pouvant survenir
dans des organismes vivants révele d’une tache dotée de difficultés certaines. Une repercution
directe, est 'incapacité pour un tel type de réseau de parvenir a une synchronisation complete
([157, 160]) de telle enseigne que 1'on éprouve la nécéssité d’investir d’autres types de synchroni-
sation, en l'occurrence la synchronisation de phases [161].

En considérant la variation relative des parametres annoncés pour chaque 7™° élément, le
réseau de neurones de Hindmarsh-Rose non identiques est défini par le systeme

Ti = aia:? — .%'13 +yi — 2i + fu; (%)
Ui = (a; + i)z} — yi + fy, (vi) (2.101)
Zi = ?"i(sil‘i +c — Zi)

Avec,

o =a+Aa(l-3)

ri=r+Ar(l-1%) (2.102)
ci=c+Ac(l-1%)

5; =5+ As(l— %)

Ou x est le facteur aléatoire d’inhomogénéité compris entre |0; 1. Aa, Aa, Ar, Ac et As sont
les variations absolues associées & chacun de leurs parametres respectifs [162].

Le réseau étant considéré dans un premier temps juste comme ayant des constituants non
identiques, les variations assurant cette caractéristique sont fixées a :

Aa=Aa=Ac=As=0.001 et Ar=10.00001. (2.103)

Puisque r est d’une valeur plus petite par rapport aux autres.

L’étude de la synchronisation dans un tel réseau d’unités dynamiques non identiques ne peut
pas étre abordée dans le sens ot les oscillateurs seront absolument coordonnés. La synchronisation
de phases étant une option plausible dans ce cas, un des outils mathématique en adéquation avec
son analyse est le paramétre d’ordre complexe de Kuramoto [161, 163, 164, 159].

2.8.1 Etude du processus de synchronisation : parametre d’ordre de Kura-
moto

Le parametre d’ordre de Kuramoto provient du modele mathématique du méme nom proposé
pour la premiére fois par Yoshiki Kuramoto afin d’étudier et de décrire la synchronisation. Sa
formulation a été motivée par le comportement des oscillateurs chimiques et biologique et par la
suite il a trouvé un large spectre d’applications dans divers domaines parmi lesquels on peut citer
les neurosciences. La description du modele mathématique originel et quelques notes historiques
au sujet du parametre d’ordre complexe de Kuramoto peuvent étre retrouvées dans [164, 165, 166].

Le parametre d’ordre de Kuramoto s’écrit :

N .
R(t) = % 3 explO(t). (2.104)
k=1
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Ou l’indice i prend la valeur de x, y ou z pour la representation des phases associées respec-
tivement & ces variables qui sont 67 (t), 67(t) et 07(t) définies suivant les transformations en
adéquation avec la nature oscillatoire du neurone,

t) — min
o7(t) = o i) 2" (2.1052)
LT — T
t) — min
ov(t) = o ) — Ui (2.105b)
Y™ — Y,
t) — min
o:(1) = om 2D Z 7 (2.105¢)
kT Rk

Tmazs Ymaz €6 Zmaz sont les amplitudes maximales approximatives et Zin, Ymin €6 Zmin sont
les amplitudes minimales approximatives de chacune des variables x, y et z respectivement a
chaque cycle. Les variables 6;,Y*(t) permettent de décrire I'évolution d'un neurone dans le réseau
par le moyen d’un portrait de phase borné entre 0 et 27. La définition des phases associées aux
variables aux équations (2.105) est entre autres & méme d’effectuer une translation des oscillations
négatives du systeme de Hindmarsh-Rose en les rendant positives.

L’évolution des unités dynamiques étant chaotique, I'outil effectif dont nous nous servons dans
cette analyse, qui est d’ailleurs purement numérique, est la valeur moyenne du parametre d’ordre
de Kuramoto (R), qui selon les différents degrés de synchronisation, varie de maniere standard
de0alie (R)el0;1].

Le cas idéal pour lequel tous les neurones dans le réseau sont parfaitement coordonnés du
point de vue de leurs phases est celui ou (R) = 1. Bien que n’importe quelle valeur non nulle de
(R) implique pour le réseau d’étre dans un quelconque degré de synchronisation de phase, celle-ci
doit étre suffisamment forte pour (valeur moyenne proche de 1) pour assurer la coordination
dynamique de tout le réseau. Il est aussi important de ne pas négliger l'effet de réseau de taille
limitée. Compte tenu de ces aspects pratique, un critere pragmatique est de considerer que le
réseau entier est adéquatement coordonné en phase si (R) est déja trés proche de 1 tel que :

(R) € [0.99; 1], (2.106)

Si la valeur (R) ~ 0 traduit un état global parfaitement aléatoire, la valeur (R) ~ 1 exprime
un état de phases synchrones ou encore un état de phases coordonnées ol les neurones avec des
phases identiques apportent chacun des contributions nettement palpables (i.e trés proches de
un pour chacun d’entre eux) [164, 161, 167, 168, 169]. L’avantage dans l'utilisation du parametre
R est justement la possibilité de mesurer la fraction des oscillateurs coordonnés dans les cas
intermédiaires de synchronisation partielle (degré de synchronisation) [164], pour lesquelles le
parametre d’ordre n’est ni proche de zéro, ni proche de un. Ainsi, le parametre d’ordre de Ku-
ramoto est aussi capable de révéler les états des oscillateurs qui présentent certaines tendances
de posséder un état commun cohérent a la différence de la FSM ou de la condition numérique
en (2.100) qui illustre plutdt une synchronisation complete. Dans cette these, nous utiliserons le
parametre d’ordre complexe de Kuramoto comme un outil de mesure de la capacité des neurones
a synchroniser en dépit de différences existantes entre les fréquences d’un oscillateur a un autre
[161, 170]. L’approche suggérée et décrite dans cette étude de la synchronisation de neurones
non-identiques est tres proche de celle entreprise pour des oscillateurs de josephson a I’aide du
parametre d’ordre de Kuramoto [167, 168, 169, 171, 172].
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L’analyse du processus de synchronisation de phase sera menée a travers 1’étude de I’évolution
de (R) en fonction des forces de couplages, de la population du réseau et pour les types de
couplages des proches voisins et global.

2.9 Formalisation du désordre dans un réseau déterministe de
neurones non identiques

La non identité neuronale est en quelques sorte le commencement du désordre a proprement
parler dans un systeme nerveux.

2.9.1 Définition

Comme nous l'avons affirmé a la section 2.6, dans un réseau neuronal mathématique par
analogie avec un systéme nerveux naturel, il existe deux aspect fondamentaux : les caractéristiques
dynamiques de chaque neurone et les connexions synaptiques entre les neurones qui assurent
la transmission du signal bioélectrique. Le désordre est un facteur pouvant substantiellement
altérer le fonctionnement du réseau neuronal en perturbant ’activité électrique soit en modifiant
conséquemment les caractéristiques de chaque neurone, (désordre statique) ou en modifiant les
parameétres synaptiques  (désordre dynamique) [173], et finalement causer un phénomeéne de
désynchronisation responsable de plusieurs anormalités enregistrées dans le fonctionnement du
systéme nerveux tels que les maladies cérébrales [137, 174, 175].

2.9.2 Le désordre dans le procéssus de synchronisation

L’activité oscillatoire synchronisé cérébrale, et en général du systéeme nerveux, a tres parti-
culierement attiré l’attention des physiciens, tel que démontré dans la référence [176]. Le com-
portement global du réseau pouvant étre analysé et modélisé grace a ’approche de la dyna-
mique non-linéaire (mécanique non-linéaire) [177]. Une évolution cohérente du réseau dans un
cadre bien coordonné est la clé du comportement moteur et de la cognition [178] tandis que la
désorganisation des forces de couplage et des chemins de synchronisation ont des liens tres forts
avec les désordres cérébraux tels que les maladies de Parkinson et d’Alzheimer [179]. Le désordre
dans un réseau neuronal est un phénomene anormal qui en apparaissant, perturbe I’architecture
du réseau (statiquement) et les parametres synaptiques ou parametres du couplage (dynamique-
ment) [173]. La valeur scientifique de ces deux manieres de perturber un réseau neuronal a été
reconnue récemment [180, 181].

Le role du désordre dans le processus de synchronisation des oscillateurs est une question clé
dans les modeles physiques. Dans un réseau ”désordonné”, I’étude du processus de la synchro-
nisation par le biais du parametre d’ordre de Kuramoto permet de constater et ceci de fagon
fondamentale que le parametre d’ordre en question dépend de la diffusion des fréquences natu-
relles des oscillateurs (ou différences entre les fréquences traduisant tout simplement un désordre
probant) [164], de I'inertie [182, 183], et 'interaction entre les oscillateurs [184, 185]. Pour tous
les modeles, de facon prévisionnelle, la diffusion agit en opposition a la synchronisation. Dans un
cas assez simpliste, il est prévu un comportement régit par I’équation suivante [164] :

/ o Ki,
~ 11— ——=4/1— S 2.1
(R) Ko Ko (2.107)
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O, o est la largeur de la distribution Lorentzienne des fréquences des oscillateurs et K7, est la
valeur critique a laquelle les oscillations désordonnées commencent a synchroniser.

Ainsi, nous intégrons le point de vue pratique qu’il est tout a fait intéressant de comprendre,
par 'analyse et des simulations, comment le désordre influence le parametre d’ordre complexe
de Kuramoto. Dans cette these, le désordre introduit a une forme statique dans la mesure ou il
n’affecte que les caractéristiques dynamiques des neurones dans le réseau. Ainsi, la représentation
structurelle de la perturbation du réseau de neurones est de considérer qu’une incertitude ”impor-
tune” la monotonie des parametres a, d, a, r, s et ¢ en étant uniformément repartie a 'intérieur
d’un intervalle d’assez faible amplitude ©, permettant de formaliser le désordre dans notre inves-
tigation :

Aa  Ar Ac As

A
2e_fe_or_ 29 g, (2.108)
a « T C S

O est aussi le parametre qui controle I'incertitude. La synchronisation étant toujours étudiée par
le parametre d’ordre complexe de Kuramoto a 1’équation (2.104), la condition de synchronisation
de phases reste celle de I’équation (2.106).

2.10 Influence du bruit sur un réseau de neurones

Nous venons de poser les jalons de ’étude du processus de la synchronisation au sein d’un
réseau de modeles de Hindmarsh-Rose identiques et non identiques avec ou sans désordre archi-
tectural dans un cadre purement déterministe. Cependant, s’il est vrai que le bruit influence le
potentiel transmembranaire d’un neurone isolé (section 2.5), il va de soi que le bruit a également
un ou plusieurs impacts certains sur l'activité émissive d’un réseau constitué de neurones en
l’occurrence de type tridimensionnel de Hindmarsh-Rose.

En effet, les réseaux réels sont toujours sous influence du bruit qui se présente sous forme
de fluctuations associées a la dissipation existante, telle que des actions aléatoires dues a ’en-
vironnement extérieur [63]. Par ailleurs, le couplage des unités au sein du réseau s’établit tres
souvent suivant un mode aléatoire [186], établissant de ce fait une sorte d’ubiquité des influences
stochastiques dans I’évolution des réseaux neuronaux complexes.

Il est prouvé que le bruit est en mesure d’améliorer la détection et la transmission de faibles
signaux dans certains systemes biologiques non-linéaires entralnant I'apparition d’un phénomene
de résonance stochastique [56, 187, 188]. En outre, le bruit est capable de rehausser la coordi-
nation des neurones au sein d’un réseau [189]. Contrairement, il est aussi important de relever
que le signal transmis entre les neurones étant inévitablement sujet aux perturbations du bruit
provenant de son environnement, ceci pourrait conduire a une perte probabiliste de 'information
au cours de sa transmission [186].

En définitive, dans 'objectif d’étudier et de simuler de facon encore un peu plus réaliste un
réseau neuronal complexe, les effets stochastiques provenant du bruit doivent étre absolument
pris en compte lors de la modélisation du réseau. En se servant du systeme (2.34) qui traduit
I’action du bruit sur un neurone avec l'introduction du courant effectif stochastique de I’équation
(2.33), nous définissons le réseau stochastique de modeles non-identiques de Hindmarsh-Rose en
combinant & ces équations les fonctions de couplage que 'on peut consulter en I’équation (2.76),
comme suit :
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T = Y; — x? + aix? — 2+ Iepyr + Jai ()
i =1 —dixf —yi + fy,(vi) (2.109)
Zi = ri[si(xi — x1) — 2

avec
a;i = a+ Aa(l - %)
di =d+ Ad(1 - %)

si=s+As(l— %)

Uniformément au travail mené en la section 2.5, le bruit reste de type blanc gaussien (équations
(2.9) et (2.10)) et le processus de synchronisation est analysé a ’aide de l'utilisation du parametre
d’ordre de Kuramoto.

Aa=Ad=As=0.001 et Ar=0.00001. (2.111)

Les systemes d’équations (2.109) et (2.110) permettent de définir un réseau neuronal mathématique
assez proche d’un systéme nerveux biologique dans la mesure ou les principales influences réelles
existantes dans le contexte naturel y sont prises en compte.

Nous terminerons cette investigation stochastique du processus de synchronisation en incluant
I'impact du désordre dans le réseau de Hindmarsh-Rose défini par les équations (2.109) et (2.110)
en approfondissant 'ampleur mathématique des facteurs de la non identité pour les transformer
en facteur de désordre comme a I’équation (2.108) :

Ba _Ad_Ar_As_ o (2.112)

a d r s

2.11 Electronique et neurones

A la section 1.4, nous avons introduit I’évidence selon laquelle la compréhension électronique
du neurone préalablement modélisé par des équations mathématiques ait permise des avancées
manifestes pour la Robotique et ses branches dérivées. Généralement, bien que n’étant pas le seul
axe d’étude, la synchronisation est un objectif qui demeure essentiel dans I’étude des phénomeénes
collectifs dans plusieurs domaines scientifiques (voir [34] et les références associées), et trés par-
ticulierement dans le domaine de la robotique neuromorphique qui est directement inspirée des
applications neuroscientifiques dans 1’électronique.

2.11.1 Quelques définitions
a - Robotique Neuromorphique

La Robotique Neuromorphique '* est une sous-discipline de la Robotique qui met 'accent
sur le controle et les systemes de détection a travers I'implémentation et 1'usage électronique
des neurones. Un aspect fondamental de la conception neuromorphique est la compréhension
de la morphologie fonctionnelle des neurones. La Robotique Neuromorphique nécessite donc des
connaissances en biologie.

13. en anglais Neuromorphic Robotics
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b - Robotique Biomorphique

La Robotique Biomorphique 4 est une sous-discipline de la Robotique qui propose d’ingénieuses
améliorations morphologiques des produits de cette derniere. On peut citer par exemple la
construction des robots ayant la forme des serpents, de lamproies ou encore de langoustines.

Ces deux sous-disciplines de la Robotique sont en quelque sorte inséparables puisque, contri-
buant a I’essor de la Robotique, la Robotique Neuromorphique met a la disposition des robots
Biomorphes - adaptables par leurs formes a leur environnement- des sens les rendant ainsi dou-
blement efficaces.

Cette efficacité est presqu’entierement basée sur I’amélioration de leurs mouvements ou de
leurs capacités a se mouvoir dans les milieux ou ils sont introduits pour des buts particuliers.
Par exemple, un robot serpent biomorphe possédant des atouts neuromorphiques est capable
de circuler a travers les obstacles les plus impraticables dans des décombres d’un effondrement
d’immeuble afin de détecter la présence d’éventuels survivants et contribuer ainsi & les ramener
en lieu str [76, 79]. De fagon conceptuelle, ces robots performants obéissent tous a la question
dominante de la motricité. La sensibilité de ces machines neuromorphes biomorphes dotées de
capteurs sensoriels de leur environnement, leur permet d’avoir des mouvements presque sem-
blables & ceux des étres biologiques (animaux généralement) qu’ils essaient de reproduire avec de
plus en plus de succes.

La Robotique Neuromorphique se servant donc des principes moteurs d’un systeéme nerveux
naturel, il parait donc crucial d’introduire le Réseau Locomoteur Spinal®® qui est l'origine
méme de cette sous-discipline de la Robotique.

2.11.2 Réseau locomoteur spinal

Le Réseau Locomoteur Spinal (RLS) est un réseau de neurones localisé dans la moelle épiniere.
La particularité de ce réseau est qu’il peut fonctionner de maniere autonome, indépendamment
des commandes descendantes du cerveau et des retours sensoriels [190, 191]. Apres avoir été activé
par le cortex moteur, ce réseau peut générer a lui seul 'activité locomotrice. Depuis 1910, ceci de
fagon déterminante, 'activité du RLS a fait I’objet d’études prolifiques chez des animaux comme
la lamproie, le chat, le rat et avec assez de difficultés chez 1’étre Humain ¢ [192, 193, 194, 195].

Le comportement inné des vertébrés et des invertébrés est controlé par le RLS [196]. Le RLS
coordonne les mouvements de marche, nage, respiration et autres fonctions motrices [197]. Un
RLS peut soit controler un muscle, un membre ou encore un autre RLS dans la coordination des
efforts moteurs [198].

A la lumiere de I'implication du RLS dans les différents mouvements vitaux, I’approche Neu-
romorphique du controle Biomorphique des robots offre de maniere révolutionnaire aux machines
la possibilité d’avoir des mouvements naturels robustes en reproduisant les mécanismes
de controle réels par une description électronique des RLS.

Les RLS peuvent étre construit a partir de neurones électroniques basés sur les modeles
mathématiques non-linéaires de neurones [199]. Le modeéle mathématique le plus intéressant uti-
lisé pour cet objectif est le modele tridimensionnel de Hindmarsh-Rose [75, 76]. De ce fait, certains
chercheurs ont focalisé leur attention sur la description des systémes nerveux biologiques a tra-
vers le contole Neuromorphique de la Robotique Biomorphique [200], et il en résulte une certaine

14. en anglais Biomimetic Robotics

15. Central Pattern Generator de la section (1.4)

16. La population neuronale étant tres élevée et I'impossibilité de réaliser chez I'Homme les méme
expérimentations que chez I’animal.
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émulation dans I'étude de la coordination des mécanismes relevant d’'un RLS électronique.

2.11.3 Modélisation électronique par Simulink®

Comme tout réseau neuronal, le point de départ d’'un RLS électronique est un neurone
électronique. Cependant, il faudrait aussi ajouter au neurone électronique une synapse électronique
afin de constituer une maille de réseau [75]. Une méthode bien connue qui permette de concevoir
un neurone électronique partant des équations mathématiques est d’utiliser des circuits analo-
giques [201]. Les circuits analogiques offrent de nombreux avantages, de nombreuses applications
avec des résultats tres précis. Crées a partir de I’addition des circuits d’intégrateurs et de trim-
pots ' pour lajustement des coefficients, ils peuvent étre sollicités pour des taches uniques ou
encore étre sollicités dans des laboratoires pour résoudre une variété de problemes par simulation
[202]. Ces types d’usages incluent des controles de processus, des controles moteurs, des controles
électriques et bien d’autres [203]. La conversion du neurone biologique au neurone électronique
en passant par la modélisation mathématique est assez complexe et requiert 1'utilisation des
facteurs d’échelle concernant les intensités de tension pour arrimer les valeurs émissives du neu-
rone constitué aux tensions d’alimentations et des facteurs d’échelle faisant intervenir le temps
notamment pour réduire au mieux les valeurs des résistances utilisées dans le circuit [199, 203].

Tel qu’il a déja été dit, les circuits analogiques consistent principalement en des jonctions
additives et d’intégrateurs créés par des amplificateurs opérationnels que nous choisirons parfaits
pour les besoins de I'implémentation. La Figure 2.4 illustre un amplificateur RC' basique.

R
Vin A d
e T b Vout

FIGURE 2.4 — Circuit de lintégrateur d’un amplificateur opérationnel inverseur classique.

L’amplificateur opérationnel étant idéal, e est donc le plus négligeable possible voire nul. Un
amplificateur opérationnel inverseur parfait ou intégrateur RC utilise la relation tension-courant
aux bornes d’un condensateur en inversant la polarité de la tension d’entrée. Le résistor R per-
met d’obtenir d’une tension un courant qui lui est proportionnel, le coefficient de proportionna-
lité étant l'inverse de la résistance. Du reste, le principe de fonctionnement d’un amplificateur
opérationnel parfait tel qu’illustré a la Figure 2.4 est suffisamment déterminé par les équations
suivantes :

I=C— 2.11
Cdt (2.113)

1
Vout = ——=—= [ Vindt +V, 2.114
e = =i | Vindt + Vo (2114)

17. résistance a trois pieds
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a - Facteurs d’échelle

Plusieurs chercheurs ont expliqué avec succes les mécanismes qui conduisent inéluctablement
I'implémentation électronique du neurone a prendre en compte les facteurs d’échelle en tension
et en temps d’intégration [75, 76, 202].

Biologiquement, il est expérimentalement prouvé que le potentiel membranaire varie approxi-
mativement entre —70mV et 40mV . Cependant, les tensions d’alimentation souvent utilisées dans
la microélectronique sont de 'ordre de 5V tel que 'on peut constater pour la technologie dite ”
0.8um  bicmos technology” [204]. Ainsi, la tension d’alimentation est nettement plus élevée
que la tension fonctionnelle du neurone naturel. Pour résoudre ce probleme, la méthode la plus
appropriée est d’utiliser un facteur d’échelle qui va ”normaliser” en quelque sorte les intensités
principales x, y et z du systeme 2.5 et ses semblables.

Initialement introduit pour résoudre I'adaptation des lenteurs en temps d’émissions spiking-
bursting d’un neurone naturel par rapport au temps de charge-décharge d’un condensateur de
l'ordre du pF par exemple, [191, 205] '8, le facteur d’échelle en temps s’aveére prioritairement
nécessaire pour la réduction des valeurs de résistances utilisées dans le circuit et n’affecte donc pas
significativement la dynamique du neurone électronique [76]. Les trim-pots sont des coefficients
d’ajustement qui sont directement responsables de la réalisation effective de cette opération.

Les facteurs d’échelle en tension et en temps sont définis tres simplement par une substitution
de variables [75, 76],

=XZTms, Y=YYns, 2= 2Zms, 1 =1tTs, (2.115)

OU Tms, Yms, 2ms €t Ts sont les facteurs d’échelle. En incluant le changement de variables de
Péquation (2.115) dans le systeme (2.5), on obtient le systeme différentiel du neurone électronique
de Hindmarsh-Rose :

dX _ (1 Y 2 3 2_Z 1

= () 222Y =20, XP + awps X2 — 057 + xmsl>

av _(1y( 1 CgEmsx?y 2.116)
ar Ts Yms Yms ’

dz _ (1 z 1

ar = (TS) <T[S(z:’;§X - stl’l) - Z])

Si par exemple une tension d’alimentation de £4 est requise pour faire fonctionner le neurone
électronique alors,
Tms =1, Yms =3, zZms =1 (2.117)

seront suffisants [76]. Le choix de la valeur du facteur d’échelle en temps se fera dans la suite.

b - Circuit électronique du neurone de Hindmarsh-Rose

En conformité rigoureuse avec le principe de fonctionnement d’un amplificateur opérationnel
parfait (ou quasi-parfait dans la pratique!?) décrit par les équations (2.113) et (2.114), il est
possible de reproduire complétement les équations du systeme (2.116) en utilisant de manieére
conjuguée des amplificateurs opérationnels, des multiplicateurs et des résistors (trim-pots) pour
construire le circuit électronique du neurone de Hindmarsh-Rose.

18. ce probleme peut aisément étre résolu en considérant la relation R — C' de 'amplificateur opérationnel.
19. Le gain de 'amplificateur en question doit étre tres élevé
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La Figure 2.5 représente de facon pré figurative le circuit qui sert a implémenter le neurone
électronique de Hindmarsh-Rose. Cette Figure comporte trois pallier. Le pallier le plus au-dessus
est celui qui modélise I’émission des potentiels d’action, le pallier intermédiaire est celui qui décrit
les flux ioniques rapides et le pallier le plus en-dessous est celui qui représente la dynamique
des ions lents. En considérant le pallier le plus au-dessus du circuit 2.5, on peut, suivant le
caractere inverseur des amplificateurs opérationnels utilisés, constater que la tension aux bornes
du condensateur C,, "V,.,”, et celle au noeud Ay 7 V41", sont liées par la relation

Var = —Veg. (2.118)

Les différents courants I, Is, I3, I et I5 sont donnés par les relations

Y
I, =
Ry
I=%32
5= R (2.119)
2
I4 - R)ng
3
L= Ehiizs

Z 1t

Rz s
X +

R
Vias =

Rz

FIGURE 2.5 — Circuit primaire du neurone électronique de Hindmarsh-Rose.
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On sait aussi que,

[=—Cp—5, 2.120
o ( )
donc IV
[=-C,—2 2.121
o ( )
Par ailleurs,
I=hL+4+L+I3+ 1+ I5. (2.122)

Ainsi, en combinant les équations (2.121) et (2.122) on obtient

dVay i \4 7Z X2 X3
—C, _ _ _ . 2.123
dt Rz[ + Rl‘y Rajy + Rm:L‘Q RICE?} ( )

La tension de sortie au nceud A1, est en fait la tension représentant I’opposée du potentiel d’action
soit
Vi =—-X. (2.124)

On peut écrire finalement,

dX %1 Y A X? X3
ax _ _ , 2.125

En identifiant I’équation (2.125) & la toute premiere équation du systeme (2.116), on établit
I’expression de chaque résistance utilisée dans ce pallier. Une étude similaire réalisée pour les
autres palliers permet d’obtenir toutes les expressions littérales des résistances et partant, toutes
les valeurs des résistances qui figurent dans le circuit. Le tableau 2.1 en est un récapitulatif.

Résistances ‘ Expressions littérales ‘

Rar S (o
Haaz i
Res | G,
Ryy 072

Ry T ynésywe 7
R, r%

Ren | et

TABLE 2.1 — Tableau récapitulatif des expressions littérales des résistances utilisées dans le circuit
du neurone de Hindmarsh-Rose. L’unité est le Ohm.
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Les expressions littérales des résistances étant connues, il est donc aisé de trouver les va-
leurs numériques de celle-ci moyennant bien évidemment la valeur du seul parametre d’échelle
manquant qui est Tx. Dans les travaux antérieurs relatifs a ce domaine, la valeur de Ty doit
étre positive et inférieure ou égale a un avec ceci de particulier et prouvé par des simulations
analogiques que quelque soit T €]0;1], la dynamique du neurone électronique est en tout point
similaire a celle du modele mathématique. Cependant, les cotits en termes de temps de calcul
sont souvent tres élevés lorsqu’il s’agit de simuler le circuit avec des valeurs de T de l'ordre de
1072 ou d’un ordre encore un peu plus petit. Compte tenu de tout ce qui a déja été dit a ce
sujet dans cette these ou encore dans la référence [76], nous choisirons la valeur unitaire pour Ty
dans nos simulations afin de produire des résultats fortement fiables en de temps de simulations
convenables.

L’analyse théorique du circuit électronique du neurone de Hindmarsh-Rose étant achevée,
on peut produire le circuit opérationnel du neurone électronique de Hindmarsh-Rose a ’aide du
simulateur intégré au logiciel MATLAB qui est Simulink® et ’environnement Simscape® adéquat
pour des simulations électroniques. La Figure 2.6 nous présente le circuit fonctionnel du neurone
électronique de Hindmarsh-Rose. Cette Figure a été allégée de certains blocs incourtables a la
simulation mais qui sont plutét encombrant et ne permettrait certainement pas la lisibilité du
schéma.

O]
DC1
‘%]L
gnd3
Multiplier1
._n_O_
Dc2 Rye
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Rzz 7
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Rzx
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DC3 Rzh

FIGURE 2.6 — Schéma du circuit opérationnel du neurone électronique de Hindmarsh-Rose.

Le circuit électronique du neurone de Hindmarsh-Rose nous permettra de ressortir les différentes

phases du fonctionnement neuronal en fonction des parametres de bifurcation classiques r, s et
TI. 20

20. En fait, il s’agit ici d’appliquer les résultats obtenus pour la dynamique du neurone mathématique au neurone
électronique.
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2.11.4 Réseau de neurones électronique

Le neurone électronique de Hindmarsh-Rose étant appréhendé, nous allons par la suite pas-
ser a l'application des méthodes et des résultats obtenus pour la synchronisation d’'un réseau
mathématique de neurones sur un réseau de neurones électroniques de Hindmarsh-Rose. L’objectif
sera pour nous de comparer les résultats provenant de ’étude théorique d’un réseau électronique
sous différentes topologies et ceux provenant de la simulation analogique du méme réseau.

En choisissant un couplage suivant la variable qui assure 1’émission des potentiels d’action, les
équations de base du réseau étudié se déclinent au systeme suivant localisé pour le "¢ élément
dans le réseau :

= () <§ﬁ:§¥ — 22, X} + aswm X? — 2B 7, + w}ﬂgl) + fx, (X))
2
dy; _ (1 1 & 2 .
o= (1) e — digs X —1@) (2.126)
% = () (- 2Le) - 2)).

Les parameétres d’incertitude et la non-identité des dispositifs unitaires sont définis par les équations
(2.102) et (2.103). La fonction fx,(X;) est la fonction de couplage. Elle décrit le type d’intéraction
entre les cellules électroniques. Sa forme, linéaire ou non-linéaire dépend du type de connexion sy-
naptique entre les cellules naturelles. Les synapses chimiques étant celles que nous avons choisies
pour nos investigaitions, la fonction de couplage a donc une forme linéaire par voie de conséquence.

a - Réseau sous la topologie des proches voisins

La Figure 2.7 illustre le couplage a travers la variable X en reprenant uniquement les premiers
palliers corresponants a la Figure 2.5 de fagon couplés.

FIGURE 2.7 — Connezions entre les variables représentant l’émission des potentiels d’action des
neurones électroniques au sein du réseau a travers les synapses électriques sous la configuration
des proches voisins.

Une synapse électrique peut étre construite sur un circuit électronique tel qu’il est représenté
sur la Figure 2.7 ou les courants I 4, Ip et Io respectivement aux nceuds A, B et C sont :
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(1= 2%
X
Ip=“f (2.127)
X;
Io =3+

\
Ainsi, pour un réseau de neurones électroniques couplés par la variable X suivant la configuration
des proches voisins,

1
fXZ(Xz) =Ipa+1Ip+ 1o = F(XH_I —2X; + Xi—l)- (2.128)

C
Identification faite avec I’équation (2.76), le parametre de couplage K est assimilable a I'in-
verse de la résistance R, tel que :

Ki= 5 (2.129)

Pour notre analyse applicative du processus de synchronisation au sein d’un réseau neuronal
électronique, nous utiliserons un réseau de 12 éléments (Figure 2.8) Chaque bloc est un neurone
qui intéragit suivant la variable X avec les autres.

e =
L e o 1 e e s ey Y A
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FIGURE 2.8 — Schéma du circuit opérationnel d’un réseau de 12 neurones électroniques de
Hindmarsh-Rose couplés suivant la topologie des proches voisins.

b - Réseau sous la topologie du couplage global

Pour la topologie du couplage global, les équations du réseau restent identiques au systeme
(2.126) avec la particularié que la fonction fx,(X;) est donnée par

N
Fx (X)) = Q1) (X — Xi) (2.130)
j=1
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Un raisonnement similaire aux équations (2.127) et (2.128) peut étre appliqué pour cette autre
configuration afin de ressortir la méthode de construction des synapses électriques connectives
du réseau.

Q1 est le facteur de couplage qui dans le réseau de modeles électronique s’apparente a l'inverse
de la résistance de couplage R, soit

1

Q1= R (2.131)

La Figure 2.9 présente le circuit opérationnel d’un réseau de six neurones électroniques de
Hindmarsh-Rose couplés sous la topologie globale a travers les synapses électriques par la variable
qui gouverne ’émission des potentiels d’action.

)

FIGURE 2.9 — Schéma du circuit opérationnel d’un réseau de 6 neurones électroniques de
Hindmarsh-Rose couplés suivant la topologie globale.

2.11.5 Synchronisation au sein d’un réseau de neurones électronique, couplage
non identique

Dans cette these, nous ne nous intéresserons pas a proprement parler a I’étude du processus
de la synchronisation au sein d’un réseau de neurones électroniques de Hindmarsh-Rose. Il sera
question pour nous d’effectuer un rapprochement entre 1’étude mathématique du processus de
la synchronisation au sein du réseau électronique et I’application de ces résultats dans le circuit
électronique correspondant.

Bien qu’il puisse paraitre simpliste de le faire, la correspondance théorie-analogie n’est pas tou-
jours aussi aisé. En effet, le facteur T chargé de réduire les résistances possede trés généralement
un revers, que ce soit pour la valeur unitaire que pour des valeurs encore plus petites :

— Si Ty =1, les temps de simulation sont acceptables et permettent effectivement ’obtention

des résultats pour le matériel mis & notre disposition par contre, les valeurs des résistances
sont tres élevées et peuvent atteindre pour certaines un maximum de I'ordre de 10'°0Ohm.
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— Si T, est de 'ordre de 107, les valeurs des résistances diminuent considérablement et on
peut se rendre compte que la résistance la plus élevée dans le circuit est de 'ordre de
103. Par contre, les temps de simulation deviennent pour le moins, trés éprouvants pour le
matériel numérique.

Comme nous ’avons mentionné dans les lignes précédentes, la valeur de T n’affectant pas
dynamiquement l’évolution du neurone électronique, nous avons choisi pour nos simulations
numériques analogiques la valeur unitaire. Puisque cette valeur abouti a des résistances tres
élevées, tout porte a croire que, les résistances de couplage aussi seront élevées. Il apparait donc
un probleme de correspondance entre les simulations numériques mathématique et analogique
du point de vue des facteurs de couplage. Ce probleme est néanmoins résolu par le biais de si-
mulations analogiques sous Simulink® qui permettent d’établir un facteur d’ajustement entre le
parametre de couplage K et la résistance R.. L’évaluation de ce facteur d’ajustement permet
d’obtenir la loi définie a I’équation (2.132)

K1 ~10°K, ou Qi ~10°Q] (2.132)

Le comportement mathématique du réseau est des lors analysé en considérant le coefficient K 1
ou (Qll pour le couplage global). La correspondance théorie-analogie est faite cette fois-ci entre
ce nouveau coefficient de couplage et I'inverse de la résistance de couplage R..

Par ailleurs, il existe un résultat primordial obtenu analogiquement qui voudrait que des
neurones électroniques couplés identiquement méme s’ils sont non-identiques du point de vu
de leurs parametres fonctionnels respectifs, sont toujours synchrones quelque soit la valeur du
parametre de couplage. Pour donc investir le processus de synchronisation au sein d’un réseau
électronique de fagon & créer un intérét scientifique, le couplage non identique apparait comme
une solution sérieusement indiquée et a déja été réalisée notamment pour des oscillateurs de Van
der Pol mutuellement couplés [206]. Fort de cette caractéristique, 1’étude de la synchronisation
du réseau électronique de neurones de Hindmarsh-Rose se fera dans le cadre déterministe pour
des entités non identiques, suivant un coulpage également non identique. En considérant les
observations analogiques qui découlent de I'influence du facteur d’échelle temporelle sur la valeur
des résistances, la non identité du couplage peut étre définie pour le i®™¢ élément dans le circuit
par I’équation

R, = R.xw pour la simulation analogique (2.133)
ou
¢ . L
K, = —, bow I’étude mathématique, (2.134)

avec w €]0;1] qui est le facteur aléatoire de non identité. Il est important de noter que la non
identité doit avoir un impact certain sur la résistance de couplage c’est pourquoi nous ’avons
choisie multiplicative et non additive comme dans certains travaux ou les modeles engagés ne
flirtent pas avec des résistances tres élevées [206].

Un profil d’évolution du parametre d’ordre de Kuramoto sera représenté en fonction du cou-
plage pour le modele mathématique décrivant le réseau électronique et les résultats seront ap-
pliqués aux simulations analogiques du réseau électronique.
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2.12 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a la présentation de la méthodologie que nous suivrons pour notre
analyse et des outils que nous utiliserons pour parvenir a cet objectif. L’étude du processus de
synchronisation menée aura aussi un ton comparatif dans la mesure nous essayerons d’établir des
rapprochements entre les différentes caractéristiques topologiques de chacun des types de réseaux
considérés en rapport avec les forces de couplage.
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3.1 Dynamique déterministe d’un neurone de Hindmarsh-Rose

3.1.1 Détermination des points d’équilibre

L’équation qui permet de retrouver les points d’équilibre est I’équation (2.19). La méthode de
Cardan qui permet de la résoudre abouti au discriminant de I’équation (2.24). Le signe de A nous
permettant de prime abord de retrouver le nombre de points d’équilibre, nous allons étendre un
peu plus le scénario global des différentes éventualités en étudiant le nombre de points d’équilibre
en fonction de certains parametres du systeme de Hindmarsh-Rose. De ce fait, on peut reformuler
I’équation (2.24) en :

11 11 11 2 4 4
A=T1?-2][-— — — - = P+ —=(s— =) 3.1
Le signe de A est aisément étudié a travers son discriminant
16 4
_ 52 2
A 27(3 s) (3:2)
Ce nouveau discriminant n’est positif que pour
4
< -. 3.3
s< (3-3)

L’équation (3.3) est une restriction sur le domaine ou ’on pourra déterminer le nombre de points
d’équilibre en fonction des variables choisies. La condition (3.3) étant respectée, les deux solutions
obtenues de I'équation A = 0 établissent le profil de frontiére entre les différentes régions de
nombre de points d’équilibre représenté a la Figure 3.1. Ces deux solutions sont :

L=—5%—(r1+3
IQZ—%—(;UI—F%)S—FQ[

S—
w
DO
Q= o=

—

—

] (3.4)

QO COl~

-4 -3 -2 -1 0 1

FIGURE 3.1 — Carte dans le plan (s, I) illustrant le nombre de points d’équilibre. Les régions (1.a)
et (1.b), le modéle neuronal a un seul point d’équilibre, tandis que dans la région (2), on retrouve
trois points d’équilibre. La frontiére entre ces deux régions (ligne bleue), correspond au cas ou le
modele mathématique a deuz points d’équilibre.

D’apres le systéme (3.4), on se rend compte que le signe de A dépend des parametres I et s.
La Figure 3.1 montre les différentes régions ot A =0, A < 0 et A > 0. On peut y observer :
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a - La région o A >0

Cette zone est représentée par les sous-régions 1.a et 1.b. Dans cette zone, le modele neuronal
de Hindmarsh-Rose admet un seul point d’équilibre E'(z,ye, 2. ), défini par

. — i\f/qur\/Z_i_ i/qu\/ﬁ_g
1 e = 2 2 3>
E Yo =1 — 5‘77%37 (3.5)
ze = $(xe — 7).

Nous pouvons ainsi considérer dans cette zone quatre points,

-1 1
0= giwhner ) Pen=( g wipen)

dans la région (1.a) et

Py(s, 1) = ( _;_(;%)_1 ) Py(s,I) = < _;_(;1%)_2)

dans la région (1.b)

b - La région ou A =0

Cette région est en fait la frontiére en bleu sur la Figure 3.1. Tous les couples de points (s, I)
choisis sur cette frontiere aboutissent a ’existence de deux points d’équilibre pour le systeme de
Hindmarsh-Rose, EZ (e, Ye, Ze) |i=ap, tels que :

3 2 3 2
xea—?q_§7 xeb__fg_ga
2 2 2 2
Ea Yea = 1— Tegs ) Eb Yeb = 1-— 51'@1)7 (36)
ZeaIS(xea*xl)a Zebzs(xeb*xl)-

On peut considérer les couples de points

Ps(s,1) = ( _;%_0 @) ) Py(s,1) = ( T (x11+ -2 > «

c - La région ou A <0

Cette région est la zone 2 sur la Figure 3.1 pour laquelle, quelque soit le couple de points
(s,I), le systeme de Hindmarsh-Rose admet trois points d’équilibres, Ef(:z:e,ye,ze) li=c.de tels

que
2/p 1 q /27 2
, Tee = \/;cos [3arcos ( 2 7p3)} 5

c yec:1—5$2

ecr
Zec = S(CL'ec - $1),

Teg = \2/§COS [%arcos <—% f—;) + %ﬂ} -2
E3 =1 2
d Yed = 1 — 5xed7
Zed = 8(Ted — T1),

E
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_ 2/p 1 _q 27 am | _ 2
, Tee = \/;COS {sarcos( 5 _p3> + 3} 3
Ee Yee = 1 — 52 Leer
Zee = 8(Tee — T1)-

Dans cette région, on peut considérer les couple de points

Pg(s,f):<_;0 i>’ Pg(s,1)=( n_ (x11+ 2y 115>

Les différents couples de points (s, ) choisis arbitrairement dans la carte présentée a la Figure
3.1 permettront de déterminer les points d’équilibre dont la stabilité sera étudiée.

3.1.2 Stabilité des points d’équilibre

La stabilité des points d’équilibre est déterminée en trouvant les valeurs propres de la ma-
trice Jacobienne (équation (2.30)) qui sont directement obtenues par la résolution de I’équation
annulant le polynome caractéristique a ’équation (2.32).

a - Cas ou le systéme admet un seul point d’équilibre

En fonction des couples de points P;, P, P35 et Py, on peut récapituler les différents points
d’équilibre obtenus et leurs stabilités dans le tableau 3.1.

Point
sa o e1s Valeurs propres Nature du
P(s,1) g‘;‘:‘;j’z‘f de DF(X,) point d’équilibre
1.115 A1 =0.942.6:
Pi(s,I) | E1 | —5.128 A2 =0.9—2.6: Foyer-selle
—2.7333 Az = —0.0009
0.44 A =05+1.4:
Py(s,I) | Ei| 0.0304 ) Ay = 0.5 — 1.4 Foyer-selle
2.058 A3 = —0.014
—-1.777 A1 = —21.028
Ps(s,I) | EY | —14.795 ) Ag = —0.112 Neoeud stable
—0.159 Az = —0.0014
—2.514 A1 = —34.804
Py(s,I) | EI| —30.62 A2 = —0.2562 Neoeud stable
—0.896 Az = —0.0009

TABLE 3.1 — Quelques points d’équilibre dans la région ou le discriminat est positif. Le systéme
de Hindmarsh-Rose admet un seul point d’équilibre.

Nous pouvons observer sur la Figure 3.2 le comportement réel du systeme lorsqu’il est ini-
tialisé exactement au point d’équilibre E11 = F1. On se rend compte que le systéeme débutant sa
dynamique évolutive a ce point, qui lui-méme étant un équilibre foyer-instable, cette évolution
s’éloigne de ce point de facon hélicoidale, confirmant effectivement que ce point d’équilibre est
un Foyer-selle.
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FIGURE 3.2 — Portraits de phase du systéeme de Hindmarsh-Rose avec les parametres a = 3, d = 5,
s =4 etr=1073. Le point d’équilibre E, est un Foyer-selle.

b - Cas ou le systeme admet deux points d’équilibre

Les résultats obtenus pour les couples de points Ps, FPs et P; sont consignés dans le tableau
3.2.

Par ailleurs, parmi ces équilibres, nous choisissons de représenter le portrait de phase du
systéme de Hindmarsh-Rose autours des points d’équilibre E? = Ey et E2 = Fj3 sur la Figure 3.3.
On constate que toutes les trajectoires convergent vers Fo tandis que les trajectoires initialisées
a un voisinage infinitésimal de F3 s’en échappent en convergeant systématiquement sur Fo. Ce
qui approuve que Fo est un équilibre attracteur alors que E3 est un équilibre répulsif.

FIGURE 3.3 — Portraits de phase du systeme de Hindmarsh-Rose avec les paramétres a = 3,
d=5,s5=4etr=1073. Le point d’équilibre Es est un neeud stable tandis que le point E3 est
un équilibre instable.
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Point
L et Valeurs propres Nature du
P(s,I) d’équilibre . L et
’ de DF(X oint d’équilibre
E(Xey}’eaze) ( e) P b
-2 A1 = —24.839 Noeeud
E? | —19 Ay = —0.161 sta-
0 A3 = —0.001 ble
PS(Sv I)
0 A =0 Noeud-selle
E2( 1 Ay =—1 non-
0 Az = —0.001 hyperbolique
-3 A = —14.333 Foyer-
E2| -78 A2 = 1074(=5 + 83i) Noeud
0.2 A3 = 1074(—5 — 83i) stable
Pe(s, 1) —_—
-3 A1 = —0.408 Foyer-
EF| 04 Ao =—1.4+422; Neeud
1.2 A3 =—14—-22 stable
z AL = —0.012 Foyer
E2| —1.2 Ao =0.841.8¢ -
0 A3 = 0.8 —1.8¢ selle
P7(S> I) I
—3 A = —14.33 Nceeud stable
Eg —7.8 A =0 non-
0 A3 = —0.001 hyperbolique

TABLE 3.2 — Quelques points d’équilibre dans la région ou le discriminat est nul. Le systeme de

Hindmarsh-Rose admet deux points d’équilibre.

-10 -2

FIGURE 3.4 — Portraits de phase du systéeme de Hindmarsh-Rose avec les paramétres a = 3,
d=5,s5=4etr=10"3. Les équilibres E, et Eg étant instables, toutes les trajectoires qui y sont
iatialisées ou méme a un voisinage proche ou lointain se retrouvent toutes attirées vers le neud
stable qui est Ej.
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c - Cas ou le systéeme admet trois points d’équilibre

Pour les couples de points (s, I) choisis sur la Figure 3.1 pour lesquelles le discriminant est
positif, on peut récapituler les différents points d’équilibres obtenus dans le tableau 3.3.

Point
sa a1s Valeurs propres Nature du
P(s.1) g (‘;‘:‘;:Z‘; de DF(X,) point d’équilibre
0.37 A1 = —0.001 Foyer
E} | —7.88 Ao = 0.4+ 1.3 -
0 A3=04-1.3¢ selle
—-1.9 A= —23.18 Neeud
Ps(s,I) | ES| —17.15 Ay = —0.14 -
0 A3 = —0.001 stable
—0.43 A\ = —4.77 Point
E3| —0.12 A2 = 0.25 -
0 A3 = —0.001 selle
—0.2 A = —2.96 Point
E}| —6.85 Ao = 0.27 -
1.3 A3 =2.1074 selle
—-1.3 A = —14.23 Foyer
Py(s,I) | E2| —7.88 Ao = 1074(5 + 82i) -
0.2 A3 = 1074(5 — 82i) selle
—0.42 A= —4.34 Point
E3| -0.1 A2 = 0.265 -
1.1 A3 =1074 selle

TABLE 3.3 — Quelques points d’équilibre dans la région ou le discriminat est positif. Le systéme
de Hindmarsh-Rose admet alors trois points d’équilibre.

Pour illustrer le comportement du systeme de Hindmarsh-Rose en rapport avec 1’équilibre,
nous considérons les points d’équilibre E3 = Ey, E3 = E5 et Eg’ = Fg. La Figure 3.4 montre les
propriétés de stabilité de chacun de ces points fixes :

— FEj4 est un Foyer-selle ce qui est prouvé par le fait que la trajectoire initialisée en ce point

s’éloigne en faisant des tourbillons.

— FEg est un point-selle. Etant un équilibre instable, la trajectoire qui débute en Fg s’en

éloignera toujours comme on peut effectivement le constater sur la Figure.

— Enfin, I’équilibre E5 est un noeud stable. Ceci lui donne la possibilité d’attirer toutes les

trajectoires qui sont initialisées en des points autres que lui et de conserver en lui-méme
toutes les trajectoires qui I’ont pour point initial.

3.1.3 Point d’équilibre formel

Les valeurs usuelles du couple P(s, ) sont tes souvent fixées a :

Pls, 1) = < 3.125 )
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Pour ce couple de point, nous avons 1’équilibre formel du systéeme de Hindmarsh-Rose. Cet
équilibre est :

—0.7221
E|l —-1.6073
3.5836

Les valeurs propres de la matrice Jacobienne calculées & partir de I’équation (2.32) sont :
A1 = —7.0836; A2 =0.1834; A3 = 0.0021.

Le point d’équilibre est stable suivant la direction x et instable suivant les directions y et z. Il est
donc un équilibre instable, en I'occurrence, un Point selle. Sur la Figure 3.5, on peut constater que
pour les séries temporelles toutes initialisées au point d’équilibre, seul la trajectoire temporelle
en x est constante. Les trajectoires y(t) et z(t) s’écartent toutes de leurs conditions initiales,
divergeant de leurs positions d’équilibre.

3.5837
3.5836
3.5836

3.5836

3.5836

3.5836

3.5835
-1.6

-0.72 3.5837,

-1.605 35836

161 35836

-1615
> > N 35836

-0.723 -1.62
1625 35836

-0.724 63 3.5836)

-0.725
0

-1.635 3.58:
0 20 40 0 10 20 30 40 50

20 40

FIGURE 3.5 — Portrait de phase et séries temporelles du systéme de Hindmarsh-Rose dans le
repére (x,1,z) avec les paramétres a =3, d =5, s =4 et r = 1073, le point E étant la condition
initiale. La trajectoire x(t), (b), est stable en sa position initiale tandis que les trajectoires y(t) et
z(t) sont instables. Le point d’équilibre est donc instable comme le montre le protrait de phase.

3.1.4 Bilan

Au sortir de I’étude des points d’équilibre du systeme de Hindmarsh-Rose a trois dimensions
et surtout de leur stabilité, il est d’une certitude manifeste que ce systeme possede une tres grande



3.1 Dynamique déterministe d’un neurone de Hindmarsh-Rose 67

variété de types de points d’équilibre. On a pu retrouver des Foyer-selles, des nceuds stables, des
points selles et la liste n’est sirement pas exhaustive, tout d’abord parce qu’il est impossible de
tenir compte de la totalité des couples de points (s, I) sur la carte de la Figure 3.1, mais surtout
parce que le domaine représenté est restreint par une condition portant sur s. En étudiant donc
les éventualités proposées par les points fixes en fonction des parametres s et I, nous ne nous
situons pas encore dans le contexte de la complétude. Cependant, le domaine représenté étant
assez vaste, il est tres intéressant de noter, sur la frontiere, des équilibres non-hyperboliques qui
permettent a priori d’anticiper sur 'existence de bifurcations selle-nceud et de comportements
divergents au cours de ’évolution temporelle du systeme.

3.1.5 Dynamique asymptotique

Rappelons que l'activité neuronale possede les phases de repos, spiking et bursting. Le modele
mathématique tridimensionnel de Hindmarsh-Rose a ceci de particulier qu’il est & méme de
reproduire ces phases de fonctionnement.

Le repos est I'état au cours duquel le neurone n’émet pas de potentiel d’action. Le spiking est
I’émission continue de potentiels d’action (spikes!) sous l'effet d’un stimulus. Le Bursting quant
a lui représente une poussée de potentiels d’action séparés par des périodes lentes d’inactivation
ou encore périodes réfractaires (périodes ot le seuil d’excitabilité du neurone semble infini). Ainsi,
de fagon sommaire, lorsque le neurone n’est pas en période de repos, il est tres souvent en activité
d’émission de potentiels d’action en salve ou encore bursting.

La dynamique lente est induite dans le comportement du neurone de Hindmarsh-Rose par
I’évolution de la variable principale z qui est lui-méme caractérisé par le facteur r.

La Figure 3.6 illustre un neurone de Hindmarsh-Rose en activité. Le spiking peut étre observé
sur les séries temporelles x(t) et y(t) et la partie hélicoidale du portrait de phase. Les périodes
lentes sont aussi présentes sur les différents projections de la dynamique neuronale. Elles sont
notamment observables sur les sauts séparant les pics sur les séries temporelles z(t) et y(t) et la
série temporelle z(t) entierement. La période lente est aussi illustrée sur le ”S” du portrait de
phase de cette figure. Le bursting qui est la mise ensemble du spiking et des périodes lentes se
retrouve aussi illustré sur la Figure 3.6. Comme nous le savons a travers le chapitre 2, le systeme de
Hindmarsh-Rose est non-linéaire et par conséquent est en proie a une dissipativité caractéristique
de ce type de systeme. Une des matérialisation de cette propriété dynamique est l'existence
d’un attracteur étrange illustré a la Figure 3.7. Il est donc opportun d’estimer la divergence des
trajectoires infiniment proches sur cet attracteur afin de mettre en évidence 1’évolution du systeme
vers un régime chaotique déterministe. Le plus grand exposant de Lyapunov, les diagrammes de
bifurcations et les sections de Poincaré sont des outils qui nous permettrons d’accomplir cette
tache.

3.1.6 Comportement chaotique

Le comportement chaotique d’un systéme dynamique non-linéaire a été longuement décrit
au chapitre précédent. Ajoutons ce détail assez révélateur que le comportement chaotique pour-
rait étre observé sous l'angle de la modification substantielle et qualitative de la dynamique
asymptotique d’un systéme dynamique en fonction des variations de I'un de ses parametres.
Nous analysons dans le paragraphe le fonctionnement ”imprévisible” d’un neurone par le biais
du systeme dynamique de Hindmarsh-Rose a ’aide des outils présentés au chapitre 2.

1. ou pics de potentiels en francais



3.1 Dynamique déterministe d’un neurone de Hindmarsh-Rose 68

2l . . . .
2400 2600 2800 3000 3200 3400
t

(b)

> UWWWWWVMWWWWMW
=10+ 4

2400 2600 2800 3000 3200
t

3400

3.4¢ 1
N 3.2\/\/
3, 4
2400 2600 2800 3000 3200

t

3400
(d)

FIGURE 3.6 — Simulations numérique du systéme (2.5) avec r = 0.001, s = 4 et I = 3.25. On

peut observer en (a) le portrait de phase tridimensionnel. Les séries temporelles x(t), y(t) et z(t)

en (b), (c) et (d). Le spiking (partie hélicoidale) et les périodes lentes ou réfractaires (courbe en

”S”) qui constituent le bursting (émission en salve de potentiels d’action) y sont représentés.
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FIGURE 3.7 — Attracteur du systéme de Hindmarsh-Rose (équation 2.5). Les paramétres r =
0.008001, s = 4 et I = 3.322. En (a) on peut observer le portrait de phase, en (b) le potentiel
d’action, (c) les flux d’ions rapides et en (d) les fluz lents d’ions.
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a - Etude en fonction du parametre r

La Figure 3.8 nous montre le diagramme de bifurcations et les variations de ’exposant de
Lyapunov pour 7 € [0;0.05]. La série de dédoublement de périodes régresse avec la progression du
parametre r. En partant de zéro, on observe déja un comportement chaotique avec plusieurs zones
ol le comportement dynamique du neurone de Hindmarsh-Rose est quasi-périodique contenant
alors six, cinq ou plusieurs périodes (pour celles que I'on peut compter). A partir de r ~ 0.01
le nombre de période passe a trois et ensuite, le comportement du neurone reprend une phase
encore plus désordonnée que les précédentes. Enfin, le fonctionnement dynamique du neurone
rentre dans une phase quasi-périodique avec quatre périodes, deux périodes pour finalement se
stabiliser a une seule période. Le parametre r induit bien évidement, le systeme dynamique de
Hindmarsh-Rose dans une série complexe d’additions de périodes [33] ou de soustractions de
périodes si I’on considere le sens de croissance algébrique de 7.

4

0.05 (a)

0 001 002 003 004 005
(b)

FIGURE 3.8 — Diagramme de bifurcations en (a) et variations de l’exposant de Lyapunov en (b)
du systeme (2.5), I = 3.25 et s = 4. Le comportement du neurone de Hindmarsh-Rose présente
une série complexe de bifurcations qui semble plutot s’estomper avec la croissance du paramétre
r.

De facon un peu plus concrete, nous proposons d’illustrer a la Figure 3.9 la série d’additions de
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périodes a l'aide de portraits de phase et des sections de Poincaré correspondantes. Selon qu’une
nouvelle période s’ajoute, on peut voir apparaitre sur la section de Poincaré correspondante un
nouveau point. Le processus étant itératif, on se retrouve en plein régime chaotique traduit par

un ensemble indéfini de points sur la section de Poincaré.
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FIGURE 3.9 — Les sections de Poincaré x = 1 dans le plan (y,z) avec les portraits de phase
correspondants. r = 0.045 en (a), r = 0.025 en (b), r = 0.018 en (c) et r = 0.006 en (d).
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b - Etude en fonction du parametre s

Le parametre s est un parameétre essentiel au vu du réle qu’il joue dans la dynamique fonc-
tionnelle du neurone de Hindmarsh-Rose. Les variations de ce parametre entrainent également
des bifurcations dans le comportement du neurone. La Figure 3.10(a) montre tout d’abord une
dynamique quasi-périodique a trois périodes, puis survient une bande de valeurs pour lesquelles
le comportement du neurone est chaotique entre s ~ 3.4 et s ~ 3.5. Le fonctionnement du neu-
rone de Hindmarsh-Rose se stabilise en revenant a une autre phase quasi-périodique de quatre
périodes, suivie par un état de fonctionnement désordonné marqué par une assez fine pause d’un
état possédant trois périodes lorsque s ~ 4.2 et enfin, a partir de s ~ 4.4, le comportement du
neurone devient régulier et périodique a une seule période. La Figure 3.10(b) confirme ce scénario
a travers les variations de I'exposant de Lyapunov.

3 3.5 4 4.5

X 10

15

10

max

3 35 4 4.5
S (b)

FIGURE 3.10 — Diagramme de bifurcations en (a) et variations de l’exposant de Lyapunov en
(b) du systéeme (2.5), I = 3.322 et r = 0.008001. Le paramétre d’adaptation est aussi capable
d’induire le chaos dans la dynamique du neurone de Hindmarsh-Rose.

La Figure 3.11 illustrant les sections de Poincaré et les portraits de phase correspondants
au cours de 'accentuation des bifurcations, nous montre comment les variations du parametre s
pourraient effectivement étre a I’origine d’un chaos déterministe dans le fonctionnement neuronal.
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FIGURE 3.11 — Les sections de Poincaré x = 1 dans le plan (y, z) et les portraits de phase associés
pour s =4.7 en (a), s =3.36 en (b), s =3.77 en (d) et s =4 en (e).
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¢ - Etude en fonction du parametre I
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FIGURE 3.12 — Diagramme de bifurcations en (a) et variations de l’exposant de Lyapunov en
(b) du systéeme (2.5), r = 0.001 et s = 4. On peut noter sur le diagramme de bifurcation les 19
visibles des 23 spikes par burst de fonctionnement en mode bursting normal du neurone.
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FIGURE 3.13 — Agrandissement de la Figure (3.12a). On remarque bien l'intervalle de fonction-
nement chaotique et les quatres spikes restants.

Le courant appliqué I ou encore parametre de controle, compte tenu de ses propiétés stimu-
latrices, possede intuitivement des effets sur la dynamique neuronale. Cependant, n’étant pas un
parametre faisant partie de 'adaptation, les effets du parmetre de controle ne sont pas tout a
fait similaires a ceux enregistrés pour les parametres r et s.
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FIGURE 3.14 — Potentiels d’action aux différentes étapes de la transition chaotique entre le foc-
tionnement en bursting et en spiking du neurone. En (a), bursting périodique pour I = 1.345, en
(b) bursting chaotique pour I = 3.305, en (c) spiking chaotique pour I = 3.314 et en (d) spiking
périodique pour I = 3.845
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En effet, lorsque le courant appliqué varie dans l'intervalle [1.345; 4], on note une série d’aug-
mentation de spikes par burst a partir de cing spikes par burst des que la valeur du stimulus est
suffisante pour déclencher les propriétés excitatrices du neurone (I = 1.345). Le comportement
du neurone se retrouve pour sa grande majorité dans un état de fonctionnement quasi-périodique
lorsque I € [1.345;3.282]. Lorsque I €]3.322,4] le comportement du neurone est périodique.
Néanmoins, on remarque la présence d’une légere bande de valeurs pour lesquelles le fonctionne-
ment du neurone est chaotique lorsque I € [3.282;3.322]. Ceci est illustré sur la Figure 3.12 par
le diagramme de bifurcation et I'unique pic marquant la seule valeur positive de 'exposant de
Lyapunov. L’état chaotique sur le diagramme de bifurcation est mis en lumiere par 'agrandisse-
ment du secteur compris entre [3.305;3.4] permettant de constater la présence du chaos induit
par I (Figure 3.13). L’apparence pour le moins spéciale du diagramme de bifurcations associé
aux variations du courant appliqué I, dévoile en fait une évolution complexe commencant par des
émissions en salves de potentiels (bursting) et finissant par des émissions répétées et continues
de potentiels d’actions (spiking). La transition entre ces deux états étant chaotique partant du
bursting chaos au spiking chaos (Figure 3.12). Nous présentons ici les différentes péripéties surve-
nant au cours de cette transition. Pour d’amples explications & ce sujet, se référer a [41, 44, 207].
Cette matérialisation est faite a la Figure 3.14 ou sont représentées les potentiels d’action qui
permettent de caractériser cette transition. A partir du moment ou les propriétés excitatrices du
neurone sont enclenchées par un stimulus suffisant, I ~ 1.345, on observe une solution de burs-
ting avec cinq spikes par burst (figure 3.14(a) pour I = 1.345). Des lors, le nombre de spikes par
burst augmente d’une maniere normale avec I jusqu’a atteindre une valeur de 23 spikes par burst
pour I ~ 3.28. Ensuite, 'augmentation de périodes devient chaotique en un mode de bursting
chaos marqué par des solutions de bursts anormaux contenant des spikes du type [23aN], ou
7a” désigne "anormaux” et N représente le groupe d’un ou plusieurs spikes survenant apres un
intervalle interspikes nettement plus long mais assez court pour ne pas donner lieu a un autre
burst. Ces spikes sont appelés ”spikes anormaux”. Des exemples typiques de bursts anormaux
sont représentés sur la Figure (3.14(b)) pour I = 3.305 ol nous pouvons observer un mélange de
[23a9], [23a3] et [23a6] bursts. Apres I'addition de périodes chaotiques, & une certaine valeur de I,
la réponse neuronale au stimulus demeure chaotique mais adopte un mode spiking cette fois-ci.
La Figure (3.14(c)) nous permet de visualiser une émission de spikes contenant trois, cing, sept
ou neuf spikes par cycle. Enfin, le neurone de Hindmarsh-Rose retourne a une activité périodique
de fonctionnement en spiking continu contenant un seul spike par cycle (Figure 3.14(d)).

Par ailleurs, il est possible de representer des séquences similaires a celles des Figures 3.9 et
3.11 ou a I’aide des sections de Poincaré et des portraits de phase, nous proposons un cheminement
probant du neurone de Hindmarsh-Rose vers le chaos lorsque le parametre de controle varie.
(Figure 3.15)

Une autre maniere de caractériser les états chaotiques déterministes dans un systeme lorsque
les parametres de celui-ci varient, est de représenter les points pour lesquels I’exposant de Lya-
punov est positif dans un plan arbitrairement choisi et constitué de variables qui sont aptes a
pousser le systéme (neurone de Hindmarsh-Rose) dans un état de fonctionnement chaotique, c’est
a dire I, r ou s. Les plans dans lesquelles seront donc représentés les états de valeurs positives de
Pexposant de Lyapunov sont les plans (r;s), (r; 1) et (s;1). A chaque plan, la troisiéme variable
est fixée a une valeur qui lui permet de conférer au neurone un comportement périodique et une
valeur qui amene le neurone a produire un comportement chaotique. La courbe résultante de cette
démarche, appelée ”Bassin de Chaoticité”, illustre un arrangement des points chaotiques en
une sorte structure en vagues dans les plans (r;s) et (r;I) (Figures 3.16(a) et 3.16(b)) . Cette
structure semble dépendre du parametre r puisqu’elle n’est pas observable sur le plan (s; /) de
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la Figure 3.16(c). La bande chaotique est plus large pour une valeur de r qui induit le chaos
(r = 0.008001), que pour une valeur de r qui ne le fait pas (r = 0.002).

0 0.005 001 0.015 2 4 6 8 10 12 14

(c) s (@) (c2)

FIGURE 3.16 — Bassins de chaoticité dans les plans (r;s) en (a), (r;I) en (b) et (s;I) en (c).
Les valeurs des parameétres sont celles définies pour le systéme (2.5). En (a1) I = 3.322, en (az)
I=37en (by) s=4, en (by) s=4.6, en (c1) r=0.002 et en (c2) r = 0.008001.

3.2 Dynamique stochastique d’un neurone de Hindmarsh-Rose

3.2.1 P-Bifurcation

Les changements qualitatifs de la densité de probabilité seront analysés en se référant aux
points d’équilibre du systéme asymptotique stochastique a 1’équation (2.35).

Le systeme en question étant bidimensionnel, on peut retrouver les points d’équilibre par le
traceé des nullclines lorsque D = 0. La Figure 3.17 montre l'intersection des nullclines fi(x,y) = 0
et f (1’ y) =0

Le point d’équilibre obtenu par calculs numériques avec une précision de 107> est :
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Te0 1.1680
Easym < YeO > N ( —5.8213 > ' (3.8)

L’analyse de la stabilité de ce point menée a I’aide des valeurs propres de la matrice Jacobienne
prouve que ce point est un équilibre instable, plus précisément un Foyer-selle. Ce Foyer-selle
constitue la référence de notre analyse des bifurcations phénoménologiques car tous les résultats
que nous obtiendrons devront étre en accord avec la nature de ce point.

Dans ’équation (2.71), 01 = 02 = 0.9 [125]. p; = w et ps = w. Ol Tymaz
et Ymaz sont les valeurs maximales des variables principales = et y obtenues numériquement
définissant ainsi les bornes de notre domaine spatial. La grille spatiale est constituée de (2N +
1) x (2N + 1) noeuds avec N = 100.

La Figure 3.18 montre le début d’'un changement soudain de la densité de probabilité a
t = 0.05. Il est donc aisé de remarquer la P-bifurcation en question avec en prime la diminution du
pic de la densité de probabilité qui semble s’évanouir avec le temps. Afin de suivre la progression
complete de la cloche, nous redimensionnons la grille spatiale choisie. Les Figures 3.19 a 3.22
confirment en effet, le fait que la densité de probabilité disparaisse presque totalement a un
moment donné.

La conclusion que nous pouvons tirer de I’évolution de la densité de probabilité est en ac-
cord avec le point d’équilibre : Puisqu’il est instable, la densité de probabilité s’évanouit pres-
qu’entierement traduisant le fait qu’il n’y ait pas de probabilité conséquente de retrouver le
systeme en un lieu particulier, et encore moins autour de son point fixe, car celui-ci est in-
stable. Comparativement a une étude déterministe, I'instabilité du point fixe améne le systeme
de Hindmarsh-Rose & repousser la dynamique stochastique tres loin de celui-ci. Ceci explique
pourquoi le domaine initialement choisi a dii étre redimensionné. D’autres auteurs insistent par-
ticulierement sur les valeurs des parametres de I’équation (2.71) selon une description suivant
laquelle les o; seraient la moyenne des variables concernées. La démarche que nous avons suivie
est certes libre de telles contraintes mais surtout, reste en accord avec les expectations scienti-
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FIGURE 3.17 — En rouge nullcline fa(x,y) = 0 et en bleu nullcline fi(x,y) = 0 avec I = 3.322.
Le systéme asymptotique de Hindmarsh-Rose admet un seul point d’équilibre.
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FIGURE 3.18 — Bifurcations de la densité de probabilité aux instants t = 0.025 en (a) et t = 0.05
en (b). Le changement qualitatif amorcé (P-Bifurcation) est tel que le domaine initialement choisi
devient petit pour contenir entierement la densité de probabilité.
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FIGURE 3.19 — Bifurcations de la densité de probabilité auzx instants t = 0.15 en (a) et t = 0.2 en

(b).



3.2 Dynamique stochastique d’un neurone de Hindmarsh-Rose 82

15

x10

(a)
15
x10
25
o 11 *

05

2000 Y 50
2000 5,
y X "

FIGURE 3.20 — Bifurcations de la densité de probabilité aux instants t = 0.25 en (a) et t = 0.3 en

().
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FIGURE 3.21 — Bifurcations de la densité de probabilité auzx instants t = 0.35 en (a) et t = 0.4 en

(b)
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FIGURE 3.22 — Bifurcations de la densité de probabilité auzx instants t = 0.45 en (a) et t = 0.5 en
(b). At ~ 0.5, le systéme atteint I’état stationnaire.
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fiques proposées par la dynamique du systéme a savoir, la densité de probabilité atteint I’état
stationnaire aux alentours du point (des points d’équilibre) ou encore d’un cycle limite existant
[118].

3.2.2 D-Bifurcation

a - Etude en fonction du parametre r
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FIGURE 3.23 — Variations de ’exposant de Lyapunov maximal, Apqz, (moyenne de 50 realisations)
pour r = 0.001 en (vert), r = 0.008001 en (rouge) et r = 0.045 en (bleu). Le couple (I,s) est fixé
a (3.322,4).

Cette étude consiste a rechercher le changement abrupt du signe de la valeur maximale de ’ex-
posant de Lyapunov en considérant les variations du parametre r du systeme de Hindmarsh-Rose
sous l'effet de l'intensité du bruit, D. Sur la Figure 3.23, sont représentées les valeurs moyennes
de 'exposant de Lyapunov A, en fonction de D pour trois valeurs différentes de r. Les valeurs
critiques de l'intensité du bruit, D,,, pour lesquelles le systeme de Hindmarsh-Rose effectue une
transition d’un état de fonctionnement chaotique a un état de fonctionnement stable (points
de bifurcation dynamique) sont D, ~ 1.27 pour r = 0.001, D, ~ 1.99 pour r = 0.008001
et D¢ ~ 1.27 pour r = 0.015. D’apres les résultats obtenus au paragraphe (3.1.6), le neu-
rone déterministe de Hindmarsh-Rose est dans un mode de fonctionnement chaotique lorsque
r €]0;0.0157] approximativement. Dés lors, pour une valeur de r appartenant & cette zone de
fonctionnement désordonné, le bruit (dont le role intuitif est de perturber Iactivité neuronale)
accentue le ”degré” de l’état chaotique dans une sorte de phase transitoire avant que la cel-
lule ne réorganise sa dynamique émissive. Le temps que le neurone prend a restructurer son
activité ou encore le temps que le neurone passe dans un état chaotique avant de revenir a un
fonctionnement stable sous 'effet de la diffusion augmente avec D jusqu’a ce que r franchi la
valeur r >~ 0.0157 pour laquelle I'activité neuronale déterministe est périodique. A ce moment,
le temps passé par le neurone de Hindmarsh-Rose dans un état chaotique sous la diffusion a
plutot tendance a diminuer puisque sa dynamique originelle est stable. Ceci explique pourquoi
pour r = 0.001;0.008001 et 0.045, le point de bifurcation dynamique D, croit d’abord de 1.27
a 1.99 avant de chuter a 1.27. Ce comportement est généralisé sur la Figure 3.24 ou la surface
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et la projection correspondant dans le plan (r; D) permettent de voir les domaines de fonction-
nement stable (partie vierge) et instable ou chaotique (partie hachurée) de l'activité neuronale
sous les effets stochastiques. Le point D.. décroit jusqu’a zéro pour r ~ 0.11, traduisant ainsi
une limitation de la zone d’instabilité. Ce comportement global du neurone de Hindmarsh-Rose
sous la diffusion permet d’illustrer clairement les effets de cohérence ou de résonance stochastique
amenant ainsi a penser qu’un neurone est tout a fait capable de fonctionner parfaitement dans
son environnement méme s’il existe quelques fluctuations qui a priori seraient néfaste mais qui a
posteriori sont tres souvent bénéfiques pour 'activité neuronale.
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FIGURE 3.24 — La surface présentant les variations de l’exposant de Lyapunov en fonction de
(r; D) en (a). En (b) la carte de stabilité dans le plan (r; D) montrant l’ensemble complet des
D-Bifurcations pour le systéme de Hindmarsh-Rose. Le domaine vierge est le domaine de fonction-
nement neuronal stochastique stable, c’est a dire, la région située en dessous du plan Apaz = 0.
Le couple (I,s) est fizé a (3.322,4).
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b - Etude en fonction du parametre s

L’influence des variations du parametre s est la méme que celle rencontrée pour le parametre
r. Une explication plausible serait le fait que, étant la variable qui gouverne ’adaptation et par
I’entremise du produit r * s, la variable s contribuerait certainement a 'instauration du bursting
dans le neurone d’une maniere assez similaire a r.
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FIGURE 3.25 — La surface présentant les variations de l’exposant de Lyapunov en fonction de
(s;D) en (a). En (b) la carte de stabilité dans le plan (s; D) montrant l’ensemble complet des
D-Bifurcations pour le systeme de Hindmarsh-Rose. Le domaine vierge est le domaine de fonction-
nement neuronal stochastique stable, c’est a dire, la région située en dessous du plan Apaz = 0.
Avec r = 0.008001 et I = 3.322.

Le scénario affiché par le comportement du neurone de Hindmarsh-Rose sujet aux influences
aléatoires de la part de son environnement et présenté sur les Figures 3.25(a) et 3.25(b), matérialise
le phénomene de cohérence stochastique qui est traduit par un domaine d’instabilité completement
borné (partie hachurée sur la Figure 3.25(b)). Dans ce cas encore, le bruit provoque invraisem-
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blablement un effet certain de stabilité sur la dynamique du neurone apres bien évidement une
période transitoire.

¢ - Etude en fonction du parametre 1

La D-Bifurcation analysée en fonction du courant appliqué ne présente pas les propriétés
homogenes a celles déja observées pour les parametres d’adaptation. La Figure 3.26 montre un
domaine d’instabilité (partie hachurée) non seulement illimité, mais surtout grandissant avec la
croissance de [.
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FIGURE 3.26 — La surface présentant les variations de l’exposant de Lyapunov en fonction de
(I; D) en (a). En (b) la carte de stabilité dans le plan (I; D) montrant l’ensemble complet des
D-Bifurcations pour le systéme de Hindmarsh-Rose. Le domaine vierge est le domaine de fonction-
nement neuronal stochastique stable, c’est a dire, la région située en dessous du plan Mgz = 0.
Avec r = 0.001 et s = 4.0.

Manifestement, le courant appliqué est une source de pertubations sérieuses a la dyna-
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mique stochastique d’'un neurone. En fait, les effets stochastiques ont été définis dans le chapitre
précédent comme provenant des différents courants ioniques qui ne seraient tous pas exactement
pareils (section 2.5). Ceci a motivé le choix du parametre par lequel les influences stochastiques se-
raient introduites dans le comportement neuronal. A cet effet, nous avons adopté pour une telle
mise en ceuvre la terminologie du courant effectif & 1’équation (2.33) qui prendrait en compte
toutes les sources ioniques du bruit. D’apres cette équation, ’augmentation du courant appliqué
participe a la croissance du courant effectif qui devient un obstacle a 'instauration d’une quel-
conque stabilité dans la dynamique méme du neurone. La contribution du parametre I est telle
qu’elle coopere avec le bruit afin d’augmenter de quelque fagon que ce soit la diffusion et troubler
ainsi 'activité neuronale. On pourrait donc dire que lorsque le courant appliqué augmente, le bruit
augmente également et le temps nécessaire au neurone pour se sortir d’une activité imprédictible
et désordonnée augmente fatalement comme on peut le constater par I’accroissement de D, sur
la Figure 3.26(b). Sur cette Figure le domaine vierge de stabilité n’est peut étre pas borné, mais
montre une diminution certaine. L’influence de I sur la bifurcation dynamique permet d’envisager
un effet contraire au phénomene de cohérence stochastique qui est néanmoins toujours existant
et quantifiable a condition de manipuler des valeurs ”"raisonnables” du courant appliqué.

3.3 Réseau déterministe de modeles identiques de Hindmarsh-
Rose

Chaque neurone dans le réseau est défini par I’équation (2.74) dans laquelle les parmetres sont
tous fixés a des valeurs qui permettent I'instauration d’un régime chaotique dans la dynamique
du systeme. A cet effet, d’apres les résultats obtenus au paragraphe 3.1.6 nous prennons

a=3; a=-8 r=0.008001; (3.9)
s=4 et c=-4[-3(1+V5)] —1-3.322. '

3.3.1 Couplage des proches voisins

Les équations du réseau sous la configuration des proches voisins sont présentées aux systemes
(2.75) et (2.76).

a - Interaction par I’émission des potentiels d’action, K; Z0 et K3 =0

Sur la Figure 3.27 nous representons la dépendance de la FSM (A) sur les parametres de
couplage K7 et le nombre de neurones N.

Pour cette interaction, il apparalt sur cette figure que le seuil a la stabilité pour la syn-
chronisation, i.e la valeur minimale du parametre de couplage K7 pour laquelle le processus de
synchronisation devient stable augmente avec le nombre d’oscillateurs. En effet, nous observons
que pour une valeur fixée de K7, lorsque N augmente, la valeur du plus grand exposant de Lyapu-
nov transverse augmente également au point de passer aux valeurs positives faisant a ce que I’état
synchrone devienne instable, tel que illustré sur la Figure 3.27(a) par le comportement de A dans
le plan (N, K7). La valeur de la force de couplage seuil de la stabilité traduite par la condition
A < 0 augmente lorsque le nombre N augmente. Ceci conduit le domaine de synchronisation
stable (partie supérieure a la ligne) & un rétrécissement tel que le montre la Figure 3.27(b).

Sur la Figure 3.27(b), nous avons représenté les domaines de stabilité obtenus par la méthode
FSM et aussi par simulation directe. Cette initiative permet de confirmer I’exactitude des résultats
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(b)

FIGURE 3.27 — En (a), les variations du plus grand exposant de Lyapunov transverse, A dans le
plan (N, K1) pour un réseau de N modéles identiques couplés par la méthode des proches voisins
a travers la variable exprimant le potentiel membranaire : La région de synchronisation stable
est celle qui se situe en dessous du plan A = 0 illustré par la grille. En (b), la carte de stabilité
correspondante dans le plan (N, K1). La ligne incurvée noire est la frontiére entre les domaines
de synchronisation stable (au-dessus) et instable (en dessous) obtenus par la méthode FSM. La
zone grise est la région de synchronisation compléte obtenue cette fois par simulations numériques
directes.
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en ce qui concerne ’étude de la stabilité du processus de synchronisation, mais, surtout de consta-
ter un phénomene assez particulier. Assurément, en considérant la méthode FSM, la condition
de stabilité, A < 0 ne garantit pas toujours l'instauration de I’état synchrone a cause de la
présence probable de résonances paramétriques dans les équations variationnelles [162]. Dans la
FSM-région stable et dans un voisinage assez proche du seuil de stabilité, I’état synchrone est fai-
blement stable, A ~ 0, telle que le révele les simulations numériques directes, offrant un domaine
de stabilité (région grisée) qui se démarque de la frontiere de la FSM-région stable. Des résultats
similaires ont déja été obtenus dans le couplage des appareils électromécaniques chaotiques [34].
Par ailleurs, la démarcation observée augmente sensiblement avec le nombre de neurones dans le
réseau.

Nous illustrons a présent I’évolution des amplitudes d’émissions des neurones de Hindmarsh-
Rose présents dans le réseau en fonction de leurs positions (espace) et du temps. Les amplitudes
ainsi représentées montrent la transition de 1’état instable a 1’état de synchronisation stable
(Figures 3.28-3.30). L’espace est décrit par le décomptage des neurones du réseau et la position
de chaque neurone dans cette liste est vue comme une variable spatiale. Cette description spatiale
est en adéquation avec la discrétisation du systéeme nerveux naturel ol tous les neurones seraient
séparés les uns les autres par une grandeur physiquement palpable. Les amplitudes sont les
valeurs des potentiels d’action de chaque neurone au sein du réseau. La synchronisation complete
du réseau est atteinte lorsque toutes les amplitudes d’émission sont égales pour chaque neurone
quel que soit le temps considéré.

La Figure 3.28 est construite pour des valeurs du parametre de couplage qui ne peuvent pas
assurer la stabilité du processus de synchronisation, elle montre donc l'instabilité de la synchro-
nisation pour les valeurs choisies de la force de couplage ou encore le chaos spatio-temporel. Dans
cet état, tous les exposants transverses de Lyapunov sont positifs. Sur la Figure 3.29, il apparait
une synchronisation quoi que faiblement stable ou partiellement instable parce que juste quelques
exposants transverses deviennent négatifs. On peut donc remarquer, comme caractérisation de
cet état, que certains neurones ont des amplitudes similaires et d’autres non. La Figure 3.30
montre la synchronisation complete au sein du réseau de N modeles de Hindmarsh-Rose iden-
tiques. La manifestation de 1’état synchrone sur cette Figure est telle que tous les neurones de
Hindmarsh-Rose sont au méme niveau émissif de potentiel. Ce qui traduit le fait que, pour les
simulations de la dynamique du réseau entier, toutes les unités dynamiques présentent les mémes
caractéristiques fonctionnelles moyennant bien évidement la considération des approximations
numériques.

En résumé, nous avons explicitement montré les transitions dynamiques du réseau partant
de V’état de synchronisation instable & 1’état de stabilité du processus de synchronisation en
illustrant les potentiels d’actions de chaque neurone dans le réseau a chaque étape du processus
de synchronisation (Figures 3.28-3.30). Lorsque ’état synchrone n’est pas stable ou lorsqu’il n’y a
pas de coordination apparente (synchronisation instable), les neurones du réseau ont de différentes
amplitudes de potentiel d’action et ’aspect panoramique de la dynamique est réellement confus
(Figure 3.28). Lorsque les amplitudes sont pour le moins partiellement & la méme hauteur sur le
graphique, nous utilisons le terme de ”synchronisation intermittente” pour 1’état correspondant,
puisque montrant un ou plusieurs sous-ensembles de neurones coordonnés dans le réseau encore
désorganisé (Figure 3.29). Cet état est celui qui est proche de la FSM-frontiere a la stabilité
(dans la partie supérieure a la ligne incurvée de la Fig. 3.27(b)) ou tous les exposants transverses
de Lyapunov sont négatifs (ou positifs) mais proches de zéro. Nous avons qualifié cet état de
faiblement stable. Enfin, lorsque les amplitudes émissives de tous les neurones de Hindmarsh-
Rose sont a la méme hauteur ou encore que ’aspect général du comportement émissif est lustré,
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FIGURE 3.28 — Graphiques d’amplitudes-espace-temps montrant l'instabilité du phénomeéne de syn-
chronisation (chaos spatio-temporel) dans un réseau de N modéles de Hindmarsh-Rose identiques
couplés par la méthode des proches voisins suivant la variable principale du potentiel membranaire.
En (a), N=12 et K1 =1. En (b), N=14 et K1 =3 .
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FIGURE 3.29 — Graphiques d’amplitudes-espace-temps montrant un régime intermittent de syn-
chronisation ou synchronisation faiblement stable dans un réseau de N modéles de Hindmarsh-
Rose identiques couplés par la méthode des proches voisins suivant la variable principale du po-

tentiel membranaire. En (a), N =12 et K1 =1.5. En (b), N =8 et K; = 1.5 .
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FIGURE 3.30 — Graphique d’amplitudes-espace-temps montrant la complétude et la stabilité du
processus de synchronisation dans un réseau de N modéles de Hindmarsh-Rose identiques couplés

par la méthode des proches voisins suivant la variable principale du potentiel membranaire. En

(a), N=12 et K1 =6. En (b), N=8 et K1 =4 .
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le processus de synchronisation est stable (Figure 3.30). Cette approche représentative ainsi
décrite ou une méthode équivalente, sera utilisée tout au long de 'investigation pour montrer
concréetement les étapes par lesquelles chemine le réseau afin d’atteindre 1’état completement
coordonné (pour les réseaux de modeles identiques) ou ’état de phases coordonnés (pour les
réseaux de modeles non-identiques).

b - Interaction par les flux ioniques transmembranaires rapides, K1 = 0 et Ko # 0

Lorsque les neurones identiques sont couplés par la variable qui décrit les flux transmem-
branaires rapides d’ions, le comportement observé pour le couplage a travers la variable x est
reproduit en ce qui concerne 1’évolution du seuil a la stabilité du processus de synchronisation.
Cependant, une toute petite différence existe au niveau de la vitesse de croissance du seuil K»
qui somme toute, croit lentement par rapport a K;. La surface a la Figure 3.31(a) rapporte un
phénomene identique de synchronisation progressive. Basée sur cette surface, la FSM-frontiere a
la stabilité de la synchronisation est également représentée par la ligne incurvée noire permettant
ainsi de voir le domaine de synchronisation stable sur la Figure 3.31(b) (partie au-dessus de cette
ligne). Sur cette derniere Figure, est représenté le domaine de stabilité numériquement obtenue
(zone grise). Le seuil a la stabilité étant sans cesse croissant avec le nombre d’oscillateurs dans le
réseau, il impose ainsi une diminution du domaine de synchronisation stable. Similairement au
couplage avec la variable principale x, la différence entre la FSM-frontiere et la frontiere obtenue
directement par calculs numériques est de plus en plus poussée lorsque le nombre de neurone N
augmente.

3.3.2 Couplage global

Dans le couplage global, le réseau est défini par les équations des systémes (2.75) et (2.77)

a - Interaction par I’émission des potentiels d’action, Q; Z0 et Q2 =0

Lorsque le réseau possede la topologie du couplage global, les résultats obtenus pour ’analyse
du processus de synchronisation a travers l'interaction par la variable représentant I’émission des
potentiels d’action sont in extenso opposés a ceux observé pour un couplage homologue sous
la topologie des proches voisins . En effet, si on se réfere dans un premier temps a la FSM-
condition & la stabilité (A < 0), on se rend effectivement compte que le seuil nécessaire pour
réaliser cette condition diminue lorsque le nombre d’unités dynamiques oscillatoires augmentent
dans le réseau tel qu’illustré a la Figure 3.32(b). Le domaine de stabilité synchrone augmente
de ce fait. A D'inverse également, les méthodes FSM et numérique directe semblent converger
toutes vers une valeur de seuil a la synchronisabilité constante. Ainsi, la grandeur croissante du
nombre de neurone dans un réseau couplé par la configuration globale serait source de stabilité a la
synchronisation. Ce résultat est en accord avec ceux trouvés a la référence [208]. Comparativement
au mode de couplage des proches voisins, le nombre de connexions serait un atout déterminant
a la coordination d’un réseau neuronal.

b - Interaction par les flux rapides d’ions a travers la membrane, Q1 = 0 et Q2 # 0

Sur la Figure 3.33, nous pouvons observer la surface qui illustre I’évolution de la plus grande
valeur de I’exposant de Lyapunov transverse en fonction des parametres N et Q2 (Figure 3.33(a))
ainsi que la carte de stabilité dérivée (Figure 3.33(b)). On peut constater que lorsque les neurones
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FIGURE 3.31 — En (a), les variations de A dans le plan (N, K2) dans un réseau de N neurones de
Hindmarsh-Rose identiques couplés par la variable y. Le domaine de synchronisation stable est
la région située en dessous du plan A = 0 matérialisé par la grille. En (b), la carte de stabilité
correspondante dans le plan (N, K3). La ligne incurvée noire est la frontiére entre les domaines
de synchronisation stable (au-dessus) et instable (en dessous) obtenus par la méthode FSM. La

zone grise est la région de synchronisation compléte obtenue cette fois par simulations numériques
directes.
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FIGURE 3.32 — En (a), les variations de A dans le plan (N, Q1) dans un réseau de N neurones de
Hindmarsh-Rose identiques couplés par la variable représentant [’émission des potentiels d’action,
x. Le domaine de synchronisation stable est la région située en dessous du plan A = 0, matérialisé
par la grille. En (b), la carte de stabilité correspondante dans le plan paramétrique (N,Q1). La
ligne noire est la frontiére entre les domaines de synchronisation stable (au-dessus) et instable (en
dessous) obtenus par la méthode FSM. La zone grise est la région de synchronisation compléte
obtenue cette fois par simulations numériques directes. Le domaine de synchronisation stable
augmente avec le nombre d’oscillateurs présents dans le réseau, N .
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FIGURE 3.33 — En (a), les variations de A dans le plan (N, Q2) dans un réseau de N neurones de
Hindmarsh-Rose identiques couplés par la variable représentant les flux rapides d’ions a travers la
membrane, y. Le domaine de synchronisation stable est la région située en dessous du plan A = 0,
matérialisé par la grille. En (b), la carte de stabilité correspondante dans le plan paramétrique
(N, Q2). La ligne noire est la frontiére entre les domaines de synchronisation stable (au-dessus) et
instable (en dessous) obtenus par la méthode FSM. La zone grise est la région de synchronisation
compléte obtenue cette fois par simulations numériques directes. Le domaine de synchronisation
stable augmente avec le nombre d’oscillateurs présents dans le réseau, N .
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identiques au sein du réseau sont couplés sous la configuration globale a travers la variable y,
le comportement collectif ressemble a celui illustré par la Figure 3.32. La dynamique du réseau
évolue d’un état d’instabilité a un état de synchronisation stable. Cet état de synchronisation est
bonifié par I’'augmentation du nombre N qui diminue de plus en plus la valeur seuil de la force de
couplage qui assure la stabilité de la synchronisation jusqu’a une valeur constante, d’apres 1’étude
par la méthode FSM. Quel que soit la valeur du nombre d’oscillateur dans le réseau, la valeur de
ce seuil étant assez petite par rapport a celle obtenue a la Figure 3.32 pour 'approche FSM, on
se rend compte que pour des calculs numériques directs, cette valeur est quasiment constante. Le
domaine de synchronisation stable par voie de conséquence reste équivalent ou augmente le cas
échéant. Le nombre de connexions ici encore, favorise la coordination d’ensemble.

3.4 Reéseau déterministe de modeles non identiques de Hindmarsh-
Rose

Les valeurs des parametres sont toujours celles qui induisent un comportement chaotique
déterministe pour chaque neurone de Hindmarsh-Rose. Ces valeurs sont fixées a la section 3.3.

Par ailleurs, la définition des phases des oscillateurs possédant chacun sa fréquence propre est
celle de I’équation (2.105).

3.4.1 Couplage des proches voisins
a - Interaction par I’émission des potentiels d’action, K; # 0 et Ko =0

Nous proposons a la Figure 3.34 un graphique qualitatif montrant les états dynamiques des
oscillateurs et du réseau entier couplé suivant cette interaction a travers la valeur moyenne du pa-
rametre d’ordre de Kuramoto R. Les variables qui permettent de visualiser les états du processus
de synchronisation sont le nombre d’oscillateurs N et la force de couplage Kj.

Comme résultat proéminent provenant de cette figure, on peut affirmer que I’état de phases
synchrones est atteint pour n’importe quel nombre d’unités dynamiques au sein du réseau.
Néanmoins, le seuil de synchronisation est croissant avec I’augmentation du nombre d’oscilla-
teurs N. Nous rappelons que le seuil de synchronisation est la valeur minimale de la force ou
parametre de couplage K1 qui instaure un état de phases coordonnées dans le réseau. De ce fait,
indépendamment du nombre de neurones non identiques, il est possible pour le réseau entier
d’émettre des potentiels d’actions coordonnés entrainant ainsi un comportement & 1'unisson de
toutes les unités dynamiques. Cependant, pour une force de couplage fixée a une valeur qui ins-
taure I’état de phases synchrones pour N neurones, il faudrait augmenter cette valeur si on veut
synchroniser N + 1 neurones. Ceci explique pourquoi sur la carte de stabilité dans le plan (N, K1)
présentée a la Figure 3.34(b) le domaine de phases synchronisées (zone grisée sur la Figure 3.34(b))
diminue assez rapidement lorsque le nombre de neurones augmente. Il existe donc un phénomene
de désynchronisation de proche en proche conduisant a I'impérativité de ’ajustement de la valeur
du parametre de couplage d’une maniere similaire a ’étude du processus de synchronisation dans
un réseau de modeles identiques. L’analyse de la dépendance directe du processus de synchroni-
sation sur le nombre d’oscillateurs N (ou encore de la valeur de (R) sur N) peut étre entreprise
en tracant les courbes ”(R)(N)” pour des valeurs fixes du parametre de couplage (Figure 3.35).
On peut y observer et ce, de facon claire que la croissance de N a un effet destructeur sur le pro-
cessus de synchronisation de phases. La valeur de (R) qui décroit systématiquement moyennant
un ”"saut” telle une transition de phase [164], corrobore a la nécessité de réajuster la valeur de
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FIGURE 3.34 — En (a), I’ évolution de la valeur moyenne du paramétre d’ordre R dans le plan
(N, K1) pour un réseau de modéles non-identiques de Hindmarsh-Rose couplés a travers la va-
riable représentant l’émission des potentiels d’action. En (b), la courbe de stabilité correspon-
dante dans le plan (N, K1). La zone grisée est le domaine ot la synchronisation de phases atteint
un degré situé dans lintervalle de la condition a l’équation (2.106), tandis que la zone vierge
représente l’état de non-synchronisation.
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la force de couplage a chaque fois que le la taille du réseau grandit si on veut conserver 1’état de
coordination. La manifestation du modele de transition de phase est observable sur la surface de
la Figure 3.34(a), qui montre que le passage de (R) ~ 0 a (R) ~ 1 s’opére toujours par le biais de
Papparition d’un saut & un moment donné. Cette particularité a I’évolution de (R) permettrait
d’envisager une transition du second ordre dans le cadre d’une limite thermodynamique.
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FIGURE 3.35 — Valeur moyenne du paramétre d’ordre complexe de Kuramoto R en fonction
du nombre d’unité dynamiques oscillatoires dans le réseau, N avec des valeurs fixées de K; .
Le réseau étant sous la configuration du couplage des proches voisins. Pour N croissant, il est
nécessaire d’ajuster le parameétre de couplage en vue du maintien de l’état de phases synchrones.

b - Interaction par les flux ioniques transmembranairess rapides, K1 = 0 et Ko # 0

L’étude de la synchronisation lorsque les neurones sont couplés par leurs variables de flux
d’ions rapides sous la configuration des proches voisins présente des similarités avec I’étude menée
au paragraphe précédent.

En effet, la Figure 3.36 permet de constater quelques propriétés déja rencontrées telles que :
— La synchronisation des phases atteint un degré considérable qui permet de parler de coor-
dination effective ( Figures 3.36(a) et 3.36(b)).

— Le domaine de phases synchronisées (zone grisée sur la Figure 3.36(b)) diminue selon que
le nombre de neurones augmente traduisant I'importance incontournable du réajustement
du parametre de couplage pour réassurer la coordination au sein du réseau. La différence
sensiblement constatable a ce niveau est que le domaine de phases synchronisées diminue
assez lentement, comparativement a la Figure 3.36(b).

— Le passage de (R) de zéro & un (sensiblement) obéit a une évolution qui permettrait de

parler de transition de phase qui serait dans le cadre d’une limite thermodynamique, une
transition du second ordre.

Le fait que le domaine de phases synchronisées associé au couplage suivant la variable de
I’émission des potentiels d’action x diminue fortement, comparé a celui obtenu pour le couplage
suivant la variable des flux ioniques transmembranaires rapides y, dévoile la robustesse de ce
dernier type de couplage par rapport au premier concernant la stabilité du processus de synchro-
nisation.
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FIGURE 3.36 — En (a), I’ évolution de la valeur moyenne du paramétre d’ordre R dans le plan
(N, K3) pour un réseau de modéles non-identiques de Hindmarsh-Rose couplés a travers la va-
riable représentant les fluz d’ions rapides a travers la membrane cellulaire. En (b), la courbe de
stabilité correspondante dans le plan (N, K3). La zone grisée est le domaine de coordination situé
dans la condition de synchronisation.
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Par ailleurs, la Figure 3.37, a travers la décroissance du degré de synchronisation en fonction
de N, permet également de constater que, dans 'optique de maintenir la coordination entre
neurones augmente.

les éléments dynamiques du réseau, il faudrait augmenter la force de couplage si le nombre de
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FI1GURE 3.37 — Valeur moyenne du paramétre d’ordre complexe de Kuramoto R en fonction
du, nombre d’unité dynamiques oscillatoires dans le réseau, N avec des valeurs fizées de Ko

Le réseau étant sous la configuration du couplage des proches voisins. Pour N croissant, il est

nécessaire d’ajuster le paramétre de couplage en vue du maintien de [’état de phases synchrones.

3.4.2 Couplage global

a - Interaction par I’émission des potentiels d’action, @1 #Z 0 et Q2 =0

Le réseau étant sous la configuration du couplage global, les neurones sont connectés a travers

la variable principale z. Nous nous servons de la valeur de (R) et de la condition de stabilité
taux a savoir :

(équation (2.106)) pour déterminer le domaine ou les phases sont synchronisées dans le plan
(N,Q1). Ce domaine est la zone grise sur le schéma (3.38).
Le domaine de phases synchronisées augmente ce qui nous prouve deux résultats fondamen-

— Lorsque les neurones non identiques de Hindmarsh-Rose sont couplés par leurs variables
décrivant I’émission des potentiels d’action, il existe un moment ou tous les neurones se

synchronisent par leurs phases pour fonctionner a I'unisson. L’étude du processus de la

synchronisation montre qu’il existe un état coordonné pour le réseau.

— Le domaine de synchronisation augmente lorsque le nombre d’oscillateurs augmente. Ce
résultat a déja été trouvé pour le cas de la synchronisation d’un réseau de neurones iden-
tiques couplés globalement. Le nombre de connexions favorisant la coordination du réseau,
le nombre d’unités dynamiques présentes dans le réseau devient un facteur adjuvant au pro-

cessus de synchronisation par la relation étroite entre le nombre d’oscillateurs et le nombre

de connexions, qui voudrait que le nombre d’oscillateur augmente le nombre de connexions.

Par ailleurs, il est possible d’illustrer un peu plus clairement 'apport bénéfique du nombre
croissant d’oscillateurs dans le réseau sur la stabilité du systeme entier (Figure 3.39).
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(b)

FIGURE 3.38 — Carte de stabilité dans le plan (N, Q1) pour un réseau de modéles non identiques
couplés sous la configuration global par la variable d’émission des potentiels d’action x. La zone

grise est le domaine de phases synchrones.
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FIGURE 3.39 — Evolutions du parameétre d’ordre (R) en fonction de N Le réseau est sous la confi-
guration du couplage global et les neurones sont couplés a travers la variable décrivant I’émission

des potentiels d’actions.
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L’influence du nombre de neurones est telle que I'on puisse observer pour une valeur assez

faible du couplage, I'instauration d’un état coordonné avec I'accroissement de ce nombre.

b - Interaction par les flux rapides d’ions a travers la membrane, Q1 = 0 et Q2 # 0

Lorsque les neurones sont couplés par les flux rapides d’ions a travers la membrane, le réseau
ayant la topologie du couplage global, on observe les mémes propriétés du processus de synchro-
nisation qui sont désormais caractéristiques de la topologie du couplage global pour un réseau de
neurones de Hindmarsh-Rose non identiques. Sur les Figures 3.38 et 3.39 on peut constater que les

phases des oscillateurs chaotiques parviennent a étre coordonnées par l’action du couplage mais
surtout que le nombre d’oscillateurs a travers le nombre de connexions favorise significativement

la synchronisation.

FIGURE 3.40 — Carte de stabilité dans le plan (N, Q2) provenant du calcul numérique de (R) pour
un réseau de modeles non identiques couplés sous la configuration globale par la variable des flux

toniques transmembranaires rapides y. La zone grise est le domaine de phases synchrones.
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FIGURE 3.41 — Evolutions du paramétre d’ordre (R) en fonction de N Le réseau est sous la
configuration du couplage global et les neurones sont couplés a travers la variable décrivant les

fluz rapides d’ions a travers la membrane.
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c - Bilan pour I’étude du processus de synchronisation

Nous venons d’étudier le processus de synchronisation dans un réseau de neurones de Hindmarsh-
Rose identiques et non identiques. Le réseau ayant les topologies différentes du couplage des
proches voisins et du couplage global. Une premiére comparaison entre ces deux types de confi-
guration permet de constater que la configuration globale du réseau offre d’importantes propriétés
avantageuses au processus de synchronisation que la configuration des proches voisins.

En outre, le réseau de modeles identiques étant un réseau assez approximatif pour décrire la
réalité biologique, nous ne considérerons plus que le réseau de modeles non identiques dans la
suite de notre investigation.

3.5 Etude des propriétés dynamiques individuelles et collectives :
cas déterministe

L’équation du réseau est celle présentée au systeme 2.101. Les valeurs des parametres a, o, 7,
s et ¢ sont toujours celles qui induisent un comportement chaotique détermininiste pour chaque
neurone de Hindmarsh-Rose. Ces valeurs sont fixées a la section 3.3. La définition des phases des
oscillateurs possédant chacun sa fréquence propre est celle de I’équation 2.105.

Dans cette section, nous étudions les propriétés dynamiques individuelles de chaque neurone
non identique de Hindmarsh-Rose au cours du processus de synchronisation. L’objectif est de
savoir comment le couplage influence la dynamique d’un neurone au sein du réseau lorsque la va-
leur moyenne du parametre d’ordre complexe de Kuramoto évolue de zéro a une valeur fortement
proche de un.

Par ailleurs, nous étudions également dans cette section la dynamique collective du réseau au
cours du méme processus de synchronisation.

3.5.1 Couplage des proches voisins : interaction par ’émission des potentiels
d’action, K1 #0 et Ky =0

S’agissant du  couplage des proches voisins, la Figure 3.42(a) présente des évolutions
différentes mais superposées de la valeur moyenne du parametre d’ordre complexe de Kuramoto
(R) en fonction de la force de couplage K. La transition de I’état désordonné du réseau a 1’état
coordonné étant donnée par 1’équation (2.106), est effectivement caractérisée par une variation
abrupte qui correspondrait a une transition de phase du second ordre dans la limite thermodyna-
mique. Il est important de remarquer que le modele original de Kuramoto [163] est caractérisé par
une transition de phase du second ordre, tandis que des généralisations du modele de Kuramoto
aboutissent a des transitions de phase du premier ordre [182, 183, 185]. Sur la Figure 3.42(a),
il est possible de constater que la valeur critique du coefficient de couplage KY{ a laquelle I’état
asynchrone devient synchrone augmente a chaque fois que le nombre de neurones augmente. Ce
qui est une donnée importante déja retrouvée pour le cas d’un réseau de modeles non identiques
de taille plus petite. Par exemple, pour un nombre d’oscillateurs N = 30 et N = 50, on a K| ~ 22
et K{ ~ 60. Pour un nombre de neurones dans un réseau encore plus grand, la Figure 3.42(b)
confirme l'effet déja décrit du nombre d’oscillateurs sur un pareil réseau, en considérant le cas ou
ce nombre ne serait pas fixé tel qu'il est souvent rencontré en électronique [209], dans les lasers
[210] et dans les systéemes mécaniques [211]. La nécessité de réajuster le parametre de couplage
critique (ou seuil) K¢ en 'augmentant pour conserver I’état de phases synchronisées lorsque le
nombre d’oscillateurs augmente persiste.
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FIGURE 3.42 — En (a) : évolutions de la valeur moyenne du paramétre d’ordre (R) en fonction
du paramétre de couplage Ky pour quatre valeurs différentes de N. N = 20 : (courbe bleue),
N =30 : (courbe en pointillés fins), N = 40 (courbes continue) et N = 50 (courbes en pointillés
gras). En (b) : évolutions de la valeur moyenne du paramétre d’ordre (R) en fonction du nombre

de neurones N, pour quatre valeurs du paramétre de couplage : K1 = 0.5, K1 =1, Ko = 2 et
K, =3.
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FIGURE 3.43 — Différents états dynamiques d’un neurone au sein d’un réseau en contenant 50,
les unités oscillatoires étant asynchrones puisque (R) ~ 0. En (a) et (b) K1 = 0, en (c) et
(d) K1 = 0.01 et en (e) et (f) K1 = 1. A gauche, représentations tridimensionnelle des phases
correspondantes a chaque variable principale (6;,60,,0;) et a droite, séries temporelles (t,0,)

correspondantes. Les neurones, a l'tmage de ce cas d’espece, sont dans un régime de burstings
chaotiques.
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Le comportement intrinseque du réseau, au cours du processus de synchronisation, a travers la
dynamique propre a chacune de ses composantes est mis en lumiere a travers les Figures 3.43, 3.44
et 3.45. Ces Figures sont réalisées pour des valeurs croissantes du parametre de couplage K1 qui
permettent donc de partir d'un état de réseau completement désordonné (phases asynchrones)
a un état coordonné (phases synchronisées). Les neurones sont initialement couplés en étant
individuellement en état de fonctionnement chaotique. Lorsque (R) ~ 0, tout d’abord, pour
K, = 0 lattracteur étrange tenant en compte la transformation des variables a ’équation (2.105),
est le méme que pour un neurone de Hindmarsh-Rose isolé (Figures 3.43(a) et 3.43(b)). Ce résultat
est conforme car, le cas K1 = 0 est identique & celui ou il n’y a pas de couplage entre les neurones
du réseau; chaque unité dynamique fonctionne alors encore indépendamment des autres. Par
contre des qu’il y a couplage et que celui-ci soit tres faible, ’aspect de 'attracteur étrange produit
par le neurone de Hindmarsh-Rose devient qualitativement différent de celui d’un neurone isolé
en régime de bursts chaotiques. En effet, lorsque K1 = 0.01, la Figure 3.43c montre une évolution
quasi-périodique caractéristique d’un régime bursting périodique. La périodicité du comportement
neuronal & cette valeur de couplage tres faible est exaltée en la Figure 3.43(d), qui montre
des oscillations en salves régulieres avec quatre spikes par burst. Le parametre de couplage qui
augmente permet peu a peu a chaque neurone de Hindmarsh-Rose de retrouver 1’état de bursting
chaotique comme nous 'apprennent les Figures 3.43(e) et 3.43(f). Ceci permet de constater
qu’au debut du processus de synchronisation, un neurone quelconque retourne premierement et
ce, brievement a un régime périodique sans pour autant s’y attarder tel que prouvé par le scénario
illustré par la Figure 3.43.

Lorsque le parametre de couplage augmente de telle enseigne que (R) =~ %, on observe dans
le réseau deux types de solutions chaotiques qui sont courantes au fonctionnement d’un neurone
de Hindmarsh-Rose a savoir le bursting chaos et le spiking chaos. Les Figures 3.44(a) et 3.44(b)
montrent effectivement un comportement neuronal chaotique en mode bursting pour Ky = 55. Le
coefficient de couplage augmentant, on se rend compte sur les Figures 3.44(c) et 3.44(d) qu’il y
a bien dans le réseau un autre mode de fonctionnement chaotique qui est le spiking. Ceci permet
déja de constater la présence des deux modes de fonctionnements chaotiques et une probable
transition qui existerait entre ces deux modes. La transition entre les modes bursting et spiking
chaotiques est d’autant plus visible pour un neurone arbitraire dans le réseau sur les Figures
3.44(e) et 3.44(f). Le neurone considéré adopte majoritairement un fonctionnement chaotique en
mode spiking méme s’il est possible de distinguer une période lente, dévoilant ainsi la résurgence
du mode bursting qui n’a pas encore completement disparu a ce moment précis ou K = 58.

Lorsque la condition de synchronisation est atteinte pour le réseau, il n’existe plus que des
solutions spiking chaotiques (figures 3.45(a) - 3.45(f)).

En effet, pour les valeurs de K choisies sur ces Figures, la valeur de (R) satisfait la condition
a Péquation (2.106). Le réseau est alors synchronisé en phase et comme caractéristique de cet
état, la dynamique d’un neurone arbitraire au sein du réseau est symptomatique du spiking chaos.

Les caractéristiques neuronales présentées permettent de confirmer une propriété assez com-
mune aux réseaux synchronisés a l'aide du parametre d’ordre de Kuramoto. Cette propriété est
que, pour un état de synchronisation intermédiaire, il existe au sein du réseau un groupe fonc-
tionnant d’une maniere bien coordonnée tandis qu’il y a parallelement a ce groupe un autre ou les
oscillateurs seraient encore completement désorganisés. Pour le cas particulier de cette étude, le
spiking chaos est le comportement présenté par le réseau lorsque celui-ci est coordonné en phase
et le bursting chaos est le mode de fonctionnement des neurones désorganisés. Il apparait ainsi
clairement que les neurones partant du bursting chaos lorsqu’ils sont non-couplés, passent sur
le chemin du processus de la synchronisation par un état caractérisé par une mixture de modes
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FIGURE 3.44 — Différents états dynamiques d’un neurone au sein d’un réseau en contenant 50, les
unités oscillatoires €tant dans un régime intermédiare entre [’état de phases disparates et [’état
de phases synchronisées avec (R) ~ 3. En (a) et (b) K1 =55, en (c) et (d) K1 =56.3 et en (e)
et (f) K1 = 58. A gauche, représentations tridimensionnelle des phases correspondantes a chaque
variable principale (05,6,,0) et a droite, séries temporelles (t,0,) correspondantes. Au sein du
réseau on peut observer des solutions chaotiques en mode bursting mais aussi des solution spiking
chaotiques.



3.5 Etude des propriétés dynamiques individuelles et collectives :
cas déterministe 111

) 00 ) 7%)00 7200 7400 7600 7800 8000

v : (a) ‘ (b)
0 0o 2 9 7%)00 72‘00 7400 7600 7860 80

7%)00 7200 7400 7600 7800 8000
t

00

(f)

FIGURE 3.45 — Différents états dynamiques d’un neurone au sein d’un réseau en contenant 50,
les unités oscillatoires étant dans un régime de phases synchronisées avec (R) ~ 1. En (a) et (b)
K1 =65, en (¢c) et (d) K1 =70 et en (e) et (f) Ky = 75. A gauche, représentations tridimen-
sionnelle des phases correspondantes a chaque variable principale (0,0,,6.) et a droite, séries
temporelles (t,0) correspondantes. Il n’y a plus que des neurones en mode de fonctionnement

spiking chaotique.
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chaotiques avant de finir pour tous, & un comportement toujours chaotique mais dans un mode
spiking cette fois.

Les états dynamiques du réseau entier sont explicités aux Figures 3.46, 3.47 et 3.48. Nous
représentons de maniére superposée, les évolutions des variables transformées (67 (1), 9;4 (t)), ou j
dénote un neurone parmi les 50 considérés. Ces Figures sont, faudrait-il le remarquer, construites
pour un intervalle de temps normalisé [0; 60]. Lorsque le réseau réside dans un état désorganisé
pour (R) ~ 0, la description dynamique globale du réseau se décline comme une couche assez
confuse de droites qui recouvre le cycle limite originel d’un neurone isolé. Le mode de fonction-
nement désordonné du réseau est des lors saillant au vu des Figures 3.46(a) et 3.46(b), qui sont
construites pour des valeurs faibles du parametre de couplage. L’aspect collectif est semblable au
cycle limite d’un neurone de Hindmarsh-Rose constitué de lamelles avec une représentation assez
palpable mais rétrécie des dynamiques individuelles de chaque oscillateur. Les Figures 3.47(a) et
3.47(b) construites pour des valeurs du parametre de couplage qui assure une synchronisation
intermédiaire du réseau ((R) ~ %), permettent de constater ’état de synchronisation partielle du
réseau. Pour un état de phases synchrones, la dynamique collective est caractérisée par un nuage
de points parfaitement disposé sur le cycle limite originel de Hindmarsh-Rose. Pour cet état co-
ordonné ((R) ~ 1), les Figures 3.48(a) et 3.48(b) sont représentées pour des valeurs différentes
de la force de couplage.
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FIGURE 3.46 — Superpositions des évolutions de phases 60, = f(6;) pour 60 unités de temps
des N = 50 oscillateurs de Hindmarsh-Rose présents dans le réseau lui-méme dans un état de
phases désorganisées. En (a) K1 = 0.01 et en (b) K1 = 1. Ces valeurs du paramétre de couplage
correspondent a (R) ~ 0.

3.5.2 Couplage des proches voisins : interaction par les flux ioniques trans-
membranaires rapides, K1 =0 et Ky #0

La Figure 3.49(a) illustre I'influence directe du parametre de couplage sur la valeur moyenne
du parametre d’ordre. L’allure des courbes prouve que le processus de synchronisation étudié par
le couplage selon les flux rapides d’ions, présente les mémes propriétés avec le couplage selon z, la
valeur seuil du couplage a la stabilité du systeme, K§ étant manifestement plus petite permettant
ainsi une instauration plus rapide de ’état de phases synchronisées. La Figure 3.42(b) quant a
elle, confirme l'effet du nombre de neurones sur un réseau ayant la topologie du couplage des
proches voisins. Le réseau étant plus grand, on se rend effectivement compte qu’il reste nécessaire
d’augmenter la force de couplage si jamais le nombre de neurones augmentait afin de conserver
la coordination du réseau. La transition de phase, dans le cas d’une limite thermodynamique,
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FIGURE 3.47 — Superpositions des évolutions de phases 0, = f(0,) pour 60 unités de temps des
N = 50 oscillateurs de Hindmarsh-Rose présents dans le réseau lui-méme dans un état de phases
partiellement désordonnées. En (a) K1 = 56.3 et en (b) K1 = 58. Ces valeurs du paramétre de

couplage correspondent ¢ (R) ~ %
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FIGURE 3.48 — Superpositions des évolutions de phases 0, = f(0;) pour 60 unités de temps des
N = 50 oscillateurs de Hindmarsh-Rose présents dans le réseau lui-méme dans un €tat de phases
ordonnées ou synchrones. En (a) K1 = 70 et en (b) K; = 75. Ces valeurs du paramétre de
couplage correspondent a (R) ~ 1.
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serait du second ordre.

<R>

0 5 10 15 20

N (b)

FIGURE 3.49 — En (a) : évolutions de la valeur moyenne du paramétre d’ordre (R) en fonction
du paramétre de couplage Ko pour quatre valeurs différentes de N. N = 20 : (courbe bleue),
N =30 : (courbe en pointillés fins), N = 40 (courbes continue) et N = 50 (courbes en pointillés
gras). En (b) : évolutions de la valeur moyenne du paramétre d’ordre (R) en fonction du nombre
de neurones N, pour trois valeurs du paramétre de couplage : Ko = 0.1, Ko = 0.15 et K5 = 0.2.

3.6 Influence du désordre sur la dynamique déterministe globale
du réseau

Nous analysons dans cette section 'incidence du désordre sur la dynamique collective exhibée
par le réseau a travers ’étude du processus de la synchronisation des phases des oscillateurs de
Hindmarsh-Rose couplés, soit a travers la variable décrivant I’émission des potentiels d’action =,
ou la variable décrivant les flux rapides d’ions a travers la membrane y. Le réseau étant sous les
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configurations topologiques du couplage des proches voisins et du couplage global.

Le parametre d’ordre de Kuramoto par sa valeur moyenne étant I’outil mathématique utilisé,
la mise en ceuvre pratique de I’étude du processus de la synchronisation se fera par 1’observation
des influences conjuguées du parametre de couplage, K; ou @Q; et de 'amplitude du désordre, O,
en tenant compte de la taille du réseau, N. La condition de synchronisation est celle présentée a
I’équation (2.106).

3.6.1 Couplage des proches voisins : interaction par I’émission des potentiels
d’action, K1 #0 et Ky =0

La Figure 3.50 montre la valeur moyenne du parametre d’ordre de Kuramoto (R) comme une
fonction des parametres (O, K;) pour deux réseaux de tailles différentes (surfaces aux Figures
3.50(a) et 3.50(b)). Les Figures (3.50(c)) et (3.50(d)) sont les cartes de stabilités correspondantes
dans le plan (©, K;) obtenues par la condition définie a I’équation (2.106).

0 0.5 1
® (@)

FIGURE 3.50 — En (a) et (b) : Effets du désordre (gouvernés par le paramétre ©) et du cou-
plage (gouverné par le paramétre Ki) sur le paramétre d’ordre de Kuramoto (R). Les surfaces
(©, K1, (R)) montrent un plafond de valeurs pour lesquelles il y a bien coordination dans le réseau.
Cependant, le désordre induit la désynchronisation du réseau ; au-delda d’un seuil du parameétre ©,
l’état synchrone ne peut plus étre recouvré. En (c) et (d) : Cartes de stabilités correspondantes
dans le plan (0, K1). L’aire grise est le domaine de synchronisation stable, retrouvé conformément
a la condition (2.106). Pour le panel de gauche, N =20 et a droite N = 50.

La synchronisation du point de vue des phases survient dans le réseau pour de tres petites
valeurs de O et des valeurs assez grandes du coefficient de couplage K. A une certaine valeur de
I’amplitude du désordre O, la coordination entre les oscillateurs du réseau est systématiquement
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éliminée et ne peut plus étre restaurée méme si la force de couplage continue d’augmenter jusqu’a
100 et au-deld méme. Ainsi donc, les cartes de stabilité représentant les domaines de phases
synchronisées illustrent des domaines de stabilité détruits a partir de certaines valeurs de ©. On
se rend par ailleurs compte que, conformément a l'effet déja décrit du nombre d’oscillateurs sur
le processus de synchronisation, le domaine de phases synchrones est plus grand pour des valeurs
plus faibles du nombre N. Par exemple, pour N = 20, la force de couplage assure mieux la
coordination entre les éléments du réseau que pour N = 50. Les cartes de stabilité aux Figures
3.50(c) et 3.50(d) en témoignent.

Il est possible, toujours dans le but d’analyser ’action du désordre dans le réseau, de représenter
pour des valeurs fixées du parametre de couplage et de la taille du réseau, la valeur moyenne (R)
en fonction de O. Sur la Figure 3.51 On se rend compte que soit il n’y a pas de coordination entre
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FIGURE 3.51 — Le paramétre d’ordre (R) représenté comme une fonction du désordre ©. (N; K1)
égale a (20;3) en (a), (20;30) en (b), (50;20) en (c) et (50;75) en (d). Ici, l'impact du désordre
sur le réseau est indéniable.

les éléments du réseau (Figure 3.51(a) et 3.51(c)), ou le cas échéant, il se produit un phénomene
de désynchronisation du réseau sous I’action de la croissance de © (Figures 3.51(b) et 3.51(d)). On
peut, par le biais d’une analyse comparative avec le comportement dynamique d’un réseau libre
de I'influence du désordre statique, mettre en évidence 'impact destructeur du désordre sur la co-
ordination des éléments du réseau (tableau 3.4). Ce tableau récapitule quelques résultats obtenus
pour I’étude de la synchronisation dans un réseau de neurones non identiques de Hindmarsh-Rose
sans désordre (Figure 3.42(a)) et un réseau de neurones de Hindmarsh-Rose sous influence du
désordre (Figure 3.51). Sur les Figures 3.51a et 3.51c Il n’y a pas de coordination apparente entre
les éléments du réseau comme nous ’avons souligné. De facon intuitive, nous recherchons dans ces
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Réseau Réseau
sans avec
désordre désordre
Taille du réseau, N B .
E i E i
et force de couplage K tat dynamique tat dynamique
(N; K1) = (20;3) Dynamique Dynamique
désorganisée désorganisée
synchronisation
de phases
) _ ] Phases de plus en plus
(N; K1) = (205 30) synchronisées détériorée
a partir de
©>0.7
Dynamique Dynamique
(N; K1) = (505 20) , iy . .
désorganisée désorganisée
synchronisation
de phases
) _ ) Phases de plus en plus
(N; K1) = (50;75) synchronisées détériorée
a partir de
©>0.3

TABLE 3.4 — Tableau récapitulatif du comportement du réseau neuronal couplé par la variable x
avec et sans désordre. L’état de désynchronisation est traduit par une valeur de (R) inférieure a
%. Ces comportements dynamiques peuvent étre observés auz Figures (3.42) et (3.51).
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Figures si le désordre subit par les parametres équation (2.108) ne pourrait pas induire un effet
contraire sur l’état déja asynchrone du réseau pour les mémes valeurs du couple (N; K1) qui ne
favorisent pas la coordination des éléments du réseau. On se rend ainsi compte qu’il n’en est rien
[212]. En effet, le désordre a un impact s’opposant a toute coordination des unités dynamiques du
réseau et cet effet est d’ailleurs assez persistant. Ceci justifie pourquoi sur la Figure 3.51(b), pour
laquelle (N; K1) = (20;30) le désordre évoluant amene progressivement le parametre d’ordre a
décroitre apres un certain seuil. Les valeurs de N et K; choisies pour cette Figure font parti des
valeurs qui permettent a ce que le réseau de modeles non identiques soit synchronisé en phase.
L’action du désordre est telle que la valeur moyenne (R) atteint % autour de © ~ 7. Au-dela
de cette valeur de ©, I’état synchrone disparait progressivement jusqu’a atteindre un stade de
désynchronisation quasi-complete ((R) ~ 0) pour © ~ 1. Il est important de souligner que la
valeur (R) = 0 ne peut pas étre effective pour cause des effets de taille limitée du réseau. En
augmentant la taille du réseau a N = 50 tout en réajustant la valeur de la force de couplage
(Figure 3.51(d)), les propriétés qualitatives du systeme restent inchangées.

Un régard complémentaire sur le processus de synchronisation nous conduit a étudier le cas
de l'influence du couplage sur un réseau de neurones lui-méme préalablement soumis a l'action
du désordre.
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FIGURE 3.52 — Le parameétre d’ordre de Kuramoto (R) en fonction du paramétre de couplage K1
pour trois valeurs différentes de ©. © = 0.01 (courbe bleue), © = 0.02 (courbe rouge) et © = 0.01
(courbe rouge) et © = 0.5 (noire). Le réseau a 40 éléments en (a) et 50 éléments en (b). Le
seuil a la synchronisation du paramétre Ky augmente significativement pour des valeurs faibles
du paramétre du désordre.

La figure 3.52 montre pour deux réseaux de tailles différentes soumis aux effets du désordre,
les efforts nécessaires du parametre de couplage dans le but d’instaurer au sein du réseau un état
de phases synchrones. Quel que soit la taille du réseau sous influence du désordre, il est possible
pour le parametre de couplage de faire a ce que la valeur moyenne (R) parvienne a un dégré
satisfaisant permettant de parler d’état synchrone pour le réseau. Cependant, la valeur de ce
parametre de couplage devient démesurément grande lorsque la valeur du parametre de désordre
augmente. Par exemple K{ ~ 200 pour © = 50%. Cette derniere Figure nous permet de noter
que la transition de phase (de (R) ~ 0 a (R) ~ 1) ressemble a une transition du second ordre.
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3.6.2 Couplage des proches voisins : interaction par les flux ioniques trans-
membranaires rapides, K1 =0 et Ky #0

Lorsque le réseau neuronal, toujours sous la configuration du couplage des proches voisins a
ses neurones connectés a travers la variable y, la dynamique globale du réseau est similaire a celle
décrite a la section 3.6.1 pour le couplage suivant la variable x.
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FIGURE 3.53 — En (a) et (b) : Effets du désordre (gouvernés par le paramétre ©) et du cou-
plage (gouverné par le paramétre Ky) sur le parametre d’ordre de Kuramoto (R). Les surfaces
(©,K3,(R)) . En (c) et (d) : Cartes de stabilités correspondantes dans le plan (0, Ks). L’aire
grise est le domaine de synchronisation stable, retrouvé conformément a la condition (2.106).
Pour le panel de gauche, N = 20 et a droite N = 50.

Quantitativement, on remarque sur la Figure 3.53, que la désynchronisation survient de
maniere tres brusque et que le domaine de synchronisation, s’il n’est pas trés petit, est par-
fois inexistant en fonction de la taille du réseau. On observe sur le plafond de la surface (Figure
3.53(b)) juste une zone de synchronisation partielle pour laquelle la condition a I’équation (2.106)
n’est pas complétée. Le couplage suivant les flux rapides d’ions offre des résultats assez frileux
en terme de synchronisation car des pourcentages minimes de O, (inférieurs & 1%), agissent sur
I’état synchrone qui devient alors de plus en plus instable.

A I'inverse, si pour de grandes taille de réseau, le couplage ne réussit qu’a instaurer un état
”faible” de synchronisation de phases, ce dégré de synchronisation ne disparait pas de facon
quasi-complete sous l'influence néfaste de la croissance du parametre de désordre. C’est ce qui
peut étre constaté sur la Figure 3.54(b) ou le degré de synchronisation reste supérieur a 40% et
mieux encore, 1’état de synchronisation de phase est résurgente avec un taux au-dessus de 75%
sur la Figure 3.54(d). A défaut de présenter un domaine de synchronisation de phases satisfaisant,
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le couplage suivant la variable des flux rapides d’ions offre une faible synchronisation de phase
qui persiste malgré la croissance du parametre décrivant I'influence du désordre
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FIGURE 3.54 — Le paramétre d’ordre (R) représenté comme une fonction du désordre ©. (N; Ka)
égale a (20;0.5) en (a), (20;10) en (b), (50;4) en (c) et (50;25) en (d). Ici, l'impact du désordre
sur le réseau est indéniable malgré le fait qu’il existe des résidus non négligeables a la synchro-
nisation des phases que le désordre ne parvient pas a éliminer.

Nous comparons au tableau 3.5 les propriétés dynamiques des réseaux couplés suivant la
variable y lorsque ceux-ci sont soit sous influence du désordre, ou ne sont pas sous influence du
désordre.

En étudiant ’évolution de la valeur moyenne du parametre d’ordre comme une fonction du
parametre de couplage Ks, on se rend compte également des efforts qu’il faudrait fournir en
termes de force de couplage pour assurer la coordination entre les oscillateurs non-linéaires du
réseau. La Figure 3.55 présente des réseaux de tailles différentes sous influence du désordre qui
parviennent, grace a l’action du couplage, a entrer en coordination de phases avec un degré
convenable. Cependant, pour des valeurs relativement élevées du parametre du désordre O, La
valeur seuil & la synchronisation de la force de couplage K§ est considérablement grande.

3.6.3 Apport de la topologie du couplage global

Les sous-sections 3.6.1 et 3.6.2 permettent de comprendre ’action pour le moins néfaste que
pourrait avoir le désordre sur un réseau de neurone a travers un réseau de neurones de Hindmarsh-
Rose couplés sous la topologie des proches voisins. Le couplage global peut étre envisagé en
substitution du couplage des proches voisins pour le réseau. Cette configuration a la particularité
d’augmenter le nombre de connexions qui engendre une consolidation de la stabilité du systeme
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Réseau Réseau
sans avec
désordre désordre
Taille du réseau, N B . ' .
et force de couplage Ks Etat dynamique | Etat dynamique
(N; K») = (20;0.5) Dynamique Dynamique
désorganisée désorganisée
synchronisation
de phases
) _ ] Phases de plus en plus
(N; K5) = (20;10) synchronisées détériorée
a partir de
©>03
(N; Ks) = (50; 4) Dynamique Dynamicque
désorganisée désorganisée
Faible
Phases synchronisation
N; Ks) = (20;2
(NV; K3) = (20;25) synchronisées de phases
rémanente

TABLE 3.5 — Tableau récapitulatif du comportement du réseau neuronal couplé par la variable y
avec et sans désordre.L’état de désynchronisation est traduit par une valeur de (R) inférieure a
%. Ces comportements dynamiques peuvent étre observés auzx Figures (3.49) et (3.54).
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FIGURE 3.55 — Le parametre d’ordre de Kuramoto (R) en fonction du parameétre de couplage Ko
pour trois valeurs différentes de ©. © = 0.01 (courbe bleue), © = 0.02 (courbe rouge) et © = 0.01
(courbe rouge) et © = 0.5 (noire). Le réseau a 40 éléments en (a) et 50 éléments en (b). Le
seuil a la synchronisation du paramétre Ko augmente significativement pour des valeurs faibles
du paramétre du désordre.
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entier. En définissant les équations du réseau suivant les systemes (2.101), (2.77) et I’équation
(2.108), nous pouvons analyser I’apport de la configuration du couplage global sur le processus
de la synchronisation.

Les neurones sont couplés a travers la variable qui décrit ’émission des potentiels d’actions.
En représentant la fonction (R) = f(©) pour une valeur de la force de couplage qui assure la
synchronisation des phases dans un réseau de 50 neurones non identiques (1 = 1). Il apparait que
le désordre conserve cet effet destructeur sur la coordination des éléments du réseau. Cependant,
le couplage assurant une robustesse indubitable sur la synchronisation, 1’état synchrone parvient
a outrepasser I'influence destructrice du désordre. Sur la Figure 3.56, pour un pourcentage © =
100%, le dégré de synchronisation, bien que n’étant plus situé dans 'intervalle de la condition
définie a I’équation (2.106) reste néanmoins approximativement supérieur & 98.6%.

La Figure 3.57 illustre le cas de Figure homologue pour le réseau couplé a travers la variable
des flux ioniques rapides y. Ici encore, le type de couplage offre une meilleure résistance a 1’in-
fluence néfaste du désordre sur la coordination des unités oscillatoires au sein du réseau. Pour
un parametre du désordre égale a 1 (© = 100%), le dégré de synchronisation se situe au-dessus
de 99.4% ce qui traduit le fait que la synchronisation de phases reste singulierement inaltérée
pour le couplage suivant y puisque la condition de 1’équation (2.106) reste vérifiée en dépit de la
croissance du parametre du désordre.

Le couplage global, a travers le nombre de connexions assure une stabilité a la synchronisation
tellement robuste qu’une perturbation conséquente ne parvient pas réellement a désynchroniser
les neurones préalablement synchronisés en phases. Le couplage suivant la variable principale y
confere méme au réseau neuronal une résistance absolue contre I'impact du désordre. De fagon
purement déterministe, le couplage global est nettement meilleur que le couplage des proches
voisins d’un point de vue de solidité de I’état de phases synchrones.

3.7 L’impact du bruit sur un réseau de neurones

Nous rappelons que les équations du réseau sont définies a la section 2.10.
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FIGURE 3.56 — Illustration de l'influence du désordre sur un réseau avec la topologie globale
((R) = f(©)). Le couplage offre une résistance tangible a l'influence du désordre.
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3.7.1 Couplage des proches voisins : interaction par I’émission des potentiels
d’action, K1 #0 et Ky =0

Les neurones sont couplés par la variable qui gouverne 1’émission des potentiels d’action, x.
La Figure 3.58 représentant les variations de (R) et la carte de stabilité correspondante dans le
plan (K1, D), illustre une vue assez générale du processus de synchronisation de phases dans le
réseau. Ces variations sont fonction du parametre de couplage K1, et de l'intensité du bruit D.

Cette figure nous permet de ressortir quelques propriétés non-triviales pouvant survenir au
cours du processus de synchronisation dans un réseau de neurones sujet a 'influence du bruit.
On peut ainsi y remarquer la synchronisation induite par le bruit et les répercussions des actions
conjointes des couplages forts et des grandes intensités du bruit sur la réponse émissive des
neurones de Hindmarsh-Rose [213].

En effet, lorsque les neurones sont couplés par la variable principale x, la synchronisation des
phases atteint presqu’instantanément un dégré fortement proche de 99%. Ceci explique pourquoi
la valeur seuil K} est presque nulle lorsque I'intensité du bruit augmente. Ce n’est pourtant pas
le cas pour un réseau déterministe ou la synchronisation de phases ne peut étre effective qu’apres
une transition quantifiable. La synchronisation est de ce fait améliorée par le bruit au regard
de lintensité de la force de couplage (synchronisation induite par le bruit). Les considérations
stochastiques permettent 'instauration d’une cohérence certaine au sein du réseau. Cependant,
lorsque le parametre de couplage augmente et lorsque 'intensité du bruit s’accroit, ’état syn-
chrone disparait pour laisser place a un état désorganisé matérialisant ainsi la désynchronisation.
Dans ce cas particulier, on se rend bien compte que la force de couplage conjuguée a de fortes
intensités du bruit contribuent plutot a détruire la coordination dynamique entre les éléments
du réseau. La Figure (3.58(b)) traduit clairement cette situation en présentant un domaine de
synchronisation (zone noire) disparaissant au gré de ’augmentation du parametre de couplage et
ceci, apres de fortes valeurs de l'intensité du bruit.

La Figure 3.59 est la vue de dessus de la surface a la Figure 3.58(a). Chaque couleur traduit un
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F1GURE 3.57 — [llustration de linfluence du désordre sur un réseau avec la topologie globale
((R) = f(©)). Linfluence du désordre pour ce type de couplage est pratiquement inezistante car
le degré de synchronisation est situé¢ dans la condition de synchronisation ce qui traduit en fait
que pour des phases initialement synchronisées, le désordre ne réussit pas a les désynchroniser.
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<R>

(b)

FIGURE 3.58 — Panorama du processus de synchronisation et du comportement dyna-
mique du réseau stochastiques de meurones non identiques de Hindmarsh-Rose présentant de
maniére conjointe plusieurs phénomeénes tels que la synchronisation induite par le bruit, et la
désynchronisation. En (a), la surface (D, Ky, (R)) et en (b), la carte de stabilité correspondante

dans le plan (K1, D). La zone sombre est le domaine stable, tandis la zone blanche est le domaine
instable.
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dégré de synchronisation. Par exemple, la couleur rouge-foncé correspond au domaine de phases
synchrones de la Figure 3.58(b) et les autres couleurs sont des indicateurs de dégrés de synchroni-
sation inférieurs. L’information importante qui découle de cette Figure est I'existence d’une zone
blanche qui signifie la non-existence de la valeur numérique de (R). Cette non-existence de (R)
signifie concrétement une profonde altération de la dynamique individuelle de chaque neurone
non identique de Hindmarsh-Rose au sein du réseau. Cette altération qui s’installe de fagon pro-
gressive est due aux couplages forts dans un réseau sujet aux influences stochastiques et est de
plus en plus poussé pour des valeurs croissantes de l'intensité du bruit. Un réseau stochastique
démontre non seulement les apports bénéfiques que pourraient avoir le bruit mais, ressort aussi
les effets des couplages forts qui ne peuvent étre observés pour des réseaux déterministes.
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FIGURE 3.59 — Vue de dessus de la Figure (3.58(a)) montrant les étapes de l’évolution du pa-
rameétre (R) dans le plan (K1, D). La zone rouge-foncé est le domaine de phases synchronisées,
tandis que la zone blanche est le domaine ot (R) semble disparaitre numériquement traduisant
une dynamique émissive des oscillateurs sérieusement compromise.

a - Impact direct de la diffusion sur la coordination du réseau

En fixant la valeur du coefficient a des valeurs qui permettent ou pas la synchronisation des
phases des oscillateurs au sein du réseau déterministe, il est possible d’observer l'influence directe
que peut avoir le bruit sur un réseau neuronal.

— Si le réseau est préalablement coordonné

Les Figures 3.60(a) et 3.60(b) présentent I’évolution de (R) en fonction de D pour des valeurs
du parametre de couplage qui assurent la synchronisation en phases des oscillateurs. Bien que
finissant en dessous du critere de la condition & 1’équation (2.106), le dégré de synchronisation
reste assez élevé avec une valeur minimale de 86% pour K7 = 7 et 82% pour K; = 15. Si le bruit
contribue de facon globale a maintenir I’état synchrone, il n’est cependant pas permis de simuler
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le systéme pour de plus grandes intensités du coefficient de diffusion car, 'effet produit serait
dommageable pour la dynamique des oscillateurs. Sur ces Figures, on constate donc, pour de
grandes valeurs de D, que les courbes (R) = f(D) sont interompues brusquement & des valeurs
critiques de l'intensité du bruit Dp. Dp ~ 190 sur la Figure (3.60(a)) et Dp ~ 165 sur la Figure
(3.60(b)).
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FIGURE 3.60 — Courbes (R) = f(D). L’état synchrone est assez bien maintenu par la diffu-
sion jusqu’d une soudaine rupture a l'existence de (R). Le bruit serait sources de perturbations
sérieuses a la dynamique des unités oscillatoires pour de grandes intensités. En (a) K1 =7 et en

(b), Ky = 15.

— Si le réseau n’est préalablement pas coordonné

Les Figures 3.61(a) et 3.61(b) présentent 1’évolution de (R) en fonction de D pour des valeurs
du parametre de couplage qui ne permettent pas la synchronisation en phases des oscillateurs dans
un réseau déterministe. Pour ces valeurs du parametre de couplage (K7 = 3 a la Fig. 3.61(a) et
K, =4 alaFig.3.61(b)), on se rend compte que le bruit induit la synchronisation dans un réseau
préalablement asynchrone. L’influence des effets stochastiques sont telles que la synchronisation
des phases peut survenir pour des couplages insuffisants méme si le dégré de synchronisation
diminue avec une valeur minimale de 88.34% a la Figure 3.61(a) et 90.22% a la Figure 3.61(b).
La Figure 3.61 met en exergue le phénomene de résonance stochastique dans la coordination du
réseau avec cependant une limite a l'intensité du bruit & ne pas outrepasser a cause des effets
nocifs des bruits élevés sur la dynamique individuelle et partant, sur la dynamique globale du
réseatl.

b-A propos de la force de couplage

Le processus de synchronisation au sein du réseau est analysé a travers l'influence du pa-
rametre de couplage, K sur le parametre d’ordre de Kuramoto pour quelques valeurs fixées de
Iintensité du bruit, D. Cette analyse peut par ailleurs permettre d’entrevoir la dynamique de
chaque neurone grace a Uinterprétation du comportement de (R). Les Figures 3.62(a) et 3.62(b)
montrent I’évolution de (R) pour D = 0.1 et D = 5 respectivement. Il est évident de constater que
le processus de synchronisation est achevé assez rapidement (pour des valeurs significatives de I'in-
tensité du bruit) comparé aux résultats retrouvés pour un réseau déterministe de 15 neurones. En
effet, K{ ~ 5 sur la Figure (3.62(a)) et K{ ~ 1 sur la Figure 3.62(b) alors que pour un réseau libre
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de toute action du bruit K{ ~ 6 (Figure 3.34). Ces observations confirment la cohérence stochas-
tique au niveau de la coordination du réseau. Les effets du couplage fort sont aussi matérialisés par
ces figures qui permettent d’attester d’une diminution sévere du dégré de coordination (jusqu’a
8% a la Fig. 3.62(a)), illustrant un phénomene de désynchronisation. La cohérence stochastique
est encore plus significative lorsque l'intensité du bruit augmente légerement. Sur les Figures
3.62(c) et 3.62(d) la valeur seuil du couplage a la synchronisation étant presque nulle, i.e K{ ~ 0,
il est possible de parler dans ce cas de synchronisation des phases quasi-instantanée faisant direc-
tement référence a la cohérence stochastique. Pour des valeurs croissantes de la force de couplage,
le réseau stochastique désynchronise avec un dégré de synchronisation approximativement égal a
29% et 41% jusqu’a ce que survienne une ”faible” resynchronisation avec un dégré maximal situé
autour de 86% et 92% sur les Figures 3.62(c) et 3.62(d) respectivement.

Par ailleurs, les couplages forts dont les effets ont déja été décrits, reproduisent les mémes
actions sur la dynamique des oscillateurs au sein du réseau sujet aux influences stochastiques.
Sur la Figure 3.62 on peut constater la cessation brusque de ’existence de la valeur moyenne
(R) pour KP ~ 92, KP ~ 72, KP ~ 70 et KP ~ 68 sur les Figures 3.62(a), 3.62(b), 3.62(c)
et 3.62(d) respectivement. Le parametre de couplage en croissant pour ce type de réseau, altére
donc de plus en plus la dynamique individuelle de chaque oscillateur.

3.7.2 Comportement dynamique individuel et état global du réseau

Les neurones au sein du réseau sont couplés a travers la variable principale x.

Comme nous 'avons dit dans les paragraphes précédents, il est impensable que le courant ex-
terne bruité n’ait pas d’impact sur la dynamique individuelle d’un neurone. En effet, la Figure 3.63
représentant l'attracteur étrange stochastique et les séries temporelles chaotiques stochastiques
du systéeme de Hindmarsh-Rose démontre une différence certaine avec la Figure 3.7. Le fonction-
nement bursting naturel est remplacé par une activité sensiblement spiking ou les pics sont assez
distants les uns des autres. Conformément a ce qui aurait déja été stipulé précédemment, le bruit
agit évidemment sur la dynamique individuelle d’un neurone et cette action peut produire des
changements aussi profonds que la croissance de 'intensité du bruit.

Le couplage aussi agit sur la dynamique individuelle des neurones tout au long du processus
de synchronisation. Nous le savons, le phénomeéne de cohérence stochastique pousse le réseau
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FIGURE 3.61 — Courbes (R) = f(D). Le bruit induit la synchronisation dans un réseau initiale-
ment asynchrone avec également une valeur critique au-dela de laquelle la dynamique propre a
chaque oscillateur se retrouve sérieusement altérée. En (a) K1 =3 et en (b), K1 = 4.
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FIGURE 3.62 — Variations de (R) en fonction de K1 pour N = 15. En (a), D =0.1;en (b), D =5;
en (c), D =10 et en (d), D = 15. Ces Figures montrent les phénomeénes de synchronisation
induite par le bruit, la désynchronisation et les effets du couplage fort. On remarque ausi une
sorte de faible resynchronisation avant que (R) ne cesse d’exister numériquement sous l’effet des
couplages forts.
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FIGURE 3.63 — Simulations numérique du systéme (2.34) avec r = 0.008001, s =4, I = 3.322 et
D = 0.1. On peut observer en (a) le portrait de phase tridimensionnel. Les séries temporelles x(t),
y(t) et z(t) en (b), (c) et (d). Illustration de l'impact du bruit sur le comportement dynamique

d’un neurone.
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a synchroniser pour de faibles couplages. De ce fait, pour un réseau stochastique de neurones
couplés faiblement, la coordination en phases est effective ((R) € [0.99;1]) et I’état dynamique
d’un neurone quelconque au sein du réseau est identique a celui observé a la Figure 3.63 comme
le démontrent l'attracteur et la série temporelle des Figures 3.64(a) et 3.64(b). Avec la croissance
du parametre de couplage, le réseau entre en phase médium de synchronisation. A cette étape,
(Ry ~ % et le réseau se retrouve en un état mi-synchronisé en phases et mi- désynchronisé en
phases. L’intervalle inter-spikes de chaque neurone diminue et la réponse émissive neuronale de-
vient légerement brouillée (Figures 3.64(c) et 3.64(d)). Lorsque le parametre de couplage atteint
une valeur qui conduit les neurones au sein du réseau a désynchroniser ((R) ~ 0) la dynamique
individuelle de chaque neurone est completement brouillée comparativement a l’attracteur de la
Figure 3.63. L’activité émissive de chaque neurone est confuse avec un fonctionnement spiking
absolument abimé (Figures 3.64(e) et 3.64(f)). Ainsi, le couplage n’influence pas que la coor-
dination globale mais aussi chaque neurone dans sa dynamique fonctionnelle individuelle et les
couplages forts perturbent profondément ’activité neuronale. Une séquence similaire peut étre
obtenue en tenant compte de l'intensité de la diffusion.

Sur la Figure 3.65, nous représentons les différents états du réseau au cours du processus de
synchronisation. Cette représentation permet de voir a travers les potentiels d’action de chaque
neurone comment est-ce que les oscillateurs sont cordonnés ou pas.

3.7.3 Couplage des proches voisins : interaction par les flux ioniques trans-
membranaires rapides, K1 =0 et Ky #0

L’investigation menée a la sous-section 3.7.1 est a présent reprise pour des neurones couplés
cette fois-ci par la variable correspondant aux flux transmembranaires rapides d’ions. Une vue
générale du processus de synchronisation (Figure 3.66), nous permet de constater aussi pour ce
couplage que la transition de I’état désorganisé a 1’état synchrone n’est pas réellement quanti-
fiable pour la bonne raison que K% est sensiblement nul pour des bruits d’intensités supérieures
a 5 environ. Cette valeur seuil du couplage a la synchronisation permet d’envisager également
pour le couplage a travers y, que le phénomeéne de cohérence stochastique ou de synchronisation
induite par bruit persiste. La surface (D, K2, (R)) & la Figure 3.66(a) et la carte de stabilité cor-
respondante & la Figure 3.66(b) montrent en dehors de la cohérence stochastique, un phénomene
de désynchronisation aussi.

Avec le couplage suivant la variable y, les fortes valeurs du couplage alterent la dynamique
individuelle et partant, la dynamique collective. La vue de dessus de la surface a la Figure
3.66(a) permet par une série de couleur, de voir I’évolution de la valeur moyenne du parametre
d’ordre. Cette séquence de couleurs matérialise pour chacune d’entre elle un intervalle de valeurs
dans lequel serait situé a chaque fois (R). C’est ainsi que la couleur rouge-foncée traduit le
domaine de synchronisation des phases qui est déja visible sur la Figure 3.66(b). Cependant
la couleur blanche traduit le fait qu’a un moment donné, la valeur moyenne (R) n’existe plus
numériquement. Ceci montre que le couplage fort a les caractéristiques destructrices analogues
sur un réseau stochastique et ceci méme pour le couplage a travers la variable principale y.

a - Impact direct de la diffusion sur la coordination du réseau

— Si le réseau est préalablement coordonné

Si le réseau de modeles non identiques libre des influences stochastiques est préalablement
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FIGURE 3.64 — Séquence du comportement dynamique d’un neurone au sein du réseau lorsque le
parameétre de couplage impose différentes étapes dans la coordination du réseau pour D = 0.1.
En (a) et (b), K1 = 12 (synchronisation induite par bruit); en (c) et (d), K1 = 87 (phase
intermédiaire) et en (e) et (f), K1 = 92 (désynchronisation). Lorsqu’il augmente, le paramétre
de couplage impacte sérieusement la dynamique neuronale en produisant comme conséquence sa
destruction et par ricochet la non-existence de (R).
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FIGURE 3.65 — Aspect d’ensemble de la dynamique du réseau pour D = 0.1. En (a), K1 =12 le
réseau est synchronisé; en (b), K1 = 82.3 le réseau est dans un état medium de synchronisation
et en (c), K1 = 0.01 le réseau n’est pas synchronisé.
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FIGURE 3.66 — Panorama du processus de synchronisation et du comportement dynamique du
réseau stochastiques de neurones non identiques de Hindmarsh-Rose présentant également de
maniére conjointe plusieurs phénomenes tels que la synchronisation induite par le bruit, et la
désynchronisation. En (a), la surface (D, K2, (R)) et en (b), la carte de stabilité correspondante

dans le plan (Ky, D). La zone sombre est le domaine stable, tandis la zone blanche est le domaine
instable.
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synchronisé en phases, par exemple pour Ko = 1.5 et Ko = 10, I’état synchrone est assez bien
maintenu lors de I'introduction du bruit dans le réseau. La valeur minimale du degré de syn-
chronisation étant approximativement égale a 85% et 94% sur les Figures 3.68(a) et 3.68(b)
respectivement.

— Si le réseau n’est préalablement pas coordonné
Lorsque le couplage assez faible ne peut assurer la coordination des éléments du réseau

déterministe, on se rend bien compte une fois de plus que le bruit induit la synchronisation
en phases des oscillateurs du réseau. Ce phénomene de résonance ou cohérence stochastique est
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FIGURE 3.67 — Vue de dessus de la Figure (3.66(a)) montrant les étapes de l’évolution du pa-
ramétre (R) dans le plan (Ko, D). La zone rouge-foncé est le domaine de phases synchronisées,
tandis que la zone blanche est le domaine ot (R) semble disparaitre numériquement traduisant
une dynamique émissive des oscillateurs sérieusement compromise.
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FIGURE 3.68 — Courbes (R) = f(D). L’état synchrone est assez bien maintenu par la diffusion.
N =15. En (a) Ky =1.5 et en (b), Ky = 10.
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observable sur les Figures 3.69(a) et 3.69(b) ou pour des valeurs insuffisantes de K3, le bruit
ne se limite pas seulement a améliorer substantiellement la coordination entre les neurones mais
synchronise carrément les phases de ces oscillateurs chaotiques. La croissance de (R) vers 1
témoigne parfaitement de ’existence d’une synchronisation induite par bruit. La synchronisation
est effective au sein du réseau pour D, ~ 6.
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FIGURE 3.69 — Courbes (R) = f(D). Résonance stochastique au niveau du réseau puisque le bruit
induit une cohérence entre les unités dynamiques qui n’en avaient pas. N = 15. En (a) Ko = 0.25
et en (b), Ko =0.5.

b-A propos de la force de couplage

Le couplage pour des réseaux stochastiques n’a plus seulement 'effet trivial et simpliste de
la synchronisation des unités dynamiques apres un certain seuil. Ceci étant démontré pour le
couplage a travers x, il serait intéressant de reprendre cette analyse lorsque les neurones au sein
du réseau sont couplés par la variable qui gouverne les flux rapides d’ions a travers la membrane
cellulaire.

En fixant l'intensité de la diffusion, nous étudions a travers les simulations numériques et
le tracé des courbes (R) = f(K32) l'impact de la force de couplage sur la dynamique du réseau
et méme sur les dynamiques individuelles des neurones de Hindmarsh-Rose. Apres avoir rempli
sa fonction primaire qui est de synchroniser les oscillateurs présents au sein du réseau (Figures
3.70(a) et 3.70(b)), la force de couplage peut, pour de grandes valeurs de l'intensité du bruit
imposer d’abord 'effet contraire a celui qu’il a lui-méme instauré qu sein du réseau, c’est a dire
la désynchronisation, s’il continue de croitre (Figures 3.70(c) et 3.70(d)). Ensuite le couplage
devenant de plus en fort, va entamer la dynamique individuelle de chaque oscillateur dans le
réseau pour finalement, & une certaine valeur critique K2’, détruire la dynamique individuelle qui
se matérialise par une suspension parfois soudaine de la valeur de (R). On peut noter KQD ~ 95
sur les Figures (3.70a) et (3.70b), et K& ~ 100 sur les Figures (3.70(c)) et (3.70(d)).

3.8 Influences conjuguées du désordre et du bruit sur un réseau
de neurones de Hindmarsh-Rose

Dans cette section, nous étudions les influences du bruit et du couplage sur le processus de
synchronisation sur un réseau de neurones sujet a un désordre affectant uniquement les parametres
dynamiques de chaque neurones (désordre statique).
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FIGURE 3.70 — Variations de (R) en fonction de Ko pour N = 15. En (a), D =0.1;en (b),D =1;
en (¢), D=5 eten (d), D= 10. Ces Figures montrent les phénoménes de synchronisation induite
par le bruit, la désynchronisation et les effets du couplage fort.
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3.8.1 Couplage des proches voisins : interaction par I’émission des potentiels
d’action, K1 #0 et Ky =0

a - Influence directe du bruit

Lorsque la force de couplage est insuffisante pour assurer la coordination entre les éléments
non identiques d’un réseau déterministe, le bruit, contrairement aux résultats trouvés a la section
précédente, n’est pas plus capable d’induire la synchronisation des phases au sein d’un réseau
sujet au désordre. Cet échec a la résonance (cohérence) stochastique est due a l'effet du désordre
qui, comme nous ’avons déja observé, demeure une source de destruction ou d’obstruction a la
synchronisation (Figure 3.71(a)). Lorsque le couplage assure la synchronisation des phases des
neurones au sein du réseau déterministe, certaines valeurs élevées de 'intensité du bruit laissent
transparaitre un semblant de synchronisation au-dela de D ~ 20. Cet état de synchronisation qui
ne possede pas un degré pour lequel on pourrait effectivement parler de synchronisation de phases
serait en fait un état de faible synchronisation avec un degré maximal approximativement égal a
96.26% (Figure 3.71(b)). Cependant, lorsque l'intensité du désordre © dévie de la valeur zéro, tous
les efforts de la diffusion pour assurer une quelconque coordination deviennent complétement vains
(Figures 3.71(a) et 3.71(b)). En général, la Figure 3.71 montre soit un état de synchronisation
impossible, soit un état de faible synchronisation. Mais dans 'un ou l'autre cas, le degré de
synchronisation diminue fatalement. Le désordre comme précédemment établi, reste un facteur
important opposant au processus de synchronisation un obstacle sérieux.

b - Influence directe du parametre de couplage

L’accroissement de la force de couplage K7, permet l'existence de toutes petites zones de
synchronisation de phases effectives et stables (Figures 3.72(a) et 3.72(b)). Naturellement, 1’effet
destructeur (de la coordination) du désordre est prédominant. Pour un réseau stochastique sujet
au désordre, la force de couplage n’arrive que tres peu a offrir une stabilité coordonnatrice au
réseau. La solution & ce probleme n’est certainement pas d’augmenter la force de couplage, car
comme pour les résultats précédents, des couplages trop forts impactent directement sur les
dynamiques individuelles en les altérant sérieusement. Pour K7 ~ 94 sur la Figure (3.72(a)) et
KP ~ 80 sur la Figure (3.72(b)), la réponse émissive des neurones est altérée et le plafond atteint
par (R) n’est alors I'illustration que d’un domaine de synchronisation fantome.

3.8.2 Couplage des proches voisins : interaction par les flux ioniques trans-
membranaires rapides, K; =0 et Ky # 0

a - Influence directe du bruit

Lorsque la force de couplage est faible, on n’observe pas de synchronisation des phases. Le
bruit n’arrive pas de fagon quantitative & maintenir un état synchrone au sein du réseau qui
désynchronise avec un degré de synchronisation de plus en plus bas pour un parametre de désordre
de plus en plus haut (Figure 3.73).

Par contre, lorsque la force de couplage est assez grande, le bruit oppose une résistance
certes intense mais pas absolue. Pour un réseau déterministe ol le couplage entre les unités
dynamiques est conséquent, la diffusion, en grandissant, maintient 1’état synchrone de tel sorte
qu’il est possible de constater une coordination au sein du réseau. Lorsque les neurones sont
couplés a travers y, on observe un seuil a la synchronisation D, ~ 2. On peut donc affirmer
ici aussi avec certitude que, la valeur du couplage permettant, le bruit assure une cohérence
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FIGURE 3.71 — L’évolution du désordre empéche ou détruit la synchronisation et méme le bruit
ne parvient pas proposer pour le réseau une cohérence stochastique. On observe en (b) zone de
faible synchronisation qui elle-méme se retrouve completement anéantie par l’accroissement du
parametre du désordre, fut-il léger.
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FIGURE 3.72 — L’influence destructrice du désordre est proéminente mais il existe de toutes
petites zones de synchronisation stable effective en (a) et (b) qui sont les zones encerclées. Par
contre les zones "linéaires” n’indiquent en fait que des domaines fantomes de synchronisation de

phases puisque les valeurs fortes de couplage conservent aussi leur effet néfaste sur la dynamique
individuelle.
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FIGURE 3.73 — Surface (D, O, (R)). L’évolution du désordre empéche la synchronisation et méme
le bruit ne parvient pas a instaurer au sein du réseau une cohérence stochastique.

nettement visible au sein du réseau. Cependant, avec I’augmentation de l'intensité du désordre,
la synchronisation en phases s’estompe progressivement mais ne disparaissant pas totalement, elle
se situe dans une zone de faible synchronisation. Ceci est visible sur la Figure 3.74(a))ou le degré
minimal de synchronisation obtenu par le calcul de (R) est d’environ 80%. Ce comportement
dynamique traduit la rusticité de la synchronisation assurée par le couplage suivant les flux
ioniques rapides par rapport a ’émission des potentiels d’action ( Figure 3.74 ).

b - Influence directe du parametre de couplage

Pour une intensité du bruit fixée, les neurones appartenant au réseau sont de fagon globale,
faiblement synchronisés lorsque le parametre de couplage et I'intensité du désordre augmentent.
Sur les Figures 3.75(a) et 3.75(b), la valeur moyenne du parametre d’ordre de Kuramoto aug-
mente sous 'action du couplage jusqu’a atteindre 0.97 et 0.98 respectivement. Le domaine de
faible synchronisation est assez significatif de telle sorte que 1'on peut affirmer que la force de
couplage parvient néanmoins a entretenir le réseau stochastique dans un état de phases assez bien
coordonnées malgré 'action fortement nuisible du désordre sur le processus de synchronisation.

Par ailleurs, on peut également noter les effets négatifs des couplages forts sur la dynamique
du réseau. Les parties planaires des surfaces témoignent en fait d’une altération profonde de la
dynamique de chaque oscillateur causée par la force de couplage qui devient de plus en plus
grande.
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FIGURE 3.74 — Surface (D, O, (R)) en (a) et carte de stabilité correspondante dans le plan (D, )
en (b). Le couplage suivant les flux ioniques rapides offre une meilleure robustesse a la synchro-
nisation si bien qu’un domaine de stabilité est clairement visible et palpable. Bien évidement de
fortes valeurs de intensité du désordre déstabilisent la coordination et désynchronisent le réseau.
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FIGURE 3.75 — Surfaces (K1,0, (R)). L’influence destructrice du désordre est proéminente. Le
réseau sous l’action du couplage grandissant n’adopte qu’un régime faiblement synchronisé. Les
zones “linéaires” n’indiquent en fait que des domaines fantomes de synchronisation de phases
puisque les valeurs fortes de couplage conservent aussi leur effet néfaste sur la dynamique indi-
viduelle.
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3.9 Dynamique asymptotique et comportement chaotique du neu-
rone électronique

Dans les sections précédentes, nous avons étudié la dynamique d’un neurone de Hindmarsh-
Rose dans sa modélisation mathématique. Dans cette section, nous appliquons les résultats fonda-
mentaux de la dynamique neuronale au modele électronique par le biais de simulations numériques
analogiques.

Figures - Figure 1 ===
File Edit View Inset Tools Debug Desktop
DEdde RSO EL- 2|0 =0 BEODBE&0

Figure 1

Help v X

Scope Y

(b)

Scope Z S @)=

FIGURE 3.76 — Simulations numériques analogiques du circuit de la Figure 2.6 pour r = 0.001,
s =4 et I = 3.25. On peut observer en (a) le portrait de phase tridimensionnel et les séries
temporelles X (t), Y (t) et Z(t) en (b), (c) et (d) respectivement.

La Figure 3.76 illustre le comportement déterministe asymptotique du neurone électronique.
En omettant une étape transitoire, on peut effectivement se rendre compte des similitudes qui
existent entre les Figures 3.76 et 3.6.

De facon similaire, on peut observer le comportement chaotique du neurone électronique
de Hindmarsh-Rose pour des valeurs de ses parametres adéquatement choisis. Par exemple, on
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FIGURE 3.77 — Simulations numériques analogiques du circuit de la Figure 2.6 pour r = 0.008001,
s =4 et I = 3.322. On peut observer en (a) le portrait de phase tridimensionnel et les séries

(d)

temporelles X (t), Y (t) et Z(t) en (b), (c) et (d) respectivement.
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sait que pour r = 0.008001, s = 4 et I = 3.322, le comportement du neurone est completement
désordonné (Figure 3.7). Cet attracteur est identique a celui qu’illustre la Figure 3.77. Le neurone
électronique de Hindmarsh-Rose présente donc un comportement homogene a celui du neurone
biologique mathématiquement simulé du point de vue de la dynamique asymptotique et des
états chaotiques. Par ailleurs, la Figure 3.77 illustre le comportement d’un neurone électronique
chaotique au sein du réseau analogique en ’absence de couplage.

3.10 Synchronisation au sein des réseaux électroniques

3.10.1 Couplage des proches voisins

A présent, nous abordons 'application des résultats numériquement obtenus pour la synchro-
nisation d’un réseau mathématique aux simulations numériques analogiques. Le réseau électronique
sous la configuration des proches voisins étant défini par les équations (2.126), (2.128), (2.132)
et (2.134), nous pouvons suivant le parametre d’ordre de Kuramoto, faire ressortir le profil
prévisionnel des variations effectives de ce parametre dans le réseau analogique (électronique). Il
est important de préciser que les unités dynamiques sont en fonctionnement chaotique avec les
parametres r = 0.008001, s = 4 et I = 3.322. La Figure (3.78) nous montre effectivement qu’en
dépit du couplage non identique, les unités électroniques non identiques du réseau sont a méme
de se coordonner pour une valeur suffisante du parametre de couplage. L’évolution vers cette
coordination semble étre du second ordre.

Couplage des proches voisins

<R>

0.4} 1

0.2 T

FIGURE 3.78 — Profil prévisionnel de I’évolution du paramétre d’ordre de Kuramoto lors de la
synchronisation pour la description mathématique du réseau électronique de 12 neurones couplés
sous la configuration des proches voisins.

La Figure 3.79 montre les différents états dynamiques d’un neurone quelconque au sein du
réseau électronique au cours du processus de synchronisation. Ces états sont obtenus par I’analyse



3.10 Synchronisation au sein des réseaux électroniques 146

numérique de la description mathématique du réseau et les simulations numériques analogiques.
Le neurone se trouve dans un régime bursting.

(t3) (a3)

FIGURE 3.79 — Portraits de Phase traduisant l’état dynamique d’un neurone au sein du réseau
électronique. A gauche courbes obtenues par simulations numériques du réseau mathématique,

a droite courbes obtenues par simulations numériques du circuit analogique. En (t1) et (al),
(R) =~ 0; le réseau est désorganisé. En (t2) et (a2), (R) ~ 5 ; le réseau est semi-organisé. En
(t3) et (a3), (R) ~ 1; le réseau est coordonné.



3.10 Synchronisation au sein des réseaux électroniques 147

a-Casou (R)~0

Nous choisissons une valeur de K 1 assez petite et sa correspondante en R. pour observer les
états dynamiques du réseau dans les deux cas pour un 7™ neurone électronique chaotique ou
encore pour le réseau en entier.

Nous représentons la phase associée a la variable X (”0x”) d’un neurone arbitrairement choisi
au sein du réseau mathématique et la variable X du neurone électronique d’un indice similaire
au sein du circuit électronique. Nous pouvons constater que pour une valeur du parametre de
couplage qui ne permet pas la coordination du réseau, les neurones fonctionnent en un régime
bursting.
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FIGURE 3.80 — Représentations temporelles illustrant un neurone au sein du réseau lorsque celui-
ci n’est pas coordonné. En (a) la phase Ox en fonction du temps provenant de ’analyse numérique
mathématique, et en (b) la serie temporelle X (t) provenant de la simulation numérique analo-
gique.

Malgré I'existence de quelques dissemblances dues essentiellement aux conditions initiales, la
Figure 3.81 nous montre essentiellement 1’état de désordre qui existe dans le réseau électronique
suivant ’analyse mathématique théorique (Fig. 3.81(a)) et la simulation analogique (Fig. 3.81(b)).
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Les neurones électroniques sont chacun en régime bursting chaotique mais, aucun d’entre eux n’ex-
hibe une dynamique ne serait-ce qu’a peu pres similaire a une autre au sein du réseau électronique.
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FIGURE 3.81 — Courbes surfaciques représentant le temps, la position d’un neurone électronique
au sein du réseau et l'amplitude d’émission de chacun d’entre eux. En (a) illustration provenant
de l'analyse numérique mathématique, et en (b) illustration provenant de la simulation numérique
analogique. Il n’existe aucune coordination entre les unités dynamiques du réseau.

En examinant le cas de la synchronisation au sein d’un réseau de neurones non identiques
effectuée au paragraphe 3.5, on se rend compte de la confirmation d’un résultat, celui pour
lequel lorsque le parametre de couplage est tres faible (et que le réseau se trouve dans un état
désorganisé), la dynamique individuelle est bien plus proche d’un régime bursting périodique
qu’un régime bursting chaotique. Malgré 1’état chaotique de chaque oscillateur électronique, le
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couplage initié dans le réseau, influence qualitativement le fonctionnement individuel.

b - Cas o1 (R) ~ 1

Lorsque (R) ~ % le réseau se trouve dans un stade de semi-synchronisation et la dynamique
de chaque neurone électronique s’en retrouve affectée comme on peut l'observer sur la Figure
3.82. Sous 'effet du couplage croissant, le nombre de spikes par burst augmente.
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FIGURE 3.82 — Représentations temporelles illusrant un neurone au sein du réseau lorsque celui-
ci est dans un état intermédiaire de synchronisation. En (a) la phase Ox en fonction du temps
provenant de l'analyse numérique mathématique, et en (b) la serie temporelle X (t) provenant de
la stmulation numérique analogique.

A I’étape semi-synchrone du réseau, nous illusrons en parallele I’état dynamique global du
réseau pour les analyses numérique mathématique (Fig. 3.83(a)) et numérique analogique (Fig.
3.83(b)).

Le nombre de spikes par burst augmente mais pas de fagon aussi significative que lorsque ’'on
entreprend la synchronisation d’un réseau déterministe de neurones non identiques identiquement
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FIGURE 3.83 — Courbes surfaciques représentant le temps, la position d’un neurone électronique
au sein du réseau et 'amplitude d’émission de chacun d’entre euz. En (a) illustration provenant
de 'analyse numérique mathématique, et en (b) illustration provenant de la simulation numérique
analogique. La coordination des neurones électroniques est partielle.
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couplés (paragraphe 3.5). Cet état de choses marque donc l'influence du couplage non identique
sur la dynamique individuelle et collective au sein du réseau électronique déterministe.

c-Casou (R) ~1

A un spike par burst pres, les courbes présentées aux Figures 3.84(a) et 3.84(b) sont parfai-
tement superposables. Les légeres différences observées pouvant découler des principes appliqués
pour les deux méthodes, I'information principale provenant de la Figure 3.84 est que, lorsque le
parametre et la résistance de couplage sont choisis de telle enseigne que le réseau soit synchrone,
tous les neurones électroniques fonctionnent en un régime bursting chaotique.
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FIGURE 3.84 — Représentations temporelles illustrant un neurone au sein du réseau lorsque celui-
ci est synchrone. En (a) la phase 0x en fonction du temps provenant de l’analyse numérique
mathématique, et en (b) la serie temporelle X (t) provenant de la simulation numérique analo-

gique.

La Figure 3.85 illustre une superposition d’amplitudes au cours du temps provenant des deux
types de réseau homologues considérés pour des valeurs correspondantes du coefficient et de la
résistance de couplage. L’état synchrone est instauré dans le réseau et le régime bursting demeure.
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FIGURE 3.85 — Courbes surfaciques représentant le temps, la position d’un neurone électronique
au sein du réseau et l'amplitude d’émission de chacun d’entre eux. En (a) illustration provenant
de l’analyse numérique mathématique, et en (b) illustration provenant de la simulation numérique
analogique. La coordination des neurones électroniques au sein du réseau est totale.
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3.10.2 Couplage global

Les unités électroniques chaotiques dans le réseau déterministe sont couplées via les synapses
électriques sous une topologie globale. A laide du parametre d’ordre de Kuramoto, nous illustrons
le profil de I’évolution du réseau électronique vers la coordination. La transition semble étre
du second ordre. Malgré I'influence du couplage non identique, la caractéristique principale du
couplage global reste efficace : Celle qui permet a de petites valeurs du parametre de couplage
d’assurer la coordination du réseau comme nous ’avons vu au paragraphe 3.4 pour ce méme type
de couplage.

Couplage global
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FIGURE 3.86 — Profil prévisionnel de [’évolution du paramétre d’ordre de Kuramoto lors de la
synchronisation de la description mathématique du réseau électronique de 6 neurones couplés
sous la configuration globale.

a-Casou (R)~0

Lorsque le parametre et la résistance de couplage ont des valeurs correspondantes qui ne
permettent pas au réseau d’étre synchrone, chaque oscillateur électronique se trouve dans un
régime de fonctionnement qu’on peut désigner par bursting chaotique. La Figure 3.87 nous montre
a travers les séries temporelles d'un neurone quelconque dans les deux approches utilisées, que
I'activité du neurone électronique est du mode bursting.



3.10 Synchronisation au sein des réseaux électroniques 154

MM LU )

9500 2600 2700 2800 2900 3000
t (a)

% Scope X3
@ als D% D a-

(b)

FIGURE 3.87 — Représentations temporelles illustrant un neurone au sein du réseau lorsque celui-
ci n’est pas coordonné. En (a) la phase Ox en fonction du temps provenant de ’analyse numérique
mathématique, et en (b) la série temporelle X (t) provenant de la simulation numérique analo-

gique.
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b - Cas o1 (R) ~ 1

Le réseau est dans un état intermédiaire de synchronisation. On observe toujours la dynamique
bursting pour chaque neurone életronique (Figure 3.88).
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FIGURE 3.88 — Représentations temporelles illustrant un neurone au sein du réseau lorsque celui-
ci est dans un état intermédiaire de synchronisation. En (a) la phase Ox en fonction du temps

provenant de l’analyse numérique mathématique, et en (b) la série temporelle X (t) provenant de
la stmulation numérique analogique.
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c-Casou (R)~1

Lorsque le parametre d’ordre de Kuramoto atteint une valeur suffisante pour parler de syn-
chronisation, la Figure 3.89 montre que les unités dynamiques électroniques restent dans un
régime bursting
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FIGURE 3.89 — Représentations temporelles illustrant un neurone au sein du réseau lorsque celui-
ci est synchrone. En (a) la phase 0x en fonction du temps provenant de l’analyse numérique
mathématique, et en (b) la série temporelle X (t) provenant de la simulation numérique analo-

gique.

Que ce soit pour la topologie des proches voisins ou globale, la dynamique des oscillateurs
électroniques au sein du réseau est fortement affectée par le couplage non identique. Malgré le
fait qu’il existe bel et bien un phénomene de coordination, les neurones électroniques restent dans
un régime de fonctionnement assimilable au bursting qu’il soit périodique ou chaotique.
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3.11 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons mené ’étude de la dynamique du neurone et 1’étude du processus
de la synchronisation dans un réseau de modeles neuronaux tant bien sur le plan mathématique
que de facon comparative avec des simulations électroniques. Cette étude a été réalisée moyennant
la considération des facteurs existants y relatifs et de I'outillage prédéfini.



Conclusion Générale

Rappels des investigations

Dans cette these, il a été question pour nous d’étudier mathématiquement et numériquement
le comportement déterministe et stochastique d’un neurone a travers le modele mathématique de
Hindmarsh-Rose, et d’étudier numériquement le processus de synchronisation au sein de différents
réseaux neuronaux sujets ou pas a des influences biologiquement existantes modélisées elles aussi
mathématiquement. Le point de chute de ces investigations a été pour nous de considérer la
formulation électronique du neurone de Hindmarsh-Rose afin d’analyser les mécanismes régissant
la coordination de tels oscillateurs dans un réseau locomoteur spinal électronique. L’étude du
processus de synchronisation dans la multiplicité des cas abordés a été menée en tenant compte
d’importants facteurs dont ’essence a une signification biologique.

Apres une introduction générale dans laquelle un des objectifs locaux majeurs était de poser la
problématique de cette theése, nous avons dans le chapitre 1 procédé a une énumération commentée
des travaux ayant un relation stricte avec 1’étude de la dynamique du modele mathématique de
Hindmarsh-Rose, ’étude de la synchronisation des réseaux faisant intervenir des neurones de
Hindmarsh-Rose, I’étude dynamique du modele électronique de Hindmarsh-Rose et 1’étude de la
synchronisation dans un réseau de modeles électroniques de Hindmarsh-Rose. Cette revue certes
non-exhaustive de la littérature s’est révélée étre un moyen efficace en ce qui concerne 'optique de
marquer l'intérét scientifique de cette these. Il était donc question pour nous, dans une premiere
grande étape implicite, d’étudier la dynamique d’un neurone a travers le modele mathématique de
Hindmarsh-Rose en observant I'importance du parametre d’adaptation qui a toujours été négligé
et d’étudier le processus de synchronisation dans un réseau de neurones de Hindmarsh-Rose en
considérant tous les facteurs qui en dehors du couplage sont capables d’impacter sérieusement
le réseau et sa coordination, d’autant plus que ces facteurs sont biologiquement existant. Dans
la seconde grande étape implicite, il était question d’appliquer la méthode et les résultats ob-
tenus dans la premiere étape a un réseau électronique de neurones de Hindmarsh-Rose dans un
cadre déterministe en incluant un nouveau type de couplage. Il y a aussi été question d’effectuer
des comparaisons entre les résultats obtenus pour les simulations numériques mathématiques et
analogiques. Dans 'une ou l'autre étape, la synchronisation a été entreprise dans deux types de
topologies biologiquement acceptables que sont le couplage des proches voisins et le couplage
global.

Dans le chapitre 2, nous avons défini la méthodologie utile qui serait le socle de notre investiga-
tion. La méthodologie en question, a incorporé deux aspects nécessaires a la réalisation optimale
de cette these. En effet, cette méthodologie présentait les outils numérico-mathématiques qui
serviraient a l'investigation a proprement parler mais surtout nous a permis de dévoiler de facon
graduelle, le cheminement que nous avons jugé adéquat pour la compréhension de la démarche
scientifique. L’outillage de I'investigation, pour ainsi dire, nous aura donc permis dans un premier
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temps de présenter le modele de Hindmarsh-Rose en tenant compte de sa genese mathématique
avec une incursion assez détaillée dans les méandres de la génération du potentiel d’action a tra-
vers la présentation des équations de Goldman-Hodgkin-Katz, et la modélisation électrique d’un
canal ionique qui est la source méme de la modélisation électrique du neurone, qui aboutit fina-
lement apres de nombreuses modélisation, au modele tridimensionnel de Hindmarsh-Rose. Cette
étape essentielle du point de vue descriptif, a donc été suivie par le cheminement scientifique
graduel qui nous laissait déja entrevoir qu’afin de parvenir & une étude applicative du processus
de la synchronisation d’un réseau de modeles électroniques, il fallait premierement appréhender
la dynamique d’un neurone seul et d’un neurone dans son environnement, ensuite d’étudier les
mécanismes de coordination au sein des réseau de neurones identiques, ensuite non identiques
(réseau plus réaliste), en considérant de fagon compétitive les deux principaux types de couplage
et tous les facteurs biologiques incontournables. Il est ici essentiel de mentionner que le réseau
de neurones a premierement été considéré comme constitué d’éléments identiques ou la synchro-
nisation complete a été envisagée, et deuxiemement le réseau a été considéré comme constitué
d’éléments non identiques ou a été dans ce cas analysée la synchronisation des phases.

Dans le chapitre 3, nous avons présenté d’une maniere pleinement détaillée les résultats
découlant de la méthodologie définie au chapitrerefchap2. Il en est ressorti quelques résultats
importants que nous résumons dans le paragraphe suivant.

Principaux résultats de la these

Bien qu’il soit parfaitement établi que le systéme tridimensionnel de Hindmarsh-Rose entre
dans une phase de comportement chaotique pour des plages de valeurs de certains de ses pa-
rametres clés, la variable qui assure ’adaptation convenable entre les sous-systeémes rapides et
lents n’a quasiment jamais été considérée dans 1’étude des bifurcations du systeme dynamique.
En fonction donc des variations de s, le systeme tridimensionnel de Hindmarsh-Rose est ca-
pable d’entrer en phase de comportement chaotique. D’un point de vue asymptotique, ’évolution
de la densité de probabilité montre bien évidement que le systéeme de Hindmarsh-Rose n’a pas
d’équilibre stable. Une analyse complémentaire des effets stochastiques sur la dynamique du neu-
rone a contribué dans la compréhension du fonctionnement correct d’un neurone soumis aux
influences divergentes de son environnement. Le phénomene de résonance stochastique n’est ce-
pendant observé que pour les variables d’adaptation et d’échelle. Quant au courant appliqué,
I’augmentation de son intensité produirait I’effet inverse traduisant le disfonctionnement neuro-
nal. L’étude du processus de la synchronisation dans un réseau de modeles identiques et non
identiques a produit comme résultat ’existence d’'un domaine ou les neurones se comportent a
I'unisson malgré la chaoticité fonctionnelle de chacun. Ce résultat étant bien connu, la parti-
cularité constatée a travers les courbes et schémas constitués, révelent que la configuration du
couplage global est meilleure que celle des proches voisins en termes de coordination et de sta-
bilité. Cette observation est absolument magnifiée par l'introduction d’'un facteur de désordre
(statique dans cette these) qui, ayant pour effet naturel de détruire la coordination entre les
oscillateurs, voit son influence nuisible étre combattue efficacement par le nombre de connexions
neuronales que prodigue le couplage global au réseau. La considération des influences stochas-
tiques sur le réseau a démontré d’autres propriétés caractéristiques telles que, le couplage gran-
dissant n’est plus source de synchronisation mais, de désynchronisation ou encore que le bruit
assure premierement la coordination entre les oscillateurs (synchronisation pour de faibles valeurs
du coefficient de couplage permettant de parler de résonance ou cohérence stochastique) pour
ensuite se transformer en élément perturbateur a la coordination du réseau. Les couplages forts
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et les intensités fortes des bruits sont telles que la dynamique propre a chaque neurone au sein
du réseau se trouve étre altérée si bien que dynamique du réseau lui-méme, par ricochet, devient
anormalement singuliere. Dans cette zone de fonctionnement inhabituelle, le taux de synchroni-
sation atteint souvent un degré tres fort avant un crash complet de la dynamique oscillatoire.
Le chemin vers la coordination du réseau, lorsqu’elle a été existante, s’est uniquement décliné en
un mode d’évolution qui laisserait penser & une transition de phase du second ordre dans une
possible limite thermodynamique. L’application des méthodes de la théorie mathématique sur des
réseaux électroniques de différentes topologies nous ont imposé un certains nombre de conditions
préalables (tels que le couplage non identique ou encore le facteur d’ajustement en couplage) avec
I'obtention de certains résultats non triviaux. Par exemple, I'influence du couplage non identique
est telle que la dynamique du neurone électronique au sein du réseau reste du type bursting au
cours du processus de synchronisation bien qu’elle se retrouve de temps en temps modifiée selon
I’état de synchronisation, traduisant ainsi ’effet du couplage non identique.

Perspectives

Le travail scientifique dont cette these a fait I’objet pourrait bénéficier de plusieurs améliorations
s’inscrivant ainsi dans le cadre de perspectives. Ici, nous en citons quelques-unes.

L’étude de la P-Bifurcation pour le systeme complet de Hindmarsh-Rose est donc une pers-
pective au combien émulative qui ferait certainement 1’objet de travaux antérieurs.

Pour emboiter le pas a cette étude de la bifurcation phénoménologique, il est aussi possible
d’envisager 'utilisation d’autres schémas de discrétisation de I’équation de Fokker-PLanck. Le
schéma implicite est majoritairement conditionnellement stable. Le challenge captivant ici consis-
terait a trouver des schémas absolument stables pour les différentes directions de la méthode des
temps intermédiaires. Des schémas de résolution tels que le schéma Upwind-differencing, le schéma
de Lax ou encore le schéma Staggered leapfrog pourraient étre entrevus comme des alternatives
fiables.

L’étude de la synchronisation a été réalisée dans des réseaux d’assez petite taille (N = 50 pour
le maximum). Une perspective tres intéressante qui serait en méme temps un défi capital, est
d’étudier le processus de synchronisation pour un nombre tres élevé de neurones, ceci permettra
certainement de parler avec beaucoup plus de certitude du type de transition de phase.

Les effets stochastiques considérés ont été formulés & partir du courant appliqué a la cellule.
Il existe dans la littérature des travaux démontrant que les effets stochastiques peuvent étre aussi
retrouvés au niveau des synapses, sans compter les autres sources de bruit recensées dans cette
these. Dans 'optique donc de modéliser les effets du bruit, il serait certainement judicieux d’en
tenir compte.

En dehors du désordre affectant les synapses (désordre statique), Il existe aussi un autre type
de désordre, qualifié de dynamique, qui affecte plutot ’espace synaptique. Bien que les effets du
désordre dans cette these écartent toute idée équivoque, la formalisation dynamique de celui-ci
et ses éventuelles répercutions reste cependant un secteur a explorer.

L’étude électronique du réseau peut étre aussi réalisée de fagon directe en obtenant de fagon
substantielle les variations du parametre d’ordre de Kuramoto provenant des simulations analo-
giques.



Annexe A

Stabilité de quelques autres schémas

de différentiation

A.1 Introduction

Dans cette annexe, nous allons étudier la stabilité des schémas de différentiation cités a la
section 2.5.1. Le but étant de montrer que le schéma choisi pour la résolution de 1’équation de

Fokker-Planck offre de meilleures possibilités en termes de stabilité.

A.2 Schéma explicite

A.2.1 premiere direction

nt3 n n n
By P =B JigPlay — fiog Pl
At 2Ax

L’introduction de la condition de Von Neumann donne :

1 At At
£ =1- Efﬂ_m exp(tkAx) + Efi_l’j exp(—tkAx).
On obtient,
1 At At
3 =1+ [mfi—l,j — mfi—l—l,j] cos(kAx)
At At .
—b[mfz’—m + mfi—l—l,j] sin(kAx)

Le schéma explicite est conditionnellement stable pour la premiere direction.

A.2.2 Seconde direction

nJr% TLJr% n+é 1
Pi,j - Pi,j . (Yj+1 — hi)Pi,j-l-l — (Yj+1 — hi)Pi,j_u

At 2Ay

Avec la condition de stabilité de Von Neumann on a :

(A1)

(A.2)

(A.3)

(A.4)
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1 At At
&3 =1+ m(yjﬂ — h;) exp(tkAx) — m(y‘j_l — h;) exp(—tkAz). (A.5)
Ce qui nous permet d’obtenir,
1 At At
=1+ [m(yj—i-l —hi) — m(yjq — hi)] cos(kAx)
At At .
—|—L[m(yj+1 — h;) — m(yj,l — h;)] sin(kAz) (A.6)

Le schéma explicite est conditionnellement stable pour la deuxieme direction.

A.2.3 Troisieme direction

1 n+2 n+2 n+t2 n+2
P =Py Py = 2R, T+ Py (A7)
At Az? '
La condition de Von Neumann pour la troisieme direction permet d’écrire,
2DAt DAt DAt
f% =1- + exp(tkAzx) + + exp(—tkAx). (A.8)

Ax? Ax? Az?

On obtient finalement,

2D At
¢ Ax?
Le schéma explicite étant stable aussi pour la troisieme direction, nous pouvons conclure que
ce schéma n’offre pas de meilleures conditions de stabilité, comparé au schéma implicite.

Wl

=1+

[ cos(kAz) — 1] (A.9)

A.3 Schéma de Lax

A.3.1 Premiére direction

nt+
P+ Py —2P;° _ _fi+1,jpz'73rl,j — fic1 3P (A.10)
At 2Ax )
En introduisant la condition de stabilité de Von Neumann pour la premiere direction on a :
1 1 At At
€3 = 5 [(1+ mfiﬂ,j) exp(tkAz) + (1 — mfi,l,j) exp(—tkAx)] (A.11)

Le critere de stabilité pour cette direction est défini pour

At s At
2Ax L 2Ax

W=

At At .
g = (2 + fifl’j) COS(k‘AZL‘) + L(mfprl,j + mfiflyj) sm(kA:c) (A12)

Le schéma de Lax est donc conditionnellement stable pour la premiere direction.
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A.3.2 Seconde direction

n: n+1 n+2 n+i n+l
3 3 3 . _ . 3 _ . — . 3
Pl + P8 —2P % (yjpr—ha) B0 — (yj—1 — ha) Py %

At 2Ay

La condition de Von Neumann pour la deuxieme direction donne,

1 A A
€3 =2 [(1 — 2Aty(yj+1 — h;)) exp(tkAz) + (14 2Aty(yj_1 — hy)) exp(—LkAx)].

Ainsi, on obtient
11 At At
53 = 5 |:(2 - m(y]-i-l - hz) + m(yz—l - hz)) COS(kAy)

At At .
—L(m(yj+1 — hz) + m(yi—l - hl)) Sln(kAy)]

Le schéma de Lax est donc conditionnellement stable pour la deuxieme direction.

A.3.3 Troisiéme direction

n+2 n+2 1 n+2 n+2 n+2
Py + Py — 2P _ DPi+1,3j —2P; ° + Py
At Az? '
La condition de Von Neumann permet d’écrire,
11 DAt DAt DAt
€3 = 5 (1-— A2 )exp(tkAz) 4+ (1 — AL? )exp(—tkAx) + 2 A2 |
On obtient :

DAt
Az?
Ce schéma est aussi conditionnellement stable pour la derniere direction.

1 DAt
3 = — A
és ( 5 )cos(k x) +

A.4 Conclusion

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

La stabilité des schémas de différentiation évoqués n’est pas meilleure que celle du schéma
implicite. Ceci a motivé notre choix pour le schéma implicite tout en sachant qu’il constitue
un schéma basique couramment utilisé pour la résolution numérique des équations aux dérivées

partielles.



Annexe B

Articles publiés en relation directe
avec cette these

Dans cette annexe, nous présentons les articles publiés qui débouchent directement de cette
these. Ces articles pourraient sensiblement contenir quelques informations et notamment des
publications référencées qui n’apparaissent pas dans ce travail. Il s’agit de :

1 S. R. Dtchetgnia Djeundam, R. Yamapi, T. C. Kofane and M. A. Aziz-Alaoui, Determinis-
tic and stochastic bifurcations in the Hindmarsh-Rose neuronal model, CHAOS, 23,
033125(2013) ; doi : 10.1063/1.4818545.

2 S. R. Dtchetgnia Djeundam, R. Yamapi, G. Filatrella and T. C. Kofane, Stability of the syn-

chronized network of Hindmarsh-Rose neuronal models with nearest and global couplingd,
commun. nonlinear sci. numer. simulat. 22(2014) 545-563

3 S. R. Dtchetgnia Djeundam, R. Yamapi, G. Filatrella and T. C. Kofane, Dynamics of disorde-
red network of coupled Hindmarsh-Rose neuronal models, IJBC, Vol. 26, No. 3(2016)
1650048
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