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Resumé

En relativité générale, les équations d’Einstein pour un espace temps peuvent se voir
comme une équation d’évolution, dont les données initiales, la métrique et la deuxième
forme fondamentale sur une hypersurface de genre � espace � satisfont les équations
de contraintes. Un théorème d’existence pour les équations non linéaires n’est pas aisé à
établir, d’où le couplage des équations d’Einstein aux équations de Vlasov-champ scalaire.
Nous étudions en symétrie T 2 l’existence locale puis globale dans le passé, ensuite dans
le futur des solutions des équations d’Einstein dont les sources sont engendrées par une
fonction de distribution des particules et un champ scalaire. Nous utilisons respective-
ment les coordonnées d’aires dans le futur et les coordonnées conformes dans la direction
passée. Partant du fait qu’il y’a certaines matières qui ne sont pas prises en compte, à
l’instar de la matière noire et l’énergie sombre qui représentent par ailleurs plus de deux
tiers de la matière totale disponible dans l’Univers, nous supposons que le champ scalaire
est non linéaire.

Mots clés : Relativité générale, équations d’Einstein, équation de Vlasov,champ scalaire,
symétrie T 2.
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Abstract

We study in this work, the local and uniqueness of solutions of the non-linear Einstein-
Vlasov scalar field system with T 2 symmetry, in contracting direction and the expanding
direction. We use the conformal coordinates and areal coordinates respectively in contrac-
ting and expanding direction. So, we prove in the case of cosmological models for the
Einstein-Vlasov-scalar field system with T 2 symmetry, that the solutions exist globally
in the past and the future. The sources of the equations are generated by a distribution
function and a scalar field, subject to the Vlasov and the wave equations respectively.
Starting from the fact that some matter are not taken into account, in the expanding
of Universe. We add dark and dark energy, which represents more than two thirds of
the total available matter of the Universe.That we model we non linear scalar Field and
potential.
Keyswords : General relativity ; Einstein equations ; Vlasov equation ; Scalar field ; T 2−symmetry.
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Introduction

La relativité générale, formulée par le physicien Albert Einstein en 1915, est sans
doute l’une des théories les plus fascinantes de la physique moderne, elle associe l’élo-
quence d’une formulation géométrique des lois de la gravité à une capacité exhorbitante
de description des phénomènes gravitationnels de l’Univers. S’appuyant sur elle, le modèle
cosmologique standard parvient à expliquer les observations cosmologiques, qu’il s’agisse
de la nucléosynthèse, du fond diffus cosmologique, de la structure de l’Univers, ou encore
de phénomènes proprement relativistes comme les effets de lentille gravitationnelle etc.
Elle parvient à donner une description cohérente de l’Univers depuis la genèse à savoir le
Big-Bang et les premières "graines" des structures jusqu’aux galaxies que nous observons
de nos jours. Dans les investigations mathématiques en Relativité Générale, l’un des pro-
blèmes principaux est d’établir l’existence et l’unicité des solutions aussi bien locales que
globales des équations d’Einstein sans source ou couplées à divers champs de matières à
l’instar des champs scalaires, des matières fluides chargées ou non, ou des particules évo-
luant avec ou sans collisions décrites par l’équation de Boltzman et l’équation de Vlasov
respectivement (Cf [A1]). Elle affirme que l’ensemble des interactions physiques, gravita-
tionnelles ou non-gravitationnelles s’exerçant dans l’Univers, sont directement reliées à la
géométrie de celui-ci (Cf [HEL]), notamment à sa courbure, selon les équations d’Einstein.
Ce lien a entraîné depuis un peu plus d’un siècle déjà, un fort intérêt tant des physiciens
que des mathématiciens pour des questions liées à la relativité générale.

Les motivations relatives à cette thèse sont vues sous deux angles, du point de vue
physique et du point de vue mathématique. À la fin des années 1990, les satellites et les
télescopes ont permis des mesures très précises des supernovæ distantes et du rayonne-
ment fossile micro-onde. Plusieurs caractéristiques observées, notamment l’accélération de
l’expansion de l’Univers, conduisent à supposer qu’il existe effectivement une sorte d’éner-
gie (baptisée énergie sombre), dont une des caractéristiques principales serait d’avoir une
pression négative, qui la fait se comporter comme une force gravitationnelle répulsive. Du
fait de sa nature répulsive, l’énergie sombre a tendance à accélérer l’expansion de l’Univers
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Introduction 2

(Voir [AR]), qui à une modélisation différente de la gravitation, intitulée champ scalaire
φ. L’observation de l’accélération de l’expansion de l’Univers avec ses implications est un
authentique problème de Physique fondamentale. Celui-ci nous contraint à reconsidérer
l’ensemble des hypothèses menant à la construction du modèle standard de la cosmologie.
Partant du fait qu’il y a certaines matières qui ne sont pas prises en compte, à l’instar de la
matière noire qui représente par ailleurs près du tiers de la matière totale disponible dans
l’Univers, nous ajoutons le potentiel V qui vérifie d’après de très récentes observations de
la NASA (Voir [Rh], [Rh1]) les conditions suivantes V (0) > 0; V ′(0) = 0; V ′′(0) > 0.

La matière a été invoquée pour expliquer le fait que les qalaxies démeurent proches les
unes des autres, malgré le fait que l’Univers soit en expansion. Dans ce travail, la ques-
tion de l’existence globale des solutions des équations d’Einstein avec matière (Vlasov et
champ scalaire) est notre préoccupation. Le cas pratique ici est l’étude de l’existence
de la solution suivant une symétrie pour affaiblir les hypothèses géométriques. A ce
titre, beaucoup d’auteurs ont enrichi la littérature, notamment en symétrie de surface
[R], [TN ], [T1] ; en symétrie de Gowdy avec champ scalaire [NM ], [T ], en symétrie T 2,
sans source [BCIM ], [C], avec constante cosmologique Λ, ([A], [ARW ], [S], [TN ], [W ]).
Tout récemment, [RK] et [NR] ont obtenu de formidables résultats sur la censure cos-
mique sans cheveux. Ce faisant, apportent une avancée significative sur la conjecture sur la
structure des singularités gravitationnelles. Les modèles possédant un sous-groupe d’iso-
métries tridimensionnelles agissant simplement et transitivement sur les hypersurfaces du
genre temps sont de Bianchi, et ceux possédant un groupe d’isométries agissant sur des hy-
persurfaces du genre temps mais ne possédant pas de sous-groupe agissant transitivement
sur les hypersurfaces sont de Kantawski-Sachs : en effet son sous-groupe agit transitive-
ment sur une hypersurface à symétrie avec les coordonnées périodiques (θ, x, y). Dans le
cadre de ce travail, l’espace temps est en symétrie T 2, dans ce cas d’espèce ; les solutions
sont telles que la métrique et les champs de matière (Vlasov et champ scalaire) sont sup-
posés invariant transitivement suivant les directions x et y. Cette notion est davantage
spécifiée dans [A], [LS], [ARW ], [W ], et [Rh]. Les équations d’Einstein où les inconnues
sont la première et la seconde forme fondamentale gt et kt respectivement, d’hypersur-
face spatiale (Σt) qui feuillettent l’espace-temps. Les équations d’Einstein sont regardées
comme l’évolution dans le temps du triplet (Σt; gt; kt). L’existence locale est bien établie
dans les deux directions avant l’existence globale. Nous formulons le problème de données
initiales pour les équations d’Einstein-Vlasov avec champ scalaire non linéaire. Nous éta-
blissons l’existence d’un feuilletage global par les surfaces de niveau de la fonction d’aire
R des surfaces de symétrie, de sorte que chaque feuille induit une hypersurface initiale.
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Introduction 3

Il existe une solution maximale pour les équations d’Einstein. Désormais, nous savons
d’après [FCB] qui en 1952 a montré que si les données initiales du problème de Cauchy
pour les équations d’Einstein vérifient les équations de contraintes, alors on peut toujours
trouver un espace temps solution des équations d’Einstein contenant une hyper-surface
dont la première forme fondamentale et la seconde forme fondamentale s’accordent avec
les données initiales. Plus précisément, l’espace temps en relativité générale est décrit par
une variété Lorentzienne (M ; g) de dimension 4 satisfaisant les équations d’Einstein qui
sont au nombre de 10, couplé si nécessaire avec une équation appropriée de matière ; dans
notre cas de figure ici, il s’agit de l’équation de Vlasov et celle d’un champ scalaire non
linéaire pour lesquelles, il existe un unique difféomorphisme avec la classe des espaces
temps globalement hyperboliques. On appelle cette solution, le développement maximal
de Cauchy pour les données initiales. On étudie en dynamique globale des plasmas re-
lativistes, l’évolution à très grande vitesse d’un type de particules chargées, lesquelles
évoluent sous l’action de leur propre champ de gravitation représenté par le tenseur mé-
trique inconnu g = (gαβ). Le tenseur métrique g est assujetti aux équations d’Einstein, la
fonction f est assujettie à l’équation de Vlasov (pour plus de précision [V ], [A]) tandis que
le champ scalaire φ est assujetti à une équation aux dérivées partielles d’ordre deux (équa-
tion d’onde), communément appelée équation de Klein-Gordon, qui s’obtient du fait des
lois de conservation qui permettent de trouver une étroite relation entre le D’Alembertien
de φ et la dérivée du potentiel. Il s’agit d’un phénomène physique auto-entretenu et un tel
milieu s’appelle en terme relativiste un "plasma". Ces types de phénomènes prévalent en
particulier dans le cas des particules évoluant à très grande vitesse à l’instar des particules
massives de gaz ionisés dans des milieux à très haute température comme par exemple
les vents solaires, les galaxies nébuleuses et les réacteurs en fusion. L’équation de Vlasov
exprime le fait que le nombre de particules est constant, ce qui se traduit par le fait que
la dérivée de Lie de la fonction f de distribution des particules doit être nulle. L’étude
mathématique de ce système avait été initiée par G. Rein et A.D. Rendall [RR] en 1992

dans le contexte du problème de Cauchy. D Tegankong [T1] a obtenu les solutions du sys-
tème d’Einstein-Vlasov en symétrie de surface avec champ scalaire et aussi avec un critère
de continuation de solutions et dans [T2], en 2014, il a été établi l’existence globale dans
la direction future en symétrie de Gowdy. Dans la présente investigation, nous travaillons
avec une hypothèse de symétrie qui, ajoute les quantités de torsion, ce qui rend d’avantage
complexe la métrique. En plus d’établir l’existence globale dans la direction future, nous
le faisons également lorsque les solutions convergent vers les singularités initiales (dans la
direction passée). La fonction R prend toutes valeurs positives. Nos hypothèses imposent
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Introduction 4

seulement que le gradient de R soit continu et que les coefficients métriques soient dans un
espace suffisamment régulier. Les raisons pour lesquelles nous considérons les équations
d’Einstein avec champ scalaire et en présence d’un potentiel sont multiples, entre autre.

– En cosmologie, l’énergie sombre ou énergie noire (dark energy en anglais) est une
forme d’énergie hypothétique emplissant uniformément tout l’Univers et dotée d’une
pression négative, qui la fait se comporter comme une force gravitationnelle répul-
sive. L’existence de l’énergie sombre est nécessaire pour expliquer diverses observa-
tions astrophysiques, notamment l’accélération de l’expansion de l’Univers détectée
au tournant du XXIe siècle

– Les observations astrophysiques ont mis en évidence le fait que, même en présence
d’un corps matériel, les ondes gravitationnelles peuvent se propager dans l’espace
à la vitesse de la lumière, exactement comme les ondes électromagnétiques. L’outil
mathématique pour modéliser ce phénomène est d’introduire un champ scalaire φ
dans les sources du champ de gravitation.

– La matière noire ne doit pas être confondue avec l’énergie sombre qui, contrairement
à l’énergie sombre, ne remplit pas uniformément l’Univers et qui interagit normale-
ment (forces attractives) avec la gravitation, ne doit par conséquent pas être négligé
que l’on modélise avec le potentiel V .

Les propriétés mathématiques des solutions spatialement homogènes des équations d’Ein-
stein couplées à différents types de champ scalaire et de matière ordinaire ont été étudiées
dans les travaux [Re, Re1]. La composition de la densité de l’Univers met en évidence une
matière et une énergie qui se seraient produites de façon considérable après le Big-Bang
appelée matière noire et énergie sombre représentant un peu plus de six septième de la
répartition de la densité d’énergie de l’Univers après exploitation des premières données
obtenues par le satellite Planck que l’on modélise à l’aide du potentiel. Notre travail est
reparti sur quatre chapitres et organisé de la manière suivante

Le premier chapitre qui est constitué de quatre sections à savoir
– la première consiste à préciser le cadre géométrique, d’une manière générale dans

lequel nous allons travailler.
– à la deuxième section de ce premier chapitre, nous décrivons le système d’équa-

tions qui va faire l’objet de nos investigations.
– dans cette section, on définit la symétrie T 2, hypothèse de symétrie considérée ici
dans le cadre de ce travail.

– Enfin, dans cette partie, nous présentons nos équations dans la direction passée en
utilisant les coordonnées conformes d’une part (ce type de coordonnées est justifié

Thèse de Doctorat Ph.D LASSIYE TCHUANI Alex’s Constantin



Introduction 5

dans [A]) et d’autre part, nos équations dans la direction future en utilisant les
coordonnées d’aires (Voir [BCIM ], [S], [W ]). Il est à noter qu’à chacune de ces
directions, toutes les équations de contraintes et d’évolution qui en découlent sont
explicitées, ainsi que les équations auxiliaires. Les équations d’évolution notam-
ment celles en φ sont les conséquences d’une loi de conservation permettant ainsi
d’établir le lien entre son d’Alembertien et la dérivée du potentiel. L’équation
de Vlasov découle du fait que la dérivée de Lie de f est nulle conséquence de
conservation le long de la géodésique.

Au deuxième chapitre nous allons :
– majorer les composantes de la métrique et du champ scalaire ainsi que leurs

dérivées de premier ordre dans un intervalle de temps fini. C’est ce que l’on appelle
estimation a priori (ou théorème de sortie de tout compact) d’une part

– d’autre part, à l’aide d’un procédé itératif, obtenir un théorème d’existence de
solution locale et d’unicité de solution dans la direction passée en montrant que
le support suivant la pseudo-impulsion de la fonction de distribution est borné,
pour le faire, nous utilisons le système caractéristique de l’équation de Vlasov.

Ensuite au troisième chapitre, nous
– obtenons un théorème d’existence locale et d’unicité de solution dans la direction

future, à la différence que les approches ici ne seront pas les mêmes que dans la
direction passée ; nous allons utiliser la monotonie de l’énergie,

– utilisons par conséquent l’inégalité d’énergie associée avec les estimations cône
lumière afin d’avoir nos majorations a priori,

– montrons que ces itérées sont uniformément convergentes, et que leurs limites sont
uniques solutions de notre système.

Enfin, le dernier chapitre a pour but d’établir un théorème d’existence globale aussi bien
dans la direction passée que dans la direction future. Pour le faire ;
– nous majorons les dérivées d’ordre supérieure des fonctions inconnues,
– nous utilisons également la récurrence forte pour contrôler les dérivées d’ordre

supérieures à deux de ces inconnues afin de parachever le travail.
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Chapitre 1

ÉQUATIONS

La formulation de la théorie de la relativité générale est en premier lieu géométrique ;
l’objet géométrique au coeur de cette théorie étant l’espace-temps qui s’appuie essen-
tiellement sur la géométrie Riemannienne. D’où la nécessité de commencer par spécifier
quelques notions relatives à la géométrie riemannienne, ensuite clarifier la notion de sy-
métrie T 2. Enfin, nous allons écrire nos équations. Dans ce chapitre, n désigne un entier
supérieur ou égal à 3.

1.1 Cadre géométrique

Définition 1.1. Une variété lorentzienne est un couple (M, ḡ) , où M est une variété
différentielle de classe C∞ de dimension n + 1, et ḡ est un champ de formes bilinéaires
symétriques de signature (n; 1) sur M . (i.e on a le signe +, n fois et le signe - une fois
ou inversement.)

En particulier, le tenseur ḡ est non-dégénéré. Il est également possible de considérer des
variétés ayant un ordre plus bas de régularité (par exemple C2), mais nous conserverons
l’hypothèse C∞ par souci de simplification. La définition d’un espace-temps se déduit
alors de celle d’une variété Lorentzienne comme suit :

Définition 1.2. Une variété lorentzienne (M, ḡ) est un espace-temps siM est une variété
orientée, et s’il existe un champ de vecteurs X tangent à M tel que ḡ(X,X) est négatif
en tout point deM.

Un tel champ de vecteur est dit "de genre temps" ; il garantit l’existence d’une orien-
tation globale sur (M, ḡ), distinguant une partie "future" et "passée" des cônes isotropes
pour ḡ de chaque espace tangent àM

Définition 1.3. Soit (M, ḡ) une variété lorentzienne orientée de type temps. Soit M une
hypersurface spatiale sur (M, ḡ). Soit i : M →M une injection et N un vecteur unitaire
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1.1 Cadre géométrique 7

orienté du champ de vecteur temporaire, tel que ∀p ∈M, ḡ(Np, i ∗ v) = 0, pour tout v ∈
TpM. La seconde forme fondamentale de M est un champ de 2−tenseurs covariant k sur
M défini par

k(u, v) = ḡ(D̄i∗uN, i∗v)

∀u, v ∈ TpM , où (D̄) est la connexion de Levi-Civita de (M, ḡ).

Nous précisons dans le cadre de notre travail la notion de régularité de la manière
suivante.

Définition 1.4. Soit I ⊆]0; +∞[ un intervalle, et (t, θ) ∈ I× S1.

1. f ∈ C1(I×S1×R2×R3) est dite régulière si f est périodique en θ de période 2π, f ≥ 0

et suppf(t, θ, ., ., ., ., .) est uniformément compact en θ et localement uniforme en t.

2. φ ∈ C2(I× S1) est dite régulière si, φ(t, θ+ 2π) = φ(t, θ) de plus, φ(t, θ) est unifor-
mément compact en θ et localement uniforme en t.

3. Toute composante χ ∈ (I×S1) de la métrique est une fonction dite régulière ou lisse
si, χ(t, θ + 2π) = χ(t, θ) et ∂tχ, ∂θχ ∈ C1(I× S1).

Dans la suite, l’espace-temps d’Einstein sera modélisé par une 4-variété M (que nous
supposerons régulière) munie d’une métrique lorentzienne g, ie de signature (−; +; +; +).
Nous adopterons la convention d’Einstein de sommation sur les indices répétés. Les indices
grecques désigneront les indices variant de 0 à 3, les lettres latines de 1 à 3.
Une hypersurface de M est une sous-variété M ′ ↪→ M de codimension 1. Elle est dite
de genre espace, ou spatiale, si la métrique induite γ := i∗g (où i : M ′ ↪→ M ) est
riemannienne, ie définie positive.

Définition 1.5. Un ensemble de données initiales pour les équations d’Einstein est un
triplet (Σ; h; K) tel que :

– (Σ; K) est une variété Riemannienne complète.
– K est un (0; 2) tenseur symétrique.
– (Σ; h; K) satisfait aux équations de contrainte.

Définition 1.6. (M; g) est une solution du problème aux données initiales (Σ; h; K)

lorsque :
– (M; g) est une variété lorentzienne satisfaisant les équations d’Einstein.
– Il existe un prolongement ψ : Σ→M tel que
– h est le pull-back de la métrique induite sur ψ(Σ)

– K est le pull-back de la deuxième forme fondamentale.
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1.2 Équations 8

On dit alors que (M; g) est le développement de (Σ; h; K)

Définition 1.7. Une surface de Cauchy est une hypersurface Σ de (M, g) tel que :
– Σ est de type espace.
– Toute courbe (sans extension) causale intersecte Σ une et une seule fois.

Un espace-temps qui admet une surface de Cauchy est dit globalement hyperbolique.

En particulier, il existe des données initiales pour lesquelles le développent de Cauchy
maximal est maximal uniquement dans la classe des espaces-temps globalement hyperbo-
liques, et admet une extension en tant que variété lorentzienne (cf Reissner-NordstrÖm,
Kerr).
La coordonnée locale est (xµ) = (t;xi) avec x0 = t coordonnée temporelle et les coordon-
nées spatiales (xi)1≤i≤3.
Nous précisons que dans ce travail, le modèle utilisé est un gaz auto-gravitationnel évo-
luant sans collision, constitué des particules de même masse que l’on suppose égale à 1.
(pµ) est le moment des particules, les quantités gµηpµpη sont conservées tout au long des
géodésiques impliquant que l’espace des particules est une sous variété de dimension 7 du
fibré tangent TM noté PM = {gµηpµpη = −1; p0 > 0}.
En coordonnées locales (t; xi; pi) sur PM

p0 =
√
−g00

√
1 + gabpapb + 2g0ap0pb

PM est une sous-variété de l’espace tangent TM de la variété espace temps M .

1.2 Équations

Soit P ⊂ TM l’hyperboloïde de masse constituée de l’ensemble des vecteurs de direc-
tion temporelle. f la fonction de distribution des particules, une fonction définie positive
sur cet hyperboloïde de masse. L’équation de Vlsosov se déduit du fait que f se préserve
le long de la géodésique. Nous avons alors la dérivée de Lie de f suivant le champ de
vecteurs X ([Re], [Rh], [Rh1])

LXf = 0 avec X =
(
pµ;−Γiνγp

νpγ
)

(1.1)

d’où l’équation de Vlasov en coordonnées locales

pµ
∂f

∂xµ
− Γiνγp

νpγ
∂f

∂pi
= 0 (1.2)
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1.2 Équations 9

Γσνγ =
1

2
gση(gνη,γ + gηγ,ν − gνγ,η)

étant les coefficients de Christoffel.
L’espace temps en relativité générale est la donnée d’une variété Lorentzienne (M ; g) de
dimension 4 satisfaisant :

Gµν = 8πTµν (1.3)

qui décrit l’inter action entre la géométrie de l’espace-temps représentée par le tenseur
d’Einstein

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν (1.4)

et son contenu matériel représenté par le tenseur impulsion énergie ,

Tµν ≡ T fµν + T φµν (1.5)

avec :

T fαβ = −
∫
R3

fpαpβ|g|1/2
dp1dp2dp3

p0

(1.6)

T φαβ = ∇αφ∇βφ−
1

2
gαβ(∇σφ∇σφ+ 2V (φ)) (1.7)

étant respectivement les tenseurs en Vlasov et en champ scalaire

avec f := f(t, θ, x, y, p1, p2, p3) et φ := φ(t, θ)

où pα = gασp
σ et |g| est le module du déterminant de la métrique (g

αβ
). Le tenseur

de Ricci et la courbure scalaire sont données respectivement par

Rµν = Rλ
µ,λν (1.8)

R = gµνRµν (1.9)

Rµν = ∂λΓ
λ
µν − ∂νΓλλµ + ΓλληΓ

η
µν − ΓλνηΓ

η
λµ (1.10)

Nous énonçons à présent le lemme suivant :

Lemme 1.1. φ = φ(t, θ) vérifie

∇α∇αφ = V ′(φ). (1.11)

Preuve : Partant de l’identité de Bianchi, on a :

∇µTµν = 0⇔ ∇µT φµν +∇µT fµν = 0

or LXf = 0⇒ ∇µT fµν = 0 au vu des travaux de[Re], [Re2], [LS]
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1.2 Équations 10

ainsi
∇µT φµν = 0 (1.12)

∇µT φµν = 0 ⇒ ∇µ(∇µφ∇νφ−
1

2
gµν∇σφ∇σφ− gµνV (φ)) = 0

⇒ ∇µ(∇µφ)∇νφ+∇µφ∇µ(∇νφ)− 1

2
∇µ(gµν∇σφ∇σφ+ 2gµνV (φ)) = 0

⇒ 2gφ∇νφ+∇µφ∇µ∇νφ−
1

2
∇µ(gµν∇σφ∇σφ+ 2gµνV (φ)) = 0.

Or

gµν∇µ(∇σφ∇σφ) = gµν∇µ(∇σφ)∇σφ+ gµν∇σφ(∇µ∇σφ)

= (∇ν∇σφ)∇σφ+ (∇σφ)(∇ν∇σφ)

= (∇ν∇σφ)∇σφ+ gσλ∇λφ(∇νg
σµ∇µφ)

= ∇σφ(∇ν∇σφ) + δλµ∇λφ(∇ν∇µφ)

= ∇µφ(∇ν∇µφ) +∇λφ(∇ν∇λφ)

= 2∇µφ(∇ν∇µφ)

On a donc 2gφ∇νφ+∇µφ∇µ∇νφ−∇µφ(∇ν∇µφ)−∇µ(gµνV (φ)) = 0.

Ainsi 2gφ∇µφ = ∇µ(gµνV (φ))

Par ailleurs

∇µ(gµνV (φ)) = gµσ∇σ(gµνV (φ)) = gµν∇µV (φ)

= ∇νV (φ)

= ∇νφ

(
∂V (φ)

∂φ

)
= ∇νφV

′(φ).

De ce fait :2gφ∇λφ = ∇λφV
′(φ)⇐⇒ (2gφ− V ′(φ))∇σφ = 0.

i.e 2gφ− V ′(φ) = 0 ou ∇σφ = 0. Considérons l’ensemble ouvert suivant

Π = {(t, θ) ∈ (t0; ti]× S1/2gφ(t, θ)− V ′(φ(t, θ)) 6= 0}. (1.13)

Alors sur Π, ∇σφ = 0. Ainsi ∇σ∇σφ = 0 i.e 2gφ = 0, or nous avons par hypothèse en
t = t0, V

′(φ0) = 0 d’où la contradiction en t = t0.

Supposons dans la suite que t 6= t0 signifie que, ∇σφ = 0 alors φ est une constante. Par
conséquent Π est un ensemble vide d’où :

2gφ(t, θ) = V ′(φ(t, θ)).
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1.3 Symétrie T 2 11

On procède de même dans la direction passée en remplaçant (1.13) par

Π = {(t, θ) ∈ (t−; t0]× S1/2gφ(t, θ)− V ′(φ(t, θ)) 6= 0}

Ainsi, le système d’équations Einstein-Vlasov-champ scalaire est donné par : (1.2) −
(1.3), (1.11) 

pµ
∂f

∂xµ
− Γiνγp

νpγ
∂f

∂pi
= 0,

Gµν = 8πTµν ,

∇α∇αφ = V ′(φ).

1.3 Symétrie T 2

Dans cette section, nous considérons le système d’équations d’Einstein-Vlasov en sy-
métrie T 2 avec champ scalaire (EVSFS en symétrie T 2) aussi bien dans la direction passée
(i.e évoluant vers les singularités initiales) en utilisant les coordonnées conformes pour le
faire ; que dans la direction future en utilisant les coordonnées d’aires. L’existence de telles
coordonnées étant justifiées par H. Andréasson, G. Rien et A. Rendall ([A], [R], [Re2]). Il
est question pour nous, de considérer une solution de EV SFS ayant des données initiales
contenues sur une hypersurface compacte (Ceci pour contourner les problèmes de singu-
larités) ([ARW ], [Rh2]).
Il faut remarquer que pour les variétés présentant des symétries, il existe un système de
coordonnées particulier, basé sur les champs de vecteurs de Killing, qui permet d’exprimer
une constante du mouvement le long des géodésiques. Or, dans notre cas de figure, une va-
riété présentant des symétries est isomorphe à un groupe de Lie, et cette symétrie entraîne
une invariance du lagrangien sous l’action de ce même groupe de Lie. C’est cette constata-
tion qui a permis à Poincaré de réécrire le théorème d’Euler-Lagrange en terme d’action de
groupe de Lie, et plus précisément en terme d’action co-adjointe de l’algèbre de Lie sur son
algèbre duale. Pour plus de précision à ce sujet (Cf [RJ ]). D’où la nécessité de spécifier la
notion de symétrie T 2 objet de ce travail. Ainsi, dans le cadre de ce travail, l’hypersurface
initiale est le tore en dimension 3, T 3 avec les coordonnées (θ, x, y) toutes périodiques.
Les champs de matières sont supposés invariants par la translation suivant les directions
de x et y. Compte tenu des identifications périodiques impliquées, ces solutions admettent
un groupe de symétrie de dimension 2 isomorphe au tore T 2 = S1 × S1 en dimension 2,
on parle alors d’espace temps en symétrie T 2. (Cf [LS], [ARW ], [Re3], [NR] [W ]) .
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1.3 Symétrie T 2 12

L’algèbre de Lie en symétrie T 2 est engendrée par deux champs de vecteurs commutatifs
X et Y en tout temps t en coordonnées d’aires et pour tout R en coordonnées conformes
et on a

t2 = g(X,X)g(Y, Y )− (g(X, Y ))2 en coordonnées d’aire

R2 = g(X,X)g(Y, Y )− (g(X, Y ))2 en coordonnées conformes

ces vecteurs X et Y sont des vecteurs de Killing(vecteurs sur lesquels les géodésiques sont
conservées) qui commutent partout et sont non nuls.
L’espace temps étant symétrique de symétrie T 2, on définit les quantités de torsion (Cf
[S], [T ], [T1], [TN ], [W ] de la manière suivante :

J = εabcdX
aY b∇cXd; K = εabcdX

aY b∇cY d. (1.14)

Le cadre géométrique est une variété différentielle espace-temps munie d’une métrique
Riemannienne. C’est à dire la métrique est invariante sous l’action effective du groupe de
Lie T 2 = S1 × S1. Cet espace-temps admet comme surface de Cauchy (Spatial) le tore
T 3 = T 2 × S1 qui n’est rien d’autre que le groupe des isométries formé des orbites des
particules.
En coordonnées d’aires, on les normalise de sorte que l’élément d’aire du groupe des orbites
soit proportionnel au temps. Ce qui justifie le choix de la métrique en coordonnées d’aires
qui se met sous la forme (Cf[TN ], [W ]) :

ds2 = e2(τ−µ)(−αdt2 + dθ2) + e2µ[dx+ Ady + (G+ AH)dθ]2 + e−2µt2[dy +Hdθ]2 (1.15)

où τ, µ, A, α, H, et G sont les fonctions dépendant de θ et t périodiques en θ de période
2π.
Les quantités de torsion sont reliées à la métrique en coordonnées d’aire par :

J = −te
−2τ−4µ

√
α

(Gt + AHt), K = AJ − t3e−2τ

√
α
Ht. (1.16)

Sur un espace temps en symétrie T 2, il est possible de définir une fonction R (fonc-
tion d’aires des orbites des particules) comme suit : si p est un point de l’espace temps,
alors R(p) est égal à la surface des orbites de l’ensemble des actions sur T 2 contenant
le point p, on parle de coordonnées conformes. (Pour plus d’explications à ce propos, on
peut se référer aussi à ([ARW ], [NM ], [Rh], [Re3], [NR]). Dans la suite, nous aurons
besoin de la définition suivante. En coordonnées conformes, la métrique est sous la forme
([ARW ], [LTN ] )

ds2 = e2(τ−µ)(−dt2 + dθ2) + e2µ[dx+ Ady + (G+ AH)dθ]2 + e−2µR2[dy +Hdθ]2 (1.17)
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où τ, µ, A, R, H, et G sont les fonctions dépendant de θ et t périodiques en θ de période
2π.
En coordonnées conformes les quantités de torsion sont reliées aux composantes de la
métrique par

J = −Re−2τ−4µ(Gt + AHt), K = AJ −R3e−2τHt. (1.18)

1.4 Présentation des équations dans les deux directions

Nous allons dans un premier temps établir les équations dans la direction passée et
dans un second temps, dans la direction future.

1.4.1 Équations dans la direction passée

Dans la base canonique usuelle {dt; dθ; dx; dy}, de l’espace R+ × S × R2, la métrique
(1.17) est sous la forme :

Mi,j =


−e2(τ−µ) 0 0 0

0 e2τ

e2µ
+ (G+AH

e−µ
)2 + (RH)2

e2µ
(G+AH)
e−2µ

A(G+AH)
e−2µ + R2H

e2µ

0 e2µ(G+ AH) e2µ Ae2µ

0 e2µA(G+ AH) + R2H
e2µ

Ae2µ R2

e2µ
+ e2µA2

 (1.19)

. Son inverse est donné par

M i,j =


−e−2(τ−µ) 0 0 0

0 e−2(τ−µ) −Ge−2(τ−µ) −He−2(τ−µ)

0 −Ge−2(τ−µ) A2

R2 e
2µ + e−2µ +G2e−2(τ−µ) HGe−2(τ−µ) − A

R2 e
2µ

0 −He−2(τ−µ) HGe−2(τ−µ) − A
R2 e

2µ e2µ

R2 +H2e−2(τ−µ)


(1.20)

Nous aurons besoin des tenseurs impulsion énergie (1.6)−(1.7). D’où les lemmes suivants.

Lemme 1.2. Soient φ = φ(t, θ) une fonction régulière (voir la définition (1.4)) sur I ×R
où I ⊆]0,+∞[, µ, A, R et τ quatre fonctions régulières sur I ×R, les composantes non
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nulles du tenseur impulsion-énergie en φ sont

T φ00(t, θ) =
1

2
(φ2

t + φ2
θ) + e2(τ−µ)V (φ), (1.21)

T φ01 = φtφθ = T φ10, (1.22)

T φ11 =
1

2
(φ2

t + φ2
θ)− e2(τ−µ)V (φ), (1.23)

T φ12 = T φ13 +
1

2
e−2τHR2(φ2

t − φ2
θ − 2V (φ)) = T φ21, (1.24)

T φ13 =
1

2
e−2(τ−2µ)(G+ AH)(φ2

t − φ2
θ)− e2µ(G+ AH)V (φ) = T φ31 (1.25)

T φ22 =
1

2
(φ2

t − φ2
θ)e
−2(τ−2µ) − e2µV (φ), (1.26)

T φ33(t, θ) =
e−2(τ−µ)

2
(R2e−2τ + e2µA2)(φ2

t − φ2
θ)−R2(e−2µ + e2µA

2

R2
)V (φ), (1.27)

T φ23 =
1

2
Ae−2(τ−2µ)(φ2

t − φ2
θ)− Ae2µV (φ) = T φ32. (1.28)

Preuve :
T φαβ = ∇αφ∇βφ−

1

2
gαβ∇σφ∇σφ− gαβV (φ),

or ∇σφ∇σφ = gσν∇σφ∇νφ = g00(∇0φ)2 + g11(∇1φ)2

= −e−2(τ−µ)φ2
t + e−2(τ−µ)φ2

θ.

Par conséquent

T φ00 = φ2
t −

1

2
g00

(
−e−2(τ−µ)φ2

t + e−2(τ−µ)φ2
θ

)
− g00V (φ)

= φ2
t +

1

2
e2(τ−µ)

(
−e−2(τ−µ)φ2

t + e−2(τ−µ)φ2
θ

)
+ e2(τ−µ)V (φ)

= φ2
t +

1

2

[
−(φ2

t − φ2
θ)
]

+ e2(τ−µ)V (φ)

=
1

2
(φ2

t + φ2
θ) + e2(τ−µ)V (φ).

De même ;

T φ01 = ∇tφ∇θφ−
1

2
g01∇σφ∇σφ− g01V (φ)

= φtφθ,

T φ11 = ∇θφ∇θφ−
1

2
g11∇σφ∇σφ− g11V (φ)

=
1

2
(φ2

t + φ2
θ)− e2(τ−µ)V (φ),
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T φ22 = ∇xφ∇xφ−
1

2
g22∇σφ∇σφ− g22V (φ)

=
1

2
e−2(τ−2µ)(φ2

t − φ2
θ)− e2µV (φ),

T φ33 = ∇yφ∇yφ−
1

2
g33∇σφ∇σφ− g33V (φ)

= −1

2
(e2µA2 + e−2µR2)(−e−2(τ−µ)φ2

t + e−2(τ−µ)φ2
θ)

− (e2µA2 + e−2µR2)V (φ),

T φ23 = ∇xφ∇yφ−
1

2
g23∇σφ∇σφ− g23V (φ)

= −1

2
Ae2µ(e−2(τ−µ)(−φ2

t + φ2
θ)− Ae2µV (φ),

T φ12 = ∇xφ∇xφ−
1

2
g12∇σφ∇σφ− g12V (φ)

=
1

2
e−2(τ−2µ)(G+ AH)(φ2

t − φ2
θ)− e2µ(G+ AH)V (φ)

+
1

2
e−2τHR2(φ2

t − φ2
θ − V (φ))

= T φ13 +
1

2
e−2τHR2(φ2

t − φ2
θ − V (φ)).

Toutes les autres composantes sont nulles. En effet, pour k ∈ {1; 2; 3}, z ∈ {x, y}, g0k =

0 et ∇zφ = 0. D’où

T φ0k = ∇tφ∇zφ−
1

2
g0k∇σφ∇σφ− g0kV (φ) = 0

Pour les composantes de T fαβ en f , afin de simplifier les calculs, nous introduisons une
nouvelle variable (vα) définie par :

(v0)2 = e2(τ−µ)(p0)2, (1.29)

(v1)2 = e2(τ−µ)(p1)2, (1.30)

(v2)2 = e2µ[(G+ AH)p1 + p2 + Ap3]2, (1.31)

(v3)2 = R2e−2µ(Hp1 + p3)2. (1.32)

Lemme 1.3. Étant donné les changements de variables v0, v1, v2, v3 définis par
(1.29), (1.30), (1.31), (1.32), nous avons

v0 =
√

1 + (v1)2 + (v2)2 + (v3)2.
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Preuve :

pηp
η = −1 ⇔ gηκp

κpη = −1

⇔ g00(p0)2 = (−1− gijpipj) car g0j = 0

⇔ g00(p0)2 + g11(p1)2 + 2g12p
2p1 + 2g13p

1p3 + g22(p2)2 + g33(p3)2 + 2g23p
2p3 = −1

⇔ e2(τ−µ)(e−(τ−µ)v0)2 − e2(τ−µ)(e−(τ−µ)v1)2 − e2µ(e−µv2 − Aeµ

R
v3)2

− (e−2µR2 + e2µA2)

(
eµ

R
v3

)2

− 2Ae2µ(e−2µR2 + e2µA2)

(
eµ

R
v2v3

)
= 1

⇔ (v0)2 − (v1)2 − e2µ

(
e−2µ(v2)2 +

A2

R2
e2µ(v3)2 − 2

A

R
v2v3

)
− (e−2µR2 + e2µA2)(

e2µ

R2
(v3)2)− 2Ae2µ(e−µv2 − eµA

R
v3)(

eµ

R
v3t) = 1

⇔ (v0)2 − (v1)2 − (v2)2 − A2

R2
e4µ(v3)2 + 2

A

R
v2v3e2µ − (v3)2 − A2

R2
e4µ(v3)2

− 2
A

R
eµv2v3 +

A2

R2
e4µ(v3)2 = 1

⇔ (v0)2 − (v1)2 − (v2)2 − (v3)2 = 1

i.e v0 = ±
√

1 + (v1)2 + (v2)2 + (v3)2

or comme v0 = eτ−µp0, et p0 > 0 on a finalement v0 =
√

1 + (v1)2 + (v2)2 + (v3)2.

Lemme 1.4. Soient f = f(t, θ, v) une fonction régulière (Cf définition (1.4)) sur I ×R2

où I ⊆]0,+∞[, µ, A, R et τ quatre fonctions régulières sur I × R, alors :

T f00(t, θ) =

∫
R3

e2(τ−µ)v0f(t, θ, v)dv, (1.33)

T f01(t, θ) = T f10(t, θ) =

∫
R3

e2(τ−µ) (v1)2

v0
f(t, θ, v)dv, (1.34)

T f02(t, θ) = T f20(t, θ) = −
∫
R3

eτf(t, θ, v)v2dv (1.35)

T f03(t, θ) = T f30(t, θ) = −
∫
R3

(Aeτv2 + eτ−2µRv3)f(t, θ, v)dv (1.36)

T f11(t, θ) =

∫
R3

e2(τ−µ) (v1)2

v0
f(t, θ, v)dv, (1.37)

T f12(t, θ) = T f21(t, θ) = −
∫
R3

eτ
v1v2

v0
f(t, θ, v)dv, (1.38)

T f13(t, θ) = T f31(t, θ) = −eτ−µ
∫
R3

(Aeµv1v2 +Re−µv1v3)f(t, θ)dv, (1.39)
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T f22 =

∫
R3

e2µf(t, θ, v)
(v1)2

v0
dv, (1.40)

T f23 =

∫
R3

(Ae2µ(v2)2 +Rv2v3)f(t, θ, v)
v2v3

v0
dv, (1.41)

T f33 =

∫
R3

(Aeµv2 +Re−µv3)2f(t, θ, v)
dv

v0
. (1.42)

Preuve : Nous savons que T fαβ = −
∫
R3 fpαpβ|g|1/2 dp

1dp2dp3

p0
, par ailleurs au vu de

(1.19),
|g|

1
2 = |R|e2(τ−µ) = Re2(τ−µ).

De plus  p1

p2

p3

 =

 e−τ+µ 0 0

−Ge−τ+µ e−µ −Ae2µR−1

−He−τ+µ 0 eµR−1


 v1

v2

v3

 (1.43)

et  v1

v2

v3

 = Jac

 p1

p2

p3


avec

|Jac| =

∣∣∣∣∣∣∣
e(τ−µ) 0 0

0 eµ Aeµ

0 0 e−µR

∣∣∣∣∣∣∣ = |R|e(τ−µ).

|g|1/2 dp
p0

= Re2(τ−µ)dP

p0

= Re2(τ−µ) dv

Reτ−µ(−e2(τ−µ))e−τ+µv0 = −dv
v0
.

De ce qui précède, on a donc

T f00(t, θ) = −
∫
R3

fp0p0|g|1/2
dp1dp2dp3

p0

= −
∫
R3

fv0e
τ−µe2(τ−µ)R

dv1dv2dv3

Reτ−µ

=

∫
R3

e2(τ−µ)v0f(t, θ, v)dv.
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Par ailleurs p1 = g1ηp
η = g11p

1 + g12p
2 + g13p

3 = eτ−µv1.

T f01(t, θ) = −
∫
R3

fp0p1|g|1/2
dp1dp2dp3

p0

= −
∫
R3

e2(τ−µ)v1f(t, θ, v)dv,

T f11(t, θ) = −
∫
R3

fp1p1|g|1/2
dp1dp2dp3

p0

= −
∫
R3

e2(τ−µ)Re2(τ−µ) (v1)2

−e2(τ−µ)Re(τ−µ)e−τ+µv0
f(t, θ, v)dv

=

∫
R3

e2(τ−µ) (v1)2

v0
f(t, θ, v)dv.

On obtient de même (1.35)− (1.36), (1.38)− (1.39) et pour j; k ∈ {2; 3}, on a :

T fjk = −
∫
R3

pjpk|g|1/2f(t, θ, v)
dv

p0

=

∫
R3

pjpkf(t, θ, v)
dv

v0
.

d’où (1.40)− (1.41), (1.42) Ce qui achève la preuve.
Ainsi, les quantités matières sont alors (Voir [ARW ], [T2], [W ]) :

ρ(t, θ) = −g00

T00 =

∫
R3

v0f(t, θ, v)dv +
1

2
e−2(τ−µ)(φ2

t + φ2
θ) + V (φ), (1.44)

J1(t, θ) = −g00

T01 =

∫
R3

v1f(t, θ, v)dv − e−2(τ−µ)φtφθ, (1.45)

Jk(t, θ) =

∫
R3

vkf(t, θ, v)dv, k ∈ {2; 3} (1.46)

P1(t, θ) = g
11

T11 =

∫
R3

(v1)2

v0
f(t, θ, v)dv +

1

2
e−2(τ−µ)(φ2

t + φ2
θ)− V (φ), (1.47)

P2(t, θ) = e−2µT22 =

∫
R3

(v2)2

v0
f(t, θ, v)dv +

1

2
e−2(τ−µ)(φ2

t − φ2
θ)− V (φ), (1.48)

P3(t, θ) =

∫
R3

(v3)2

v0
f(t, θ, v)dv +

1

2
e−2(τ−µ)(φ2

t − φ2
θ)− V (φ), (1.49)

Sjk(t, θ) =

∫
R3

vjvk

v0
f(t, θ, v)dv j 6= k. (1.50)

Remarque 1.1. On vérifie par calcul que

T33 = A2e2µP2 + 2ARS23 +R2e−2µP3.
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Nous introduisons
Γ = Gt + AHt (1.51)

quantité de torsion en relation avec les composantes de la métrique.
La fonction de distribution des particules est quantifiée par f = f(t, θ, x, y, p) = f(xν , p)

avec ν ∈ {0; 1; 2; 3}.On pose p = (p1, p2, p3), considérons le champ de vecteur X =

(pi,−Γiαβp
αpβ), la dérivée de Lie suivant ce champ de vecteur est nul et on a :

LXf = 0 ⇐⇒ ∂f

∂t
+
dθ

dt

∂f

∂θ
+
dpi

dt

∂f

∂pi
= 0

⇐⇒ ∂f

∂t
+
pi

p0

∂f

∂θ
− 1

p0
Γiαβp

αpβ
∂f

∂pi
= 0. (1.52)

Nous utilisons le lemme (1.5) ainsi que les travaux de Weaver, ([ARW ), page 7), pour
avoir les équations d’évolution et les équations auxiliaires. Pour les équations d’évolution,
nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 1.5. Le champ scalaire φ = φ(t, θ) vérifie l’équation suivante :

φtt − φθθ = −φtRt

R
− 4µθH

2R2e−2τφθ − e−2(τ−µ)V ′(φ)

+ φθ

[
Rθ

R
+ 2AθH(G−R)− µθ(G+ AH)2e−2(τ−2µ)

]
.

Preuve : Voir annexe (4.3).
Les changements précédents (1.29)− (1.30)− (1.31)− (1.32) ainsi que (1.43) dans (1.52),
(voir aussi [ARW ]) pour écrire l’équation de Vlasov.
Nous nous référons essentiellement à ([A]) pour écrire nos équations de contraintes.

Équation de Vlasov

(1.52)⇔
[
(τθ − µθ)v0 + (τt − µt)v1 + µθ

(v2)2

v0
+ (µθ −

Rθ

R
)
(v3)2

v0
− Aθ

R
e2µv

2v3

v0

]
∂f

∂v1

+e−τ (e2τΓv2 +RHtv
3)
∂f

∂v1
− v1

v0

∂f

∂θ
+

[
µtv

2 + µθ
v1v2

v0

]
∂f

∂v2

+

[(
Rt

R
− µt

)
v3 +

(
µθ −

Rθ

R

)
v1v3

v0
+
e2µv2

R
(At + Aθ

v1

v0
)

]
∂f

∂v3
=
∂f

∂t
(1.53)
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Équations de Contraintes

µ2
t + µ2

θ +
e4µ

4R2
(A2

t + A2
θ) +

Rθθ

R
− τtRt

R
− τθRθ

R

= −e
−2τ+4µ

4
Γ2 − e−2τ

4
H2
t − e2(τ−µ)ρ, (1.54)

2µtµθ +
e4µ

2R2
AtAθ +

Rtθ

R
− τtRθ

R
− τθRt

R
= e2(τ−µ)J1. (1.55)

Équations d’évolution

µtt − µθθ =
µθRθ

R
− µtRt

R
+
e4µ

2R2
(A2

t − A2
θ) +

e4µ−2τ

2
Γ2

+
e4µ−2τ

2
(ρ− P1 + P2 − P3), (1.56)

Att − Aθθ =
AtRt

R
− AθRθ

R
+ 4(Aθµθ − Atµt) +R2e−2τΓHt + 2e2(τ−2µ)S23, (1.57)

τtt − τθθ = µ2
θ − µ2

t +
e4µ

4R2
(A2

t − A2
θ)−

e−2τ+4µ

4
Γ2 − 3R2

4e2τ
H2
t − e2(τ−µ)P3, (1.58)

Rtt −Rθθ = Re2(τ−µ)(ρ− P1) +
Re−2τ+4µ

2
Γ2 +

R3e−2τ

2
H2
t , (1.59)

φtt − φθθ = −φtRt

R
− 4µθH

2R2e−2τφθ − e−2(τ−µ)V ′(φ)

+ φθ

[
Rθ

R
+ 2AθH(G−R)− µθ(G+ AH)2e−2(τ−2µ)

]
. (1.60)

Équations auxiliaires

∂θ(Re
−2τ+4µΓ) = −2ReτJ2, (1.61)

∂t(Re
−2τ+4µΓ) = 2ReτS12, (1.62)

∂θ(R
3e−2τHt) +Re−2τ+4µAθΓ = −2R2eτ−2µJ3, (1.63)

∂t(R
3e−2τHt) +Re−2τ+4µAtΓ = 2R2eτ−2µS13. (1.64)

1.4.2 Équations dans la direction future

Dans cette section, nous énonçons dans un premier temps quelques lemmes afin d’écrire
par la suite les équations en coordonnées d’aires dans la direction future, pour ce fait la
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métrique est donnée par (1.15) et nous aurons besoin de faire quelques changements de
variables. En notant V le vecteur tangent à la géodésique. Nous avons :

v2 = g(V ;
∂

∂x
), (1.65)

∇V g(V ;
∂

∂x
) = g(∇V V ;

∂

∂x
) + g(

∂

∂x
;∇V V ). (1.66)

Utilisant la géodésique et les équations de KILLING.
Nous paramétrons l’hyperbolode de masse P par les coordonnées (t, θ, x, y, v1; v2, v3). La
fonction de distribution f dépend de (t, θ, x, y, v1; v2, v3). Pour simplifier les écritures, on
notera f = f(t, θ, x, y, v1; v2, v3).
Avec ces définitions, nous avons la relation sur l’hyperbolode de masse vµvµ = −1. De ce
fait, on a :

vµv
µ = −1 ⇐⇒ gµσvµvσ = −1

⇐⇒ g00(v0)2 + g11(v1)2 + g22(v2)2 + 2g23v2v3 + g33(v3)2 = −1

⇐⇒ v2
0 + g00g

11v2
1 + g00g

22v2
2 + 2g00g

23v2v3 + g00g
33v2

3 = −g00 (1.67)

or

g00g
11 = −α, g00g

22 = −αe2(τ−2µ) − αe2τA
2

t2
, g00g

23 = −αAe2τ t−2, g00g
33 = −αe2τ t−2.

Ainsi, (1.67) devient alors

(v0)2 − αv2
1 − αe2(τ−2µ)v2

2 + αA2t−2e2τv2
2 − αt−2e2τv2

3 + 2αAt−2e2τv2v3 = −g00 , (1.68)

et v = (v0, v1, v2, v3) est temporel, i.e v0 > 0. On a finalement :

v0 = −
√
αe2(τ−µ) + αv2

1 + αe2(τ−2µ)v2
2 + αt−2e2τ (v3 − Av2)2 (1.69)

Remarque 1.2. On peut constater que

(1.69) ⇔ v0 = −
√
αe2(τ−µ)

√
1 + e−2(τ−µ)v2

1 + e−2µ)v2
2 + t−2e2µ(v3 − Av2)2

⇔ −α−1/2e−(τ−µ)v0 =
√

1 + g11v2
1 + g22v2

2 + g33(v3 − Av2)2

⇒ α−1e−2(τ−µ)v2
0 = 1 + g11v2

1 + g22v2
2 + g33(v3 − Av2)2

en contractant et en utilisant le fait que v0v
0 = −1, on a finalement v0 =

√
1 + δijvivj

avec δij étant le symbole de Kronecker.
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Les vecteurs vσ, σ ∈ {0; 1; 2; 3} sont liés aux composantes pσ, en effet :

g
σζ
p
σ

p
ζ

= −1 ⇔ g00(p
0

)2 + g11(p1)2 + g22(p2)2 + g33(p3)2 + 2g12p
1p2 + 2g13p

1p3

+ 2g23p
2p3 = −1

⇔ −αe2(τ−µ)(p
0

)2 + (e2(τ−µ) + e2µ(G+ AH)2 +H2t2e−2µ)g11(p1)2

+ 2e2µ(G+ AH)p1p2 + e2µ(p2)2

+ 2(e2µA(A+GH) + e−2µt2H)p1p3 + 2Ae2µp2p3 + (A2e2µ + t2e−2µ)(p3)2 = −1

⇔ −αe2(τ−µ)(p0)2 + e2(τ−µ)(p1)2 + e2µ[(G+ AH)(p1) + p2 + Ap3 ]2

+ t2e−2µ[Hp1 + p3 ]2 = −1.

Finalement, on obtient

1 + e2(τ−µ)(p1)2 + e2µ[(G+ AH)(p1) + p2 + Ap3 ]2 + t2e−2µ[Hp1 + p3 ]2 = αe2(τ−µ)(p0)2.

Comme 1 + (v1)2 + (v2)2 + (v3)2 = (v0)2, on obtient les relations

(v0)2 = αe2(τ−µ)(p0)2, (1.70)

(v1)2 = e2(τ−µ)(p1)2, (1.71)

(v2)2 = e2µ[(G+ AH)p1 + p2 + Ap3]2, (1.72)

(v3)2 = t2e−2µ(Hp1 + p3)2. (1.73)

Nous avons par la suite :
p0

p1

p2

p3

 =


α−1/2e−τ+µ 0 0 0

0 e−τ+µ 0 0

0 −Ge−τ+µ e−µ −Ae2µt−1

0 −He−τ+µ 0 eµt−1



v0

v1

v2

v3

 . (1.74)

Le Jacobien pour le passage


p0

p1

p2

p3

 7→

v0

v1

v2

v3

 est donné par Jac(M̃) = t−1e−τ+µ.

Dans la base canonique usuelle {dt; dθ; dx; dy}, la métrique (1.15) est sous la forme :

Mi,j =


−αe2(τ−µ) 0 0 0

0 e2τ

e2µ
+ (G+AH

e−µ
)2 + (tH)2

e2µ
(G+AH)
e−2µ

A(G+AH)
e−2µ + t2H

e2µ

0 e2µ(G+ AH) e2µ Ae2µ

0 e2µA(G+ AH) + t2H
e2µ

Ae2µ t2

e2µ
+ e2µA2

 . (1.75)
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Son déterminant est |Mi,j| = −αt2e4(τ−µ) et sa matrice inverse est donnée par

M i,j =


− e−2(τ−µ)

α
0 0 0

0 e−2(τ−µ) −Ge−2(τ−µ) −He−2(τ−µ)

0 −Ge−2(τ−µ) A2

t2
e2µ + e−2µ +G2e−2(τ−µ) HGe−2(τ−µ) − A

t2
e2µ

0 −He−2(τ−µ) HGe−2(τ−µ) − A
t2
e2µ e2µ

t2
+H2e−2(τ−µ)

 .

C’est dans cette base que nous allons travailler dans cette direction.

Le tenseur impulsion-énergie

Lemme 1.6. Soient φ = φ(t, θ) une fonction régulière sur I×R où I ⊆]0,+∞[, µ, α et τ

trois fonctions régulières sur I × R, et f = f(t, θ, v1, v2, v3) une fonction régulière sur
I × S1 × R3. Les composantes non nulles du tenseur impulsion-énergie sont :

T00 = 8π

√
α

t

∫
R3

f |v0|dv1dv2dv3 +
1

2
(φ2

t + αφ2
θ) + αe2(τ−µ)V (φ), (1.76)

T01 = T10 = −8π

√
α

t

∫
R3

fv1dv1dv2dv3 + φtφθ, (1.77)

T11 = 8π

√
α

t

∫
R3

f
v2

1

|v0|
dv1dv2dv3 +

1

2α
(φ2

t + αφ2
θ)− e2(τ−µ)V (φ)

+ (e2µ(G+ AH)2 +H2t2e−2µ)(φ2
t − αφ2

θ − αe2(τ−µ)V (φ)), (1.78)

T12 = 8π

√
α

t

∫
R3

f
v1v2

|v0|
dv1dv2dv3

+
1

2α
(e−2(τ−2µ)(G+ AH)(φ2

t − αφ2
θ)− e2µ(G+ AH)V (φ), (1.79)

T13 = 8π

√
α

t

∫
R3

f
v1v3

|v0|
dv1dv2dv3 +

1

2α
(e−2(τ−2µ)A(G+ AH) + e−2τHt2)(φ2

t − αφ2
θ)

− (e2µA(G+ AH) + e−2τHt2)V (φ), (1.80)

T22 = 8π

√
α

t

∫
R3

f
v2

2

|v0|
dv1dv2dv3 +

1

2α
(φ2

t − αφ2
θ)e
−2(τ−2µ) − e2µV (φ), (1.81)

T23 = 8π

√
α

t

∫
R3

f
v2v3

|v0|
dv1dv2dv3 +

1

2α
A(φ2

t − αφ2
θ)e
−2(τ−2µ) − Ae2µV (φ), (1.82)

T33 = 8π

√
α

t

∫
R3

f
v2

3

|v0|
dv1dv2dv3

+
1

2α
(e−2τ t2 + e−2(τ−2µ)A2)(φ2

t − αφ2
θ)− (e−2µt2 + A2e2µ)V (φ). (1.83)

Thèse de Doctorat Ph.D LASSIYE TCHUANI Alex’s Constantin



1.4 Présentation des équations dans les deux directions 24

Preuve : On sait que Tζσ = T fζσ + T φζσ où T fζσ et T
φ
ζσ sont respectivement les tenseurs

impulsion en f et φ.
Par définition T fζσ =

∫
R3 fpζpσ

√
|g|dp1dp2dp3

−p0
, pour simplifier les écritures, nous posons

dp1dp2dp3 = dp et dv1dv2dv3 = dv nous avons en utilisant les relations (1.70) − (1.71) −
(1.72)−(1.73), le jacobien de passage de dp à dv est donné par t−1e−τ+µ. Ainsi, on obtient
par calcul

p0 = g00p
0 et v0 = −

√
αeτ−µv0.

D’où

T f00 =

∫
R3

fp0p0

√
|g| dp
−p0

= −
∫
R3

fp0t
√
αe2(τ−µ)dp

= αe2(τ−µ)

∫
R3

fv0dv = αe2(τ−µ)ρf , (1.84)

T f11 =

∫
R3

f(p1)2
√
|g|dp
p0

= −
∫
R3

(p1)2f
√
αte2(τ−µ) e−τ+µ

−
√
αeτ−µv0

dv

t

=

∫
R3

f
(p1)2

v0
dv or, p1 = eτ−µv1 + eµ(G+ AH)v2 +Hte−µv3

=

∫
R3

f
(eτ−µv1 + eµ(G+ AH)v2 +Hte−µv3)2

v0
dv,

T f11 = e2(τ−µ)P f
1 + e2µ(G+ AH)2P f

2 +H2t2e−2µP f
3 + 2(eτ (G+ AH)Sf12)

+ 2(eτ−2µSf13 +Ht(G+ AH)Sf23).

Par ailleurs p2 = g22p
2 + g21p

1 + g23p
3 = eµv2 , ce qui nous permet d’avoir par la suite ;

T f22 =

∫
R3

f(p2)2
√
|g| dp
−p0

=

∫
R3

f(p2)2
√
|g|e−2(τ−µ) dp

t
√
αv0

=

∫
R3

fe2µ(v2)2
√
αte2(τ−µ)dv

t
√
αv0

= e2τP f
2 . (1.85)

Également

p3 = g31p
1 + g32p

2 + g23p
3 = Aeµv2 + te−µv3 , ainsi

T f33 =

∫
R3

f(p3)2
√
|g| dp
−p0

=

∫
R3

f(p3)2dv

v0

=

∫
R3

f(Aeµv2 + te−µv3)2

v0
dv

= A2e2µP f
2 + t2e−2µP f

3 + 2AtSf23. (1.86)
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Il faut souligner que les équations relatives à la pression sont données par

ρfi =

∫
R3

fvidv.

Par ailleurs le moment et le courant des particules sont respectivement
P f
i =

∫
R3

f(vi)2

v0 dv, avec i, j ∈ {1; 2; 3} et Sfij =
∫
R3

fvivj

v0 dv.

Partant du fait que
√
|g|
−p0

dp = dv
v0

, on a

Sf23 =

∫
R3

fv2v3

v0
dv =

∫
R3

f
v2v3

√
|g|

−p0

dp

=

∫
R3

f
e−µp2(−At−1eµp2 + eµt−1p3)

√
|g|

−p0

dp. (1.87)

En utilisant (1.86) et (1.87), nous avons

P3 =
e2µ

t2
[T33 + A2T22 − 2AS23]. (1.88)

On écrit également

Sf12 =

∫
R3

fv2v1

v0
dv =

∫
R3

f
v2v1

√
|g|

−p0

dp

=

∫
R3

f
(e−τ+µp1 −Ge−τ+µp2 − e−τ+µHp3)e−µp2

√
|g|

−p0

dp

= e−τT f12 −Ge−τT
f
22 −He−τT

f
23, (1.89)

Sf13 =

∫
R3

fv3v1

v0
dv =

∫
R3

f
v3v1

√
|g|

−p0

dp

=

∫
R3

f
(e−τ+µp1 −Ge−τ+µp2 − e−τ+µHp3)(−At−1e−µp2 + t−1e−µp3)

√
|g|

−p0

dp

=
e−τ+µ

t
(−AT f12 + T f13 + AGT f22 + (AH +G)T f23 −HT

f
33). (1.90)

En utilisant (1.85)− (1.86), (1.87), (1.89) et (1.90), on obtient :

P1 = e−2(τ−µ)[T11 − 2GT12 − 2HT13 +G2T22 + 2HGT23 +H2T33]. (1.91)

Nous calculons ensuite les composantes en T φζσ.

T φζσ = ∇ζφ∇σφ−
1

2
gζσ∇ωφ∇ωφ− gζσV (φ).

Thèse de Doctorat Ph.D LASSIYE TCHUANI Alex’s Constantin



1.4 Présentation des équations dans les deux directions 26

Or ∇σφ∇σφ = gσν∇σφ∇νφ = g00(∇0φ)2 + g11(∇1φ)2

= −α−1e−2(τ−µ)φ2
t + e−2(τ−µ)φ2

θ.

Par conséquent

T φ00 = φ2
t −

1

2
g00

(
−α−1e−2(τ−µ)φ2

t + e−2(τ−µ)φ2
θ

)
− g00V (φ)

= φ2
t +

1

2
αe2(τ−µ)

(
−α−1e−2(τ−µ)φ2

t + e−2(τ−µ)φ2
θ

)
+ αe2(τ−µ)V (φ)

= φ2
t +

1

2α

[
−α(φ2

t − αφ2
θ)
]

+ αe2(τ−µ)V (φ)

=
1

2
(φ2

t + αφ2
θ) + αe2(τ−µ)V (φ).

On procède de la même façon et on obtient

T φ01 = φtφθ,

T φ11 =
1

2α

[
(φ2

t + αφ2
θ) + (e2µ(G+ AH)2 +H2t2e−2µ)(φ2

t − αφ2
θ − αe2(τ−µ)V (φ))

]
− e2(τ−µ)V (φ),

T φ12 =
1

2α
e−2(τ−2µ)(G+ AH)(φ2

t − αφ2
θ)− e2µ(G+ AH)V (φ),

T φ12 =
1

2α
(e−2(τ−2µ)A(G+ AH) + e−2τHt2)(φ2

t − αφ2
θ)− (e2µ(G+ AH) + e−2µHt2)V (φ),

T φ22 =
1

2α
(φ2

t − αφ2
θ)e
−2(τ−2µ) − e2µV (φ),

T φ23 =
1

2α
A(φ2

t − αφ2
θ)e
−2(τ−2µ) − Ae2µV (φ),

T φ33 =
1

2α
(e−2τ t2 + e−2(τ−2µ)A2)(φ2

t − αφ2
θ)− (e−2µt2 + A2e2µ)V (φ).

Ce qui achève la preuve du lemme.

Remarque 1.3. Les quantités matières ainsi que les densités sont composées de deux
parties, une en f et l’autre en φ exprimées par :

ρφ =
1

2α
(φ2

t + αφ2
θ)e
−2(τ−µ) + V (φ),

ρφ
1

=
1

2α
φtφθ,

P φ
1 =

1

2α
(φ2

t + αφ2
θ)e
−2(τ−µ) − V (φ),

P φ
2 =

1

2α
(φ2

t − αφ2
θ)e
−2(τ−µ) − V (φ) = P φ

3 .

Tout comme dans la direction passée, l’argument ayant permis d’obtenir l’équation
(1.52) reste valable dans la direction future et, en utilisant les changements (1.70) −

Thèse de Doctorat Ph.D LASSIYE TCHUANI Alex’s Constantin



1.4 Présentation des équations dans les deux directions 27

(1.71)− (1.72)− (1.73) ainsi que (1.74) dans (1.52), l’équation de Vlasov .
Nous nous référons à [S], p.19 − 20 , d’une part et utilisons le lemme 1.6 d’autre part
pour avoir les équations de contraintes.

Lemme 1.7. Le champ scalaire φ = φ(t, θ) vérifie l’équation

φtt − αφθθ =
[αθ

2
+ (2AθH(G− 1)− αµθ(G+ AH)2)αe−2(τ−2µ) − 4µθH

2t2αe−2τ
]
φθ

+

(
αt
2α
− 1

t

)
φt − αe−2(τ−2µ))V ′(φ).

Preuve : (Cf. Annexe (4.4))
Ce lemme nous permet d’avoir l’équation d’onde en φ. Nous nous référons à [T2], p20−
21, [ARW ], d’une part, calculons les parties en φ d’autre part et utilisons le lemme 1.7,

enfin pour avoir les équations d’évolution. Les travaux faits dans [S] et [ARW ] nous
permettent d’avoir les équations auxiliaires. D’où le système :

L’équation de Vlasov dans la direction future

[
−τθ − µθ +

αθ
2α

√
αv0 − (τt − µt)v1 +

√
α
e2µAθ
t

v2v3

v0
−
√
α
µθ
v0

((v3)2 − (v2)2)

]
∂f

∂v1

+

[√
αe2τ

t3
(K − AJ)(v3 − Av2) +

√
αe2τ−4µ

t
Jv2

]
∂f

∂v1

+

[
µtv

2 +
√
αµθ

v1v2

v0

]
∂f

∂v2

+
∂v0

∂v1

∂f

∂θ

+

[(
1

t
− µt

)
v3 −

√
αµθ

v1v3

v0
+ e2µv

2

t
(At +

√
αAθ

v1

v0
)

]
∂f

∂v3

=
∂f

∂t
. (1.92)

Les équations de contraintes

τt
t

= µ2
t + αµ2

θ +
e4µ

4t2
(A2

t + αA2
θ) +

αe2τ−4µ

4t2
J2 +

αe2τ (K − AJ)2

4t4

+8π

√
α

t

∫
R3

f |v0|dv1dv2dv3 +
1

2
((φt)

2 + α(φθ)
2) + αe2(τ−µ)V (φ), (1.93)

αt
α

=
−αe2τ−4µ

t
J2 − 16πα

3
2 e2(τ−µ)

∫
R3

f(1 + e−2µv2
2 + e2µt2(v3 − Av2)2)

|v0|
dv1dv2dv3

−αe
2τ

t3
(K − AJ)2 − 2αte2(τ−µ)V (φ), (1.94)

τθ
t

= 2µtµθ +
e4µ

2t2
AtAθ −

αθ
2tα
− 8π

√
α

t

∫
R3

fv1dv1dv2dv3 + φtφθ. (1.95)
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Où J et K sont données par (1.16).

Les équations d’évolution

τtt − ατθθ =
αθτθ

2
+
τtαt
2α
− α2

θ

4α
+
αθθ
2
− µ2

t + αµ2
θ +

e4µ

4t2
(A2

t − αA2
θ)−

αe2τ−4µ

4t2
J2

−3
αe2τ

4t2
(K − AJ)2 − 8π

α
3
2 e2τ

t3

∫
R3

f(v3 − Av2)2

|v0|
dv1dv2dv3

−1

2
((φt)

2 − α(φθ)
2) + αe2(τ−µ)V (φ), (1.96)

µtt − αµθθ =
−µt
t

+
αθµθ

2
+
αtµt
2α

+
e4µ

2t2
(A2

t − αA2
θ) +

αe2τ−4µ

4t2
J2

+8π
α

3
2 e2(τ−µ)

2t

∫
R3

f(1 + 2e−2µv2
2)

|v0|
dv1dv2dv3

+2αe2(τ−µ)V (φ), (1.97)

Att − αAθθ =
At
t

+
αtAt
2α

+
e4µ

2t2
(A2

t − αA2
θ)− 4(Atµt − αAθµθ) +

αe2τ−4µ

t2
J(K − AJ)

+
αθAθ

2
+ 16π

α
3
2 e2(τ−µ)

t

∫
R3

f(v2(v3 − Av2))

|v0|
dv1dv2dv3, (1.98)

φtt − αφθθ =
(αθ

2
+ [2AθH(G− 1)− µθ(G+ AH)2]αe−2(τ−2µ) − 4µθH

2t2αe−2τ
)
φθ

+

(
αt
2α
− 1

t

)
φt − αe2(τ−µ)V ′(φ). (1.99)

Les équations auxiliaires

∂θ[e
−2τα−1/2e4µΓ] = −2eτρ2 , (1.100)

∂t[e
−2τ tα−1/2e4µΓ] = 2tα1/2eτS12 , (1.101)

∂θ[e
−2τα−1/2(Ae4µΓ + t2Ht)] = −2eτAρ2 − 2teτ−2µρ3 , (1.102)

∂t[e
−2τα−1/2(Ae4µΓ + t2Ht)] = 2tα1/2eτ (AS12 + te−2µS13). (1.103)
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Où Γ est définie par (1.51). Nous notons :

S12 = −16πα

∫
R3

fv1v2

|v0|
dv1dv2dv3, (1.104)

ρ2 = 16πα

∫
R3

fv2dv1dv2dv3, (1.105)

S13 = −16πα

∫
R3

fv1v3

|v0|
dv1dv2dv3, (1.106)

ρ3 = 16πα

∫
R3

fv3dv1dv2dv3. (1.107)
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Chapitre 2

EXISTENCE LOCALE DANS LA
DIRECTION PASSÉE

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’étude de l’existence des solutions des équa-
tions lorsqu’on converge vers les singularités initiales. Nous considérons les données ini-
tiales en t = t0 > 0 et définissons :
f(t0 , θ, v) = f0(θ, v) ≡ f

◦
, φ(t0 , θ) = φ0(θ) ≡ φ

◦
, φt(t0 , θ) = φ̀(θ) et pour toute compo-

sante χ de la métrique χ(t0 , θ) = χ0(θ) ≡ χ
◦
et χt(t0, θ) = χ̀(θ).

Par ailleurs, pour toutes quantités positives A et B, on notera A . B pour dire qu’il
existe un réel strictement positif C tel que A ≤ CB.
Nous commençons par établir les estimations a priori en utilisant notamment les estima-
tions cône lumière, puis, nous allons construire les itérées, ensuite nous allons montrer que
ces itérées convergent (sont de Cauchy dans un espace de Banach) et enfin, nous allons
montrer que les limites de ces itérées sont les solutions des équations. Nous introduisons
les nouveaux champs de vecteurs suivants

∂σ :=
1√
2

(∂t + ∂θ), ∂λ :=
1√
2

(∂t − ∂θ), Fσ := ∂σF :=
1√
2

(∂tF + ∂θF )

Fλ := ∂λF :=
1√
2

(∂tF − ∂θF )

pour toute fonction F de variables t et θ.

2.1 Estimations a priori

On a dans ce chapitre et les chapitres qui suivent des inégalités portant sur une fonction
et sa dérivée. Pour faire face à ce type de problème, nous aurons besoin du résultat suivant.

Lemme 2.1 (Gx). Lemme de Gronwall
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Soient ψ, y ∈ L1([a, b],R+) deux fonctions continues et vérifiant

∃c ≥ 0, ∀t ∈ [a, b], y(t) ≤ c+

∫ b

a

ψ(s)y(s)ds

alors

∀t ∈ [a, b], y(t) ≤ c exp

(∫ b

a

ψ(s)ds

)
.

2.1.1 Estimations sur R, Rt et Rθ

Nous allons commencer par montrer que le gradient de R est temporel, ensuite, nous
allons montrer que les dérivées partielles premières de R sont bornées.

Lemme 2.2. Pour tout t ∈ (t−, t0), 0 < t− < t0 et θ ∈ S1, R(t, θ) vérifie les égalités
suivantes :

√
2∂θRσ = 2τσRσ − 2Rµ2

σ −
e4µ

2R2
A2
σ −Re2(τ−µ)(ρ− J1)

−e
−2τ+4µ

4
Γ2 − R2e−2τ

4
H2
t , (2.1)

√
2∂θRλ = −2τλRλ + 2Rµ2

λ +
e4µ

2R2
A2
λ +Re2(τ−µ)(ρ+ J1)

+
e−2τ+4µ

4
Γ2 +

R2e−2τ

4
H2
t . (2.2)

Avec Ht et Γ définis respectivement par (1.18) et (1.51).

Preuve : Nous avons ∂θRσ = 1√
2
∂θ(Rt + Rθ) = 1√

2
(Rtθ + Rθθ), et en additionnant

(1.54) et (1.55), nous avons :

(µt + µθ)
2 +

e4µ

4R2
(At + Aθ)

2 +
Rθθ +Rtθ

R
− τtRt + τtRθ

R
− τθRθ + τθRt

R

= e2(τ−µ)(J1 − ρ)− e−2τ+4µ

4
Γ2 − e−2τ

4
H2
t ,

i.e (µt + µθ)
2 +

e4µ

4R2
(At + Aθ)

2 +
Rθθ +Rtθ

R
− (τt + τθ)(Rt +Rθ)

R

= e2(τ−µ)(J1 − ρ)− e−2τ+4µ

4
Γ2 − e−2τ

4
H2
t ,

i.e Rθθ +Rtθ = (τt + τθ)(Rt +Rθ)−R(µt + µθ)
2 − e4µ

4R
(At + Aθ)

2

−Re2(τ−µ)(ρ− J1)− e−2τ+4µ

4
RΓ2 − Re−2τ

4
H2
t .
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Ainsi

∂θRσ =
1√
2

(τt + τθ)(Rt +Rθ)−
1√
2
R(µt + µθ)

2 − e4µ

4R
√

2
(At + Aθ)

2 − R√
2
e2(τ−µ)(ρ− J1)

− e−2τ+4µ

4
√

2
RΓ2 − Re−2τ

4
√

2
H2
t ,

i.e
√

2∂θRσ = 2τσRσ − 2Rµ2
σ −Re2(τ−µ)(ρ− J1)− e4µ

2R
A2
σ −R(

e−2τ+4µ

4R
Γ2 +

Re−2τ

4
H2
t ).

De même, en faisant la différence de (1.54) et (1.55), on obtient (2.2).
Ce résultat nous permet d’énoncer le lemme suivant.

Lemme 2.3. Pour tout t ∈ (t−, t0) et θ ∈ S1,∇R(t, θ) est temporel i.e g(∇R,∇R) < 0.

Preuve : Posons

h1 =
e4µ

2R
A2
σ +Rµ2

σ +R(e2(τ−µ)(ρ− J1) +
e−2τ+4µ

4
Γ2 +

R2e−2τ

4
H2
t ), (2.3)

h2 = Rµ2
λ +

e4µ

2R
A2
λ +R(e2(τ−µ)(ρ+ J1) +

e−2τ+4µ

4
Γ2 +

R2e−2τ

2
√

2
H2
t ). (2.4)

En nous référant à (1.44) et (1.45) , on a ρ ≥ |J1| (car V (φ) ≥ 0) et comme R > 0, il s’en
suit que h1 et h2 sont positives. Ainsi, d’après l’égalaité (2.1) on a :

∂θRσ =
√

2τσRσ −
√

2

2
h1, (2.5)

i.e ∂θRσ <
√

2τσRσ; (2.6)

et d’après (2.2), on a
∂θRλ = −

√
2τλRλ + h2 > −

√
2τλRλ. (2.7)

Supposons que Rσ(t1, θ1) = 0 pour un θ1 ∈ S1 et t1 ∈ (t−; t0). Alors Rσ(t1, θ1 + 2π) = 0,
à cause de la périodicité de R en θ. En utilisant l’inégalité (2.6), on a :

∂θRσ

Rσ

<
√

2τσ ⇒ [ln|Rσ|]
θ1+2π

θ1
<

∫ θ1+2π

θ1

√
2τσdθ

⇒ ln

∣∣∣∣Rσ(t, θ1 + 2π)

Rσ(t, θ1)

∣∣∣∣ < ∫ θ1+2π

θ1

√
2τσdθ

⇒ Rσ(t1, θ1 + 2π) < |Rσ(t, θ1)|exp

(∫ θ1+2π

θ1

√
2τσdθ

)

0 = Rσ(t1, θ1 + 2π) < Rσ(t1, θ1)e
√

2
∫ θ1+2π
θ1

τσ(t1,θ̃)dθ̃ = 0
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ce qui est absurde. On conclut que Rσ(t, θ) 6= 0 sur ]t1, t0[×S1. On procède de manière
similaire sur (2.7) pour conclure que Rλ 6= 0. D’où Rσ et Rλ ont chacun un signe constant.
En intégrant l’équation (2.5) entre θ0 et θ1, on a :

Rσ(t1, θ1) = Rσ(t1, θ0)e
∫ θ1
θ0

τσ(t,θ̃)dθ̃ −
∫ θ1

θ0

h1(t, θ̃)e
∫ θ
θ̃
τσ(t,s)dsdθ̃. (2.8)

Ainsi :

gαβ∂αR∂βR = g00R2
t + g11R2

θ = −e−2(τ−µ)R2
t + e−2(τ−µ)R2

θ

= −2e−2(τ−µ)RσRλ

qui est soit strictement positif, soit strictement négatif. Or la première possibilité n’est
pas envisageable car, comme R est continue et périodique suivant θ, R(t, θ) admet au
moins un extremum en un point θ1 ∈ S1 i.e ∂θR(t, θ1) = 0, et alors

(g00R2
t + g11R2

θ)(t, θ1) = g00R2
t (t, θ1) < 0 (2.9)

On conclut que gαβ∂αR∂βR est partout négative pour tout θ ∈ S1 .

Remarque 2.1. De l’inégalité (2.9), en utilisant les composantes de (1.19) et (1.20). On
en déduit que

R2
t > −g00g

11R2
θ = R2

θ i.e |Rt| > |Rθ| (2.10)

Nous allons par la suite, établir que Rt et Rθ sont bornés.

Lemme 2.4. Pour tout t ∈ (t−, t0) et θ ∈ S1, R est C1 borné.

Preuve : Par le choix de notre direction (direction passée), on suppose que Rt > 0.
L’équation d’évolution (1.59) peut encore s’écrire

2∂σRλ = 2∂λRσ = Re2(τ−µ)(ρ− P1) +
Re−2τ+4µ

2
Γ2 +

R3e−2τ

2
H2
t . (2.11)

Comme ρ > P1, alors ∂σRλ > 0

Considérons un point (t, θ) de l’hypersurface t = t0, et la courbe caractéristique s 7→
(t + s; θ − s) générée par ∂λ, ceci pour tout s > 0, en faisant un changement de variable
sur cette courbe caractéristique s′ = t+ s i.e θ− s = θ+ t− s′, on obtient alors un nouvel
paramétrage de la forme s 7→ (s, t+ θ − s). Ainsi :

d

ds
Rσ(s, θ + t− s) = (∂tRσ − ∂θRσ)(s, θ + t− s) =

√
2∂λRσ(s, θ + t− s) ≥ 0.
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Après intégration sur [t, t0] où t ∈ (t−, t0], nous avons

Rσ(t, θ) ≤ Rσ(t0, θ + t− t0). (2.12)

De même, nous avons
Rλ(t, θ) ≤ Rλ(t0, θ − t+ t0). (2.13)

(2.12) et (2.13) nous permettent d’avoir

Rσ(t̂, θ̂) ≤ sup
θ∈S1

Rσ(t0, θ) et Rλ(t̂, θ̂) ≤ sup
θ∈S1

Rλ(t0, θ)

pour tout t̂ ≤ t0 et pour tout θ̂. Et comme,
√

2Rt = Rσ +Rλ, nous avons par conséquent :
√

2Rt(t, θ) ≤ Rσ(t0, θ + t− t0) +Rλ(t0, θ − t+ t0) ≤ sup
θ∈S1

(Rσ +Rλ)(t0, θ),

ce qui nous permet de conclure que Rt est borné dans la direction passée. On en déduit
de (2.10) que Rθ est aussi borné dans la direction passée. On conclut que R est C1 borné.

2.1.2 Estimations sur µ, A, τ et φ ainsi que leurs dérivées de
premier ordre

Nous voulons dans ce paragraphe borner At, µt, µθ, Aθ, φt et φθ dans la direction
passée. Pour le faire, nous allons procéder par l’estimation cône-lumière .
Nous nous référons à ([A]) et[BCIM ]) pour donner une idée sur la construction de la carte
relative à ces types d’équations d’évolution. On considère une base de variété Lorentzienne
(N , ν) où N est une variété de dimension 2 correspondant au développement passé des
coordonnées conformes de (h, k, f

◦
, φ
◦
) ayant pour métrique :

ν := −dt2 + dθ2

et on considère une famille de variétés (R2, d(t,θ)) et (R2, d̃(t,θ)) avec :

d(t,θ) = R(t, θ)dµ2 +
e4µ

4R(t, θ)
dA2, d̃(t,θ) = R(t, θ)dφ2 +

e4µ

4R(t, θ)
dA2

et nous définissons les cartes :

Ψ : N → R2 Ψ̃ : N → R2

(t, θ) 7→ Ψ(t, θ) = (µ(t, θ), A(t, θ)); (t, θ) 7→ Ψ̃(t, θ) = (φ(t, θ), A(t, θ)).
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Utilisant les produits scalaires relatifs aux vecteurs tangents de ces cartes, nous avons par
exemple :

< Ψt,Ψθ > = dabΨ
a
tΨ

b
θ = Rµtµθ +

e4µ

4R(t, θ)
AtAθ,

< Ψ̃t, Ψ̃θ > = dabΨ̃
a
t Ψ̃

b
θ = Rφtφθ +

e4µ

4R(t, θ)
AtAθ.

La dérivée covariante compatible avec ν est notée D et l’action de D est exprimée comme
suit :

DαΨa
γ = ∂αΨa

γ + ΓabcΨ
b
γΨ

c
α − ΓκαγΨ

a
κ,

et
DαΨ̃a

γ = ∂αΨ̃a
γ + ΓabcΨ̃

b
γΨ̃

c
α − ΓκαγΨ̃

a
κ,

avec

Γµµµ = 0, ΓµµA = 0, ΓφAA = ΓµAA = − e4µ

2R2
, Γµµφ = 0

ΓAAA = 0, Γφφφ = 0, ΓAµA = 2, ΓAµµ = 0, Γφφµ = 2.

D étant compatible avec ν et non avec d(t,θ) et d̃(t,θ), nous avons :

Dγd(ab) = Rγ(δ
µ
aδ

µ
b −

e4µ

4R2
δAa δ

A
b ), Dγ d̃(ab) = Rγ(δ

φ
aδ

φ
b −

e4µ

4R2
δAa δ

A
b ).

L’opérateur d’onde est défini par� := ναγDαDγ et les équations d’évolution pour A, φ et µ
prennent la forme :

�µ =
µtRt

R
− µθRθ

R
+

1

2
e2(τ−µ)(ρ− P1 + P2 − P3) +

e−2τ+4µ

2
Γ2, (2.14)

�A = −AtRt

R
+
AθRθ

R
+ 2Re2(τ−2µ)S23 +R2e−2τΓHt, (2.15)

�φ = −φtRt

R
− 4µθH

2R2e−2τφθ − e−2(τ−µ)V ′(φ)

+ φθ

[
Rθ

R
+ 2AθH(G−R)− µθ(G+ AH)2e−2(τ−2µ)

]
. (2.16)

A présent, nous définissons le "tenseur impulsion-énergie" pour les cartes Ψ et Ψ̃,

T̃αγ = < Ψα + Ψ̃α,Ψγ + Ψ̃γ > −
1

2
ναγν

δβ(< Ψδ,Ψβ > − < Ψ̃δ, Ψ̃β >)

=
e4µ

4R2
AαAγ +

1

2
ναγ[R(µ2

t − µ2
θ) +

e4µ

4R2
(A2

t − A2
θ) +R(φ2

t − φ2
θ)]

+ Rµαµγ +Rφαφγ + δtαδ
t
γφ

2. (2.17)
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Nous trouvons alors que X = T̃tt et Y = T̃tθ, avec νtt = −1, νtθ = 0, δtα étant le symbole
de Kronecker. Les fonctions impliquées dans l’argument du cône-lumière sont des fonctions
quadratiques constituées des dérivées premières de µ, φ et A définies par :

X =
1

2
R(µ2

t + µ2
θ) +

e4µ

8R
(A2

t + A2
θ) +

1

2

[
R(φ2

t + φ2
θ) + φ2

]
, (2.18)

Y = Rµtµθ +
e4µ

4R
AtAθ +Rφtφθ. (2.19)

En utilisant les équations d’évolution (1.56) et (1.57) nous avons :

∂λ(X + Y ) = −1

2
Rσ

(
µ2
t − µ2

θ +
e4µ

4R2
(−A2

t + A2
θ) + φ2

t − φ2
θ

)
− Re2(τ−µ)φσV

′(φ) +
R

2
µσ
(
e−2τ+4µΓ2 + e2(τ−µ)(ρ− P1 + P2 − P3)

)
+

e4µ

2R
Aσ(R2e2(µ−τ)ΓHt + 2Re2(τ−µ)S23) + φφλ, (2.20)

et

∂σ(X − Y ) = −1

2
Rλ

(
µ2
t − µ2

θ +
e4µ

4R2
(−A2

t + A2
θ) + φ2

t − φ2
θ

)
− Re2(τ−µ)φλV

′(φ) +
R

2
µλ
(
e−2τ+4µΓ2 + e2(τ−µ)(ρ− P1 + P2 − P3)

)
+

e4µ

2R
Aλ(R

2e2(µ−τ)ΓHt + 2Re2(τ−µ)S23) + φφσ. (2.21)

En intégrant ces équations sur les courbes caractéristiques respectives t 7→ (t, θ − t0 +

t) et t 7→ (t, θ + t0 − t), partant d’un point (t1, θ) vers l’hypersurface t = t0 nous avons
après addition :

X(t1, θ) =
1

2
(X + Y )(t0, θ − (t0 − t1)) +

1

2
(X − Y )(t0, θ + t0 − t1)

− 1

2

∫ t0

t1

[χ1(s, θ − (s− t1)) + χ2(s, θ + s− t1)]ds

− 1

2

∫ t0

t1

[(µσζ1)(t0, θ − (t0 − t1)) + (µλζ1)(t0, θ + t0 − t1)]ds

− 1

2

∫ t0

t1

[(
e4µ

2R
Aσζ2)(t0, θ − (t0 − t1)) + (

e4µ

2R
Aλζ2)(t0, θ + t0 − t1)]ds; (2.22)

Thèse de Doctorat Ph.D LASSIYE TCHUANI Alex’s Constantin



2.1 Estimations a priori 37

où

χ1 = −1

2
Rσ

(
µ2
t − µ2

θ +
e4µ

4R2
(−A2

t + A2
θ) + φ2

t − φ2
θ

)
− Rt√

2
φ2
t +

Rθ√
2
φ2
θ + φφλ −Rφσe2(τ−µ)V ′(φ), (2.23)

χ2 = −1

2
Rλ

(
µ2
t − µ2

θ +
e4µ

4R2
(−A2

t + A2
θ) + φ2

t − φ2
θ

)
− Rt√

2
φ2
t +

Rθ√
2
φ2
θ + φφσ −Rφλe2(τ−µ)V ′(φ), (2.24)

ζ1 =
R

2

(
e−2τ+4µΓ2 + e2(τ−µ)(ρ− P1 + P2 − P3)

)
, (2.25)

ζ2 = R2e2(µ−τ)ΓHt + 2Re2(τ−µ)S23. (2.26)

Partant du fait que V (φ) > 0, (Cf.[Ri]) et vu (1.44), (1.47), (1.48), (1.49) et (1.50), on
a :

ρ− P1 − P2 − P3 =

∫
R3

1

v0
((v0)2 − (v1)2 − (v2)2 − (v3)2)fdv

+ 4V (φ)− e−2(τ−µ)(φ2
t − φ2

θ)

=

∫
R3

f

v0
dv + 4V (φ)− e−2(τ−µ)(φ2

t − φ2
θ).

i.e
P1 + P2 + P3 ≤ ρ+ e−2(τ−µ)(φ2

t − φ2
θ)− 4V (φ) ≤ ρ+ e−2(τ−µ)φ2

t ,

et
P2 + P3 ≤ ρ− P1 + e−2(τ−µ)(φ2

t − φ2
θ)− 4V (φ).

Par ailleurs

2|S23| = 2

∫
R3

|v2v3|
v0

f(t, θ, v)dv ≤
∫
R3

(v2)2 + (v3)2

v0
f(t, θ, v)dv

≤ P2 + P3 − e−2(τ−µ)(φ2
t − φ2

θ) + 2V (φ)

≤ ρ− P1 − 2V (φ) ≤ ρ− P1.

Par conséquent :

|ζ2| ≤ Re2(τ−µ)|S23|+R2e2(µ−τ)|ΓHt| ≤ Re2(τ−µ)|S23|+
1

2
R2e−2τ (e4µΓ2 +H2

t )

≤ 1

2
Re2(τ−µ)|ρ− P1|+

1

2
R2e−2τ (e4µΓ2 +H2

t ).

(2.27)
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De plus

ρ− P1 − P2 + P3 =

∫
R3

f

v0

[
1 + (v1)2 + (v2)2 + (v3)2 − (v1)2 − (v2)2 + (v3)2

]
dv + 2V (φ)

=

∫
R3

f

v0

[
1 + 2(v3)2

]
dv + 2V (φ) ≥ 0.

Par la suite, on a
P2 − P3 ≤ ρ− P1.

On en déduit alors que :

0 ≤ ρ− P1 + P2 − P3 ≤ 2(ρ− P1)

et
ζ1 ≤

R

2
[2e2(τ−µ)(ρ− P1) + e−2τ+4µΓ2]. (2.28)

D’autre part, comme

ρ− P1 =

∫
R3

f

v0

[
1 + (v2)2 + (v3)2

]
dv + 2V (φ) ≥

∫
R3

f

v0
(v2)2dv

et e2(τ−µ)P2 =
∫
R3

e2(τ−µ)(v2)2

v0 dv + 1
2
(φ2

t − φ2
θ)− e2(τ−µ)V (φ), on a

e2(τ−µ)P2 ≤
∫
R3

e2(τ−µ)(v2)2

v0
dv +

1

2
φ2
t ≤ e2(τ−µ)(ρ− P1) +

1

2
φ2
t . (2.29)

Pour tout t ∈ (t−, t0), l’équation (2.11) nous permet d’avoir :

Rσ(t0, θ + t0 − t)−Rσ(t, θ) =
1

2

∫ t0

t

[Re2(τ−µ)(ρ− P1) +
Re−2τ

2
(e4µΓ2 +R2H2

t )](s, θ + t0 − s)ds

(2.30)

Rλ(t0, θ − t0 + t)−Rλ(t, θ) =
1

2

∫ t0

t

[Re2(τ−µ)(ρ− P1) +
Re−2τ

2
(e4µΓ2 +R2H2

t )](s, θ − t0 + s)ds

(2.31)

Il s’en suit de la section précédente au vu de l’inégalité (2.1.1) que les quantités des
membres de la droite des égalités (2.30) et (2.31) sont uniformément bornées. Par consé-
quent, sur (t−, t0) au vu des inégalités (2.27) et (2.28), on peut conclure que∫ t0

t

ζ1(s, θ ± (t0 − s))ds et

∫ t0

t

|ζ2|(s, θ ± (t0 − s))ds (2.32)
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sont uniformément bornés.
La relation (2.18) nous permet d’avoir les six inégalités suivantes.

|µσ| =
√

1

2
(µt + µθ)2 ≤

√
µ2
t + µ2

θ ≤
√

2X

R
, |µλ| ≤

√
2X

R
,

e2µ

2R
|Aλ| =

e2µ

2R

√
1

2
(At − Aθ)2 ≤ e2µ

2R

√
A2
t + A2

θ ≤
√

2X

R
et
e4µ

2R
|Aσ| ≤

√
2X

R
,

∫ t0

t1

(Rφ2
σ + φ2)e2(τ−µ)(ρ− P1)(s, θ + s− t)ds ≤ C sup

t∈[t1,t0]

X(t, θ), (2.33)∫ t0

t1

(Rφ2
λ + φ2)e2(τ−µ)(ρ− P1)(s, θ − s+ t)ds ≤ C sup

t∈[t1,t0]

X(t, θ). (2.34)

Et aussi comme R est C1 borné, d’après (2.32), nous avons respectivement :∫ t0

t1

(µσζ1)(s, θ + s− t)ds ≤
∫ t0

t1

√
2X

R
ζ1(s, θ + s− t)ds

≤ sup
t∈[t1,t0]

√
X(t, θ), (2.35)∫ t0

t1

(µλζ1)(s, θ − s+ t)ds ≤
∫ t0

t1

√
2X

R
ζ1(s, θ − s+ t)ds

≤ sup
t∈[t1,t0]

√
X(t, θ), (2.36)∫ t0

t1

(
e4µ

2R
|Aσζ2|)(s, θ + s− t)ds ≤

∫ t0

t1

√
2X

R
|ζ2|(s, θ + s− t)ds

≤ C sup
t∈[t1,t0]

√
X(t, θ), (2.37)∫ t0

t1

(
e4µ

2R
|Aλζ2|)(s, θ − s+ t)ds ≤

∫ t0

t1

√
2X

R
|ζ2|(s, θ − s+ t)ds

≤ C sup
t∈[t1,t0]

√
X(t, θ). (2.38)

Les inégalités de (2.33) à (2.34) nous permettent d’avoir :∫ t0

t1

χ1(s, θ + s− t)ds ≤ C

∫ t0

t1

X(s, θ)ds, (2.39)∫ t0

t1

χ2(s, θ − s+ t)ds ≤ C

∫ t0

t1

X(s, θ)ds. (2.40)

L’égalité (2.22) nous permet d’avoir

sup
θ∈S1

X(t1, θ) ≤ C sup
(θ,t)∈S1×[t−,t0]

X(t, θ) + C

∫ t0

t1

sup
θ∈S1

X(s, θ)ds. (2.41)
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Pour la suite, nous nous inspirons de la deuxième étape de [A]. L’idée c’est de considérer
un sous-intervalle [ε1; ε0] ⊂ [t1; t0] pour lequel sup

θ∈S1

X(s, θ) est croissante lorsque s → ε1,

et chercher une borne supérieure de X dans cet intervalle, on a alors :

sup
[ε1;ε0]×S1

X(., .) ≤ sup
S1

X(ε1, .).

On applique le lemme de Growvall sur [ε1; ε0] et on déduit la borne supérieure de sup
S1

X(ε1, .)

dû au fait que R demeure borné. On réitère le même procédé, et on conclut que sup
S1

X

est uniformément borné sur [t−, t0].

X borné⇒ R, µt, µθ, µ, At, Aθ, φt, φθ, et φ (2.42)

sont bornées. On en déduit queA est borné. Pour borner τ ainsi que ses dérivées premières,
nous utilisons une approche similaire, l’équation (1.58) nous permet d’avoir les équations
équivalentes ci-dessous

2∂λτσ = µ2
θ − µ2

t +
e4µ

4R2
(A2

t − A2
θ)−

e−2τ+4µ

4
Γ2 − 3R2e−2τ

4
H2
t − e2(τ−µ)P3, (2.43)

2∂στλ = µ2
θ − µ2

t +
e4µ

4R2
(A2

t − A2
θ)−

e−2τ+4µ

4
Γ2 − 3R2e−2τ

4
H2
t − e2(τ−µ)P3. (2.44)

On intègre (2.43) et (2.44) le long des courbes caractéristiques t 7→ θ± (t0 − t), on utilise
le fait que A, φ, µ sont C1 bornés, pour en déduire que τλ et τσ sont bornés. Comme
τt = 1√

2
(τσ + τλ) et τθ = 1√

2
(τσ − τλ), on peut donc conclure que τ est C1 borné.

2.1.3 Estimation des quantités de torsion

Dans cette section, il est question de contrôler le tenseur impulsion-énergie. Le fait
de borner le support de f est une étape significative dans cette tâche. Nous procédons
comme [ARW ], [W ]. Posons

Q(t) := sup{|v| : ∃(s, θ) ∈ [t−, t0]× S1 tel que f(s, θ, v) 6= 0, t− < t ≤ t0 } (2.45)

Une solution de l’équation de Vlasov (1.53) est donnée par :

f(t, θ, v) = f0(Θ(t0, t, θ, v), V (t0, t, θ, v)) := f
◦
(Θ(t0, t, θ, v), V (t0, t, θ, v)), (2.46)

où V = (V 1, V 2, V 3).
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Remarque 2.2. La relation (2.46) nous permet d’avoir ‖f‖∞ ≤ ‖f
◦‖∞.

Lemme 2.5. Les quantités de torsion H et G sont C1, et les quantités matières sont
bornées sur [t−, t0]× S1.

Preuve : En effet, Θ et V = (V 1, V 2, V 3) sont les solutions du système caractéristique
suivant 

dΘ

ds
=
V 1

V 0
, (2.47)

dV 1

ds
= −(τθ − µθ)V 0 − (τs − µs)V 1 + µθ

(V 2)2

V 0
− (µθ −

Rθ

R
)
(V 3)2

V 0

+
Aθ
R
e2µV

2V 3

V 0
− e−τ (e2τΓV 2 +RHsV

3), (2.48)

dV 2

ds
= −µsV 2 − µθ

V 1V 2

V 0
, (2.49)

dV 3

ds
= −

(
Rs

R
− µt

)
V 3 +

(
µθ −

Rθ

R

)
V 1V 3

V 0
− e2µV 2

R
(As + Aθ

V 1

V 0
), (2.50)

système caractéristique associé à l’équation de Vlasov (1.53) avec Θ(t, t, x, v) = θ et
V (t, t, x, v) = v.
Nous définissons également Qj, j ∈ {1, 2, 3} par

Qj(t) := sup{|vj| : ∃(s, θ) ∈ [t−, t0]× S1 tel que f(s, θ, vk) 6= 0, k 6= j, t− < t ≤ t0 }.
(2.51)

Si Q(t) définie par (2.45) peut être contrôlé, nous obtiendrons directement, partant des
équations (1.44) et (1.50), les estimations des quantités de torsion ρ, Jk, Pk et Sjk, j, k ∈
{1, 2, 3} j 6= k. Par ailleurs

dV 2

V 2
= (−µs −

V 1

V 0
µθ)ds. (2.52)

En intégrant cette égalité (2.52) sur [t−; t], nous avons :

V 2(t) ≤ |V 2(t−)| exp

(∫ t

t−

∣∣∣∣µs +
V 1

V 0
µθ

∣∣∣∣ ds) . (2.53)

Nous utilisons l’égalité (2.50) et l’inégalité (2.53) puis appliquons le lemme de Gronwall
pour le contrôle de V 3

V 3(t) ≤ C(t)exp

(∫ t

t−

∣∣∣∣Rs

R
− µs +

(
−µθ +

Rθ

R

)
V 1

V 0

∣∣∣∣ ds) (2.54)

où C(t) = sup
θ∈S1

∣∣∣ e2µV 2

R
(At + Aθ

V 1

V 0 )
∣∣∣ (t, θ). |V 1

V 0 |, |µt| |µθ| sont bornés, on peut donc en

déduire en utilisant les équations relatives à dV 2/ds et dV 3/ds que eµV 2, AeµV 2+Re−µV 3
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sont bornés. Ceci nous permet de conclure que V 2 et V 3 sont bornés, par conséquent
Q2 et Q3 sont aussi bornés. Pour borner Q, il suffit de borner Q1. Comme Q2 et Q3 sont
bornés, nous utilisons l’équation (1.50) pour estimer |S12| et |S13| à l’aide de Q1. Utilisant
le fait que R est borné par rapport à sa donnée sur l’hypersurface initiale, et du fait
que Γ et Ht sont les invariantes de l’équation caractéristique, alors dV 1/ds est borné par
C(t)Q1(t), où C(t) est une fonction de t et de τ, µ, A ainsi que leurs dérivées premières
qui sont toutes bornées sur [t−, t0). Nous obtenons de l’équation caractéristique relative à
V 1, l’équation différentielle (2.48) et on a :

|V 1(t)| ≤ |V 1(t0)|+ C(t)

∫ t0

t

[Q1(s) + sup
θ

Γ(s, θ) + sup
θ
Ht(s, θ)]ds.

Ainsi, nous avons

|V 1(t)| ≤ |Q1(t0)|+ C(t)

∫ t0

t

[Q1(s) + sup
θ

Γ(s, θ) + sup
θ
Ht(s, θ)]ds, t < t0,

i.e Q1(t) ≤ |Q1(t0)|+ C(t)

∫ t0

t

[Q1(s) + sup
θ

Γ(s, θ) + sup
θ
Ht(s, θ)]ds, t < t0. (2.55)

En utilisant les équations auxiliaires (1.61) et (1.62), on a :

∂λ(Re
−2τ+4µΓ) =

√
2Reτ (S12 − J2), (2.56)

∂σ(Re−2τ+4µΓ) =
√

2Reτ (S12 + J2). (2.57)

En intégrant (2.56)− (2.57) sur la courbe caractéristique t 7→ (t, θ ± (t0 − t1)), on a :

sup
θ

Γ(t, θ) ≤ Γ(t0, θ) + C

∫ t0

t

[1 +Q1(s)]ds, t− ≤ t1 < t < t0. (2.58)

De manière analogue, en utilisant la remarque (2.2) et le système (2.47) − (2.50), on
obtient

sup
θ
Ht(t, θ) ≤ |Ht|(t0, θ) +C

∫ t0

t

[1 +Q1(s) + sup
θ
|Γ|(s, θ)]ds, t− ≤ t1 < t < t0, (2.59)

en additionnant (2.55), (2.58) et (2.59) puis, en appliquant le lemme de Gronwall, on a
le contrôle de Ht, Γ, et Q1(t) par une quantité dépendant de Q1(t0). Comme la fonction
de distribution sur la surface initiale f ◦ est à support compact, il s’en suit que Q1(t0) est
borné par une constante positive. Ht, Γ étant bornées, on a H et G bornées. De plus,
|V k| ≤ V 0, k = 1, 2, 3 et V 0 dépend des V k. Nous avons ρ borné ainsi que toutes autres
quantités matières. Et en utilisant l’équation auxiliaire (1.61), comme toutes les quantités
matières sont bornées, on en déduit que Hθ et Gθ sont bornés.
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2.2 Les itérées dans la direction passée

Dans cette partie et dans la suite, nous considérons que dans la direction passée t ∈
]t−; t0), t0 > t− > 0. Pour toute fonction

h(t, θ) ≡ h, ht ≡ ḣ, hθ ≡ h′

2.2.1 Construction des itérées dans la direction passée

Pour écrire nos itérées dans cette direction, nous commençons par poser

Fσ := ∂σF :=
1√
2

(∂tF + ∂θF ) := F̂ ,

Fλ := ∂λF :=
1√
2

(∂tF − ∂θF ) := F̌ .

Pour toute composante de la métrique χ, φ et f , on définit les suites (χn)n∈N, (φn)n∈N, (fn)n∈N

de premier terme

χ0(t, θ) ≡ χ
◦
(θ), φ0(t, θ) ≡ φ

◦
(θ), f0(t, θ) ≡ f

◦
(θ),

qui sont les données initiales et pour tout entier n ≥ 1

χn(t0, θ) ≡ χ
◦
(θ), φn(t0, θ) ≡ φ

◦
(θ), fn(t0, θ) ≡ f

◦
(θ)

Nous réécrivons le système (2.47) − (2.50) en remplaçant R, τ, µ, A, α′, τ ′, µ′, A′

respectivement par Rn−1, τn−1, µn−1, An−1, αn−1, τn−1, µn−1
, An−1. Posons

Ξn−1 =

[
V 1

V 0
; Ξ1

n; Ξ2
n; Ξ3

n

]
où

Ξ1
n−1 = −(τn−1 − µn−1

)V 0 − (τ̆n−1 − µ̆n−1)V 1 − e−τn−1(e2µn−1Γn−1V
2 +Rn−1H̆n−1V

3)

−
e2µn−1An−1

Rn−1

V 2V 3

V 0
− (µ

n−1
−
Rn−1

Rn−1

)
(V 3)2 − (V 2)2

V 0
,

Ξ2
n−1 = −µ̆n−1V

2 − µ
n−1

V 1V 2

V 0
,

Ξ3
n−1 = −

(
R̆n−1

Rn−1

− µ̆n−1

)
V 3 + (µ

n−1
−
Rn−1

Rn−1

)
V 1V 3

V 0
− e2µn−1

Rn−1

(
Ăn−1 + An−1

V 1

V 0

)
V 2,

et définissons par (Θn;Vn)(s, t, θ, V 1, V 2, V 3) avec (t ≤ t0) la solution du système carac-
téristique

d

ds
((Θ, V )n) = Ξn−1(s, t,Θ, V ), (2.60)
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avec pour données initiales (Θn, Vn)(t0, t0, θ, V
1, V 2, V 3) = (θ, v). Nous définissons fn(t, θ, V 1, V 2, V 3)

par
fn(t, θ, V 1, V 2, V 3) = f

◦
((Θn, Vn)(t0 , θ, V

1, V 2, V 3)), (2.61)

où fn est la solution de l’équation[
(τn−1 − µn−1

)v0 + (τ̆n−1 − µ̆n−1)v1 + µ
n−1

(v2)2

v0
+ (µ

n−1
−
Rn−1

Rn−1

)
(v3)2

v0
−
An−1

Rn−1

e2µn−1
v2v3

v0

]
∂fn
∂v1

+
[
e−τn−1(e2τn−1Γn−1v

2 +Rn−1H̆n−1v
3)
] ∂fn
∂v1

+

[
µ̆n−1v

2 + µ
n−1

v1v2

v0

]
∂fn
∂v2
− ∂fn

∂t

+

[(
R̆n−1

Rn−1

− µ̆n−1

)
v3 +

(
µ
n−1
−
Rn−1

Rn−1

)
v1v3

v0
+
e2µn−1v2

Rn−1

(Ăn−1 + An−1

v1

v0
)

]
∂fn
∂v3

=
v1

v0

∂fn
∂θ

.

Nous utilisons les équations (2.1)− (2.2) du lemme 2.2 :

∂θR̂n = τ̂n−1R̂n−1 −Rn−1µ̂
2
n−1 −

e4µn−1

4R2
n−1

Â2
n−1

− Rn−1e
2(τn−1−µn−1)(ρn − Jn,1)

−e
−2τn−1+4µn−1

4
Γ2
n−1 −

R2
n−1e

−2τn−1

4
H̆2
n−1, (2.62)

∂θŘn = −τ̌n−1Řn−1 +Rn−1µ̌
2
n−1 +

e4µn−1

4R2
n−1

Ǎ2
n−1 +Rn−1e

2(τn−1−µn−1)(ρn + Jn,1)

+
e−2τn−1+4µn−1

4
Γ2
n−1 +

R2
n−1e

−2τn−1

4
H̆2
n−1. (2.63)

Nous définissons à présent ρn , ρk,n , Pk,n , k ∈ {1; 2; 3} qui s’expriment comme ρ, ρ
k
, Pk,

en remplaçant f, R, φ̇, φ′, Ȧ, µ, τ, µ̇, τ̇ dans leurs expressions respectivement par
fn , Rn−1 , φ̆n−1 , φ

n−1
, Ăn−1 , µn−1 , τn−1 , µ̆n−1 , τ̆n−1 .

On définit également Xn et Yn en nous inspirant des relations (2.18)− (2.19) par :

Xn =
1

2
Rn(µ̆2

n + µ2

n
) +

e4µn

8Rn

(Ă2
n + A2

n) +
1

2

[
Rn(φ̆2

n + φ2

n
) + φ2

n

]
, (2.64)

Yn = Rnµ̆nµn +
e4µn

4Rn

ĂnAn +Rnφ̆nφn. (2.65)

On pose Zn = Xn + Yn, et Z̃n = Xn − Yn, on a alors

Zn = Rnµ̂
2
n +

e4µn

4Rn

Â2
n +Rnφ̂

2
n +

1

2
φ2
n, (2.66)

Z̃n = Rnµ̌
2
n +

e4µn

4Rn

Ǎ2
n +Rnφ̌

2
n +

1

2
φ2
n. (2.67)
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Nous définissons également

hn, h̃n, χn, χ̃n, ζn , ζ̃n ,
ˆ̃Zn et Žn (2.68)

comme dans les relations
(2.3), (2.4), (2.23), (2.24), (2.25), (2.26), (2.21) et (2.20) en remplaçant respectivement
h1, h2, χ1, χ2, ζ1 , ζ2 , ∂σZ et ∂λZ̃ ainsi queR, φ̇, φ′, Ȧ, A′, µ, τ, µ̇, τ̇ , µ′, τ ′, ρ, P

k
, (k ∈

{1; 2; 3}) dans leurs expressions respectivement par hn, h̃n, χn, χ̃n, ζn , ζ̃n ,
ˆ̃Zn, Žn,

Rn−1 , φ̆n−1 , φ
n−1
, Ăn−1 , An−1

, µn−1 , τn−1 , µ̆n−1 , τ̆n−1 , µ
n−1
, τ

n−1
, ρn , Pk,n , (k ∈ {1; 2; 3}).

(2.64)− (2.65)− (2.66)− (2.67) nous permettent d’avoir

∂λZn := Žn = χn−1 + µ̌n−1ζn−1 +
e4µn−1

2Rn−1

Ǎn−1 ζ̃n−1 , (2.69)

∂σZ̃n := Ẑn = χ̃n−1 + µ̂n−1ζn−1 +
e4µn−1

2Rn−1

Ân−1 ζ̃n−1 . (2.70)

Les équations auxiliaires (1.61)− (1.62)− (1.63)− (1.64) nous permettent d’écrire

∂λ(Rne
−2τn+4µnΓn) = −

√
2Rn−1e

τn−1 (J2,n − S12,n), (2.71)

∂σ(Rne
−2τn+4µnΓn) = −

√
2Rn−1e

τn−1(J2,n + S12,n), (2.72)

∂λ(R
3
ne
−2τnḢn) + ∂λAn ×Rne

−2τn+4µnΓn = −
√

2R2
n−1
eτn−1−2µn−1(J3,n − S13,n),(2.73)

∂σ(R3
ne
−2τnḢn) + ∂σAn ×Rne

−2τn+4µnΓn = −
√

2R2
n−1
eτn−1−2µn−1(J3,n + S13,n).(2.74)

Après avoir écrit nos itérées, nous énonçons les lemmes suivants

Lemme 2.6. Pour tout entier naturel n non nul Rn est de classe C1 et bornée sur
(t; θ) ∈ [t−; t0[×S1 .

Preuve : Nous utilisons les nouvelles définitions (2.68) et la relation (2.8) pour avoir

R̂n(t1, θ1) = R̂n(t1, θ0)e
∫ θ1
θ0

τ̂n(t,ϑ)dϑ −
∫ θ1

θ0

hn(t, ϑ)e
∫ θ
ϑ τ̂n−1 (t,s)dsdϑ. (2.75)

Par la suite, au vu de (2.1.1) , considérons les solutions d’équation d’Einstein Vlasov
Champ scalaire en symétrie T 2 et l’existence d’un intervalle [t−; t0[ où t0 > 0 : Soit
(t; θ) ∈ [t−; t0[×S1. Alors

√
2R̆n(t, θ) ≤ sup

θ∈S1

(R̂n−1 + Řn−1)(t0, θ).

De manière analogue on borne Rn exactement en remplaçant R′ par Rn dans (2.10).
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Lemme 2.7. Soit n un entier naturel non nul, alors φn, µn et An sont C1− bornés sur
[t−; t0[×S1.

Preuve : Nous procédons de manière similaire aux relations (2.27), (2.28) et (2.29),
pour établir

ζn ≤
Rn−1

2
[2e2(τn−1−µn−1 )(ρn − P1;n) + e−2τn−1+4µn−1 Γ2

n−1
], (2.76)

|ζ̃n| ≤ Rn−1e
2(τn−1−µn−1 )|S23,n−1|+R2

n−1
e2(µn−1−τn−1 )|Γn−1Ḣn−1 |

≤ Rn−1e
2(τn−1−µn−1 )|S23,n−1|+

1

2
R2

n−1e
−2τn−1 (e4µn−1 Γ2

n−1
+ Ḣ2

n−1
), (2.77)

e2(τn−µn)P2;n ≤
∫
R3

fn
e2(τn−1−µn−1 )(v2)2

v0
dv +

1

2
φ̇2
n−1
≤ e2(τn−1−µn−1 )(ρn − P1;n) +

1

2
φ̇2
n−1
.

(2.78)
Au vu de (2.33), (2.34) ainsi que (2.66) et (2.67), il existe une constante C > 0 tel que :∫ t0

t

φ̂ne
2(τn−µn)∂V (φ)

∂φ
ds ≤ C sup

t∈[t1,t0]

Xn(t, θ), , (2.79)∫ t0

t

φ̌e2(τn−µn)∂V (φ)

∂φ
ds ≤ C sup

t∈[t1,t0]

Xn(t, θ). (2.80)

Par la suite, comme Rn est C1− borné et au vu des notations (2.68) ainsi que les relations
(2.35), (2.36), (2.37), (2.38) nous avons respectivement :∫ t0

t1

(µ̂nζn)(s, θ + s− t)ds ≤ sup
t∈[t1,t0]

√
Xn(t, θ), (2.81)∫ t0

t1

(µ̌nζn)(s, θ − s+ t)ds ≤ sup
t∈[t1,t0]

√
Xn(t, θ), (2.82)∫ t0

t1

(
e4µn

2Rn

|Ânζ̃n|)(s, θ + s− t)ds ≤ C sup
t∈[t1,t0]

√
Xn(t, θ), (2.83)∫ t0

t1

(
e4µn

2Rn

|Ǎnζ̃n|)(s, θ − s+ t)ds ≤ C sup
t∈[t1,t0]

√
Xn(t, θ), (2.84)

avec t− ≤ t1 ≤ t0.
Les inégalités (2.79) et (2.80), ainsi que les notations (2.68), (2.66) et (2.67) nous per-
mettent d’avoir ∫ t0

t1

χn(s, θ + s− t)ds ≤ C

∫ t0

t1

Xn(s, θ)ds, (2.85)∫ t0

t1

χ̃n(s, θ − s+ t)ds ≤ C

∫ t0

t1

Xn(s, θ)ds. (2.86)
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En procédant comme pour établir (2.41) les inégalités de (2.81) et (2.86) nous permettent
d’avoir

sup
θ∈S1

Xn(t1, θ) ≤ C sup
(θ,t)∈S1×[t−,t0]

Xn(t, θ) + C

∫ t0

t1

sup
θ∈S1

Xn(s, θ)ds. (2.87)

En appliquant l’inégalité de Gronwall à (2.87) on obtient

sup
θ∈S1

Xn(t1, θ) ≤ C exp

(∫ t0

t1

Xn(s, θ)ds

)
. (2.88)

Ceci nous permet d’en déduire par induction sup
θ∈S1

Xn borné et par conséquent, d’après

(2.64), µ̌n, µn, Ǎn, An , φ̌n, φn sont bornés.

Lemme 2.8. Soit n un entier naturel non nul, alors τn est C1 borné sur [t−; t0[×S1.

Preuve : Pour le contrôle de τn on va s’y prendre en intégrant sur la courbe caracté-
ristique s 7→ (s, t+ θ − s) comme fait sur (2.43) mais sur

ˆ̌τn = ˇ̂τn = µ̂n−1µ̌n−1+
e4µn−1

4R2
n−1

Ân−1Ǎn−1−
e−2τn−1+4µn−1

4
Γ2
n−1
−

3R2
n−1
e−2τn−1

4
Ḣ2
n−1
−e2(τn−1−µn−1 )P3,n.

(2.89)
On intègre le long de la courbe caractéristique l’égalité (2.89) et on utilise les inégalités
(2.77); (2.76); (2.79), et le fait que An, φn, µn sont C1 bornés, pour en déduire que
τ̌n et τ̂n sont bornés, par la suite on a τn, C1− borné.

Lemme 2.9. Soit n un entier naturel non nul, alors ρn, Pk;n sont bornés sur [t−; t0[×S1,
avec k ∈ {1; 2; 3}.

Preuve : La preuve s’inspire du procédé de la section 2.1.3 (du lemme 2.5). Nous
posons

Qn(t) := sup{|v| : ∃(s, θ) ∈ [t−, t0]× S1 tel que fn(s, θ, v) 6= 0, t− < t ≤ t0 } (2.90)

(Θn, V
1, V 2, V 3) solution du système caractéristique suivant

dΘn

ds
=
V 1

V 0
(2.91)

dV 1

ds
= −(τ

n−1
− µ

n−1
)V 0 − (τ̆n−1 − µ̆n−1)V 1 + µ

n−1

(V 2)2

V 0
− (µ

n−1
−
R
n−1

Rn−1

)
(V 3)2

V 0

+
A
n−1

Rn−1

e2µn−1
V 2V 3

V 0
− e−τn−1 (e2τn−1 Γn−1V

2 +Rn−1H̆n−1V
3) (2.92)

dV 2

ds
= −µ̆n−1V

2 − µ
n−1

V 1V 2

V 0
(2.93)

dV 3

ds
= −

(
R̆n−1

Rn−1

− µ̆n−1

)
V 3 +

(
µ
n−1
−
R
n−1

Rn−1

)
V 1V 3

V 0
− e2µn−1V 2

Rn−1

(Ân−1

V 1

V 0
) (2.94)
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de l’équation aux dérivées partielles (2.61),
avec Θn(t0, t0, x, v) = θ et V (t0, t0, x, v) = v. De plus (2.61) nous permet d’avoir

‖fn‖∞ ≤ ‖f
◦‖∞. Nous définissons également Qj

n, j ∈ {1, 2, 3} par

Qj
n(t) := sup{|vj| : ∃(s, θ) ∈ [t−, t0]× S1 tel que fn(s, θ, vk) 6= 0, k 6= j t− < t ≤ t0 }.

(2.95)
Si Qn(t) est contrôlé, nous obtenons directement les estimations des quantités de torsion
ρn, Jk,n , Pk;n et Sjk;n , j, k ∈ {1, 2, 3} j 6= k. Par ailleurs en intégrant l’égalité (2.93), nous
avons :

V 2(t) ≤ |V 2(t−) exp

(∫ t

t−

∣∣∣∣µ̆n−1 +
V 1

V 0
µ
n−1

∣∣∣∣ ds) . (2.96)

Nous utilisons l’inégalité (2.94) et l’égalité (2.96) puis appliquons le lemme de Gronwall
pour avoir

V 3(t) ≤ C(t)exp

(∫ t

t0

∣∣∣∣∣R̆n−1

Rn−1

− µ̆n−1 +

(
−µ

n−1
+
R
n−1

Rn−1

)
V 1

V 0

∣∣∣∣∣ ds
)

(2.97)

où C(t) = sup
θ∈S1

∣∣∣ e2µn−1 V 2

Rn−1

(
Ăn−1 + A

n−1

V 1

V 0

)
(t, θ)

∣∣∣ , |V 1

V 0 |, |µn−1| et |µ
n−1
| sont bornés. On

déduit en utilisant les équations (2.93)− (2.94) que

eµn−1V 2, An−1e
µn−1V 2 +Rn−1e

−µn−1V 3

sont bornés. Ceci nous permet de conclure que V 2 et V 3 sont bornés. Par conséquent
Q2
n et Q

3
n sont aussi bornés. Pour borner Qn, il suffit de borner Q1

n. Partant des équations
auxiliaires relatives aux itérées (2.72) et (2.73), nous pouvons en déduire que les quantités
de torsion Γn et Ḣnsont bornées. En effet, comme Q2

n et Q
3
n sont bornés, nous remplaçons

dans l’égalité (1.50) en remplaçant f par fn la quantité de torsion ainsi que les compo-
santes de la métrique pour estimer |S12;n| et |S13;n| à l’aide de Q1

n. Utilisant le fait que
Rn est borné par rapport à sa donnée sur l’hypersurface initiale, et allant du fait que
Γn et Ḣn sont les invariantes de l’équation caractéristique alors dV 1/ds peut être borné
par C(t)Q1

n(t), où C(t) est une fonction de t, τn−1 , µn−1 , An−1 ainsi que de leurs dérivées
premières qui sont tous bornés sur [t−, t0). Nous obtenons de l’équation caractéristique
relative à V 1,

sup |V 1(t)| ≤ |Q1
n(t0)|+ C(t)

∫ t0

t

[Q1
n(s) + sup

θ
Γn(s, θ) + sup

θ
Ḣn(s, θ)]ds, (2.98)

sup
θ

Γn(t, θ) ≤ Γn(t0, θ) + C

∫ t0

t

[1 +Q1
n(s)]ds, (2.99)

sup
θ
Ḣn(t, θ) ≤ |Ḣn|(t0, θ) + C

∫ t0

t

[1 +Q1
n(s) + sup

θ
|Γn|(s, θ)]ds, . (2.100)
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Avec t− < t1 < t < t0. En additionnant (2.98), (2.99) et (2.100), puis en appliquant le
lemme de Gronwall, nous avons Q1

n(t) borné.
Comme la fonction de distribution sur la surface initiale f0 est à support compact, il s’en
suit que Q1

n(t0) est borné par une constante positive. Ensuite, nous utilisons l’inégalité
de Gronwall relativement à Q1

n(t) pour conclure que Q1
n(t) est borné sur ]t−, t0]. De plus,

|V k| ≤ V 0, k = 1, 2, 3 et V 0 dépend des V k, nous avons ρn borné ainsi que toutes autres
quantités matières.
Pour la norme L∞ définie par ‖.‖, de tout ce qui précède, on déduit qu’il existe une
constante C(t) > 0 dépendant des données initiales tels que{
‖µn‖, ‖Rn‖, ‖An‖, ‖φn‖, ‖τn‖, ‖µ̆n‖, ‖µn‖, ‖p1,n‖, ‖p2,n‖, ‖p3,n‖, ‖ρn‖

‖Ăn‖, ‖R̆n‖, ‖An‖, ‖φn‖, ‖τ̆n‖, ‖φ̆n‖, ‖τn‖, ‖S21,n‖, ‖S23,n‖, ‖S31,n‖ ≤ C(t)(2.101)

2.2.2 Théorème d’existence locale

Proposition 2.1. Soit un sous-ensemble compact [t2; t0] ⊂ [t1; t0] dans lequel les ité-
rées précédentes (2.101) sont bornées, alors elles sont uniformément convergentes pour la
norme L∞.

Preuve : Soit t ∈ [t2; t0]. Utilisant (2.64)− (2.65), on a

Xn+1 −Xn =
1

2
(Rn+1 −Rn) (µ̆2

n+1 + µ2

n+1
+ φ̆2

n+1 + φ2

n+1
)

+
1

2
Rn

[
(µ̆n+1 − µ̆n)(µ̆n+1 + µ̆n) + (φ̆n+1 − φ̆n)(φ̆n+1 + φ̆n)

]
+

1

2
Rn

[
(µ

n+1
− µ

n
)(µ

n+1
+ µ

n
) + (φ

n+1
− φ

n
)(φ

n+1
+ φ

n
)
]

+
e4µn+1

8Rn+1

[(Ăn+1 − Ăn)(Ăn+1 + Ăn) + (An+1 − An)(An+1 + An)]

+

(
e4µn+1

8Rn+1

− e4µn

8Rn

)
(Ă2

n + A2
n) +

1

2
(φn+1 − φn)(φn+1 + φn). (2.102)

En utilisant (2.66)− (2.67) l’égalité (2.102) s’écrit encore

Xn+1 −Xn = (Rn+1 −Rn) (µ̂2
n+1 + µ̌2

n+1 + φ̂2
n+1 + φ̌2

n+1)

+ Rn

[
(µ̂n+1 − µ̂n)(µ̂n+1 + µ̂n) + (φ̂n+1 − φ̂n)(φ̂n+1 + φ̂n)

]
+

1

2
Rn

[
(µ̌n+1 − µ̌n)(µ̌n+1 + µ̌n) + (φ̌n+1 − φ̌n)(φ̌n+1 + φ̌n)

]
+

e4µn+1

4Rn+1

[(Ân+1 − Ân)(Ân+1 + Ân) + (Ǎn+1 − Ǎn)(Ǎn+1 + Ǎn)]

+

(
e4µn+1

8Rn+1

− e4µn

4Rn

)
(Â2

n + Ǎ2
n) +

1

2
(φn+1 − φn)(φn+1 + φn). (2.103)
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Posons

Wn+1(t) = (Xn+1−Xn)(t) + (Yn+1−Yn)(t) et W̃n+1(t) = (Xn+1−Xn)(t)− (Yn+1−Yn)(t).

On exprime
∂λ(Wn+1 + W̃n+1) et ∂σ(Wn+1 − W̃n+1). (2.104)

En utilisant (2.103), on a

∂λWn+1 = ∂λ[(Xn+1 −Xn) + (Yn+1 − Yn)] = χn − χn−1 − (µ̌n − µ̌n−1)(ζn − ζn−1)

+

(
e4µn

2Rn

− e4µn−1

2Rn−1

)
(Ǎn − Ǎn−1)(ζn − ζn−1) + Fn, (2.105)

∂σW̃n+1 = ∂σ[(Xn+1 −Xn)− (Yn+1 − Yn)] = χ̃n − χ̃n−1 − (µ̂n − µ̂n−1)(ζ̃n − ζ̃n−1)

+

(
e4µn

2Rn

− e4µn−1

2Rn−1

)
(Ân − Ân−1)(ζ̃n − ζ̃n−1) + F̃n. (2.106)

où

Fn = −µ̂nζn−1 − µ̂n−1ζn − 2µ̂n−1ζn−1 +
e4µn

2Rn

Ân−1 ζ̃n

+
e4µn−1

2Rn−1

Ân ζ̃n +
e4µn

2Rn

Ân−1 ζ̃n−1

e4µn−1

2Rn−1

Ân ζ̃n +
e4µn−1

2Rn−1

Ân ζ̃n−1 , (2.107)

F̃n = −µ̌nζn−1 − µ̌n−1ζn − 2µ̌n−1ζn−1 +
e4µn

2Rn

Ǎn−1 ζ̃n

+
e4µn−1

2Rn−1

Ǎn ζ̃n +
e4µn

2Rn

Ǎn−1 ζ̃n−1

e4µn−1

2Rn−1

Ǎn ζ̃n +
e4µn−1

2Rn−1

Ǎn ζ̃n−1 . (2.108)

En intégrant les égalités (2.105)− (2.106) entre t2 et t0 sur les courbes caractéristiques
t 7−→ (t; γ±(t)) où γ±(t) = θ± (t0− t) pour tout (t; θ) ∈ [t2; t0)×S1, puis en additionnant
on obtient

(Wn+1 + W̃n+1)(t2, θ) =
1

2
[Wn+1(t0, γ

−(t1)) + W̃n+1(t0, γ
+(t2))]

− 1

2

∫ t0

t2

[
(χn − χn−1(s, γ−(s))) + (χ̃n − χ̃n−1)(s, γ+(s))

]
ds

− 1

2

∫ t0

t2

[
(µ̂nζn − µ̂n−1ζn−1)(t0, γ

−(s)) + (µ̌nζn − µ̌n−1ζn−1)(t0, γ
+(s))

]
ds

− 1

2

∫ t0

t2

[(
e4µn

2Rn

Ânζ̃n −
e4µn−1

2Rn−1

Ân−1ζ̃n−1

)
(t0, γ

−(s))

]
ds

− 1

2

∫ t0

t2

[(
e4µn

2Rn

Ǎnζ̃n −
e4µn−1

2Rn−1

Ǎn−1ζ̃n−1

)
(t0, γ

+(s))

]
ds

+
1

2

∫ t0

t2

[Fn(t0, γ
+(s)) + Fn(t0, γ

−(s))]ds, (2.109)
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ce qui donne par la suite

(Xn+1 −Xn)(t1, θ) =
1

4
[Wn+1(t0, γ

−(t1)) + W̃n+1(t0, γ
+(t1))]

− 1

4

∫ t0

t1

[
(χn − χn−1(s, γ−(s))) + (χ̃n − χ̃n−1)(s, γ+(s))

]
ds

− 1

4

∫ t0

t1

[
(µ̂n − µ̂n−1)(ζn − ζn−1)(t0, γ

−(s))
]
ds

− 1

4

∫ t0

t1

[
(µ̌n − µ̌n−1)(ζn − ζn−1)(t0, γ

+(s))
]
ds

− 1

4

∫ t0

t1

[(
e4µn

2Rn

− e4µn−1

2Rn−1

)
(Ân − Ân−1)(ζ̃n − ζ̃n−1)(t0, γ

−(s))

]
ds

− 1

4

∫ t0

t1

[(
e4µn

2Rn

− e4µn−1

2Rn−1

)
(Ǎn − Ǎn−1)(ζ̃n − ζ̃n−1)(t0, γ

+(s))

]
ds

+
1

4

∫ t0

t1

[Fn(t0, γ
+(s)) + Fn(t0, γ

−(s))]ds. (2.110)

Partant de (2.60) et (2.61), on a∣∣∣∣ dds((Θ, V )n+1 − (Θ, V )n)

∣∣∣∣ (s, t, θ, v) = |Ξn − Ξn−1| (s, t, θ, v)

. |Xn −Xn−1|(s, t, θ) + (|Fn|+ |F̃n|)(s, θ),

|(Θ, V )n+1 − (Θ, V )n)| (t0, t, θ, v) ≤ |(Θ, V )n+1 − (Θ, V )n)| (t0, t, θ, v)

+ C

∫ t0

t

(|Ξn − Ξn−1|+ |Fn|+ |F̃n|)(s)ds,

|(fn+1 − fn)(t)| ≤ |∂(θ,v)f0| |(Θ, V )n+1 − (Θ, V )n)| (t0, t, θ, v)

≤ |∂(θ,v)f0|
∫ t0

t

|Ξn − Ξn−1| (s)ds+ C

∫ t0

t

(|Fn|+ |F̃n|)(s)ds

.
∫ t0

t

(|Xn −Xn−1|+ |Fn|+ |F̃n|)ds. (2.111)

La relation (2.111) nous permet d’avoir

‖ρn+1 − ρn‖ ≤ C|Wn|+
∫ t0

t

|Xn −Xn−1|ds. (2.112)

De plus |Pk;n|, |Sk;n|, |jk,n| ≤ |ρn|, de manière analogue à (2.112), on a

‖P
k;n+1
−P

k;n
‖; ‖j

k;n+1
−j

k;n
‖; ‖S

k;n+1
−S

k;n
‖ ≤ C

[
|Wn|+

∫ t0

t

|Xn −Xn−1|ds
]
. (2.113)
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Par la suite, nous utilisons le même procédé comme celui utilisé pour établir (2.35) −
(2.36)− (2.37)− (2.38), en utilisant (2.32) ainsi que (2.103) pour avoir∣∣∣∣∫ t0

t1

(µ̂n − µ̂n−1)(ζn − ζn−1)(s, γ+(s))ds

∣∣∣∣ ≤ C sup
t∈[t1,t0]

√
|Xn −Xn−1|(t, θ), (2.114)∣∣∣∣∫ t0

t1

(µ̌n − µ̌n−1)(ζn − ζn−1)(s, γ−(s))ds

∣∣∣∣ ≤ C sup
t∈[t1,t0]

√
|Xn −Xn−1|(t, θ), (2.115)

∫ t0

t1

[
e4µn

2Rn

− e4µn−1

2Rn

]
|Ân − Ân−1||ζ̃n − ζ̃n−1|(s, γ+(s))ds ≤

C sup
t∈[t1,t0]

|Xn −Xn−1|(t, θ), (2.116)∫ t0

t1

[
e4µn

2Rn

− e4µn−1

2Rn−1

]
|Ǎn − Ǎn−1||ζ̃n − ζ̃n−1|(s, γ−(s))ds ≤

C sup
t∈[t1,t0]

|Xn −Xn−1|(t, θ), (2.117)

avec t− ≤ t1 ≤ t0, et C dépendant de t0 − t1.
Utilisant (2.71)− (2.72), nous avons

∂λ[Rne
−2τn+4µn(Γn − Γn−1) + Γn−1(Rne

−2τn+4µn −Rn−1e
−2τn−1+4µn−1)] =

−2Rn−1e
τn−1 (J2,n − J2,n−1 + S12,n−1 − S12,n)− (J2,n−1 − S12,n−1)(Rne

τn −Rn−1e
τn−1 ),(2.118)

∂σ[Rne
−2τn+4µn(Γn − Γn−1) + Γn−1(Rne

−2τn+4µn −Rn−1e
−2τn−1+4µn−1)] =

−2Rn−1e
τn−1 (J2,n − J2,n−1 + S12,n − S12,n−1)− (J2,n−1 + S12,n−1)(Rne

τn −Rn−1e
τn−1 ).(2.119)

En additionnant (2.118) et (2.119) on obtient

∂t[Rne
−2τn+4µn(Γn − Γn−1) + Γn−1(Rne

−2τn+4µn −Rn−1e
−2τn−1+4µn−1)] =

−2Rn−1e
τn−1 (J2,n − J2,n−1 + S12,n − S12,n−1)− J2,n−1(Rne

τn −Rn−1e
τn−1 ). (2.120)

En intégrant suivant t, on obtient

|Rne
−2τn+4µn(Γn − Γn−1) + Γn−1(Rne

−2τn+4µn −Rn−1e
−2τn−1+4µn−1)|(t, θ) ≤∫ t0

t

[
2Rn−1e

τn−1 (|J2,n − J2,n−1|+ |S12,n − S12,n−1|) + J2,n−1|Rne
τn −Rn−1e

τn−1 |
]

(s, θ)ds.(2.121)

(2.113) et (2.121) permettent de déduire que

|Γn − Γn−1| .
∫ t0

t1

|Xn −Xn−1|(s)ds. (2.122)

Thèse de Doctorat Ph.D LASSIYE TCHUANI Alex’s Constantin



2.2 Les itérées dans la direction passée 53

Par ailleurs, les inégalités (2.85) et (2.86), les estimations (2.32), (2.112), (2.113) , (2.122)

ainsi que les notations (2.68), (2.66), et (2.67) nous permettent d’avoir∣∣∣∣∫ t0

t1

[χn − χn−1](s, θ + s− t)ds
∣∣∣∣ ≤ C

∫ t0

t1

|Xn −Xn−1|(s, θ)ds, (2.123)∣∣∣∣∫ t0

t1

[χ̃n − χ̃n−1](s, θ + s− t)ds
∣∣∣∣ ≤ C

∫ t0

t1

|Xn −Xn−1|(s, θ)ds. (2.124)

En utilisant les inégalités (2.114) − (2.115) − (2.116) − (2.117), (2.123) − (2.124), nous
avons en combinant avec (2.110),

sup
θ∈S1

|Xn+1 −Xn|(t1, θ) ≤ C sup
(θ,t)∈S1×[t−,t0]

|Xn+1 −Xn|(t, θ) +C

∫ t0

t1

sup
θ∈S1

|Xn −Xn−1 |(s, θ)ds,

(2.125)
et par induction, on a

| sup
θ∈S1

Xn+1(t1, θ)− sup
θ∈S1

Xn(t1, θ)| ≤
∣∣∣∣Cn+2 (t0 − t)n+1

(n+ 1)!

∣∣∣∣ pour n ∈ N, t ∈ [t1; t0]. (2.126)

Or la série
{

(t0−t)n+1

(n+1)!

}
n
converge, donc la suite

(
(t0−t)n+1

(n+1)!

)
n∈N

converge vers zéro, par
conséquent la suite (Xn)n∈N est de Cauchy dans le Banach L∞.
D’autre part, utilisant (2.25)− (2.26), on a

ζn+1 − ζn = e2(τn+1−µn+1)[ρn+1 − ρn − (P1,n+1 − P1,n) + P2,n+1 − P2,n − (P3,n+1 − P3,n)]

+
[
(eτn+1 − eτn)(eτn+1 + eτn)e−2µn+1 + e2τn(e−2µn+1 − e−2µn)

]
[ρn − P1,n + P2,n − P3,n ]

+
Rn+1

2
e−2τn+1+4µn+1Γ2

n+1 −
Rn

2
e−2τn+4µnΓ2

n, (2.127)

ζ̃n+1 − ζ̃n = R2
n+1e

−2(τn+1+µn+1){Γn+1(H̆n+1 − H̆n) + H̆n(Γn+1 − Γn)}

+ 2R2
n+1e

−2(τn+1+µn+1)(S23,n+1 − S23,n) + 2S23,n(R2
n+1e

−2(τn+1+µn+1) −R2
ne
−2(τn+µn))

+ ḢnΓn(R2
n+1e

−2(τn+1+µn+1) −R2
ne
−2(τn+µn)). (2.128)

Or
Γn+1 − Γn = (Ğn+1 − Ğn) + (An+1H̆n+1 − AnH̆n). (2.129)

Par la suite, (2.122) et (2.129) permettent d’avoir

‖Gn+1 −Gn‖, ‖Hn+1 −Hn‖ ≤ C‖Xn+1 −Xn‖ (2.130)

(2.102) permet d’avoir

‖Rn+1 −Rn‖, ‖µ̆n+1 − µ̆n‖, ‖Ăn+1 − Ăn‖, ‖φn+1 − φn‖ ≤ C‖Xn+1 −Xn‖ (2.131)
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(2.112), (2.113), (2.126), (2.127), (2.128), (2.129), nous permettent d’avoir

‖S23,n+1−S23,n‖, ‖ρn+1−ρn‖, ‖P1,n+1−P1,n‖, ‖P2,n+1−P2,n‖, ‖P3,n+1−P3,n‖ ≤ C‖Xn+1−Xn‖.
(2.132)

En outre, en utilisant (2.89) on obtient

|ˆ̌τn+1 − ˆ̌τn| = |µ̂nµ̌n − µ̂n−1µ̌n−1 +
e4µn

4R2
n

ÂnǍn −
e4µn−1

4R2
n−1

Ân−1Ǎn−1

+
e−2τn−1+4µn−1

4
Γ2
n−1
− e−2τn+4µn

4
Γ2
n

+
3R2

n−1
e−2τn−1

4
Ḣ2
n−1
−

3R2
n
e−2τn

4
Ḣ2
n

+ e2(τn−1−µn−1 )P3,n − e2(τn−µn )P3,n+1 = ∂λ∂σ(τn+1 − τn)|

. |Xn+1 −Xn|+ |P3,n+1 − P3,n| d’après (2.103), (2.113). (2.133)

En intégrant sur les courbes caractéristiques γ±n à deux reprises, on a d’après (2.131) et (2.132)

‖τn+1 − τn‖ ≤ C‖Xn+1 −Xn‖. (2.134)

De plus, pour θ ∈ S1, t ∈ [t2; t0), on a

νn+1(t, θ)− νn(t, θ) =

∫ t0

t

(νn(s, θ)− νn+1(s, θ))ds, (2.135)

ν étant µ ou A, en utilisant l’équation (2.102), on a

|νn+1(t, θ)− νn(t, θ)| =
∣∣∣∣∫ t0

t

(νn+1(s, θ)− νn(s, θ))ds

∣∣∣∣ . ∫ t0

t

|Xn+1(s, θ)−Xn(s, θ)| ds.

(2.136)
D’où

|An+1(t, θ)− An(t, θ)|, |µn+1(t, θ)− µn(t, θ)| .
∫ t0

t

|Xn+1(s, θ)−Xn(s, θ)| ds.

Par ailleurs d’après (2.130), on a

|Gn+1(t, θ)−Gn(t, θ)| =
∣∣∣∣∫ t0

t

(Gn+1(s, θ)−Gn(s, θ))ds

∣∣∣∣ . ∣∣∣∣∫ t0

t

(Xn+1(s, θ)−Xn(s, θ))ds

∣∣∣∣ ,
(2.137)

|Hn+1(t, θ)−Hn(t, θ)| =
∣∣∣∣∫ t0

t

(Hn+1(s, θ)−Hn(s, θ))ds

∣∣∣∣ . ∣∣∣∣∫ t0

t

(Xn+1(s, θ)−Xn(s, θ))ds

∣∣∣∣ .
(2.138)

Partant de (2.126), (2.131), (2.132), (2.134), (2.136), (2.137), (2.138), on en déduit les
convergences uniformes pour la norme L∞ suivantes

µn → µ,Rn → R, An → A, φn → φ, τn → τ, Hn → H, Gn → G, fn → f. (2.139)

Ce qui achève la preuve.
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Remarque 2.3. Considérons donc (χn)n∈N∗ une suite d’itérées avec χn pouvant être

αn, An, τn, µn, φn, fn, Hn, Gn.

La suite (χn)n∈N∗ étant bornée, du fait d’être à support compact, on peut donc extraire
une sous suite (χψ(n))n∈N qui converge (simplement) vers χ. La suite (χ′ψ(n))n∈N est bornée
d’après (2.101), on peut donc extraire une sous suite (wn)n∈N ⊂ (χ′ψ(n))n∈N telle que (wn)

converge uniformément vers χ

χψ(n) → χ et (wn)n∈N ⊂ (χ′ψ(n))n∈N → χ (2.140)

et on a χ′ = χ, car χ′n(t0) → χ(t0), quand n → +∞. De même χ̆n = χ̇n , pour tout
entier naturel n > 0. On en déduit d’après le théorème de la limite uniforme de fonctions
dérivables que

µ′n → µ′, R′n → R′, A′n → A′, φ′n → φ′, τ ′n → τ ′, H ′n → H ′, G′n → G′. (2.141)

µ̇n → µ̇, Ṙn → Ṙ, Ȧn → Ȧ, φ̇n → φ̇, τ̇n → τ̇ , Ḣn → Ḣ, Ġn → Ġ. (2.142)

On déduit que A, R, τ, µ, H, G, φ, f sont les solutions du système (1.53) − (1.54) −
(1.55), (1.56)− (1.60).

Remarque 2.4. L’unicité de la limite découle de la séparabilité de l’espace L∞.

En effet, soit
χk = (fk; Rk; µk; Ak; τk; Gk; Hk; φk)k=1;2

deux solutions régulières pour le problème de Cauchy du système (1.53) − (1.54) −
(1.55), (1.56)− (1.60) ayant les mêmes données initiales

(f
◦
, µ

◦
, R

◦
, A

◦
, τ

◦
, H

◦
, G

◦
, φ

◦
) à t = t0.

En utilisant l’identité du parallélogramme, on a

‖χ2 − χ1‖2 = ‖(χn − χ2)− (χn − χ1)‖2

= 2
(
‖χn − χ2‖2 + ‖χn − χ1‖2

)
− 2

∥∥∥∥χn − χ2 + χ1

2

∥∥∥∥2

≤ 2
(
‖χn − χ2‖2 + ‖χn − χ1‖2

)
− 2 inf

χ∈{χ1;χ2}
‖χn − χ‖2. (2.143)

Par hypothèse de séparabilité, si on suppose que χ1 6= χ2, alors il existe un voisinage
V1 de χ1 et un voisinage V2 de χ2 tel que V1 ∩V2 = ∅ or par définition de limites il existe
donc n1 et n2 deux entiers naturels tels que

(∀n ≥ n1, χn ∈ V1) et (∀n ≥ n2, χn ∈ V2) au vu de.(2.143)
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Mais alors χmax{n1;n2}+1 ∈ V1 ∩ V2. Ce qui est absurde, donc χ1 = χ2.
De (2.143) on a{

f2(s) = f1(s); R2(s) = R1(s); µ2(s) = µ1(s); A2(s) = A1(s)

τ2(s) = τ1(s); G2(s) = G1(s); H2(s) = H1(s); φ2(s) = φ1(s), t− ≤ s ≤ t0 .

De tout ce qui précède à partir de la proposition (2.1), on a le théorème.

Théorème 2.1. (Existence et unicité locale)
Soit f 0 ∈ C1(S1 × R3) avec

f
0 ≥ 0. f

0

(θ + 2π, v) = f
0

(θ, v), (θ, v) ∈ S1 × R3

et
W0 := sup{|v|, (θ, v) ∈ suppf 0} <∞.

Soient les fonctions régulières R, τ , µ, A, H, G, φ et

f
◦
, µ

◦
, R

◦
, A

◦
, τ

◦
, H

◦
, G

◦
, φ

◦ ∈ C2(S1).

Alors, il existe une unique solution régulière

(f, µ, R, A, τ, H, G, φ)

du système d’équations d’Einstein-Vlasov avec champ scalaire non linéaire dans direction
passée en symétrie T 2 (1.53)− (1.54)− (1.55), (1.56)− (1.60) avec

(f, µ, R, A, τ, H, G, φ)(t0) = (f
◦
, µ

◦
, R

◦
, A

◦
, τ

◦
, H

◦
, G

◦
, φ

◦
).

sur un intervalle de temps ]T ; t0] avec T = max{t1, t2}.
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Chapitre 3

EXISTENCE LOCALE DANS LA
DIRECTION FUTURE

Dans ce chapitre, nous nous préoccupons d’établir l’existence locale dans la direction
future. Nous allons préalablement établir les estimations a priori.

3.1 Estimations a priori

Nous allons dans un premier temps, évaluer la monotonie de l’énergie qui va jouer un
rôle important pour l’estimation des composantes de la métrique, du champ scalaire, la
fonction de distribution et les quantités de torsion.

3.1.1 Décroissance de l’énergie

Nous avons l’énergie partant de l’équation de contrainte (1.93) définie par la relation

Eg;K;f ;φ =

∫
S1

1√
α
{µ2

t + αµ2
θ +

e4µ

4t2
(A2

t + αA2
θ) +

αe2τ−4µ

4t2
J2 +

αe2τ (K − AJ)2

4t4
}dθ

+8π

∫
S1

(
1

t

∫
R3

f |v0|dv1dv2dv3

)
dθ

+

∫
S1

(
1

2
(

1√
α

(φt)
2 +
√
α(φθ)

2) +
√
αe2(τ−µ)V (φ)

)
dθ. (3.1)

Cette expression peut se décomposer en plusieurs parties comportant les g, K, f, et φ,
ainsi

Eg =

∫
S1

1√
α

{
µ2
t + αµ2

θ +
e4µ

4t2
(A2

t + αA2
θ)

}
dθ, (3.2)
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Ek =

∫
S1

1√
α

{
αe2τ−4µ

4t2
J2 +

αe2τ (K − AJ)2

4t4

}
dθ, (3.3)

Ef = 8π

∫
S1

(
1

t

∫
R3

f |v0|dv1dv2dv3

)
dθ, (3.4)

Eφ =

∫
S1

(
1

2
(

1√
α

(φt)
2 +
√
α(φθ)

2) +
√
αe2(τ−µ)V (φ)

)
dθ. (3.5)

Lemme 3.1. Pour tout t ≥ t0, on a

dEg;K;f ;φ

dt
≤ 0. (3.6)

Preuve : En utilisant l’équation (1.93), on a

dEg;K;f ;φ

dt
= −

∫
S1

τt
t2
√
α
dθ − 1

2

∫
S1

αtτt
tα
√
α
dθ −

∫
S1

τtt
t
√
α
dθ

= −1

t
Eg;K;f ;φ −

1

2

∫
S1

αtτt
tα
√
α
dθ −

∫
S1

τtt
t
√
α
dθ. (3.7)

Or, nous avons d’après (1.96)∫
S1

τtt
t
√
α
dθ =

∫
S1

(√
ατθθ
t

+
αθτθ
2t
√
α

+
τtαt

2αt
√
α
− α2

θ

4α
√
α
− µ2

t

t
√
α

+

√
αµ2

θ

t

)
dθ

+

∫
S1

(
αθθ

2
√
α

+
e4µ

4
√
αt3

(A2
t − αA2

θ)−
√
αe2τ−4µ

4t3
J2

)
dθ

+

∫
S1

(
−3

√
αe2τ

4t5
(K − AJ)2 − 8π

α
3
2 e2τ

t3

∫
R3

f(v3 − Av2)2

|v0|
dv1dv2dv3

)
dθ

−
∫
S1

(
1

2t
√
α

(φ2
t − αφ2

θ) +

√
α

2t
e2(τ−µ)V (φ)

)
dθ. (3.8)

Par ailleurs, pour des raisons de périodicité, nous avons :∫
S1

ατθθ
t
√
α
dθ = − 1

2t

∫
S1

αθτθ√
α
dθ et

∫
S1

αθθ
2
√
α
dθ =

1

2

∫
S1

α2
θ

2α
√
α
dθ. (3.9)
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En remplaçant (3.9) dans (3.8), nous avons par la suite

dEg;K;f ;φ

dt
= −1

t

∫
S1

[
µ2
t√
α

+
e4µ

4t2

(
A2
t√
α

+
√
αA2

θ

)
+

√
αe2τ−4µ

4t2
J2

]
dθ

− 1

t

∫
S1

[
αe2τ

4t3
(K − AJ)2 + 8π

α
1
2

t

∫
R3

f |v0|dv1dv2dv3

]
dθ

−1

t

∫
S1

(
1

2
√
α

(φ2
t + αφ2

θ) +

√
α

2
e2(τ−µ)V (φ)

)
dθ

−
∫
S1

[
µ2
t

t
√
α

+

√
αe2τ−4µ

4t3
J2 +

3αe2τ

4t5
(K − AJ)2

]
dθ

−
∫
S1

(
8π
α

3
2 e2τ

t3

∫
R3

f(v3 − Av2)2

|v0|
dv1dv2dv3

)
dθ

−
∫
S1

(
1

2t
√
α

(φ2
t − αφ2

θ) +

√
α

2t
e2(τ−µ)V (φ)

)
dθ

= −
∫
S1

[
2

t

(
µ2
t√
α

+
e4µ

4t2
√
αA2

θ

)
+

√
α

2t3
e2τ−4µJ2 +

√
αe2τ (K − AJ)2

t5

−1

t

∫
S1

(
1

2
√
α

(φ2
t + αφ2

θ) +

√
α

2
e2(τ−µ)V (φ)

)
dθ

+ 8π

∫
R3

(
f |v0|
t2

+
αe2τf(v3 − Av2)2

t4|v0|

)
dv1dv2dv3]dθ.

−
∫
S1

(
1

2t
√
α

(φ2
t − αφ2

θ) +

√
α

2t
e2(τ−µ)V (φ)

)
dθ

−
∫
S1

(
8π
α

3
2 e2τ

t3

∫
R3

f(v3 − Av2)2

|v0|
dv1dv2dv3

)
dθ

−
∫
S1

(
1

2t
√
α

(φ2
t − αφ2

θ) +

√
α

2t
e2(τ−µ)V (φ)

)
dθ;
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ce qui nous permet après calcul d’avoir ensuite

dEg;K;f ;φ

dt
=

∫
S1

[
αθτθ
2t
√
α
− µ2

t

t
√
α

+

√
αµ2

θ

t
+

e4µ

4t3
√
α

(
A2
t − αA2

θ

)
−
√
αe2τ−4µ

4t3
J2

]
dθ

− 1

t

∫
S1

[
αθτθ
2
√
α

+

√
αe2τ

4t2
(K − AJ)2 + 8π

α

t3

∫
R3

f |v0|dv1dv2dv3

]
dθ

− 1

t

∫
S1

[
1

2
√
α

(φ2
t − αφ2

θ)−
√
α

2
e2(τ−µ)V (φ)− αtτt

2tα
√
α

]
dθ

−
∫
S1

[
µ2
t

t
√
α

+

√
αe2τ−4µ

4t3
J2 +

√
αµ2

θ

t
+

3αe2τ

4t5
(K − AJ)2

]
dθ −

1

t

∫
S1

(
8π
α

3
2 e2τ

t2

∫
R3

f(v3 − Av2)2

|v0|
dv1dv2dv3 +

1

2
√
α

(φ2
t + αφ2

θ) +

√
α

2
e2(τ−µ)V (φ)

)
dθ.

Enfin, après simplification, nous obtenons

dEg;K;f ;φ

dt
= −

∫
S1

(
2

t

µ2
t√
α

+
φ2
t

t
√
α

+
e4µ

2t3
√
αA2

θ +
3
√
α

4t3
e2τ−4µJ2 +

√
αe2τ (K − AJ)2

t5

)
dθ

−
∫
S1

[
8π

∫
R3

(
f |v0|
t2

+
αe2τf(v3 − Av2)2

t4|v0|

)
dv1dv2dv3

]
dθ ≤ 0. (3.10)

D’où le résultat attendu.

Lemme 3.2. L’énergie Eg,K,f,φ est bornée sur ]t0; ti], et il existe un nombre réel, Ẽ◦

satisfaisant
Ẽ
◦

= lim
t↓t0

Ẽ(t), où Eg,K,f,φ = Ẽ. (3.11)

Preuve : En identifiant les termes des équations (3.2) − (3.3) − (3.4) − (3.5) dans
(3.10), nous avons

1

t
Eg ≥

∫
S1

(
2

t

µ2
t√
α

+
e4µ

2t2
√
αA2

θ

)
dθ,

1

t
Ek ≥

∫
S1

(
3
√
α

4t3
e2τ−4µJ2 +

√
αe2τ (K − AJ)2

t5

)
dθ,

2

t
Ef ≥

∫
S1

[
8π

∫
R3

(
f |v0|
t2

+
αe2τf(v3 − Av2)2

t4|v0|

)
dv1dv2dv3

]
dθ,

2

t
Eφ ≥

∫
S1

(
φ2
t

t
√
α

)
dθ.

Or
Eg, Ek, Ef , Eφ ≤ Ẽ ≤ Ẽ

◦

d’où dẼ/dt ≥ −6Ẽ
◦
/t. Donc, pour tout tk ∈]t0, ti],

Ẽ(tk) ≤ Ẽ(ti) +

∫ ti

tk

6Ẽ(s)

s
ds. (3.12)
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En appliquant le lemme de Gronwall a cette inégalité (3.12), nous obtenons

Ẽ(tk) ≤ Ẽ(ti)

(
ti
tk

)6

, (3.13)

pour tout tk ∈]t0, ti]. Par conséquent, Ẽ(tk) ≤ Ẽ(ti)(ti/t0)4 sur (t0, ti]. Cette majoration
et la monotonicité de Ẽ assurent l’existence de Ẽ◦ ainsi définie.

3.1.2 Estimation de
√
αe2τ+bµ

Dans cette section, il est question pour nous d’exploiter les propriétés de monotonies
pour les équations de contrainte. Nous avons tout d’abord, le lemme suivant.

Lemme 3.3. Pour tout nombre réel b, et pour tout t ∈ (t0; ti];
√
αe2τ+bµ est monotone

temporellement sur (t0; ti]× S1.

Preuve : En utilisant les équations (1.93) et (1.94), tb
2/8
√
αe2τ+bµ est monotone

suivant t

∂t(t
b2/8
√
αe2τ+bµ) = b2/8tb

2/8−1
√
αe2τ+bµ + tb

2/8 αt
2
√
α
e2τ+bµ + tb

2/8
√
α(2τt + bµt)e

2τ+bµ

= tb
2/8
√
αe2τ+bµ

(
b2

8t
+
αt
2α

+ 2τt + bµt

)
= tb

2/8
√
αe2τ+bµ

{
b2

8t
− 8πα3/2e2(τ−µ)

∫
R3

(1 + e−2τv2
2 + e2τ t2(v3 − Av2)2)f

|v0|
dv

}
+ tb

2/8
√
αe2τ+bµ

{
φ2
t t+ φ2

θαt+ e2(τ−µ)V (φ)αt+ 16π
√
α

∫
R3

f |v0|dv1dv2dv3

}
+ tb

2/8
√
αe2τ+bµ

{
2tµ2

t + bµt + αµ2
θ +

e4µ

2t
(A2

t + αA2
θ)

}
.

Or |v0|2 = αe2(τ−µ)
[
1 + e−2(τ−µ)v2

1 + e−2µv2
2 + t2e2µ(v3 − Av2)2

]
2|v0| −

αe2(τ−µ)(1 + e−2τv2
2 + 2e2τ t2(v3 − Av2)2)

|v0|

= 2
α
√
αe2(τ−µ) + 2αe2(τ−2µ)v2

2 + 2αe2τ t2(v3 − Av2)2

V0

− αe2(τ−µ) + αe2τ t2(v3 − Av2)2 + e2(τ−2µ)v2
2

|v0|
=
v2

0
+ αv2

1

|v0|
.
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Ainsi ∂t(t
b2/8
√
αe2τ+bµ) = tb

2/8
√
αe2τ+bµ

{
2t

[
(µt +

b

4t
)2 + αµ2

θ +
e4µ

4t2
(A2

t + αA2
θ)

]}
+ tb

2/8
√
αe2τ+bµ

{
8π
√
α

∫
R3

f(|v0|+
αv2

1

|v0|
)dv1dv2dv3

}
+ tb

2/8
√
αe2τ+bµ{φ2

t t+ αφ2
θt} ≥ 0. (3.14)

(3.14) nous permet d’achever la preuve.
Par le choix arbitraire des champs de Killing, nous avons le lemme suivant.

Lemme 3.4. Pour tout nombre réel strictement positif r, et pour tout réel λ :

α
r
2 e2rτ+λµA2

est borné sur (t0; ti]× S1.

Preuve : En considérant les champs de Killing X et Y . Posons les changements de
variables

X̃ = Y,

Ỹ = −X.

Ce changement de variable n’affecte pas la forme de la métrique (voir [Rh]), ainsi en
utilisant cette nouvelle notation avec tilde, nous avons les nouvelles fonctions métriques
suivantes

e2µ̃ = e2µA2 + t2e−2µ,

e2µ̃Ã = −Ae2µ,

α̃ = α,

α̃e2(τ̃−µ̃) = αe2(τ−µ).

Soit q < r, en utilisant les équations précédentes, il s’en suit que

α̃q/2e2qτ̃+2(1−q)µ̃ = αq/2e2qτ (e2(1−q)µA2 + t2e−2(1+q)µ). (3.15)

Comme les composantes de la métrique avec tilde satisfont les mêmes équations pour la
même valeur de t et d’après le lemme (3.3)

α
r−q

2 e2(r−q)τ+(λ−2(1−q))µ. (3.16)

Ainsi

α
r
2 e2rτ+λµA2 = α̃

r
2 e2qr̃+2(1−q)µ̃−α

q
2 e2qrt2e−2µ( 1−q

q
)A2 = α̃

r
2 e2qr̃+2(1−q)µ̃−(

√
αe2rt

2
q e−2µ(1−q))qA2

(3.17)
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est bornée, et en multipliant par le premier terme du membre de droite de l’équation
(3.15), on obtient l’estimation désirée.
La quantité

√
αeτ va jouer un rôle intéressant dans la suite de notre analyse. Pour simplifier

les écritures, définissons β par
eβ =

√
αeτ . (3.18)

3.1.3 Majoration du champ scalaire φ

Dans cette section, nous allons donner une estimation du champ scalaire.

Lemme 3.5. le champ scalaire φ est borné sur [t0; ti)× S1.

Preuve : Soient θ1, θ2 ∈ S1 et t ∈ [t0; ti), on a

|φ(t, θ2)− φ(t, θ1)| =

∣∣∣∣∫ θ2

θ1

φθ(t, θ)dθ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ θ2

θ1

1

α1/4
α1/4φθ(t, θ)dθ

∣∣∣∣
≤

(∫ θ2

θ1

1√
α

(t, θ)dθ

)1/2(∫ θ2

θ1

√
αφ2

θ(t, θ)dθ

)1/2

, (3.19)

Or
1√
α

(t, θ)− 1√
α

(t0, θ) =

∫ t

t0

∂

∂s

(
1√
α

(s, θ)

)
dθ

=

∫ t

t0

1

2

(
αs
α
√
α

(s, θ)

)
dθ (or

αs
α
≤ 0 ≤ τs)

≤
∫ t

t0

s

(
τs

2
√
αs

(s, θ)

)
dθ (d’après (1.93) et (1.94))

Ainsi,

∫ θ2

θ1

1√
α

(t, θ)dθ ≤ 1

2

∫ ti

t0

s

∫
S1

(
τs

2
√
αs

(s, θ)

)
dθds+

∫
S1

(
1√
α

(t0, θ)

)
dθ

=
1

4
E(t0)(t2 − t20) + C̃ ≤ 1

4
Ẽ
◦
(t2 − t20) + C̃ (3.20)

Ensuite, partant du fait que
√
α est décroissante, en effet, d’après (1.94), αs

α
≤ 0

d

dt

√
α =

αt
2
√
α
≤ 0 ⇒

√
α est décroissante

⇒
√
α(t) ≤

√
α(t0) ≤

√
α◦ .
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Nous avons∣∣∣∣∫
S1

φ(t, θ)dθ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ t

t0

∫
S1

φs(s, θ)dθds+

∫
S1

φ(t0, θ)dθ

∣∣∣∣
≤

∫ t

t0

(∫
S1

|φs(s, θ)|dθ
)
ds+ C

≤
∫ t

t0

(∫
S1

√
α

1

α
φ2
s(s, θ)dθ

)1/2(∫
S1

√
α(s, θ)dθ

)1/2

ds+ C

≤
∫ t

t0

(∫
S1

2τt
t
√
α

(s, θ)dθ

)1/2(∫
S1

√
α(s, θ)dθ

)1/2

ds

+C d’après (1.93)

≤ C(t)
√

2(Ẽ
◦
)1/2 + C ≤ C̃(t), (3.21)

où C̃(t) est une fonction de t uniformément bornée. Par ailleurs, nous avons∫ θ2

θ1

√
αφ2

θ(t, θ)dθ ≤
∫
S1

√
αφ2

θ(t, θ)dθ ≤
∫
S1

2τt
t
√
α

(t, θ)dθ ≤ 2Ẽ0, voir (3.21)

D’où pour tout θ1; θ2 ∈ S1, nous avons : |φ(t, θ2)−φ(t, θ1)| ≤ C(t) d’après (3.19)− (3.21)

2πmax
θ∈S1

φ(t, θ) =

∫
S1

φ(t, θ)dθ +

∫
S1

(max
θ∈S1

φ(t, θ)− φ(t, θ))dθ, (3.22)

2πmin
θ∈S1

φ(t, θ) =

∫
S1

φ(t, θ)dθ +

∫
S1

(min
θ∈S1

φ(t, θ)− φ(t, θ))dθ, (3.23)

ce qui nous permet de borner φ.

3.1.4 Majoration des composantes de la métrique

En utilisant l’équation (1.95), nous dérivons l’équation (3.18)

eβ =
√
αeτ ⇒ βθe

β =
αθ

2
√
α
eτ + τθ

√
αeτ

⇔ βθ
√
αeτ =

αθ
2
√
α
eτ + τθ

√
αeτ

⇔ βθ =
αθ
2α

+ τθ. (3.24)

Nous obtenons en remplaçant (1.95) dans (3.24)

βθ = 2t

(
µtµθ +

e4µ

4t2
AtAθ

)
− 8π

√
α

∫
R3

fv1dv1dv2dv3 + tφtφθ. (3.25)

En partant des estimations énergétiques obtenues au lemme 3.1 on a le lemme suivant.
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Lemme 3.6.
∫
S1 |βθ|dθ,

∫
S1 |µθ|dθ,

∫
S1 e

2µ|Aθ|dθ, et
∫
S1 |φθ|dθ sont uniformément bornés

sur ]t0; ti].

Preuve : partant de l’égalité (3.25) et en utilisant (1.93) , nous obtenons

|βθ|
t
≤ τt
t
√
α
, (3.26)

et en intégrant, nous obtenons pour t ∈ [t0; ti],
∫
S1 |βθ|dθ ≤ tẼ(t) ≤ tẼ0 du fait de

l’équation relative sur l’énergie (3.1) et la borne sur Eg,K,f,φ.
Pour tout θ1, θ2 ∈ S1, on a

|β(t; θ1)− β(t; θ2)| =

∣∣∣∣∣
∫

θ2

θ1

βθdθ

∣∣∣∣∣ ≤
∫
S1

|βθ|dθ ≤ tẼ◦. (3.27)

Ensuite, en utilisant les équations de contraintes (1.93) et (1.94), on a :

βt = t

(
µ2
t + αµ2

θ +
e4µ

4t
(A2

t + αA2
θ) +

1

2
(φ2

t + αφ2
θ)

)
− αe2τ−4µ

4t
J2 − αe2τ (K − AJ)2

4t3
+ 8πα

√
α

∫
R3

(v1)2

|v0|
dv1dv2dv3. (3.28)

De cette relation, nous avons∫
S1 β(t; θ)dθ −

∫
S1 β(t0; θ)dθ =

∫ t
t0

d
ds

(∫
S1 β(s; θ)dθ

)
ds

=

∫ t

t0

∫
S1

s
√
α

[
µ2
s√
α

+
√
αµ2

θ +
e4µ

4s
(
A2
s√
α

+
√
αA2

θ) +
1

2
(
φ2
s√
α

+
√
αφ2

θ)

]
dsdθ

+

∫ t

t0

∫
S1

s
√
α

[
8πα

∫
R3

f
(v1)2

|v0|
dv −

√
α
e2τ−4µ

4t2
J2 −

√
α

(K − AJ)2

4t3
e2τ

]
dsdθ

≤
∫ t

t0

∫
S1

s
√
α

[
µ2
s√
α

+
√
αµ2

θ +
e4µ

4s
(
A2
s√
α

+
√
αA2

θ) +
1

2
(
φ2
s√
α

+
√
αφ2

θ)

]
dsdθ

+

∫ t

t0

∫
S1

s
√
α

[
α

∫
R3

f
(v1)2

|v0|
dv +

√
α
e2τ−4µ

4s2
J2 +

√
α

(K − AJ)2

4s3
e2τ

]
dsdθ

≤ sup
√
α(t0; .)

∫ t

t0

sẼ(s)ds ≤ C1

∫ t

t0

sẼ(t0)ds = C1Ẽ(t0)
t2 − t20

2
. (3.29)

Dans l’inégalité précédente (3.29), on utilise pour un premier temps, le fait que |v1| ≤ |v0|
et pour un second temps le fait que la fonction α est décroissante suivant t et C1 =

supS1

√
α(t0; .)

Nous pouvons maintenant contrôler β lui-même. En posant C2 =
∫
S1 β(t0; θ)dθ, nous

Thèse de Doctorat Ph.D LASSIYE TCHUANI Alex’s Constantin



3.1 Estimations a priori 66

utilisons l’inégalité (3.29) pour avoir

1

2
C1Ẽ(t0)(t2 − t20) ≥

∫
S1

β(t; θ)dθ

= sup
θ∈S1

β +

∫
S1

(β −max
θ∈S1

β)dθ.

En utilisant la relation (3.27), on obtient

1

2
Ẽ(t0)(t2 − t2

0
) + C2 ≥ sup

θ∈S1

β − tẼ(t0). (3.30)

Cette inégalité (3.30), permet le contrôle de β sur S1 × [t0; ti). Par ailleurs∫
S1

|µt|(t, θ)dθ ≤
(∫

S1

√
α

1

α
µ2
t (s, θ)dθ

)1/2(∫
S1

√
α(s, θ)dθ

)1/2

ds+ C

≤
∫ t

t0

(∫
S1

2τt
t
√
α

(s, θ)dθ

)1/2(∫
S1

√
α(s, θ)dθ

)1/2

ds

+C d’après (1.93)

≤ C(t)
√

2(Ẽ◦)1/2 + C ≤ C̃(t). (3.31)

∫
S1

e2µ|Aθ|(t, θ)dθ ≤
(∫

S1

√
α

1

α
e2µA2

θ(s, θ)dθ

)1/2(∫
S1

√
αe2µ(s, θ)dθ

)1/2

ds+ C

≤
(∫

S1

2τt
t
√
α

(s, θ)dθ

)1/2(∫
S1

√
αe2µ(s, θ)dθ

)1/2

ds+ C

≤
(∫

S1

2τt
t
√
α

(s, θ)dθ

)1/2(∫
S1

α(s, θ)dθ

)1/4(∫
S1

e4µ(s, θ)dθ

)1/4

ds

≤ C(t)
√

2(Ẽ◦)1/2 + C ≤ C̃(t). (3.32)

Les arguments avancés pour le contrôle de φ, (3.22)−(3.23) restent valables et permettent
de borner µ et A.
D’après (3.18) on a β = 1

2
lnα + τ bornée, or α est bornée d’où τ est bornée.

3.1.5 Estimation de la composante α suivant la variable spatiale

Dans cette section, nous nous proposons de borner min
θ∈S1

α(t, .). Pour le faire, nous allons

utiliser la valeur moyenne de |v1|.

Lemme 3.7. min
θ∈S1

α(t, θ) est uniformément bornée sur ]t0; ti].
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Preuve : En utilisant la définition de Eg,K,f,φ , nous avons

8π‖f‖L1(S1,L1
R3 (v0dv)) ≤ tẼ

◦
(3.33)

i.e
8π

∫
S1

(∫
R3

f |v0|dv1dv2dv3

)
dθ ≤ tEg,K,f,φ. (3.34)

Nous avons par la suite ∫
S1

(∫
R3

f
√
α|v0|dv1dv2dv3

)
dθ ≤ tEg,K,f,φ

8π
, (3.35)√

min
θ∈S1

α(t, .)

∫
S1

(∫
R3

f |v0|dv1dv2dv3

)
dθ ≤ tEg,K,f,φ

8π
, (3.36)√

min
θ∈S1

α(t, .) ≤ tEg,K,f,φ
8πδ

. (3.37)

Ici δ = min
∫
S1

(∫
R3 f |v0|dv1dv2dv3

)
dθ nous utilisons la borne inférieure établie au lemme

(3.2) pour obtenir l’inégalité (3.37).
Comme corollaire relatif à ce lemme, nous avons le résultat suivant.

Corollaire 3.1. Il existe θ ∈ S1 tel que α(t, θ) est borné dans ]t0; ti].

Preuve : Supposons M une borne de min
θ∈S1

α. Supposons que pour tout θ ∈ S1, α(t, θ)

est non borné. Par hypothèse, pour tout θ, il existe un t∗(θ), pour lequel α(t∗(θ), θ) > 2M

et par continuité, il existe un intervalle ouvert Iθ =]θ − δθ, θ + δθ[ tel que

∀θ ∈ Iθ, α(t∗(θ), θ′) > M.

Considérons la réunion
⋃
θ∈S1

Iθ. C’est un recouvrement ouvert de S1 et par compacité, on

peut extraire un sous recouvrement fini de cette famille. Considérons θ0, θ1, θ2, ..., θn, (n ∈
N∗) tels que S1 =

⋃
0≤k≤n

Iθk et posons T = min
0≤k≤n

t∗(θk). Comme α est croissante quand

t décroit, il s’en suit que α(T, θ) > M pour tout θ ∈ S1. D’où la contradiction avec la
définition de M .

3.1.6 Estimation des quantités de torsion

Partant de la section précédente, nous pouvons désormais donner une estimation sur
le contrôle de

√
αeτ+bµ.

Le corollaire 3.1 donne une estimation précise sur le produit scalaire des champs de Killing.
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Lemme 3.8. Pour tout nombre réel r et b, erβ+bµA est uniformément borné sur (t0; ti]×
S1.

Preuve : D’après le corollaire 3.1 et le lemme 3.4, nous avons erβ+bµA borné sur
]t0; ti]× {θ}. Par conséquent, nous avons :

erβ+bµA(t, θ)− erβ+bµA(t, θ) =

∫ θ

θ

(
erβ+bµA(rβθ + bµθ) + erβ+(b−2)µe2µAθ

)
dθ. (3.38)

D’où l’inégalité

erβ+bµ|A(t, θ)| ≤ erβ+bµ|A(t, θ)|+
∣∣∣∣∫ θ

θ

(
erβ+bµ|A(|rβθ|+ |bµθ|)

)
dθ

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ θ

θ

(
erβ+(b−2)µe2µAθ

)
dθ

∣∣∣∣ . (3.39)

D’après le lemme 3.6

eβ(t,θ)+bµ(t,θ) ≤ BeB
′+|b|B′ . (3.40)

Utilisant le fait que erβ+bµA(t, θ) est borné, nous obtenons par conséquent au vu de (3.32) :

|erβ+bµA(t, θ)| ≤ B + exp

{∫ θ

θ

erβ+bµ|A|(|rβθ|+ |bµθ|)dθ
}

(3.41)

avec B > 0, et nous pouvons conclure en utilisant l’inégalité de Gronwall et le lemme
(3.6) une fois de plus que

|erβ+bµA(t, θ)| ≤ B

∫ θ

θ

(|rβθ|+ |bµθ|)dθ. (3.42)

Ici B = e(rβ+bµ)(t, θ̄).

Lemme 3.9. La quantité
∫ ti
t

max
θ∈S1

[
e2β−4µJ2

]
(s, θ)ds est uniformément bornée sur ]t0, ti].

Preuve : Partant de l’équation auxiliaire (1.100) ainsi que (1.104), on a

∂θ[e
−2τα−1/2e4µΓ] = −2eτρ2 ⇒ t|∂θJ | ≤ 2 |eτρ2| . (3.43)

Or ρ2 = 16πα

∫
R3

fv2dv1dv2dv3 = 16πe−τ
∫
R3

(
√
αe2µ
√
αeτ−2µfv2)dv1dv2dv3,

t

∫
S1

Jθdθ = 16π

∫
S1

(
αeτ

∫
R3

fv2dv1dv2dv3

)
dθ

= 16π

∫
S1

(√
αe2µ

∫
R3

eτ−2µv2fdv1dv2dv3

)
dθ

≤ 16π

∫
S1

(√
αe2µ

∫
R3

|v0|fdv1dv2dv3

)
dθ d’après(1.69), (3.44)
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ce qui donne

16π

∫
S1

Jθdθ ≤ 2

∣∣∣∣∫
S1

8π

(√
α

t
e2µ

∫
R3

|v0|fdv1dv2dv3

)∣∣∣∣ ≤ CẼ . Ẽ◦. (3.45)

D’après le lemme 3.6 et les inégalités (3.40), (3.45), il existe une constante M tel que

|J(s, θ)| ≤M + |J(s, θ)|, (3.46)

e2β−4µ ≤ e6Me2β−4µβ(s, θ). (3.47)

Donc, en utilisant (3.46)− (3.47) nous avons∫ ti

t

max
θ∈S1

[
e2β−4µJ2

]
(s, θ)ds ≤

∫ ti

t

e6M
[
e2β−4µ(J2 + 2M |J |+M2)

]
(s, θ)ds. (3.48)

Utilisant le fait que 2|J | ≤ J2 + 1 ainsi que le lemme 3.8, nous avons :∫ ti

t

max
θ∈S1

[
e2β−4µJ2

]
(s, θ)ds ≤ B +B′

∫ ti

t

max
θ∈S1

[
e2β−4µJ2

]
(s, θ)ds, (3.49)

B et B′ étant deux constantes strictement positives. Par ailleurs, l’équation (1.94) entraine
l’inégalité suivante

αt
α
≤ −αe

2τ−4µ

t
J2, or e2β−4µ = αe2τ−4µ. (3.50)

Donc αt
α
≤ − e2β−4µ

t
J2.

En intégrant, nous obtenons∫ ti

t

[
e2β−4µJ2

]
(s, θ)ds ≤ tiln

α(t, θ)

α(ti, θ)
(3.51)

qui est borné d’après le corollaire 3.1, et le membre de gauche de la relation (3.49) est
uniformément borné grâce à la majoration faite à la relation (3.45).
Nous avons également le lemme suivant.

Lemme 3.10. Pour tout t > t0, la quantité
∫ ti
t

max
θ∈S1

[
e2β(K − AJ)2

]
(s, θ)ds est unifor-

mément bornée sur ]t0, ti].

Preuve : Nous avons

∂θ(e
β(K − AJ)) = βθe

β(K − AJ) + eβ(Kθ − AθJ − AJθ),
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et utilisons ensuite les équations auxiliaires (1.104) et (1.106), on remplace les dérivées
par rapport à θ, Kθ et Jθ en fonction des quantités matières. La relation (1.51) dans la
relation (1.16) substituée dans l’équation auxiliaire (1.101), permet d’avoir

∂θK = eτAtρ2 + 2t2eτ−2µρ3 (3.52)

et en s’y prenant de la même manière qu’au procédé pour avoir (3.43) et (3.44) on contrôle
donc Kθ.
Ainsi, nous avons

eβ(K−AJ)(t, θ)− eβ(K−AJ)(t, θ) =

∫ θ

θ

eβ [βθ(K − AJ) + (Kθ − AθJ − AJθ)] (t, θ′)dθ′.

(3.53)
D’où l’inégalité

eβ|K − AJ |(t, θ) ≤ eβ|K − AJ |(t, θ)

+

∫ θ

θ

[
|βθ||K − AJ |eβ + eβ−2µ|J |e2µ|Aθ

]
dθ′

+

∫ θ

θ

[
eβ|Kθ|+ Aeβ|Jθ|

]
dθ′

≤ eβ|K − AJ |(t, θ) +

∫ θ

θ

16πeβ
∫
R3

f |v3|dv1dv2dv3dθ
′

+

∫ θ

θ

[
|βθ||K − AJ |eβ + eβ−2µ|J |e2µ|Aθ

]
dθ′

+

∫ θ

θ

[
16πeβA

∫
R3

f |v2|dv1dv2dv3

]
dθ′. (3.54)

En utilisant les lemmes précédents 3.6 et 3.8, ainsi que la loi de conservation, et le fait
que le support de f en v3 et v2 est borné, nous obtenons

eβ|K − AJ |(t, θ) ≤ eβ|K − AJ |(t, θ)

+

∫ θ

θ

|βθ||K − AJ |eβdθ′

+ C max
θ∈S1

[eβ−2µ|J(t, .)|] +D, (3.55)

où

C = sup
θ∈S1

∣∣e2µAθ
∣∣ et D = sup

θ∈S1

∣∣∣∣∫ θ

θ

[
16πeβA

∫
R3

f |v2|dv1dv2dv3 + eβ−2µ|J |e2µ|Aθ
]
dθ′

Thèse de Doctorat Ph.D LASSIYE TCHUANI Alex’s Constantin



3.2 Estimations cône lumière 71

Nous appliquons à présent le lemme de Gronwall, et nous obtenons

eβ|K − AJ |(t, θ) ≤ {eβ|K − AJ |(t, θ)

+ Bmax
θ∈S1

(eβ−2µ|J(t, .)|) + C}
[
1 + e

∫ θ
θ
|βθ|dθ′

]
. (3.56)

Par la suite, nous pouvons conclure en intégrant l’équation (1.94) et utiliser le lemme 3.9

pour borner le terme contenant J .

Corollaire 3.2. Les quantités de torsion H et G sont bornées.

Preuve : En effet
|Ht| =

|K − AJ |
t3
√
α

e2τ .

Ainsi , |H(t)| ≤
∣∣∣∣∫ t

t0

|K − AJ |
t3
√
α

e2τds

∣∣∣∣+ |H0|. (3.57)

Et comme |Γ| = |J |
√
αe2τ−4µ, on contrôle G de manière similaire à (3.57).

3.2 Estimations cône lumière

Dans ce paragraphe, nous utilisons les estimations cône-lumière pour établir que les
dérivées premières de µ, φ et A sont bornées.
Pour le faire, nous rappelons la forme quadratique

Υ = µ2
t + αµ2

θ +
e4µ

4t2
(A2

t + αA2
θ). (3.58)

Nous définissons aussi

Υ× = 2
√
α(µtµθ +

e4µ

4t2
AtAθ), (3.59)

φς = φt +
√
αφθ, (3.60)

φξ = φt −
√
αφθ, (3.61)

et également les variables suivantes ∂ξ = ∂t −
√
α∂θ et ∂ς = ∂t +

√
α∂θ.

On remarque que φ2
t + αφ2

θ = 1
2
(φ2

ξ + φ2
ς ).

Remarque 3.1. Les équations de contraintes (1.93)− (1.95) sont équivalentes à

τt
t

= Υ +
αe2τ−4µ

4t2
J2 +

αe2τ (K − AJ)2

4t4
+ ρ̄,

αt
α

=
−αe2τ−4µ

t
J2 − αe2τ

t3
(K − AJ)2 − (ρ̄− P̄1),

√
α
τθ
t

= 2Υ− αθ
√
α

2tα
− 1

2
ρ1 ,
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où ρ̄ = 8π
√
α
t
ρ et P̄1 = 16πe2(τ−µ)α

√
α
t
P1.

Cette nouvelle formulation des équations de contraintes a pour but d’écrire plus simple-
ment les équations.

3.2.1 Estimations cône lumière relatives à Υ et αt

α

Lemme 3.11. Pour tout t ∈ (t0, ti] et θ ∈ S1, nous avons

|∂ξ(Υ + Υ×)| ≤
∣∣∣αt
α

∣∣∣ (Υ

t
+

1

2t
+ 2Υ

)
+

3Υ

t
, (3.62)

|∂ς(Υ−Υ×)| ≤
∣∣∣αt
α

∣∣∣ (Υ

t
+

1

2t
+ 2Υ

)
+

3Υ

t
. (3.63)

Preuve : Nous dérivons Υ + Υ× et Υ − Υ× par rapport à ξ et ς respectivement et
nous obtenons

∂ξ(Υ + Υ×) = −2

t
(µ2

t +
e4µ

4t2
αA2

θ) +
αt
α

(Υ + Υ×)− Υ×

t

+2(µt +
√
αµθ)(

eβ−4µ

2t2
J2

+8π

√
αeβ−4µ

2t

∫
R3

f(1 + 2e−2µv2
2)

|v0|
dv1dv2dv3 + 2e2(β−µ)V (φ))

+
e4µ

4t2
(At +

√
αAθ)(

eβ−4µ

t2
J(K − AJ)

+16π

√
αe2β−4µ

2t

∫
R3

fv2(v3 − Av2)

|v0|
dv1dv2dv3) (3.64)

et

∂ς(Υ−Υ×) = −2

t
(µ2

t +
e4µ

4t2
αA2

θ) +
αt
α

(Υ−Υ×) +
Υ×

t

+2(µt −
√
αµθ)(

eβ−4µ

2t2
J2

+8π

√
αeβ−4µ

2t

∫
R3

f(1 + 2e−2µv2
2)

|v0|
dv1dv2dv3 + 2e2(β−µ)V (φ))

+
e4µ

4t2
(At −

√
αAθ)(

eβ−4µ

t2
J(K − AJ)]

+16π

√
αe2β−4µ

2t

∫
R3

fv2(v3 − Av2)

|v0|
dv1dv2dv3). (3.65)
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Nous définissons T1 et T2 par

T1 =
eβ−4µ

2t2
J2 + 8π

√
αeβ−4µ

2t

∫
R3

f(1 + 2e−2µv2
2)

|v0|
dv1dv2dv3 + 2e2(β−µ)V (φ)), (3.66)

T2 =
eβ−4µ

t2
J(K − AJ) + 16π

√
αe2β−4µ

2t

∫
R3

fv2(v3 − Av2)

|v0|
dv1dv2dv3). (3.67)

En utilisant l’équation (1.94), on obtient :

|T1| ≤ | αt
2tα
|, (3.68)

|T2| ≤ | αt
2α
|. (3.69)

De ce qui précède, nous avons finalement les relations (3.62) et (3.63).

Remarque 3.2. Pour contrôler Υ, nous avons besoin de contrôler l’intégrale de
∣∣αt
α

∣∣ c’est-
à-dire lnα. En considérant le membre de droite de l’équation (1.94), les deux termes de
la quantité de torsion sont bornés d’après les lemmes (3.9) et (3.10),donc il nous reste le
dernier terme contenant la fonction de distribution f . Or, nous savons que le support de f
en v2 et v3 est borné. Nous devons donc estimer son support par rapport à v1. L’approche
appropriée ici, serait de donner une estimation

∣∣αt
α

∣∣ dépendant du support de f en v1,
ensuite, nous utiliserons le système caractéristique de l’équation de Vlasov pour contrôler
cette fonction.

Cette stratégie a été développée par Andreasson [A] et adaptée par D. Tegankong [T ]

en symétrie de Gowdy avec champ scalaire. Nous nous inspirons de leurs approches et
définissons les fonctions suivantes

u1 =
√
αv1, (3.70)

u1(t) = sup
{
|u1|/∃(s, θ, v2, v3) ∈ [t, ti]× S1 × R2/f(s, θ, v1, v2, v3) 6= 0

}
, (3.71)

v2(t) = sup
{
|v2|/∃(s, θ, v1, v3) ∈ [t, ti]× S1 × R2/f(s, θ, v1, v2, v3) 6= 0

}
, (3.72)

v3(t) = sup
{
|v3|/∃(s, θ, v1, v2) ∈ [t, ti]× S1 × R2/f(s, θ, v1, v2, v3) 6= 0

}
, (3.73)

ψ(t) = max

(
sup
θ∈S1

Υ(t, .) + u2
1(t); 2

)
, (3.74)

Λ(t) = ψ(t) + χ(t), où χ(t) = sup
θ∈S1

(|φξ|+ |φς |)(t, θ), (3.75)

N(t, θ) =

∫ t

t0

√
α(s, θ)ds. (3.76)
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Lemme 3.12. Pour tout t ∈ (t0, ti] et θ ∈ S1, on a

−αt
α

(t, θ) ≤ C(t) +D(1 + lnu2
1) (3.77)

où C(t) est une constante strictement positive et dépendant du temps et D > 0 étant aussi
une constante.

Preuve : Comme αt
α

(t, θ) ≤ 0, nous avons |αt
α

(t, θ)| = −αt
α

(t, θ) que nous allons borner.
Posons

B(t, θ) = 16πe2β−2µ

∫
R3

f(1 + e−2µv2
2 + t2e2µ(v3 − Av2)2)

|v0|
dv1dv2dv3. (3.78)

L’expression (1.94) devient

−αt
α

=
αe2τ−4µ

t
J2 +

αe2τ

t3
(K − AJ)2 +

√
αB.

Compte tenu des lemmes 3.8, 3.9 et 3.10, on a∣∣∣αt
α

(t, θ)
∣∣∣ ≤ C(t) +B(t, θ). (3.79)

D’après (1.69),

|v0 | ≥
√
αe2(τ−µ) + αv2

1 = eβ−µ
√

1 + e−2β+2µu2
1,

car αe2τ = e2β. Ainsi

B(t, θ) ≤ 16πe2β−2µ

∫
R3

f(1 + e−2µv2
2 + t−2e2µ(v3 − Av2)2)

eβ−µ
√

1 + e−2β+2µu2
1

dv1dv2dv3,

≤ 16πeβ−µ‖f0‖
(

1 + e−2µ(v̄2)2 +
e2µ

t2
(v̄3 + |A|v̄2)2

)
4v̄2v̄3

∫ u1

−u1

du1√
1 + e−2β+2µu2

1

≤ 16πeβ−µ‖f0‖
(

1 + e−2µ(v̄2)2 +
e2µ

t2
(v̄3 + |A|v̄2)2

)
4v̄2v̄3

×2

(
eβ−µln

(
u1 +

√
e2β−2µ + u2

1

)
+ e−1

)
. (3.80)

Par conséquent, en utilisant les lemmes 3.7 et 3.8, il s’en suit d’après l’inégalité (3.79) qu’il
existe une fonction strictement positive intégrable suivant t, C(t) bornée et une constante
D > 0 ; d’où l’estimation (3.77).

Thèse de Doctorat Ph.D LASSIYE TCHUANI Alex’s Constantin



3.2 Estimations cône lumière 75

3.2.2 Estimation de αθ ainsi que les dérivées premières de φ

Lemme 3.13. Pour tout t ∈ (t0, ti] et θ ∈ S1, nous avons

χ(t) ≤ C + C(t)

∫ t

t0

[
χ(s)(1 + ū1lnū1 + lnū1(s)) + sup

θ∈S1

Υ(s)(χ(s))2

]
ds

+ 2C ′ max
t̄∈{t0,t}

|V (φ(t̄, θ))|, (3.81)

où χ(t) est définie dans (3.75) et Υ par (3.58).

Preuve : Nous avons, en dérivant par rapport à ξ et ς respectivement, les quantités
φς et φξ, et en utilisant l’équation (1.99),

∂ξφς = (∂t −
√
α∂

θ
)(φt +

√
αφθ) = φtt +

αt
2
√
α
φθ +

√
αφtθ −

√
αφθt −

√
α(
αθφθ
2
√
α

+
√
αφθθ)

= φtt − αφθθ +
αt

2
√
α
φθ −

αθ
2
φθ

=
αt
2α
φς −

1

t
φt − e2β−2µV ′(φ)

+ α(2AθH(G− 1)− 2µθ(G+ AH)2e−2(τ−2µ) − 4µθH
2t2e−2τ )φθ. (3.82)

On montre en procédant de manière similaire et en utilisant encore l’équation (1.99), que

∂ςφξ =
αt
2α
φξ −

1

t
φt − e2β−2µV ′(φ)

+ α(2AθH(G− 1)− 2µθ(G+ AH)2e−2(τ−2µ) − 4µθH
2t2e−2τ )φθ. (3.83)

Ensuite, nous intégrons les équations (3.82) et (3.83) le long de la courbe intégrale cor-
respondant aux vecteurs champs ∂ξ et ∂ς sur t = t0 au point (t, θ) ∈]t0, ti) × S1, pour
obtenir

φς(t, θ) = φς(t0, θ − (N(t)− t0)) +

∫ t

t0

αs
2α
φς(s, θ − (N(s)− t0))ds

+

∫ t

t0

[
α(2AθH(G− 1)− 2µθ(G+ AH)2e−2(τ−2µ))

]
φθ(s, θ − (N(s)− t0))ds

−
∫ t

t0

(4αµθH
2s2e−2τφθ +

φs
s

+ e2β−2µV ′(φ))(s, θ − (N(s)− t0))ds, (3.84)

φξ(t, θ) = φξ(t0, θ + (N(t)− t0)) +

∫ t

t0

αs
2α
φξ(s, θ + (N(s)− t0))ds

+

∫ t

t0

[
α(2AθH(G− 1)− 2µθ(G+ AH)2e−2(τ−2µ)

]
φθ(s, θ + (N(s)− t0))ds

−
∫ t

t0

(4αµθH
2s2e−2τφθ +

φs
s

+ e2β−2µV ′(φ))(s, θ + (N(s)− t0))ds. (3.85)
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Comme d’après le lemme 3.12, |αt|
α

est borné par une fonction de ln(1 + ū2
1), nous avons :

sup
θ∈S1

|φς |(t, θ) ≤ sup
θ∈S1

|φς(t0, θ)|+
∫ t

t0

C(s)[sup
θ∈S1

|φς |(s, θ)ln(1 + u2
1(s))

+
1

s
sup
θ∈S1

|φs(s, θ)|+ sup
θ∈S1

e2β−2µ|V ′(φ)|(s, θ)]ds+ sup
θ∈S1

κ(t, θ)

≤ C +

∫ t

t0

C(s)[sup
θ∈S1

|φς |(s, θ)ln(1 + u2
1(s))

+
1

s
sup
θ∈S1

|φs(s, θ)]ds+ C̃

∣∣∣∣∫ t

t0

φs(s, θ)V
′(φ(s, θ)ds

∣∣∣∣+ sup
θ∈S1

κ(t, θ)

≤ C +

∫ t

t0

C(s)[sup
θ∈S1

|φξ|(s, θ)ln(1 + u2
1(s)) + sup

θ∈S1

κ(t, θ)

+
1

s
sup
θ∈S1

|φs(s, θ)|]ds+ C̃ sup
θ∈S1

|V (φ(t, θ))|, (3.86)

sup
θ∈S1

|φξ|(t, θ) ≤ sup
θ∈S1

|φξ(t0, θ)|+
∫ t

t0

C(s)[sup
θ∈S1

|φu|(s, θ)ln(1 + u2
1(s))

+
1

s
sup
θ∈S1

|φs(s, θ)|+ sup
θ∈S1

e2β−2µ|V ′(φ)|(s, θ)]ds+ sup
θ∈S1

κ̃(t, θ)

≤ C + sup
θ∈S1

κ̃(t, θ) +

∫ t

t0

C(s)[sup
θ∈S1

|φξ|(s, θ)ln(1 + u2
1(s))

+
1

s
sup
θ∈S1

|φs(s, θ)]ds+ C̃

∣∣∣∣∫ t

t0

φs(s, θ)V
′(φ(s, θ)ds

∣∣∣∣
≤ C + sup

θ∈S1

κ̃(t, θ) +

∫ t

t0

C(s)[sup
θ∈S1

|φξ|(s, θ)ln(1 + u2
1(s))

+
1

s
sup
θ∈S1

|φs(s, θ)|]ds+ C̃ sup
θ∈S1

|V (φ(t, θ))|, (3.87)

où

κ(t, θ) =

∫ t

t0

α
[
(2AθH(G− 1)− 2µθ(G+ AH)2)e−2(τ−2µ) − 4µθH

2s2e−2τ
]

.φθ(s, θ − (N(s)− t0))ds, (3.88)

κ̃(t, θ) =

∫ t

t0

α
[
(2AθH(G− 1)− 2µθ(G+ AH)2)e−2(τ−2µ) − 4µθH

2s2e−2τ
]

×φθ(s, θ + (N(s)− t0))ds (3.89)

A présent, nous allons contrôler κ(t, θ) et κ̃(t, θ). Le lemme 3.1, et l’estimation de β
permettent de contrôler φθ, Aθ, e−2(τ−2µ) et µθ d’une part, d’autre part, comme

(K − AJ)2 . Ē
◦
et K − AJ = −t

3e−2τ

√
α
Ht,
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cette relation permet de borner Ht et donc H, pour contrôler G, nous utilisons les équa-
tions (1.100) − (1.103) qui vont permettre d’avoir une estimation de Γ = Gt + AHt. Il
reste donc à contrôler S13, S12, ρ2 et ρ3. On a

√
αS̃1k =

∫
R3

f
v1vk

v0
dv k ∈ {2; 3}

≤ ‖f0‖∞v̄k
∫
R

sup |v1| dv1√
1 + (v1)2

≤ Cū1ln(ū1).

Par conséquent, on a

|κ(t, θ)| ≤ C

∫ t

t0

Cū1ln(ū1)(s, θ − (N(s)− t0))ds, (3.90)

|κ̃(t, θ)| ≤ C

∫ t

t0

Cū1ln(ū1)(s, θ + (N(s)− t0))ds (3.91)

On additionne les équations (3.86), (3.87), (3.90) et (3.91) et on obtient (3.81).
Dans la suite, nous nous proposons de borner ψ ce qui va assurer le contrôle de Υ.

Lemme 3.14. Pour tout t ∈ (t0, ti] et θ ∈ S1, nous avons :

ū2
1(t) ≤ B +

∫ t

t0

(C(s) +Bln(1 + ū2
1(s)))ū2

1(s)ds

+

∫ t

t0

(BΥ +Bū2
1)ds+

∫ t

t0

ū2
1%(s)ds, (3.92)

où B est une constante positive non nulle, C(s) et %(s) étant des constantes positives
dépendantes de s.

Preuve : Le système caractéristique (2.47) − (2.50) de l’équation de Vlasov nous
donne :

du2
1

ds
= 2u1

du1

ds
= 2u1(

αs
2
√
α
v1 +

√
α
dv1

ds
)

=
αs
α
u2

1 +
2
√
αu1

v0

(e2β−2µ(βθ − µθ) + e2β−4µ(βθ − 2µθ)v2

+
e2β

t2
(v3 − Av2)[(v3 − Av2)βθ − Aθv2]

+
2e2βu1

t

(
(K − AJ)(v3 − Av2)

t2
+ e−4µJv2

)
. (3.93)
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Par intégration, nous obtenons

|u2
1(t0)− u2

1(t)| = |
∫ t0

t

(
αt
α
u2

1 +
2
√
αu1

v0

(e2β−2µ(βθ − µθ) + e2β−4µ(βθ − 2µθ)v2

+
e2β

s2
(v3 − Av2)[(v3 − Av2)βθ − Aθv2]

+
2e2βu1

s

(
(K − AJ)(v3 − Av2)

s2
+ e−4µJv2

)
ds|. (3.94)

Nous allons estimer un à un les termes du membre de droite de l’équation (3.94).
Le premier terme est majoré de la manière suivante :∫ t

t0

∣∣∣αs
α
u2

1

∣∣∣ ds ≤ ∫ t

t0

∣∣∣αs
α
ū2

1

∣∣∣ ds
≤

∣∣∣∣∫ t

t0

((C(s) +Dln(1 + ū2
1(s))ū2

1(s))ds

∣∣∣∣ . (3.95)

La majoration du second terme du membre de droite de (3.94) va se faire en utilisant
l’équation (3.25) et on obtient :

√
α|βθ| ≤ BΥ + Dū2

1, où D et B sont des constantes
positives qui dépendent de t et f .
Par ailleurs, la définition (3.58) de Υ nous permet d’avoir les inégalités suivantes

√
α|µθ| ≤

√
Υ, (3.96)

√
α
e2µ|Aθ|

t
≤ 2Υ + 1/2

√
Υ. (3.97)

Comme e2β−2µ, e2βA, le support de f en v2 et v3 ainsi que βθ sont bornés, nous utilisons
le fait que |u1| ≤ |u0|, pour avoir suivant l’équation caractéristique l’inégalité suivante∣∣∣∣∫ t

t0

2
√
αu1

v0

(
e2β−2µ(βθ − µθ) + e2β−4µ(βθ − 2µθ)v2 +

e2β

s2
(v3 −Av2)[(v3 −Av2)βθ −Aθv2]

)
ds

∣∣∣∣
≤ B +

∣∣∣∣∫ t

t0

(DΥ + Eū2
1)ds

∣∣∣∣ , (3.98)

B, D et E étant des constantes strictement positives dépendant des données initiales.
Concernant le dernier terme de la relation (3.94), nous avons∫ t

t0

2e2βu1

s3

(
(K −AJ)(v3 −Av2)

s2
+ e−4µJv2

)
ds

≤
∫ t

t0

2eβū1

t30

(
max
θ∈S1

eβ|K −AJ |(s, .)(v̄3 + |A|v̄2) + eβ−2µv̄2(max
θ∈S1

eβ−2µ|J |(s, .)
)
ds. (3.99)
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En utilisant les lemmes 3.8 et 3.10 , l’inégalité 2a ≤ a2 + 1, et en remplaçant respectivement
ū1, max

θ∈S1
eβ|K −AJ |(t, .) et max

θ∈S1
eβ−2µ|J |(t, .) par leurs carrés respectifs, nous avons :

∫ t

t0

2e2βu1

s3

(
(K −AJ)(v3 −Av2)

s2
+ e−4µJv2

)
ds

≤ B +

∣∣∣∣∫ t

t0

u2
1%(s)ds

∣∣∣∣ , (3.100)

où B est une constante et %(t) est une fonction strictement positive dont l’intégrale est unifor-

mément bornée. En utilisant (3.95), (3.98) et (3.100), nous avons par conséquent (3.92), une

majoration de ū1 d’où le résultat.

Dans la suite, nous allons trouver une borne supérieure à ψ. Pour le faire, nous allons
utiliser les équations (3.62) et (3.63) pour contrôler Υ(t). De ce fait, nous énonçons le
lemme suivant.

Lemme 3.15. Soit (t, θ) ∈ (t0; ti]× S1, nous avons

Λ(t) ≤ C + C(t)

∫
[t0;t]

(Λ(s))3lnΛ(s)ds, (3.101)

où Λ(t) est définie en (3.75).

Preuve : Nous allons dans un premier temps, utiliser les équations (3.62) et (3.63)

que nous allons intégrer le long des courbes suivant les champs de Killing ∂ξ, ∂ς en (t, θ) ;
en additionnant les équations obtenues, pour avoir

Υ(t, θ) ≤ C1 +

∫ t

t0

∣∣∣αs
α

∣∣∣ ((
Υ

2s
+

1

2s
+ Υ) +

3Υ

2s

)
(s, θ −N(s) + t0)ds,

+

∫ t

t0

∣∣∣αs
α

∣∣∣ ((
Υ

2s
+

1

2s
+ g) +

3Υ

2s

)
(s, θ +N(s)− t0)ds, (3.102)

où C1 est une constante positive dépendant de Υ sur l’hypersurface initiale qui est une
quantité finie pour des raisons de compacité. Par la suite, nous utilisons la relation (3.77)

et prenons le maximum de θ ∈ S1,

max
θ∈S1

Υ(t, θ) ≤ C2 +

∫ t

t0

(C(s) +Bln(1 + ū2
1(s)) max

θ∈S1
Υ(s, θ))ds, (3.103)

C2 étant une constante positive et C(t) une fonction positive dont l’intégrale est bornée.
En combinant (3.92) et (3.103), nous déduisons

ψ(t) ≤ C3 +

∫ t

t0

%(s)ψ(s)lnψ(s)ds (3.104)
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avec C3 > 0 et %(s) est une fonction positive dont l’intégrale est uniformément bornée.

%(s, θ) = −2se2(β−µ)

(
2V (φ) + 16π

√
α

t

∫
R3

1 + e−2µv2
2 + e2µt2(v3 − Av2)2

|v0|
dv

)
.

En multipliant l’inégalité (3.104) par %lnψ on obtient

ψ(t)%(t)lnψ(t) ≤
(
B +

∫ t

t0

%(s)ψ(s)lnψ(s)ds

)
%(t)lnψ(t), (3.105)

puis en majorant le terme de droite de (3.105) on obtient

ψ(t)%(t)lnψ(t) ≤
(
B +

∫ t

t0

%(s)ψ(s)lnψ(s)ds

)
%(t)ln

(
B +

∫ t

t0

%(s)ψ(s)lnψ(s)ds

)
.

(3.106)
En divisant de par et d’autre par(

B +

∫ t

t0

%(s)ψ(s)lnψ(s)ds

)
ln

(
B +

∫ t

t0

%(s)ψ(s)lnψ(s)ds

)
,

nous avons
%ψlnψ

(B +
∫ ti
t
%(s)ψ(s)lnψ(s)ds)ln(B +

∫ ti
t
%(s)ψ(s)lnψ(s)ds)

≤ %. (3.107)

En utilisant l’intégrale classique∫
U ′

UlnU
=

∫ U ′

U

lnU
= ln|lnU |+ Cste,

qu’on applique sur l’inégalité (3.107) pour avoir finalement l’inégalité suivante

χ(s) + ψ(s)χ2(s) ≤ Λ(s) + Λ3(s) . Λ3(s) car Λ(s), Λ2(s) 6 Λ3(s). (3.108)

Ainsi, en additionnant (3.104) et (3.81) puis en utilisant (3.108) on obtient (3.101).

Proposition 3.1. αθ et τθ sont bornés sur ]t0; ti]× S1.

Preuve : D’après la relation (1.95), nous avons :∣∣∣τθ
t

+
αθ
2tα

∣∣∣ =

∣∣∣∣2µtµθ +
e4µ

2t2
AtAθ − 8π

√
α

t

∫
R3

fv1dv1dv2dv3 + φtφθ

∣∣∣∣ . (3.109)

D’où∣∣∣∣√ατθt
+

αθ
2t
√
α

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣2√αµtµθ +
e4µ

2t2
√
αAtAθ − 8π

α

t

∫
R3

fv1dv1dv2dv3 +
√
αφtφθ

∣∣∣∣
≤ µ2

t + αµ2
θ +

e4µ

t2
(A2

t + αA2
θ) + 8π

α

t

∫
R3

fv1dv1dv2dv3

+
1

2
(φ2

t + αφ2
θ). (3.110)
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Or, nous avons
α

t

∫
R3

fv1dv1dv2dv3 ≤
α

t

∫
R3

f |v0|dv1dv2dv3.

Ainsi ∫
S1

∣∣∣τθ
t

+
αθ
2tα

∣∣∣ dθ ≤ ∫
S1

τt
t
√
α
dθ ≤ Ẽ

◦
. (3.111)

Par ailleurs, nous utilisons l’équation de contrainte (1.94) et nous avons

αt
α

= −16πα
1
2 e2(β−µ)

∫
R3

f(1 + αe−2βv2
2 + (α)−1e2βt2(v3 − Av2)2)

|v0|
dv1dv2dv3

−e2β−4µ

t
J2 − e2β

t3
(K − AJ)2 − 2te2(β−µ)V (φ). (3.112)

D’où∫ t

t0

αs
α

(θ, s)ds =

∫ t

t0

[
−16πα

1
2 e2(β−µ)

∫
R3

f(1 + αe−2βv2
2 + (α)−1e2βt2(v3 − Av2)2)

|v0|
dv1dv2dv3

]
ds

+

∫ t

t0

[
−e2β−4µ

s
J2 − e2β

s3
(K − AJ)2 − 2se2(β−µ)V (φ)

]
(θ, s)ds,

par la suite

ln
α(t, θ)

α(t0, θ)
=

∫ t

t0

[
−16πα

1
2 e2(β−µ)

∫
R3

f(1 + αe−2βv2
2 + (α)−1e2βs2(v3 − Av2)2)

|v0|
dv1dv2dv3

]
ds

+

∫ t

t0

[
−e2β−4µ

s
J2 − e2β

s3
(K − AJ)2 − 2e2(β−µ)V (φ)

]
(θ, s)ds.

Nous définissons les variables nouvelles suivantes

v̂0 = −e−β+µv0, (3.113)

v̂1 =
√
αe−β+µv1, (3.114)

v̂2 = e−βv2, (3.115)

v̂3 =
eµ

t
(v3 − Av2). (3.116)

Ainsi, on en déduit

αθ
α

(t, θ) = −2t

∫ t

t0

[φθV
′(θ) + 2(βθ − µθ)] e2β−4µds−

∫ t

t0

2e2β

s3
(K − AJ)2βθ)ds+

αθ
α

(t0, θ)

−
∫ t

t0

[
(βθ − 2µθ)J

2 + JθJ

s
(2e2β−4µ) +

2e2β

s3
(K − AJ)(Kθ − AθJ − AJθ)

]
ds

−
∫ t

t0

[
4t(βθ − µθ)e2β−2µ

∫
R3

f(1 + (v̂2)2 + (v̂3)2)

v̂o
dv̂1dv̂2dv̂3

]
ds. (3.117)
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Ici, les v̂η, η ∈ {0; 1; 2; 3} sont définis par les relations (3.113)− (3.116).
Cette égalité (3.117) nous permet d’avoir l’inégalité

|αθ| ≤ D′ +

∫ ti

t

|αθ(s)|%(s)ds. (3.118)

Ici, D′ > 0 est une constante dépendant des données initiales et %(t) est une fonction
positive bornée sur ]t0, ti]. Nous utilisons l’inégalité de Gronwall, pour avoir finalement

|αθ(t)| ≤ D”e(
∫ ti
t %(s)ds). (3.119)

Enfin, nous utilisons l’équation (1.95) pour borner τθ.
Le système cractéristique relatif à l’équation de Vlasov (1.92) est donné par

dΘ

ds
= −∂V0

∂V1

,

dV 1

ds
= −(τθ − µθ +

αθ
2α

)
√
αV 0 − (τt − µt)V 1 − e−τ (e2µΓV 2 + tHtV

3)

−
√
α
e2µAθ
t

V 2V 3

V 0
−
√
α
µθ
V 0

((V 3)2 − (V 2)2), (3.120)

dV 2

ds
= −µtV 2 −

√
αµθ

V 1V 2

V 0
,

dV 3

ds
= −

(
1

s
− µt

)
V 3 +

√
αµθ

V 1V 3

V 0
− e2µ

s

(
At +

√
αAθ

V 1

V 0

)
V 2.

Lemme 3.16. Soit Θ(s) = Θ(s, t, θ, v) et V k(s) = V k(s, t, θ, v), k = 1, 2, 3 une solution
du système caractéristique (3.120). Posons ∂ étant comme soit ∂t, soit ∂θ, soit ∂v et
définissons

Ψ = α−1/2∂Θ, (3.121)

Z1 = ∂V 1 +

(
τtV

0

√
α
− µtV

0

√
α

(V 0)2 − (V 1)2 + (V 2)2 − (V 3)2

(V 0)2 − (V 1)2

)
∂Θ

+

(
µθ
V 1((V 2)2 − (V 3)2)

(V 0)2 − (V 1)2
− Ate

2µ

√
αt

V 0V 2V 3

(V 0)2 − (V 1)2

)
∂Θ

+

(
Aθ

V 1V 2V 3

(V 0)2 − (V 1)2

)
∂Θ, (3.122)

Z2 = ∂V 2 + V 2µθ∂Θ, (3.123)

Z3 = ∂V 3 −
(
V 3µθ −

e2µ

s
Aθ

)
∂Θ. (3.124)

Alors, on obtient une matrice M = {aςυ}, ς, υ = 0, 1, 2, 3 telle que

Ω := (Ψ, Z1, Z2, Z3)T
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satisfait
dΩ

ds
= MΩ, (3.125)

et les éléments de la matrice aςυ = aςυ(s,Θ(s), V k(s)) sont tous uniformément bornés sur
[t0, T [

Preuve : Nous allons illustrer cela avec les termes Z2 et Z3

dZ2

ds
=

d

ds
(∂V 2 + V 2µθ∂Θ)

= ∂

(
dV 2

ds

)
+
dV 2

ds
µθ∂Θ

+V 2

(
µtθ + µθθ

dΘ

ds

)
∂Θ + V 2µθ∂(

dΘ

ds
). (3.126)

A présent, en utilisant les équations 1 et 3 du système (3.120) pour remplacer dΘ/ds et dV 2/ds,
les quantités de membre de droite de la relation (3.126) deviennent alors

∂

(
−µtV 2 −

√
αµθ

V 1V 2

V 0

)
+

(
−µtV 2 −

√
αµθ

V 1V 2

V 0

)
µθ∂Θ

+V 2

(
µtθ + µθθ

√
α
V 1

V 0

)
∂Θ + V 2µθ

(
αθV

1

2
√
αV 0

∂Θ +
√
α∂(

V 1

V 0
)

)
.

En dérivant le premier terme suivant ∂, nous trouvons que toutes les dérivées secondes et
les termes contenant αθ s’annulent. Ensuite, comme

−
√
αµθ∂

(
V 1V 2

V 0

)
+
√
αµθV

2∂

(
V 1

V 0

)
= −
√
αµθ

V 1

V 0
∂V 2 (3.127)

nous avons
dZ2

ds
=

(
−µtV 2 −

√
αµθ

V 1V 2

V 0

)
µθ∂Θ− (µt +

√
αµθ

V 1

V 0
)∂V 2. (3.128)

On obtient immédiatement
dZ2

ds
= −

(
µt +

√
αµθ

V 1

V 0

)
Z2.

De même,

dZ3

ds
=

d

ds
(∂V 3 − (V 3µθ −

e2µ

s
V 2Aθ)∂Θ)

= ∂(
dV 3

ds
)− dV 3

ds
µθ∂Θ− V 3

(
µtθ + µθθ

√
α
V 1

V 0

)
∂Θ

−V 3µθ∂(
dΘ

ds
) +

d

ds
(
e2µ

s
)V 2Aθ∂Θ +

dV 2

ds

e2µ

s
Aθ∂Θ

+V 2

(
Atθ + Aθθ

dΘ

ds

)
e2µ

s
∂Θ +

e2µ

s
AθV

2∂(
dΘ

ds
). (3.129)
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En utilisant les équations 1, 3 et 4 du système (3.120), on substitue dΘ/ds, dV 2/ds et dV 3/ds

et on a

∂

[
−(

1

s
− µt)V 2 +

√
αµθ

V 1V 3

V 0
− e2µ

s
(At +

√
αAθ

V 1

V 0
)V 2

]
+

[
−(

1

s
− µt)V 2 +

√
αµθ

V 1V 3

V 0
− e2µ

s
(At +

√
αAθ

V 1

V 0
)V 2

]
µθ∂Θ

−V 3(µtθ + µθθ
√
α
V 1

V 0
)∂Θ− V 3µθ∂

(√
α
V 1

V 0

)
+

2µt
s
V 2Aθ∂Θe2µ

− 1

s2
e2µV 2Aθ∂Θ + (−µtV 2 −

√
αµθ

V 1V 2

V 0
)
e2µ

s
Aθ∂Θ

+
e2µ

s
V 2(Atθ + Aθθ

√
α)∂Θ +

e2µ

s
V 2Aθ∂

(√
α
V 1

V 0

)
.

En dérivant le premier terme suivant ∂, nous trouvons que toutes les dérivées secondes et
les termes contenant αθ s’annulent. Par ailleurs, comme

−
√
αµθ∂

(
V 1V 3

V 0

)
+
√
αµθV

3∂

(
V 1

V 0

)
= −
√
αµθ

V 1

V 0
∂V 3, (3.130)

nous avons, le premier terme du membre de droite de l’égalité (3.129) qui devient

−∂
(

1

s
− µt

)
V 3 −

(
1

s
− µt

)
∂V 3 − ∂

[
e2µ

s

(
At +

√
αAθ

V 1

V 0

)]
V 2

− e2µ

s

(
At +

√
αAθ

V 1

V 0

)
∂V 2 −

(
1

s
− µt

)
V 3µθ∂Θ− e2µ

s

(
At +

√
θAθ

V 1

V 0

)
V 2µθ∂Θ

−V 3

(
µt + µθ

√
α
V 1

V 0

)
∂Θ +

2µt
s
V 2Aθe

2µ∂Θ.

On va faire recours ici à l’équation d’évolution (1.98) et utiliser aussi le fait que

∂

(
e2µ

s

)
= − 1

s2
e2µ + 2∂µ

e2µ

s

= −(
1

s
− µt)

e2µ

s
+

(
µt + 2µθ

dΘ

ds

)
e2µ

s
,

pour obtenir

− (
1

s
− µt)∂V 3 + (

1

s
− µt)(V 3µθ −

e2µ

s
Aθ)∂Θ

− e2µ

s
(At +

√
αAθ

V 1

V 0
)∂V 2 − e2µ

s
(At +

√
αAθ

V 1

V 0
)V 2µθ∂Θ

= −(
1

s
− µt)Z2 − e2µ

s
(At +

√
αAθ

V 1

V 0
)Z3.
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On obtient par le même procédé

dZ3

ds
= a30Ψ + a32Z

2 + a33Z
3 avec a31 = 0,

avec a32 contenant le terme 1
s
− µt, a33 contenant l’expression e2µ

s
(At +

√
αAθ

V 1

V 0 ).
On a donc l’application (∂Θ, ∂V k) 7→ (Ψ, Zk) qui est inversible. Il s’en suit que les éléments
de la matrice a2k, k ∈ {0, 1, 2, 3} (ici, seul a22 est non nul) et a3k, k ∈ {0, 1, 2, 3} (ici, seul
a31 est nul) sont uniformément bornés sur ]t0, T ]. Les calculs pour les autres termes se
font de façon analogue. Pour le terme Z1, nous allons recourir aux équations d’évolution
(1.97), (1.98) et (1.99). Ainsi, l’élément de la matrice a10 va contenir τθ et αθ/2α, mais
qui se combinent et s’écrivent sous la forme de la dérivée de β. Les dérivées des termes
e−τΓ et e−τHt apparaissent également. Pour contrôler ces quantités, nous utilisons les
équations auxiliaires, pour estimer les dérivées de e−τHt. Nous utilisons (1.102) et (1.103),
et pour e−τΓ on se réfère à (1.100) et (1.101), par exemple, on utilise (1.100) pour contrôler
∂θ(e

−τΓ), comme suit

∂

∂θ
(e−τΓ) = −2eτ+β−4µJθ − eτ−β−4µΓ

∂

∂θ
(e−β+4µ), (3.131)

et toutes les composantes du côté droit de cette équation (3.131) ont été bornées précé-
demment.
Le lemme 3.16 nous permet directement d’en déduire que |Ω| est borné uniformément sur
[t0, ti]. Cependant, comme le système (3.121)−(3.124) est inversible et ses coefficients uni-
formément bornés, nous pouvons conclure que les |∂V k|, avec k ∈ {1, 2, 3} sont également
uniformément bornés.

Lemme 3.17. Le système d’équations caractéristique (3.120), s’écrit encore
dΘ
ds

=
√
αV

0

V 1

dV 1

ds
= V 0

Θ
+
√
αe2τ

t3
(K − AJ)(V 3 − AV 2) +

√
αe2τ−4µ

t
JV 2

dV 2

ds
= −µtV 2 −

√
αµθ

V 1V 2

V 0

dV 3

ds
= −

(
1
s
− µt

)
V 3 +

√
αµθ

V 1V 3

V 0 − e2µ

s

(
At +

√
αAθ

V 1

V 0

)
V 2

(3.132)

Preuve : L’équation 1 du sytème (3.120) d’une part, se reformule

∂v0

∂v1

=
−∂
√
αe2(τ−µ) + αv2

1 + αe2(τ−2µ)v2
2 + αt−2e2τ (v3 − Av2)2

∂v1

=
−2αv1

2
√
αe2(τ−µ) + αv2

1 + αe2(τ−2µ)v2
2 + αt−2e2τ (v3 − Av2)2

= α
v1

v0

= α
g11v

1

g00v
0

= α
g11v

1

−
√
αg11v

0
= −
√
α
v1

v0
. (3.133)
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De plus,

∂v0

∂θ
=
−∂
√
αe2(τ−µ) + αv2

1 + αe2(τ−2µ)v2
2 + αt−2e2τ (v3 − Av2)2

∂θ

=
−∂(
√
αeτ−µ)

∂θ

√
1 + (v1)2 + (v2)2 + (v3)2

−
√
αeτ−µ

∂
√

1 + e−2(τ−µ)(v1)2 + e−2µ(v2)2 + t−2e2µ(v3 − Av2)2

∂θ

= −(τθ − µθ +
αθ
2α

)
√
αv0 −

√
αeτ−µ

∂
√

1 + e−2(τ−µ)(v1)2 + e−2µ(v2)2 + e2µ

t2
(v3 − Av2)2

∂θ

En contractant, on a finalement

∂v0

∂θ
= −(τθ − µθ + αθ

2α
)
√
αv0 − (τt − µt)v1

+
√
α e

2µAθ
t

v2v3

v0 −
√
αµθ
v0 ((v3)2 − (v2)2). (3.134)

D’autre part, on a J = − te−2τ+4µ
√
α

(Gt +AHt) = − te−2τ+4µ
√
α

Γ et K = AJ − t3 e−2τ
√
α
Ht d’où en

contractant, on obtient

√
α
e2τ

t3
(K − AJ)(v3 − Av2) +

√
α
e2τ−4µ

t
Jv2 = e−τ (e2µΓv2 + tHtv

3). (3.135)

(3.202), (3.134) et (3.135) nous permettent d’avoir (3.132)

3.3 Les itérées dans la direction future

Dans cette section et dans la suite, nous considérons que pour toute composante de
la métrique ν := ν(t, θ), t ∈]t0;T ), T > t0 > 0, θ ∈ S1. Nous utilisons de nouveau
la notation A . B pour dire que A ≤ CB avec C > 0. Adoptons les notations νθ :=

ν ′ et νt := ν̇.
f(t, θ, v) = f0(Θ(t0, t, θ, v);V (t0, t, θ, v)). (Θ; V ) solution du système caractéristique de
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l’équation de Vlasov et redéfini en utilisant les nouvelles notations de la manière suivante

dΘ

ds
= −∂V0

∂V1

,

dV 1

ds
= −(τ ′ − µ′ + α′

2α
)
√
αV 0 − (τ̇ − µ̇)V 1 − e−τ (e2µΓV 2 + tḢV 3)

−
√
α
e2µA′

t

V 2V 3

V 0
−
√
α
µ′

V 0
((V 3)2 − (V 2)2), (3.136)

dV 2

ds
= −µ̇V 2 −

√
αµ′

V 1V 2

V 0
,

dV 3

ds
= −

(
1

s
− µ̇

)
V 3 +

√
αµ′

V 1V 3

V 0
− e2µ

s

(
Ȧ+
√
αA′

V 1

V 0

)
V 2.

3.3.1 Construction des itérées dans la direction future

Soulignons ici que la remarque 2.3 assure le fait qu’on peut directement remplacer les
dérivées des inconnues par les itérées des dérivées.
Nous utilisons le système (3.120) en remplaçant α, τ, µ, A, α′, τ ′, µ′, A′ respectivement
par αn−1, τn−1, µn−1, An−1, α

′
n−1, τ

′
n−1, µ

′
n−1, A

′
n−1. Posons

Ξn−1(s, t, θ, V ) =

[
−∂V0

V1

; Ξ1
n−1; Ξ2

n−1; Ξ3
n−1

]
(3.137)

où Ξ1
n−1 = − (τ ′n−1 − µ′n−1 +

α′n−1

2αn−1

)
√
αn−1V

0 − (τ̇n−1 − µ̇n−1)V 1,

−
√
αn−1µ

′
n−1

V 0
((V 2)2 − (V 3)2) +

√
αn−1A

′
n−1

sV 0
e2µn−1V 2V 3,

Ξ2
n−1 = − µ̇n−1V

2 −√αn−1µ
′
n−1

V 1V 2

V 0
,

Ξ3
n−1 = −

(
1

s
− µ̇n−1

)
V 3 −√αn−1µ

′
n−1

V 1V 3

V 0
− e2µn−1

s

(
Ȧn−1 +

√
αn−1A

′
n−1

V 1

V 0

)
V 2.

Soit (Θn;Vn)(s, t, θ, V 1, V 2, V 3) la solution du système caractéristique
d
ds

(Θn, Vn) = Ξn−1(s, t,Θ, V ) avec pour données initiales (Θn, Vn)(t0, t, θ, V
1, V 2, V 3) =

(θ, v) et définissons fn(t, θ, V 1, V 2, V 3) par

fn(t, θ, V 1, V 2, V 3) = f0((Θn, Vn)(t0 , θ, V
1, V 2, V 3)) (3.138)

où fn est la solution de l’équation
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0 =

[
∂v0

∂θ
+ (τ ′n−1 − µ′n−1 +

α′n−1

2αn−1

)
√
αn−1v

0 + (τ̇n−1 − µ̇n−1)v1

]
∂fn
∂v1

+

[√
αn−1µ

′
n−1

v0
((v2)2 − (v3)2)−

√
αn−1A

′
n−1

sv0
e2µn−1v2v3

]
∂fn
∂v1

+

[
µ̇n−1v

2 +
√
αn−1µ

′
n−1

v1v2

v0

]
∂fn
∂v2

+
∂v0

∂v1

∂fn
∂θ
− ∂fn

∂t
(3.139)

+

[(
1

t
− µ̇n−1

)
v3 −√αn−1µ

′
n−1

v1v3

v0
+ e2µn−1

v2

t
(Ȧn−1 +

√
αn−1A

′
n−1

v1

v0
)

]
∂fn
∂v3

avec fn(t0) = f
0 . Définissons ρn , ρk,n , Pk,n , k ∈ {1; 2; 3} qui s’expriment comme

ρ, ρ
k
, Pk, en remplaçant f, α, φ̇, φ′, Ȧ, A′, µ, τ, µ̇, τ̇ , µ′, τ ′ dans leurs expressions

respectivement par fn , αn−1 , φ̇n−1 , φ
′
n−1
, Ȧn−1 , A

′
n−1
, µn−1 , τn−1 , µ̇n−1 , τ̇n−1 , µ

′
n−1
, τ ′

n−1
.

Nous définissons également Υn, Υ×n , φςn et φξn en remplaçant respectivement Υ, Υ×, φς et φξ

dans les relations (3.58), (3.59), (3.60) et (3.61) .
Posons

Ῡn = Υn + φ̇2
n + αnφ

′2
n (3.140)

Ῡ×n = Υ×n + 2
√
αnφ̇nφ

′
n. (3.141)

Utilisant le lemme 1.6 ainsi que les équations de contraintes (1.93)− (1.94)− (1.95) et
la preuve du lemme 3.11, nous définissons αn, An, Jn, Kn, τn, µn, et φn solutions du
système

τ̇n = tΥn +
αne

2τn−4µn

4t
J2
n +

αne
2τn(Kn − AnJn)2

4t3
+ αne

2(τn−µn)ρn, (3.142)

α̇n
αn

=
−αne2τn−4µn

t
J2
n − αn

e2τn(Kn − AnJn)2

t3
+
√
αn(ρn − P1;n), (3.143)

τ ′n = tΥ×n −
α′n
2αn
−
√
αnρ1,n . (3.144)

En procédant de la même façon dans la preuve du lemme 3.13 en remplaçant chaque
composante de la métrique ν par νn−1 dans les équations (3.82)− (3.83), on obtient
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∂ξn−1φςn =

(
α̇n−1

2αn−1

− 1

2t
+ kn−1

)
φςn−1

−
(

1

2t
+ kn−1

)
φξn−1 − e2βn−1−2µn−1V ′(φn−1), (3.145)

∂ςn−1φξn =

(
α̇n−1

2αn−1

− 1

2t
− kn−1

)
φξn−1

−
(

1

2t
− kn−1

)
φςn−1 − e2βn−1−2µn−1V ′(φn−1). (3.146)

Ici

kn−1 = αn−1(2A′n−1Hn−1(Gn−1 − 1)− 2µ′n−1(Gn−1 + An−1Hn−1)2e−2(τn−1−2µn−1)

−4µ′n−1H
2
n−1t

2e−2τn−1). (3.147)

A présent, nous définissons Υ̃n et Ῠn qui vérifient

Υ̃n = Υn + Υ×n , Ῠn = Υn −Υ×n (3.148)

comme dans les relations (3.58) et (3.59) qui sont solutions de


∂ξn−1Υ̃n = (

α̇n−1

αn−1

− 1

2t
)Υ̃n−1 −

1

2t
Ῠn−1 + a+

n−1, (3.149)

∂ςn−1Ῠn =
1

2t
Υ̃n−1 + (

α̇n−1

αn−1

− 1

2t
)Ῠn−1 + a−n−1, (3.150)

où

a+
n−1 =

e4µn−1

4t2
Aςn−1

[
e2βn−1−4µn−1

t2
Jn−1(Kn−1 − An−1Jn−1) + 2

√
αn−1S̄23,n−1

]
+2µςn−1

[
eβn−1−4µn−1

2t2
J2
n−1 +

√
αn−1(˜̄ρn−1 − ˜̄P1,n−1 + ˜̄P2,n−1 − P̄3,n−1)

]
− 2

t
(µ̇2

n−1 +
e4µn−1

4t2
αn−1A

′2
n−1) +

α̇n−1

αn−1

, (3.151)

l’expression de a− s’écrit de manière analogue à a+, en remplaçant ςn−1 par ξn−1 . Nous
utilisons également (1.101)− (1.103) et la relation (1.16) pour avoir

∂θJn+1 = −2teβnρ2,n , (3.152)

∂θKn+1 = −2eτnAρ2,n − 2teτn−2µnρ3,n , (3.153)

∂tKn+1 = 2t2eβn(AnS12,n + te−2µnS13,n). (3.154)
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A présent, nous introduisons les quantités suivantes pour établir certaines estimations
comme aux lemmes (3.13) et (3.15) inspirées des relations (3.70)− (3.76).

un;1 =
√
αnv1 (3.155)

un;1(t) = sup
{
un;1/∃(s, θ, v2, v3) ∈ [t, ti]× S1 × R3/fn(s, θ, v2, v3) 6= 0

}
,(3.156)

ψn(t) = max

(
sup
θ∈S1

Υn(t, .) + u2
n;1(t); 2

)
, (3.157)

Λn(t) = ψn(t) + χn(t), où χn(t) := sup
θ∈S1

(φξn + φςn)(t), (3.158)

Dn(t) = sup{‖∂θfn(s)‖; t0 ≤ s ≤ t, pour tout t ∈ [t0;T ]}, (3.159)

Nn(t, θ) =

∫ t

t0

√
αn(s, θ)ds. (3.160)

3.3.2 Estimation des itérées

Dans cette section, nous montrons que toutes les itérées définies ci-haut peuvent se
contrôler à l’aide des données initiales. Pour le faire, nous évaluons la monotonie et le
comportement de l’énergie relatif aux équations liant ces itérées bien inspiré par le tra-
vail fait dans [JLS], et utilisons cette monotonie ainsi que les estimations a priori pour
contrôler nos itérées. On a alors dans un premier temps le théorème suivant

Théorème 3.1. Considérons les données initiales µ◦ , τ ◦ , α◦ , A◦ , φ◦ , K◦ , J◦ ainsi que
ὰ, µ̀, τ̀ , À, φ̀ vérifiant les équations (3.142)− (3.146), (3.149)− (3.150). Alors

En(t) . E0 , (3.161)

où

En(t) =

∫
S1

1
√
αn

{
Υn +

αne
2τn−4µn

4t2
J2
n +

αne
2τn(Kn − AnJn)2

4t4

}
dθ

+8π

∫
S1

(
1

t

∫
R3

fn|v0|dv1dv2dv3

)
dθ

+

∫
S1

(
1

2
(

1
√
αn
φ̇2
n +
√
αnφ

′2
n) +

√
αne

2(τn−µn)V (φn)

)
dθ, (3.162)

E◦ =

∫
S1

1√
α◦

{
(µ̇
◦
)2 +
√
α◦µ̀′2 +

e4µ
◦

4t2
0

(Ȧ
◦2

+
√
α◦À′2)

}
dθ

+

∫
S1

(
1

2
(

1√
α◦

(φ̇
◦
)2 +
√
α◦φ̀′2) +

√
α◦e2(τ

◦−µ◦ )V (φ
◦
) +

α
◦
e2τ
◦−4µ

◦

4t2
0

J
◦2
)
dθ

+ 8π

∫
S1

(
1

t0

∫
R3

f
◦ |v0|dv1dv2dv3 +

α
◦
e2τ
◦
(K

◦ − A◦J◦)2

32πt40

)
dθ. (3.163)
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Preuve : On a

dEn
dt

= −
∫
S1

τ̇n
t2
√
αn
dθ − 1

2

∫
S1

α̇nτ̇n
tαn
√
αn
dθ −

∫
S1

τ̈n
t2
√
αn
dθ

= −1

t
En −

1

2

∫
S1

α̇nτ̇n
tαn
√
αn
dθ −

∫
S1

τ̈n
t2
√
αn
dθ.

Or, d’après (3.143) en remplaçant les termes par leurs itérées respectives, nous avons∫
S1

dτn
dt

t2
√
αn
dθ =

∫
S1

(√
αn

∂τ ′n
∂θ

t
+
α′nτ

′
n

2t
√
αn

+
τ̇nα̇n

2αnt
√
αn
− α′2n

4αn
√
αn
− µ̇2

n

t
√
αn

+

√
αnµ

′2
n

t

)
dθ

+

∫
S1

(
∂α′n
∂θ

2
√
αn

+
e4µn

4
√
αnt3

(Ȧ2
n − αnA′2n )−

√
αne

2τn−4µn

4t3
J2
n

)
dθ

+

∫
S1

(
−3

√
αne

2τn

4t4
(Kn − AnJn)2 − 8π

α
3
2
ne2τn

t3

∫
R3

fn(v3 − Av2)2

|v0|
dv1dv2dv3

)
dθ

−
∫
S1

(
1

2t
√
αn

(φ̇2
n − αnφ′

2
n) +

√
αn

2t
e2(τn−µn)Vn(φn)

)
dθ. (3.164)

Par ailleurs, pour des raisons de périodicité, nous avons∫
S1

αn
∂τ ′n
∂θ

t
√
αn

dθ = − 1

2t

∫
S1

α′nτ
′
n√

αn
dθ et

∫
S1

∂α′n
∂θ

2
√
αn
dθ =

1

2

∫
S1

α′2n
2αn
√
αn
dθ. (3.165)

En remplaçant (3.165) dans (3.164) nous avons

dEn
dt

= −1

t

∫
S1

[
µ̇2
n√
αn

+
e4µn

4t2

(
Ȧ2
n√
αn

+
√
αnA

′2
n

)
+

√
αne

2τn−4µn

4t2
J2
n

]
dθ

− 1

t

∫
S1

[
αne

2τn

4t3
(Kn − AnJn)2 + 8π

α
1
2
n

t

∫
R3

fn|v0|dv1dv2dv3

]
dθ

−
∫
S1

[
µ̇2
n

t
√
αn

+

√
αne

2τn−4µn

4t3
J2
n +

3αne
2τn

4t4
(Kn − AnJn)2

]
dθ

−
∫
S1

(
8π
α

3
2
ne2τn

t3

∫
R3

fn(v3 − Anv2)2

|v0|
dv1dv2dv3

)
dθ

= −
∫
S1

[
2

t

(
µ̇2
n√
αn

+
e4µn

4t2
√
αnA

′2
n

)
+

√
αn

2t3
e2τn−4µnJ2

n +

√
αne

2τn(Kn − AnJn)2

t4

+ 8π

∫
R3

(
fn|v0|
t2

+
αne

2τnfn(v3 − Anv2)2

t4|v0|

)
dv1dv2dv3]dθ,
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ce qui nous permet d’avoir ensuite

dEn
dt

=

∫
S1

[
α′nτ

′
n

2t
√
αn
− µ̇2

n

t
√
αn

+

√
αnµ

′2
n

t
+

e4µn

4t3
√
αn

(
Ȧ2
n − αnA′

2
n

)
−
√
αne

2τn−4µn

4t3
J2
n

]
dθ

− 1

t

∫
S1

[√
αne

2τn

4t2
(Kn − AnJn)2 + 8π

αn
t3

∫
R3

fn|v0|dv1dv2dv3

]
dθ

− 1

t

∫
S1

[
α′nτ

′
n

2
√
αn

+
1

2
√
αn

(φ̇2
n − αnφ′

2
n)−

√
αn
2

e2(τn−µn)V (φn)− α̇nτ̇n
2tαn
√
αn

]
dθ

−
∫
S1

[
µ̇2
n

t
√
αn

+

√
αne

2τn−4µn

4t3
J2
n +

√
αnµ

′2
n

t
+

3αne
2τn

4t4
(Kn − AnJn)2

]
dθ

−
∫
S1

(
8π
α

3
2
ne2τn

t3

∫
R3

fn(v3 − Anv2)2

|v0|
dv1dv2dv3

)
dθ

−
∫
S1

(
1

2
√
αn

(φ̇2
n + αnφ

′2
n) +

√
αn
2

e2(τn−µn)V (φn)

)
dθ.

Après davantage de simplifications, nous obtenons

dEn
dt

= −
∫
S1

(
2

t

µ̇2
n√
αn

+
φ̇2
n

t
√
αn

+
e4µn

2t2
√
αnA

′2
n

+
3
√
αn

4t3
e2τn−4µnJ2

n +

√
αne

2τn(Kn − AnJn)2

t4

)
dθ

−
∫
S1

[
8π

∫
R3

(
fn|v0|
t2

+
αne

2τf(v3 − Anv2)2

t4|v0|

)
dv1dv2dv3

]
dθ ≤ 0. (3.166)

Et comme En est décroissante en temps, pour tout t ∈ [t0 ; ti], on a (3.161).

Ce théorème nous donne la possibilité d’énoncer une série de lemmes pour contrôler nos
inconnues du système (3.142)− (3.146), (3.149)− (3.150).

Remarque 3.3. De ce qui précède, nous pouvons dire d’après le théorème (3.1) que la
quantité En est décroissante temporellement et l’expression (3.143) nous permet de dire
que αn est également décroissante suivant t, car ρn ≥ P1;n.

Pour prouver l’existence locale, on va établir respectivement que
– le support de la fonction de distribution fn est borné,
– les quantités fn, µn, τn, αn, φn, Kn et Jn sont uniformément bornées ainsi que
leurs dérivées suivant θ,

– et enfin que ces itérées convergent.

Lemme 3.18. min
θ∈S1

αn(t; .) est uniformément borné sur [t0 ; t
i
].
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Preuve : Partant de la définition de En, nous avons

8π

∫
S1

(∫
R3

fn|v0|dv1dv2dv3

)
dθ ≤ tEn (3.167)

par ailleurs comme
√
αn|v1| ≤ |v0|, au vu de (1.69), nous obtenons∫
S1

(∫
R3

fn
√
αn|v1|dv1dv2dv3

)
dθ ≤ tEn

8π
.
tE◦

8π
,

√
min
θ∈S1

αn

∫
S1

(∫
R3

fn|v0|dv1dv2dv3

)
dθ =

tEn
8π
.
tE◦

8π
,

√
min
θ∈S1

αn ≤
tEn
8πδ
.
tE◦

8πδ
, (3.168)

ce qui achève la preuve.
Nous définissons dans la suite l’expression suivante

βn = τn +
lnαn

2
, ∀n ∈ N∗. (3.169)

En dérivant (3.169) et en utilisant (3.144) nous avons

β′n =
2t√
α

Υ×n −
√
α

(∫
R3

fn|v1|dv1dv2dv3

)
. (3.170)

Lemme 3.19. Les quantités
∫
S1 |β′n|dθ,

∫
S1 |µ′n|dθ,

∫
S1 |φ′n|dθ,

∫
S1 |K ′n|dθ,

∫
S1 |J ′n|dθ

sont bornés.

Preuve : Comme αn(t) et En(t) sont décroissants, nous avons de par la définition de En,∫
S1

|β′n|dθ ≤ tEn . tE◦ , (3.171)∫
S1

|µ′n|dθ ≤
√
En
αn
.

√
E◦

(min
S1

αn)1/4
(3.172)

∫
S1

|e2µnA′n|dθ ≤
√

2tEn
(min
S1

αn)1/4
.

√
2tE◦

(min
S1

αn)1/4
(3.173)

∫
S1

|φ′n|dθ ≤
√

2En
(min
S1

αn)1/4
.

√
2E◦

(min
S1

αn)1/4
(3.174)

(3.152) implique t

∫
S1

J ′(t; θ)dθ = −2t

∫
S1

eβnρndθ

≤ 2t

∫
S1

8π

[√
αn
t
e2µn

∫
R3

|v0|fndv
]
. E◦(3.175)

(3.153) implique t

∫
S1

K ′(t; θ)dθ . E◦ (3.176)
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Lemme 3.20. Pour tous réels r et b, erβn+bµnAn est borné sur (t0 ; ti]× S1.

Preuve : Soit θ̄ ∈ S1 fixé.
On a αn borné sur ]t0; ti] × {θ̄}, (voir (3.168)) ce qui entraine que erβn+bµnAn est borné
sur ]t0; ti]× {θ̄}. Nous intégrons suivant θ, erβn+bµnAn, pour avoir

erβn+bµnAn(t, θ̂) = (erβn+bµnAn)(t, θ̄) +

∫ θ̂

θ̄

(
erβn+bµnAn(rβ′n + bµ′n) + erβn+(b−2)µne2µnA′n

)
dθ,

|erβn+bµnAn(t, θ̂)| ≤

∣∣∣∣∣(erβn+bµnAn)(t, θ̄)|+ |
∫ θ̂

θ̄

(
erβn+bµnAn(rβ′n + bµ′n) + erβn+(b−2)µne2µnA′n

)
dθ

∣∣∣∣∣
≤ C +

∣∣∣∣∣
∫ θ̂

θ̄

(
erβn+bµn|An|(|rβ′n|+ |bµ′n|)

)
dθ

∣∣∣∣∣ .
Ici C contient l’expression |(erβn+bµnAn)(t, θ̄)| et les majorations du lemme (3.19), par la
suite, en utilisant le lemme de Gronwall, on obtient

|erβn+bµnAn(t, θ̂)| ≤ Ce|
∫ θ̂
θ̄ (rβ′n+bµ′n)dθ|. (3.177)

On obtient ainsi le résultat.

Lemme 3.21. L’expression ∫ t

t0

sup
S1

[
e2βn−4µnJ2

n

]
(s, θ)ds

est bornée sur [t0; ti].

Preuve : La preuve s’inspire du lemme (3.20), qui nous permet d’avoir∫ t

t0

[
e2βn−4µnJ2

n

]
(s, θ)ds ≤

∫ t

t0

eC
[
e2βn−4µnJ2

n + 2C|Jn|+ C2
]

(s, θ̄)ds. (3.178)

En effet,∫ t

t0

sup
S1

[
e2βn−4µnJ2

n

]
(s, θ)ds ≤

∫ t

t0

sup
S1

∫ θ

θ̄

[
e2βn−4µnJ2

n(2β′n − 4µ′n)
]

(s, θ̌)dθ̌ds

+

∫ t

t0

sup
S1

[
e2βn−4µnJ2

n

]
(s, θ̄)ds. (3.179)

Pour finir, on applique le lemme de Gronwall à l’inégalité (3.179).
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Lemme 3.22. L’expression∫ t

t0

sup
S1

[
e2βn(s,θ)(Kn − AnJn)2

]
(s, θ)ds (3.180)

est bornée sur ]t0; ti]

Preuve : En intégrant suivant θ, [eβn(Kn − AnJn)]′ de (t, θ̄) à (t, θ̂). θ̄, θ̂ ∈ S1 fixés tel
que θ̄ < θ̂, on a

[eβn(Kn − AnJn)](t, θ̂) ≤ [eβn|Kn − AnJn|](t, θ̄) + |
∫ θ̂

θ̄

[eβn|Kn − AnJn|

+ eβn
∫
R3

fn|v2|dv + eβnAn

∫
R3

fn|v2|dv + eβn−2µn|Jn|e2µn|A′n|](t, θ̌)dθ̌|

≤ [eβn|Kn − AnJ2
n|](t, θ̄) + C ′

+ C sup
S1

(eβn−2µn|Jn|+ |
∫ θ̂

θ̄

eβn |Kn − AnJn||β′n|dθ̌). (3.181)

Ici C ′ = [
∫
S1

(∫
R3 fndv

)
dθ](sup(v2e

βn + v3Ane
βn)). En utilisant le lemme de Gronwall, on

a

[eβn(Kn − AnJn)](t, θ̂) ≤ e|
∫ θ
θ̄ |β

′
n|dθ|[(eβn(Kn − AnJn)(t, θ̄

+ C ′ + C sup
S1

(eβn−2µn|Jn|)].

D′o sup
S1

C[(Kn − AnJn)](t, θ̂) ≤ e|
∫ θ
θ̄ |β

′
n|dθ|[(eβn(Kn − AnJn)(t, θ̄)

+ C ′ + C sup
S1

(eβn−2µn|Jn|)). (3.182)

Par conséquent comme

2eβn|Kn − AnJn|(s, θ̌)C sup
S1

eβn−2µn|Jn|

≤ e2βn(Kn − AnJn)2(s, θ̌) + C2 sup
S1

e2βn−4µnJ2
n(s, θ̌), (3.183)

on a∫ ti

t

sup
S1

(eβn(Kn − AnJn)2)(s, θ̄))ds ≤ e2C

∫ ti

t

e2βn(s,θ̂)(Kn − AnJn)2(s, θ̂)ds

+ 2C ′(eβn|Kn − AnJn|)(s, θ̂)

+ 2(eβn|Kn − AnJn|)(s, θ̂)C sup
S1

(eβn−2µn|Jn|)

+ C ′ + C sup
S1

(e(βn−2µn)|Jn|)2. (3.184)
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En appliquant le lemme de Gronwall, on a∫ ti

t

sup
S1

(eβn(Kn − AnJn)2(s, θ))ds

≤
∫ ti

t

max
S1

eC(e2βn−4µn(J2
n + 2|Jn|+ C2)(s, θ̄))ds, (3.185)

qui est borné d’après le lemme précédent, le lemme 3.21. Dans la suite, nous allons
contrôler τ̇n, µ̇n et Ȧn pour le faire, nous allons borner Υn.

Proposition 3.2. Les fonctions µn, An, et φn sont bornées ainsi que leurs dérivées de
premier ordre sur ]t0; ti]× S1.

Preuve : Pour la preuve, nous allons utiliser les expressions Υn, Υ×n , φξn , φςn . Nous
avons

(∂t ±
√
αn−1∂θ)(Υn ∓Υ×n ) = −2

t
(µ̇2

n−1 +
e4µn−1

4t2
αn−1A

′2
n−1) +

α̇n−1

αn−1

(Υn−1 ∓Υ×n−1)±
Υ×n−1

t

+2(µ̇n−1 ∓
√
αn−1µ

′
n−1)(

eβn−1−4µn−1

2t2
J2
n−1 + 2e2(βn−1−µn−1)V (φn−1))

+8π

√
αn−1e

βn−1−4µn−1

2t

∫
R3

fn(1 + 2e−2µn−1v2
2)

|v0|
dv1dv2dv3

+
e4µn−1

4t2
(Ȧn−1 −

√
αn−1A

′
n−1)(

eβn−1−4µn−1

t2
Jn−1(Kn−1 − An−1Jn−1)]

+16π

√
αn−1e

2βn−1−4µn−1

2t

∫
R3

fnv2(v3 − An−1v2)

|v0|
dv1dv2dv3) (3.186)

Soit (tk; θk) ∈]t0; ti] × S1 un point arbitraire. On considère γ±n la courbe intégrale de
t 7→ t ± √αn−1θ partant de (tk; θk) vers la surface t = ti. Soit (ti, θ±) l’extrémité de la
courbe intégrale γ±n sur la surface t = ti. Alors, on a :∫

γ−n

(∂t−
√
αn−1∂θ)(Υn+Υ×n )+

∫
γ+
n

(∂t+
√
αn−1∂θ)(Υn−Υ×n ) =

∫
γ−n

L+
n−1+

∫
γ+
n

L−n−1, (3.187)

où

L∓n−1 = −2

t
(µ̇2

n−1 +
e4µn−1

4t2
αn−1A

′2
n−1) +

α̇n−1

αn−1

(Υn−1 ∓Υ×n−1)±
Υ×n−1

t

+2(µ̇n−1 ∓
√
αn−1µ

′
n−1)[

eβn−1−4µn−1

2t2
J2
n−1 + 2e2(βn−1−µn−1)V (φn−1)

+8π

√
αn−1e

βn−1−4µn−1

2t

∫
R3

fn(1 + 2e−2µn−1v2
2)

|v0|
dv1dv2dv3]

+
e4µn−1

4t2
(Ȧn−1 ∓

√
αn−1A

′
n−1)[

eβn−1−4µn−1

t2
Jn−1(Kn−1 − An−1Jn−1)

+16π

√
αn−1e

2βn−1−4µn−1

2t

∫
R3

fnv2(v3 − An−1v2)

|v0|
dv1dv2dv3]. (3.188)

Thèse de Doctorat Ph.D LASSIYE TCHUANI Alex’s Constantin



3.3 Les itérées dans la direction future 97

Par ailleurs, on a |Υ×n | ≤ Υn, l’égalité (3.187) devient alors

Υn(tk; θk) =
1

2

[
Υn(ti; θ+)−Υ×n (ti; θ+) + Υn(ti; θ−)−Υ×n (ti; θ−)

]
−
∫
γ+
n−1

L−n−1 −
∫
γ−n−1

L+
n−1

≤ Υn(ti; θ+) + Υn(ti; θ−) +
1

2

[∫
γ+
n−1

|L−n−1|+
∫
γ−n−1

|L+
n−1|

]
(3.189)

En considérant l’expression L∓n−1, définie par (3.188). Les termes qui sont entre les crochets
de la relation (3.189), et au vu de (3.143), on a∣∣∣∣ α̇n−1

2tαn−1

∣∣∣∣ =

[
eβn−1−4µn−1

2t2
J2
n−1 + 2e2(βn−1−µn−1)V (φn−1)

]
+ 8π

√
αn−1e

βn−1−4µn−1

2t

∫
R3

fn(1 + 2e−2µn−1v2
2)

|v0|
dv1dv2dv3, (3.190)∣∣∣∣ α̇n−1

2tαn−1

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣eβn−1−4µn−1

t2
Jn−1(Kn−1 − An−1Jn−1)

∣∣∣∣
+ 16π

√
αn−1e

2βn−1−4µn−1

2t

∫
R3

fnv2(v3 − An−1v2)

|v0|
dv1dv2dv3. (3.191)

Cependant

µ̇n−1 ±
√
αn−1µ

′
n−1

+
e2µn−1

2t
(Ȧn−1 ±

√
αn−1A

′
n−1) ≤ (µ̇n−1 ±

√
αn−1µ

′
n−1

)2

+
e4µn−1

4t2
(Ȧn−1 ±

√
αn−1A

′
n−1)2 +

1

2

≤ 2(Υn−1 + Υ×n−1) +
1

2
≤ 4Υn−1 +

1

2
.

On a par la suite

|L±n−1| ≤
∣∣∣∣ α̇n−1

αn−1

∣∣∣∣ (2Υn−1 +
2Υn−1

t
+

1

4t

)
+

3Υn−1

t
(3.192)

Les deux premiers termes de
∣∣∣ α̇n−1

αn−1

∣∣∣ ont été traités aux lemmes 3.21 et 3.22. Nous évaluons
le troisième terme

Bn(t, θ) = 16πe2βn−1−2µn−1

∫
R3

fn(1 + e−2µn−1v2
2 + t−2e2µn−1 (v3 − An−1v2)2)

|v0|
dv1dv2dv3.

(3.193)
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Nous avons

Bn(t, θ) ≤ 16πe2βn−1−2µn−1

∫
R3

fn(1 + e−2µn−1v2
2 + t−2e2µn−1 (v3 − An−1v2)2)

eβn−1−µn−1

√
1 + e−2βn−1+2µn−1u2

1

du1dv2dv3,

≤ 16πeβn−1−µn−1‖f0‖∞
(

1 + e−2µn−1 v̄2 +
e2µn−1

t2
(v̄3 + |An−1|v̄2)

)
v̄2v̄3

×
∫ u1

−u1

du1√
1 + e−2βn−1+2µn−1u2

1

≤ 16πeβn−1−µn−1‖f0‖∞
(

1 + e−2µn−1 v̄2
2 +

e2µn−1

t2
(v̄3 + |An−1|v̄2)

)
v̄2v̄3

×2

(
eβn−1−µn−1 ln

(
u1 +

√
e2βn−1−2µn−1 + u2

1

)
+ e−1

)
. (3.194)

Ensuite, nous utilisons les lemmes 3.19 et 3.20, puis les inégalités (3.189), (3.192) et (3.194)

pour avoir

sup
S1

Υn(tk, θ) ≤
∫ tk

t0

C

{[
e−1 + lnmax(u1; eβn−1−µn−1 )

](
2Υn−1 +

2Υn−1

t0
+

1

4t0

)
+

3Υn−1

t0

}
dt

+

∫ tk

t0

[
supS1 [e2βn−1(t,θ)−4µn−1(t,θ)J2

n−1(t, θ)]

t

(
2Υn−1 +

2Υn−1

t0
+

1

4t0

)
dt

+

∫ tk

t0

supS1 [e2βn−1(t,θ)(Kn−1 − An−1Jn−1)2(t, θ)]

t3

(
2Υn−1 +

2Υn−1

t0
+

1

4t0

)
dt

+ sup
S1

Υn(t0, θ). (3.195)
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Par ailleurs,

(u1(t
k
, θ

k
))2 ≤ (ū1(t0))2 + C

∫ t
k

t0

{sup
S1

[e2βn−1−4µn−1(Jn−1(t, θ))2]

+ sup
S1

[e2βn−1((Kn−1 − An−1Jn−1)(t, θ))2]

t3

+ (e−1 + eβn−1−µn−1ln(sup
S1

{ū1; eβn−1−µn−1})(ū1(t))2

+ (Υn−1 + ū2
1 + 1){sup

S1

e2βn−1−2µn−1 + (sup e2βn−1−2µn−1)v̄2
2

+
[supS1 eβn−1 v̄3 + supS1(eβn−1 |An−1|v̄2)]2

t20

+
[supS1 eβn−1−µn−1 v̄3 + supS1(eβn−1−µn−1|A|v̄2)]v̄2)

t0

+
[supS1 eβn−1 v̄3 + supS1(eβn−1|A|v̄2)] max[0,1](e

βn−1(Kn−1 − An−1Jn−1))

tf

+
supS1(eβn−1−2µn−1) supS1(eβn−1−2µn−1|Jn−1|)v̄2

t
}dt. (3.196)

En utilisant les relations (3.190)−(3.191) ainsi que les lemmes 3.21 et 3.22, nous contrôlons
les termes de droite de l’inégalité (3.196).

Dans la suite, nous énonçons une suite de lemmes qui vont permettre d’achever la preuve
de la proposition.

Lemme 3.23. Pour tout t ∈ (t0, ti] et θ ∈ S1, nous avons

χn(t) ≤ C + C(t)

∫ t

t0

[
χn−1(s)(1 + ūn−1,1lnū1 + lnūn−1,1(s)) + sup

θ∈S1

Υn−1(s)(χn−1(s))2

]
ds

+ 2C ′ max
t̄∈{t0,t}

|V (φn−1(t̄, θ))|, (3.197)

où χn(t) est défini comme à la relation (3.75) en remplaçant ξ et ς par ξn et ςn respecti-
vement.

Preuve : Nous partons des équations (3.145) et (3.146) que nous intégrons le long de
la courbe caractéristique correspondant aux vecteurs champs ∂ξn−1 et ∂ςn−1 sur t = t0 au
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point (t, θ) ∈]t0, ti)× S1, pour obtenir

φςn(t, θ) = φςn(t0, θ − (Nn−1(t)− t0)) +

∫ t

t0

α̇n−1

2αn−1

φςn−1(s, θ − (Nn−1(s)− t0))ds

+

∫ t

t0

[
αn−1(2A′

n−1
Hn−1(Gn−1 − 1)− 2µ′

n−1
(Gn−1 + An−1Hn−1)2e−2(τn−1−2µn−1 ))

]
× φ′

n−1
(s, θ − (Nn−1(s)− t0))ds

−
∫ t

t0

(4αn−1µ
′
n−1
H2
n−1
s2e−2τn−1φ′

n−1

+
φ̇n−1

s
+ e2βn−1−2µn−1V ′(φn−1))(s, θ − (Nn−1(s)− t0))ds, (3.198)

φξn(t, θ) = φξn(t0, θ + (Nn−1(t)− t0)) +

∫ t

t0

α̇n−1

2αn−1

φξn−1
(s, θ + (Nn−1(s)− t0))ds

+

∫ t

t0

[
αn−1(2A′

n−1
Hn−1(Gn−1 − 1)− 2µ′

n−1
(Gn−1 + An−1Hn−1)2e−2(τn−1−2µn−1 )

]
× φ′

n−1
(s, θ + (Nn−1(s)− t0))ds

−
∫ t

t0

(4αn−1µ
′
n−1
H2
n−1
s2e−2τn−1φ′

n−1

+
φ̇n−1

s
+ e2βn−1−2µn−1V ′(φn−1))(s, θ + (Nn−1(s)− t0))ds. (3.199)

Comme d’après l’inégalité (3.194) et les lemmes 3.21 et 3.22,
∣∣∣ α̇n−1

αn−1

∣∣∣ est majoré par
l’expression ln(1 + ū2

n−1,1), en nous inspirant de (3.86), nous avons

sup
θ∈S1

|φςn|(t, θ) ≤ sup
θ∈S1

|φςn(t0, θ)|+
∫ t

t0

C(s)[sup
θ∈S1

|φςn−1|(s, θ)ln(1 + u2
n−1,1(s))

+
1

s
sup
θ∈S1

|φ̇n−1(s, θ)|+ e2βn−1−2µn−1|V ′(φn−1)|]ds+ κn−1(t, θ)

≤ C +

∫ t

t0

C(s)[sup
θ∈S1

|φςn−1|(s, θ)ln(1 + u2
n−1,1

(s))

+
1

s
sup
θ∈S1

|φ̇n−1(s, θ)]ds+ C̃

∣∣∣∣∫ t

t0

φ̇n−1(s, θ)V ′(φn−1(s, θ)ds

∣∣∣∣+ κn−1(t, θ)

≤ C +

∫ t

t0

C(s)[sup
θ∈S1

|φξn−1|(s, θ)ln(1 + u2
n−1,1

(s)) + κn−1(t, θ)

+
1

s
sup
θ∈S1

|φ̇n−1(s, θ)|]ds+ C̃|V (φn−1(t, θ))− V (φn−1(t0, θ))|, (3.200)
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sup
θ∈S1

|φξn |(t, θ) ≤ sup
θ∈S1

|φξn(t0, θ)|+
∫ t

t0

C(s)[sup
θ∈S1

|φn−1|(s, θ)ln(1 + u2
n−1,1

(s))

+
1

s
sup
θ∈S1

|φ̇n−1(s, θ)|+ e2βn−1−2µn−1|V ′(φn−1)|]ds+ κ̃n−1(t, θ)

≤ C + κ̃n−1(t, θ) +

∫ t

t0

C(s)[sup
θ∈S1

|φξn−1|(s, θ)ln(1 + u2
n−1,1

(s))

+
1

s
sup
θ∈S1

|φ̇n−1(s, θ)]ds+ C̃

∣∣∣∣∫ t

t0

φ̇n−1(s, θ)V ′(φn−1(s, θ)ds

∣∣∣∣
≤ C + κ̃n−1(t, θ) +

∫ t

t0

C(s)[sup
θ∈S1

|φξn−1|(s, θ)ln(1 + u2
n−1,1

(s))

+
1

s
sup
θ∈S1

|φ̇n−1(s, θ)|]ds+ C̃|V (φn−1(t, θ))− V (φn−1(t0, θ))|, (3.201)

où κn−1 et κ̃n−1 sont définis respectivement comme dans les relations (3.88) et (3.89) en
remplaçant les composantes de la métrique A, τ, µ, α, G, H, Aθ, µθ, ainsi que φθ et φt
par An−1, τn−1, µn−1, αn−1, Gn−1, Hn−1, A

′
n−1, µ

′
n−1, φ

′
n−1, φ̇n−1. L’estimation de

κn−1(t, θ) et κ̃n−1(t, θ) se fait de manière similaire à celle de κ(t, θ) et κ̃(t, θ) fait au lemme
3.1 et l’estimation de βn−1 permet de contrôler

φ′n−1; A′n−1, e
−2(τn−1−2µn−1) et µ′n−1.

D’autre part, comme

(Kn−1 − An−1Jn−1)2 . E◦ et Kn−1 − An−1Jn−1 = −t
3e−2τn−1

√
αn−1

Ḣn−1 ,

cette relation permet de borner Ḣn−1 et donc Hn−1. pPour contrôler Gn−1, nous utilisons
les équations (1.100) − (1.103) mais en remplaçant Γ = Gt + AHt par Γn−1 = Ġn−1 +

An−1Ḣn−1 qui vont permettre d’avoir une estimation de Γn−1 = Ġn−1 +An−1Ḣn−1 dès que
S̄n−1,13, S̄n−1,12, ρ̄n−1,2 et ρ̄n−1,2 seront bornées. Il reste donc à contrôler S̄n−1,13, S̄n−1,12, ρ̄n−1,2 et ρ̄n−1,2 .

On a

√
αn−1,2Sn−1,1k =

∫
R3

fn
v1vk

v0
dv k ∈ 2; 3

. ‖f0‖∞
∫
R

sup |v1| dv1√
1 + (v1)2

≤ Cūn−1,1ln(ūn−1,1). (3.202)
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Par conséquent, on a

|κn−1(t, θ)| ≤ C

∫ t

t0

Cūn−1,1ln(ūn−1,1)(s, θ − (Nn−1(s)− t0))ds, (3.203)

|κ̃n−1(t, θ)| ≤ C

∫ t

t0

Cūn−1,1ln(ūn−1,1)(s, θ + (Nn−1(s)− t0))ds. (3.204)

On additionne les équations (3.200), (3.201), (3.203) et (3.204) et on obtient la relation
(3.197).

Lemme 3.24. Pour tout t ∈ [t0, ti] et θ ∈ S1, nous avons

Λn(t; θ) ≤ C + C(t)

∫
[t0,t]

(Λn−1(s; θ))3ln(Λn−1(s; θ))ds. (3.205)

Preuve : Nous utilisons les relations (3.194) et (3.197) pour avoir

ψn(t) ≤ B +

∫ t

t0

%n−1(s)ψn−1(s)ln(ψn−1(s))ds (3.206)

où B est une constante positive dépendant des données initiales et

%n−1(s) = −2se2βn−1−µn−12V (φn−1)

− 2se2βn−1−µn−116π

(√
αn−1

t

∫
R3

fn
1 + e−2µn−1v2

2 + e2µn−1t2(v3 − An−1v2)2

|v0|
dv

)
.

De plus

χn−1(s)+ψn−1(s)χ2
n−1(s) ≤ Λn−1(s)+Λ3

n−1(s) . Λ3
n−1(s) car Λn−1(s),Λ2

n−1(s) 6 Λ3
n−1(s).

(3.207)
En additionnant (3.197) et (3.206) et en utilisant (3.207) nous obtenons le résultat.

Lemme 3.25. ∂tfn, ∂θfn sont bornés sur ]t0, ti]× S1.

Preuve : En effet, on pose z = t ou θ on a

∂fn
∂z

=
∂f0

∂θn

∂Θn

∂z
+
∂f0

∂vn

∂Vn
∂z

(3.208)
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avec

dΘn

ds
=
V 1
n

√
αn−1

V 0
, (3.209)

dV 1
n

ds
= −(τ ′n−1 − µ′n−1 +

α′n−1

2αn−1

)
√
αn−1V

0 − (τ̇n−1 − µ̇n−1)V 1
n

−
√
αn−1µ

′
n−1

V 0
((V 2

n )2 − (V 3
n )2) +

√
αn−1A

′
n−1

sV 0
e2µn−1V 2

n V
3
n , (3.210)

dV 2
n

ds
= −µ̇n−1V

2
n −
√
αn−1µ

′
n−1

V 1
n V

2
n

V 0
, (3.211)

dV 3
n

ds
= −

(
1

s
− µ̇n−1

)
V 3
n +
√
αn−1µ

′
n−1

V 1
n V

3
n

V 0
− e2µn−1

s

(
Ȧn−1 +

√
αn−1A

′
n−1

V 1
n

V 0

)
V 2
n . (3.212)

Par la suite, en considérant

Θn(s) = Θn(s, t, θ, v) et V k
n (s) = V k

n (s, t, θ, v), k ∈ {1, 2, 3}

solution du système caractéristique (3.209)− (3.212), posons ∂ étant soit ∂t, ∂θ, ou ∂vk

et définissons

Ψn = α
−1/2
n−1 ∂Θn,

Z1
n = ∂V 1

n +

(
τ̇n−1V

0

√
αn−1

−
µ̇n−1V

0

√
αn−1

(V 0)2 − (V 1
n )2 + (V 2

n )2 − (V 3
n )2

(V 0)2 − (V 1
n )2

)
∂Θn

+

(
µ′
n−1

V 1
n ((V 2

n )2 − (V 3
n )2)

(V 0)2 − (V 1
n )2

−
Ȧn−1e

2µn−1

√
αn−1t

V 0V 2
n V

3
n

(V 0)2 − (V 1
n )2

)
∂Θn

+

(
Aθ

V 1
n V

2
n V

3
n

(V 0)2 − (V 1
n )2

)
∂Θn,

Z2
n = ∂V 2

n
+ V 2

n
µ′
n−1
∂Θn,

Z3
n = ∂V 3

n
− (V 3

n
µ′
n−1
− e2µn−1

s
A′
n−1

)∂Θn.

Alors, on obtient une matrice Mn = {anςυ}, (ς, υ ∈ {0, 1, 2, 3}) tel que

Ωn := (Ψn, Z
1
n, Z

2
n, Z

3
n)T ,

satisfait
dΩn

ds
= Mn−1Ωn,

et les éléments de la matrice anςυ = aςυ(s,Θn(s), V k
n (s)). En particulier, on a

dZ2
n

ds
= an−1

22 Z2
n,

dZ3
n

ds
= an−1

30 Ψn + an−1
32 Z2

n + an−1
33 Z3

n.
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La composante an−1
30

s’exprime en fonction de α̇n−1

αn−1
. an−1

33
dépend de −1

s
+ µ̇n−1 et la

composante an−1
32 contient e2µn−1

s
(Ȧn−1+

√
αn−1A

′
n−1

V 1
n

V 0 ) qui sont tous uniformément bornés
sur [t0, ti), et toutes ces composantes sont contrôlées. Pour le terme Z1

n, nous utilisons les
équations (3.142)− (3.144) et les équations (3.149)− (3.150)

On a l’application (∂Θn, ∂V
k
n ) 7→ (Ψn, Z

k
n) qui est inversible. Par ailleurs∣∣∣∣ dds∂θ(Θ, V )n+1(s, t, θ, v)

∣∣∣∣ = |∂θ(Θ, V )n+1(s, t, θ, v)∂θΞn(s,Θ(s, t, θ, v), V (s, t, θ, v))|

≤ |(Θ, V )n+1(s, t, θ, v1, v2, v3)|(C(s) + Λn(s))|.

Par conséquent, pour (s, θ, v1, v2, v3) ∈ suppfn+1(t)
⋃
suppfn(t), on applique le lemme de

Gronwall et on obtient

|∂θ(Θ, V )n+1(t0, t, θ, v
1, v2, v3)| ≤ exp

{∫ t

t0

|(C(s) + Λn(s))|ds
}
.

La relation (3.208) nous permet ainsi le contrôle de la dérivée de fn car les composantes
an−1
ςυ sont bornées. On en déduit (voir (3.159)) alors que
‖∂θfn+1(t)‖ = ‖∂(θ,v)(Θ, V )n+1(t0, t, θ, v

1, v2, v3)f0((Θ, V )n+1(t0, t, θ, v
1, v2, v3))‖.

‖∂θfn+1(t)‖ ≤ ‖∂(θ,v)f0‖exp
(∫ t

t0

C(s)(Dn(s) + Λn(s))ds

)
(3.213)

d’où le résultat attendu.
Les lemmes 3.23 et 3.24 permettent de borner µn, αn, An, τn, φn, Gn, Hn, fn et les
lemmes 3.24 et 3.25 permettent de contrôler

µ̇n, α̇n, Ȧn, τ̇n, φ̇n, Ḣn, µ
′
n, α

′
n, A

′
n, τ

′
n, φ

′
n, Ġn, f

′
n.

ce qui achève la preuve de la proposition.

3.3.3 Théoréme d’existence locale

Proposition 3.3. Soit [t0;T ∗] ⊂ [t0;T ] un sous ensemble compact dans lequel nos esti-
mations précédentes sont vérifiées. Alors dans cet intervalle, ces itérées convergent uni-
formément.

Preuve : Soit t ∈ [t0;T ∗] ; nous définissons

zn(t) := sup{‖(fn+1 − fn)(t)‖+ ‖|(φn+1 − φn)(t)‖|+ ‖(αn+1 − αn)(t)‖

+ ‖|(µn+1 − µn)(t)‖|+ ‖|(An+1 − An)(t)‖|+ ‖|(τn+1 − τn)(t)‖|

+ ‖(Gn+1 −Gn)(t)‖+ ‖(Ḣn+1 − Ḣn)(t)‖; t0 ≤ t ≤ T ∗}, (3.214)
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où, pour toute fonction h := h(., θ)

‖|(hn+1 − hn)(t)‖| = ‖(hn+1 − hn)(t)‖∞ + ‖(ḣn+1 − ḣn)(t)‖∞ + ‖(h′n+1 − h′n)(t)‖∞.

Pour simplifier les écritures, pour toute fonction h := h(., θ) nous posons

∂±n h = (∂t ±
√
αn∂θ)h = h{±}.

En procédant de manière analogue à la preuve de la proposition (3.2), et en utilisant
(3.145)− (3.146) nous avons

∂±n (Ῡn+1 ∓ Ῡ×n+1)− ∂±n−1(Ῡn ∓ Ῡ×n ) = −2

t
(µ̇2

n − µ̇2
n−1 +

e4µn

4t2
αnA

′2
n −

e4µn−1

4t2
αn−1A

′2
n−1)

− α̇n
αn

(Ῡn ∓ Ῡ×n ) +
α̇n−1

αn−1

(Ῡn−1 ∓ Ῡ×n−1)±
(

Ῡ×n
t
−

Ῡ×n−1

t

)
− 2

t
(φ̇2

n − φ̇2
n−1)

+2(φ{±}n kn − φ{±}n−1kn−1) ici kn−1 est définie par (3.147)

+2µ{±}n (
eβn−4µn

2t2
J2
n + 2e2(βn−µn)V (φn))

+8π

√
αne

βn−4µn

2t

∫
R3

fn+1(1 + 2e−2µnv2
2)

|v0|
dv1dv2dv3

−2µ
{±}
n−1(

eβn−1−4µn−1

2t2
J2
n−1 + 2e2(βn−1−µn−1)V (φn−1)

+8π

√
αn−1e

βn−1−4µn−1

2t

∫
R3

fn(1 + 2e−2µn−1v2
2)

|v0|
dv1dv2dv3)

+
e4µn

4t2
A{±}n (

eβn−4µn

t2
Jn(Kn − AnJn)

+16π

√
αne

2βn−4µn

2t

∫
R3

fn+1v2(v3 − Anv2)

|v0|
dv1dv2dv3)

−e
4µn−1

4t2
A
{±}
n−1[

eβn−1−4µn−1

t2
Jn−1(Kn−1 − An−1Jn−1)

+16π

√
αn−1e

2βn−1−4µn−1

2t

∫
R3

fnv2(v3 − An−1v2)

|v0|
dv1dv2dv3], (3.215)

∂±n (Ῡn+1 ∓ Ῡ×n+1)− ∂±n−1(Ῡn ∓ Ῡ×n ) = −2

t
(µ̇2

n − µ̇2
n−1 +

e4µn

4t2
αnA

′2
n −

e4µn−1

4t2
αn−1A

′2
n−1)

− α̇n
αn

(Ῡn − Ῡn−1 ∓ (Ῡ×n − Ῡ×n−1)) + (
α̇n
αn
− α̇n−1

αn−1

)(Ῡn−1 ∓ Ῡ×n−1)±
(

Ῡ×n
t
−

Ῡ×n−1

t

)
−2

t
(φ̇2

n − φ̇2
n−1) + 2φ{±}n (kn − kn−1) + 2(φ{±}n − φ{±}n−1)kn−1

+2µ{±}n (T 1
n − T 1

n−1) + 2(µ{±}n − µ{±}n−1)T 1
n−1

+
e4µn

4t2
A{±}n (T 2

n − T 2
n−1) +

T 2
n−1

4t2
(e4µn − e4µn−1), (3.216)
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où T 1
n =

e2βn−4µn

2t2
J2
n + 2e2(βn−µn)V (φn)

+8π

√
αne

2βn−4µn

2t

∫
R3

fn+1(1 + 2e−2µnv2
2)

|v0|
dv1dv2dv3, (3.217)

T 2
n =

e2βn−4µn

t2
Jn(Kn − AnJn)

+ 16π

√
αne

2βn−4µn

2t

∫
R3

fn+1v2(v3 − Anv2)

|v0|
dv1dv2dv3). (3.218)

En utilisant (3.143), on a

|T 1
n − T 1

n−1| ≤
1

2t

∣∣∣∣ α̇nαn − α̇n−1

αn−1

∣∣∣∣ et |T 2
n − T 2

n−1| ≤
1

2

∣∣∣∣ α̇nαn − α̇n−1

αn−1

∣∣∣∣ . (3.219)

Soit (tk, θk) ∈ [t0; ti]×S1, ti < T ∗ un point arbitraire. On considère γ±n la courbe intégrale
de t 7→ t±√αn−1θ partant de (tk; θk) vers la surface t = ti. Soit (ti, θ±) l’extrémité de la
courbe intégrale γ±n ∪ γ±n+1 sur la surface t = t0. Alors, on a∫

γ−n ∪γ−n+1

[
∂−n (Ῡn+1 + Ῡ×n+1)− ∂−n−1(Ῡn + Ῡ×n )

]
+∫

γ+
n ∪γ+

n+1

[
∂+
n (Ῡn+1 − Ῡ×n+1)− ∂+

n−1(Ῡn − Ῡ×n )
]

=∫
γ−n ∪γ−n+1

L̃+
n +

∫
γ+
n ∪γ+

n+1

L̃−n , (3.220)

où L̃±n est définie par le membre de droite de l’égalité (3.216)∫
γ−n+1

[
∂−n (Ῡn+1 − Ῡn + Ῡ×n+1 − Ῡ×n )

]
+

∫
γ−n ∪γ−n+1

(∂−n − ∂−n−1)(Ῡn + Ῡ×n ) +∫
γ+
n+1

[
∂+
n (Ῡn+1 − Ῡn + Ῡ×n+1 − Ῡ×n )

]
+

∫
γ+
n ∪γ+

n+1

(∂+
n − ∂+

n−1)(Ῡn + Ῡ×n )

=

∫
γ−n ∪γ−n+1

L̃+
n +

∫
γ+
n ∪γ+

n+1

L̃−n , (3.221)

∫
γ−n+1

∂−n (Ῡn+1 − Ῡn) +

∫
γ+
n+1

∂+
n (Ῡn+1 − Ῡn) = −

∫
γ−n ∪γ−n+1

(∂−n − ∂−n−1)(Ῡn + Ῡ×n )

−
∫
γ+
n+1

[
∂+
n (Ῡ×n+1 − Ῡ×n )

]
−

∫
γ+
n ∪γ+

n+1

(∂+
n − ∂+

n−1)(Ῡn + Ῡ×n )

+

∫
γ−n ∪γ−n+1

L̃+
n +

∫
γ+
n ∪γ+

n+1

L̃−n . (3.222)
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(3.222) devient alors

(Ῡn+1 − Ῡn)(tk, θk) =
1

2
[Ῡn+1 − Ῡn)(t0, θ+)− (Ῡ×n+1 − Ῡ×n )(t0, θ+)]−

1

2

[∫
γ−n ∪γ−n+1

(∂−n − ∂−n−1)(Ῡn + Ῡ×n )

]
+

1

2
[Ῡn+1 − Ῡn)(t0, θ−)− (Ῡ×n+1 − Ῡ×n )(t0, θ−))]−

1

2

[∫
γ+
n ∪γ+

n+1

(∂+
n − ∂+

n−1)(Ῡn + Ῡ×n )

]
+

1

2

[∫
γ−n ∪γ−n+1

L̃+
n +

∫
γ+
n ∪γ+

n+1

L̃−n

]
. (3.223)

Or

|L̃±n | ≤
(

2

t
+
|α̇n|
|αn|

)
(Ῡn − Ῡn−1) +

∣∣∣∣ |α̇n||αn| − |α̇n−1|
|αn−1|

∣∣∣∣ (Ῡ×n ± Ῡ×n−1) +∣∣∣∣ |α̇n||αn|(Ῡ×n−1 + Ῡ×n )

∣∣∣∣+ |φ{±}n ||kn − kn−1|+ 2|kn−1|φ{±}n − φ{±}n−1|. (3.224)

Les relations (3.188)−(3.190)−(3.192)−(3.194) de la preuve de la proposition 3.2 assurent
le fait que les composantes du côté droit de l’inégalité (3.224) en dehors de (Ῡn − Ῡn−1)

sont bornées, et au vu de (3.149)− (3.150), (3.223), on a alors

(Ῡn+1 − Ῡn)(tk, θk) ≤ C + C ′
∫ tk

t0

(Ῡn − Ῡn−1)dt. (3.225)

Par ailleurs, en utilisant les itérées dans (1.104)− (1.105) et au vu de (3.202), on a

pour j, l ∈ {1; 2; 3}; |ρ
l,n
− ρ

l,n−1
|, |Slj,n − Slj,n−1|, |Pl,n − Pl,n−1| .

16π‖fn+1 − fn‖(L1(R3(dv))) + ‖f0‖∞|αn − αn−1|ūn,1ln(ūn,1). (3.226)

Ainsi, au vu de (3.138) et en appliquant le théorème de la valeur moyenne à (3.213) on a

|(fn+1 − fn)(t)| ≤ C|∂(θ,v)f0|
∫ t

t0

zn−1(s)ds (3.227)

En utilisant (3.152)− (3.154) on a

|Jn+1 − Jn|(t) = 2t

∣∣∣∣∫ t

t0

(eβnS12,n − eβn−1S12,n−1)ds

∣∣∣∣ , (3.228)

|Kn+1 −Kn|(t) ≤ 2t2
∣∣∣∣∫ t

t0

[eβnAnS12,n − eβn−1An−1S12,n−1]ds

∣∣∣∣
+2t3

∣∣∣∣∫ t

t0

[eβne−2µnS13,n − eβn−1e−2µn−1S13,n−1]ds.

∣∣∣∣ (3.229)
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La relation (3.179) de la preuve du lemme 3.21 nous permet d’avoir∫ t

t0

[e2βn−4µnJ2
n − e2βn−1−4µn−1J2

n−1](s, θ)ds =

∫ t

t0

∫ θ

θ̄

[e2βn−4µnJ2
n(2β′n − 4µ′n)

−e2βn−1−4µn−1J2
n−1(2β′n−1 − 4µ′n−1)](s, θ́)dθ́ds +

∫ t

t0

[e2βn−4µnJ2
n − e2βn−1−4µn−1J2

n−1](s, θ̄)ds.

D’où
∫ t

t0

[e4µnΓ2
n − e4µn−1Γ2

n−1](s, θ)ds ≤
∫ t

t0

∫ θ

θ̄

|e4µnΓ2
n(2β′n − 4µ′n)

−e4µn−1Γ2
n−1(2β′n−1 − 4µ′n−1)|(s, θ́)dθ́ds +

∫ t

t0

[e4µnΓ2
n − e4µn−1Γ2

n−1](s, θ̄)ds.

En nous inspirant de la preuve du lemme 3.22, on a

|eβn(Kn − AnJn)− eβn−1(Kn−1 − An−1Jn−1)|(t, θ) ≤ |eβn(Kn − AnJn)

−eβn−1(Kn−1 − An−1Jn−1)|(t, θ̄)

+

∫ θ

θ̄

[|eβn − eβn−1||β′n(Kn − AnJn)|+ eβn−1|β′n(Kn − AnJn)− β′n−1(Kn−1 − An−1Jn−1)|](t, θ́)dθ́.

D’où |Ḣn − Ḣn−1|(t, θ) ≤ eτn|Ḣn−1(e−τn − e−τn−1)|+ zn(t, θ).

Donc
∫ t

t0

|Ḣn − Ḣn−1|(s, θ)ds ≤
∫ t

t0

[eτn|Ḣn−1(e−τn − e−τn−1)|+ zn](s, θ)ds.

On a ainsi

|Hn −Hn−1|(t, θ) .
∫ t

t0

zn(s, θ)ds.

En outre, en prenant l’égalité (3.28) combinée avec les équations (3.142)− (3.143)

|β̇n−β̇n−1| =
∣∣∣t(Ῡn − Ῡn−1) + (Γn − Γn−1) + (Ḣn − Ḣn−1) + 8π(P f

1,n − P
f
1,n−1)

∣∣∣ . (3.230)

Dans la suite, en additionnant (3.225)− (3.227)− (3.228)− (3.229) et (3.230), on a

zn(t) ≤ C

∫ t

t0

(zn(s) + zn−1(s))ds; n ≥ 1. (3.231)

En appliquant l’inégalité de Gronwall à (3.231), on a zn(t) ≤ C
∫ t
t0
zn−1(s)ds ; et par

induction on obtient finalement

zn(t) ≤ Cn+1 (t− t0)n

n!
pour n ∈ N, t ∈ [t0, T

∗]. (3.232)
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On en déduit que zn → 0 quand n→ +∞ car la série
{
Cn+1 (t−t0)n

n!

}
n∈N∗

est convergente.
On conclut au vu de (3.214), et du fait que L∞ est un espace de Banach, pour la norme
L∞, que

αn → α, An → A, µn → µ, τn → τ, φn → φ, fn → f, Hn → H, Gn → G.

α′n → α′, A′n → A′, µ′n → µ′, τ ′n → τ ′, φ′n → φ′, H ′n → H ′, G′n → G′

et
α̇n → α̇, Ȧn → Ȧ, µ̇n → µ̇, τ̇n → τ̇ , φ̇n → φ̇, Ḣn → Ḣ, Ġn → Ġ.

Ce qui nous permet de déduire que f, τ, µ, α, A, G, H, φ sont solutions du système
(1.92)− (1.99).
À présent, pour l’unicité de solution, soit

ξk = (fk; Rk; µk; Ak; τk; Gk; Hk; φk)k=1;2

deux solutions régulières pour le problème de Cauchy du système (1.92) − (1.99) ayant
les mêmes données initiales

(f
◦
, µ

◦
, R

◦
, A

◦
, τ

◦
, H

◦
, G

◦
, φ

◦
) à t = t0.

Utilisant le fait que ξk est solution du système complèt (1.92) − (1.99), on procède de
manière similaire à la façon dont on a établi la convergence des itérées pour avoir

(t)ג ≤ C

∫ t

t0

,ds(s)ג

avec

(t)ג := sup{‖(f1 − f2)(s)‖+ ‖(φ1 − φ2)(s)‖+ ‖(α1 − α2)(s)‖

+ ‖(µ1 − µ2)(s)‖|+ ‖(A1 − A2)(s)‖+ ‖(τ1 − τ2)(s)‖

+ ‖(G1 −G2)(s)‖+ ‖(H1 −H2)(s)‖; t0 ≤ s ≤ T ∗}. (3.233)

On en déduit (t)ג = 0, Pour t ∈ [t0;T ∗[. Ce qui implique,

f2 = f1; α2 = α1; µ2 = µ1; A2 = A1; τ2 = τ1; G2 = G1; H2 = H1; φ2 = φ1.

De la proposition 3.3, on a le résultat suivant.
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Théorème 3.2. (Existence et unicité locale)
Soit f 0 ∈ C1(S1 × R3) avec

f
0 ≥ 0. f

0

(θ + 2π, v) = f
0

(θ, v), (θ, v) ∈ S1 × R3

et
W0 := sup{|v|, (θ, v) ∈ suppf 0} <∞.

Soient les fonctions régulières α, τ , µ, A, H, G, φ

et f
◦
, µ

◦
, α

◦
, A

◦
, τ

◦
, H

◦
, G

◦
, φ

◦ ∈ C2(S1).

Alors, il existe une unique solution régulière (f, µ, α, A, τ, H, G, φ), du système
d’équations d’Einstein-Vlasov avec champ scalaire non linéaire dans direction future en
symétrie T 2, (1.92)− (1.99) avec

(f, µ, α, A, τ, H, G, φ)(t0) = (f
◦
, µ

◦
, R

◦
, A

◦
, τ

◦
, H

◦
, G

◦
, φ

◦
)

sur un intervalle de temps [t0;T ∗[.
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Chapitre 4

EXISTENCE GLOBALE

Dans ce chapitre, cette fois-ci, nous allons aborder la question d’existence globale dans
les deux directions. Dans un premier temps dans la direction passée, et ensuite dans la
direction future.

4.1 Existence globale dans la direction passée

Dans cette section, nous allons montrer que les dérivées d’ordre supérieures (secondes)
des composantes de la métrique ainsi que celles de φ sont bornées, ce qui va permettre
d’avoir les hypothèses du critère de continuation qu’on va utiliser pour établir l’existence
globale. Nous énonçons une série de lemmes pour atteindre notre but

Lemme 4.1. Les dérivées secondes de R en (t, θ), Rtt, Rtθ et Rθθ sont bornées sur
]t−, t0]× S1,.

Preuve : D’après la première section 2.1 sur les estimations a priori du chapitre 2, les
composantes de la métrique ainsi que leurs dérivées premières sont bornées, les quantités
de matières et les quantités de torsion également, les équations (1.54), (1.55) et (1.59)

nous permettent d’exprimer Rtθ et Rθθ en fonction de R, τ, A, φ, µ,(et leurs dérivées
premières) Γ, Ht, ρ, J1 qui sont toutes bornées. Par conséquent Rtθ et Rθθ sont aussi
bornés en tout point t ∈ (t−, t0].
De (1.59) on déduit que Rtt est borné.

Lemme 4.2. Les dérivées secondes de φ en t et θ, φtt, φtθ et φθθ sont bornées sur
]t−, t0]× S1,.

Preuve : L’équation (1.60) est équivalente à

2∂σ∂λφ = −(φt − φθ)
2R

(Rt +Rθ) +
(φθ + φt)

2R
(Rθ −Rt) + Lφθ − 2e−2(τ−µ)V ′(φ), (4.1)
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avec L = 2AθH(G−R)− µθ[(G+ AH)2e4µ + 4H2R2]e−2τ .
De cette relation (4.1), nous avons

2∂σ∂λφθ =
φσ∂λRθ

2R
− φλ∂σRθ

2R
+ 2(τθ − µθ)V ′(φ)e−2(τ−µ) − φθV ′′(φ)e−2(τ−µ)

− Rθ

R2
(Rλφσ − φλRσ)− Rσ∂λφθ

2R
+
Rλ∂σφθ

2R
+ Lθφθ + Lφθθ. (4.2)

Nous posons

L =
φσ∂λRθ

2R
− φλ∂σRθ

2R
+ 2(τθ −µθ)V ′(φ)e−2(τ−µ)− φθV ′′(φ)e−2(τ−µ)− Rθ

R2
(Rλφσ − φλRσ),

et (4.2) devient

2∂σ∂λφθ = L − Rσ∂λφθ
2R

+
Rλ∂σφθ

2R
. (4.3)

Nous supposons sans nuire à la généralité dans la suite que,

V (φ) = V0e
φ2

, donc V ′′(φ) = 2V (φ) + 2φV ′(φ)

se contrôle. Ainsi, la quantité L se contrôle car composée des éléments qu’on a borné
précédemment. Nous intégrons l’équation (4.3) le long des courbes caractéristiques res-
pectivement s 7→ θ + s − t0, et s 7→ θ − s + t0 avec t− ≤ s ≤ t0, ensuite, on applique
l’inégalité de Gronwall pour borner

sup
θ∈S1

(|∂σφθ|+ |∂λφθ|).

En effet, posant E = ∂θ(Rφλ), et F = ∂θ(Rφσ) par calcul, on obtient :

φtθ =

√
2

2R
(E + F )− Rθ

R
φt, (4.4)

φθθ =

√
2

2R
(−E + F )− Rθ

R
φt. (4.5)

En utilisant (1.60) une fois de plus, on obtient

Eσ =
1

2

[
Rθθ −

R2
θ

R
− LRθ −

RtRθ

R

]
φt +

1

2
[−Rtθ + LRθ +RLθ]φθ +

1

2

(
Rλ −

L√
2

)
E

+
1

2

(
Rσ +

L√
2

)
F +

{
[R(τθ − µθ)−

Rθ

2
]V ′(θ)− φθ

2
V ′′(θ)

}
, (4.6)

Fλ =
1

2

[
−Rθθ −

R2
θ

R
− LRθ −

RtRθ

R

]
φt +

1

2
[Rtθ + LRθ +RLθ]φθ +

1

2

(
−Rλ +

L√
2

)
F

− 1

2

(
Rσ +

L√
2

)
E +

{
[R(τθ − µθ)−

Rθ

2
]V ′(θ)− φθ

2
V ′′(θ)

}
. (4.7)
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En intégrant le long des courbes intégrales t 7→ θ±(t−t1) en partant d’un point (t1, θ), θ ∈
S1 et t− < t1 < t0. Les égalités (4.6)− (4.7), on obtient

E(t1, θ) = E(t0, θ + t1 − t0) +

1

2

∫ t0

t1

(a+ b+

(
Rλ −

L√
2

)
E +

(
Rσ +

L√
2

)
F )(t1, θ + s− t1)ds, (4.8)

F (t1, θ) = F (t0, θ − t1 + t0) +

1

2

∫ t0

t1

(e+ b−
(
Rσ +

L√
2

)
E +

(
−Rλ +

L√
2

)
F )(t1, θ − s+ t1)ds,(4.9)

où

a =

[
Rθθ −

R2
θ

R
− LRθ −

RtRθ

R

]
φt + [−Rtθ + LRθ +RLθ]φθ,

b =

[
R(τθ − µθ)−

Rθ

2

]
V ′(θ)− φθ

2
V ′′(θ),

e =

[
−Rθθ −

R2
θ

R
− LRθ −

RtRθ

R

]
φt + [Rtθ + LRθ +RLθ]φθ.

En posant et en majorantM(t) = sup
θ∈S1

(|E|+ |F |)(t, θ), puis en additionnant (4.8) et (4.9),

on obtient

M(t) ≤M(t0)+

∫ t0

t1

[
sup
θ∈S1

|(max(a; e) + b)(s, θ)|+ sup
θ∈S1

(
|L|√

2
+ |Rσ|+ |Rλ|

)
(s, θ)

]
M(s)ds.

(4.10)
Pour finir, on applique l’inégalité de Gronwall à (4.10), ce qui nous permet donc de borner
|φtθ| et |φθθ|. Nous utilisons enfin l’équation (1.60) pour borner |φtt|.

Lemme 4.3. Les dérivées secondes de A, µ et τ en (t, θ) sont bornées sur ]t−, t0]× S1.

Preuve : Nous écrivons les équations d’évolution en µ, (1.56) et A, (1.57) sous la
forme

µtt − µθθ =
(Rθ −Rt)

2R
(µθ + µt)−

(Rθ −Rt)

2R
(µt − µθ)

+
e4µ

2R2
(At − Aθ)(At + Aθ) +

e4µ−2τ

2
Γ2 +

e4µ−2τ

2
κ, (4.11)

Att − Aθθ =
(Rt −Rθ)

2R
(Aθ + At)−

(Rθ +Rt)

2R
(At − Aθ)

−2(At − Aθ)(µθ + µt)− 2(Aθ + At)(µt − µθ)

+R2e−2τΓHt + 2e2(τ−2µ)S23, (4.12)
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où κ = ρ− P1 + P2 − P3. En dérivant (4.11) et (4.12) par rapport à θ, nous avons

∂λ∂σµθ = L1 +
Rλ

2R
∂σµθ −

Rσ

2R
∂λµθ +

e4µ

2R2
(Aλ∂σAθ + Aσ∂λAθ)

+e4µ−2τΓΓθ +
e4µ−2τ

2
κθ, (4.13)

∂λ∂σAθ = L2 +
Rλ

2R
∂σAθ −

Rσ

2R
∂λAθ − 2µσ∂λAθ − 2Aλ∂σµθ − 2µλ∂σAθ

+2Re−4µ+2τ (S23)θ +R2e−2τ (ΓHt)θ − 2Aσ∂λµθ, (4.14)

avec

L1 = − Rθ

2R2
Rλµσ +

µσ
2R

∂λRθ +
Rλµλ
2R

Rθ −
µλ
2R

∂λRθ

+

(
2µθ −

Rθ

R

)
e4µ

R2
+

1

2
e4µ−2τ

[
(2µθ − τθ)(Γ2 + κ) +

κθ
2

]
,

L2 = − Rθ

2R2
RλAσ +

Aσ
2R

∂λRθ +
RσAλ
2R2

Rθ −
Aλ
2R

∂σRθ

+ (RθR− τθR2)ΓHte
−2τ + [Rθ + 2(τθ − 2µθ)R]e2(τ−2µ)S23.

Ici, L1 et L2 sont uniquement fonction de Γ, Ht, κ, S23 des dérivées premières de
µ, A et τ , des premières et secondes dérivées de R qui sont par ailleurs bornés d’après
les étapes du chapitre 2 et les lemmes précédents 4.1, 4.2. En intégrant les équations
(4.13) et (4.14) le long des courbescaractéristiques de la surface initiale, nous obtenons en
utilisant le lemme de Gronwall,

sup
θ∈S1

(|∂σµθ|+ |∂λµθ|+ |∂σAθ|+ |∂λAθ|)

borné. Comme R est borné par R0 et sous l’hypothèse que les intégrales des termes
Γθ, Htθ, κθ et (S23)θ sont bornées. En utilisant les équations auxiliaires (1.61) et (1.63),
on déduit immédiatement que les quantités Γθ et Htθ sont bornées. Pour borner les dérivées
des quantités de matière κθ et (S23)θ, nous utilisons les variables introduites par Glassey et
Strauss [GS] pour résoudre les équations de Maxwell-Vlasov. Nous allons nous en inspirer
pour borner une composante des quantités des matières, en intégrant (4.13) suivant la
variable auxiliaire λ l’expression contenant ρθ.

1

4

∫ t0

t

∫
R3

[e2(τ−µ)v0∂θf ](s, θ − (s− t), v)dvds, (4.15)

avec t ∈]t−, t0], et v = (v1, v2, v3). Ensuite, on définit les variables auxiliaires suivantes

W =
√

2∂λ = ∂t − ∂θ, Z = ∂t −
v1

v0
∂θ.
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Alors, ∂t et ∂θ sont exprimés en fonction de W et Z par

∂θ =
v0

v0 + v1
(Z −W ), (4.16)

∂t =
v0

v0 + v1
(Z +

v1

v0
W ). (4.17)

Ensuite, [Wf ](s, θ−(s−t), v) = ∂s[f(s, θ−(s−t), v)], et en utilisant l’équation de Vlasov,
nous avons

[Zf ](s, θ − (s− t), v) = [−Ξ.∇vf ](s, θ − (s− t), v),

où Ξ = (Ξ1,Ξ2,Ξ3), avec

Ξ1 = (τθ − µθ)v0 + (τt − µt)v1 + µθ
(v2)2

v0
+ (µθ −

Rθ

R
)
(v3)2

v0

−Aθ
R
e2µv

2v3

v0
+ e−τ (e2τΓv2 +RHtv

3),

Ξ2 = µtv
2 + µθ

v1v2

v0
,

Ξ3 =

(
Rt

R
− µt

)
v3 +

(
Rθ

R
− µθ

)
v1v3

v0
+
e2µv2

R
(At + Aθ

v1

v0
).

En utilisant (4.16), nous pouvons évaluer l’intégrale de Zf en utilisant une intégration
par partie (en s pour les termes en W en utilisant (4.17) et en v pour les termes en
Z). Ce qui nous permet de conclure que ce terme est borné puisqu’on a établi déjà
que Q(t) est uniformément borné. Ainsi, l’intégrale de la quantité de matière est bor-
née et pour la suite, on utilise l’inégalité de Gronwall. Nous obtenons de ces faits que
|∂σµθ|, |∂λµθ|, |∂σAθ| et |∂λAθ|, et par conséquent |µθθ|, |µtθ|, |Aθθ|, et |Atθ|. Par ailleurs,
les équations d’évolution (1.57) et (1.56) nous permettent de borner |µtt| et |Att|. Les
équations auxiliaires nous permettent de conclure que les dérivées secondes de X et Y

sont bornées. De plus, partant de l’équation (1.58), on a

2τστλ = −2µσµλ+
e4µ

2R2
AσAλ−φσφλ+e2(τ−µ)V (φ)− e

−2(τ−µ)

4
Γ2−3R2 e

−2τ

4
H2
t −e2(τ−µ)P f

3 .

(4.18)
En différentiant l’équation (4.18), on obtient

∂λ∂στθ = L3 − ∂σ(µθ)µλ − µσ∂λ(µθ)− ∂σ(φθ)φλ − φσ∂λ(φθ) +
e4µ

4R2
[∂σ(Aθ)Aλ +Aσ∂λ(Aθ)],

(4.19)
où

L3 =

(
2µθ
R2
− Rθ

R3

)
e4µAσAλ + [2(τθ − µθ)V (θ)]e2(τ−µ) +

1

2
[(τθ − 2µθ)Γ

2 − ΓθΓ]e−2(τ−2µ)

− 3

2
[(RθR− τθR2)H2

t +HtθHtR
2]e−2τ − [2(τθ − µθ)P f

3 + P f
3,θ]e

2(τ−µ) + φθV
′(φ)e2(τ−µ).
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En intégrant suivant t 7→ θ± (t− t0) l’équation (4.19) comme tous les termes du membre
de droit de cette égalité sont bornées, on en déduit que

sup
θ∈S1

[(|∂στθ|+ |∂λτθ|)(., θ)]

est borné et par conséquent |τtθ|, |τθθ| et l’équation d’évolution (1.58) nous permet de
borner |τtt|.
Les dérivées secondes des composantes de la métrique de φ, de f et des quantités de
torsion sont bornées en utilisant les méthodes similaires que celles utilisées précédem-
ment aux lemmes 4.1, 4.2 et 4.3. Ce qui nous permet d’en déduire que les solutions du
système (1.53)− (1.60) s’étendent à −∞ en coordonnées conformes. Les arguments géo-
métriques développés dans [A], [BCIM ], ([W ]), nous permettent d’en déduire l’existence
des solutions en coordonnées d’aires, et on a le théorème suivant.

Théorème 4.1. Soit (T 3, µ
◦
; µ̀, τ

◦
, τ̀ , A

◦
, À, f

◦
, φ

◦
, φ̀, G

◦
, H

◦
, G̀, H̀) les données

initiales régulières satisfaisant les équations de contraintes (1.54) − (1.55) et la métrique
définie comme plus haut (1.19). Soit de plus (g, f, φ) la solution régulière locale corres-
pondant aux données initiales dans l’intervalle maximal d’existence ]t−, t0]. Alors il existe
un espace temps globalement hyperbolique (M, g, f, φ) tels que

1. M = [0, t0[×T 3

2. (g, f, φ) satisfait EVSFS en coordonnées d’aires

3. (M, g, f, φ) est isométriquement isomorphe au développement globalement hyper-
bolique maximal des données initiales

(T 3, µ
◦
; µ̀, τ

◦
, τ̀ , A

◦
, À, f

◦
, φ

◦
, φ̀, G

◦
, H

◦
, G̀, H̀).

4.2 Existence globale dans la direction future

Dans cette section, nous allons établir l’existence globale en coordonnées d’aires qui
va consister à contrôler les dérivées d’ordre supérieures des composantes de la métrique
ainsi que celles des sources (f et φ). Des variables définies (3.113) − (3.114) − (3.115) −
(3.116) , nous avons v̂0 =

√
1 + (v̂1)2 + (v̂2)2 + (v̂3)2 et le support de f est borné. Soit

Q = (s, σ, w1, w2, w3), R = (t, θ, v1, v2, v3) et S = (t, θ, v̂1, v̂2, v̂3). Posons Q0 = s, Q1 =

σ, Qj+i = wi, avec j ∈ {0, 1, 2} et i ∈ {1, 2, 3}. De façon analogue pour les coordonnées
R et S. Le but est de borner ∂f/∂Rj. Pour le faire, nous énonçons tout d’abord ce lemme.
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Lemme 4.4. Le déterminant du Jacobien de la transformation (t, θ, v1, v2, v3) 7→ (s, σ, w1, w2, w3)

vaut 1 sur (s0, si]× S1 × R3. Avec s0 = t0, w2 = v2, w3 = v3, ∂θ/∂s = −∂v0/∂v1, ,
θ(si, σ, w1, w2, w3) = σ et v1(si, σ, w1, w2, w3) = w1.

Preuve : Le déterminant du Jacobien de cette transformation est η = ∂θ
∂σ

∂v1

∂w1
− ∂θ

∂w1

∂v1

∂σ

Sur {si} × S1 × R3, η = 1, et sur (s0, si]× S1 × R3,

ηs =
∂

∂θ

(
∂θ

∂s

)
∂θ

∂σ

∂v1

∂w1

+
∂

∂v1

(
∂θ

∂s

)
∂v1

∂σ

∂v1

∂w1

+
∂

∂θ

(
∂v1

∂s

)
∂θ

∂σ

∂θ

∂w1

+
∂θ

∂σ

∂

∂v1

(
∂v1

∂s

)
∂v1

∂w1

− ∂

∂θ

(
∂θ

∂s

)
∂θ

∂w1

∂v1

∂σ
− ∂

∂v1

(
∂θ

∂s

)
∂v1

∂w1

∂v1

∂σ

− ∂θ

∂w1

∂

∂θ

(
∂w1

∂s

)
∂θ

∂σ
− ∂θ

∂w1

∂

∂v1

(
∂v1

∂s

)
∂v1

∂σ
, (4.20)

comme ∂
∂θ

(
∂θ
∂s

)
+ ∂

∂v1

(
∂v1

∂s

)
= 0, il s’en suit que ηs = 0.

Proposition 4.1. Les dérivées secondes de µ, φ et A sont bornées sur ]t0; ti]× S1.

Preuve : Posons

E1 =
1

2

[
(µtt)

2 + α(µθt)
2 +

e4µ

4t2
{(Att)2 + α(Aθt)

2}
]
, E1

φ =
1

2

[
(φtt)

2 + α(φθt)
2
]
(4.21)

P 1 =
√
α

(
µttµθt +

e4µ

4t2
AttAθt

)
, P 1

φ =
√
αφttφθt (4.22)

Nous avons P 1 + p1
φ ≤ E1 + E1

φ. On obtient

(∂t ∓
√
α∂θ)(E

1 ± P 1 + E1
φ ± P 1

φ) = L± + Lφ±, (4.23)

avec

L± =
αt
α

(E1 ± P 1)∓ P 1

t
χ+ (µtt ±

√
αµtθ)χ̃−

1

t
(µ2

tt +
e4µ

4t2
αA2

tθ), (4.24)

Lφ± =
αt
α

(
E1
φ ± P 1

φ

)
+

(
αt
α
− 1

t

)
(φ2

tt ∓ P 1
φ)

+ (φtt ∓
√
αφθt)

[
(
αtt
2α

+
1

t2
− αe2(τ−µ)V ′′(φ) +

αt
tα

)φt + (
αθt
2
− αθαt

2α
)φθ

]
+ (φtt ∓

√
αφθt)

[
2(µt − τt)e2(τ−µ)V ′(φ)

]
, (4.25)

où χ et χ̃ dépendent uniquement des dérivées premières des composantes de la métrique.
Considérons max

θ∈S1
E1
φ(t, θ), et choisissons un point arbitraire (tk, θk) ∈]t0, ti] × S1. Soit γ±
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la courbe intégrale de ∂t ±
√
α∂θ partant des points (tk, θk) vers l’hypersurface t = ti.

Prenons les extrémités de la courbe γ±(t; θ±) sur la surface t = ti, alors∫
γ−

(∂t −
√
α∂θ)(E

1
φ + P 1

φ) +

∫
γ+

(∂t +
√
α∂θ)(E

1
φ − P 1

φ) =

∫
γ−
Lφ+ +

∫
γ+

Lφ−,∫
γ−

(∂t −
√
α∂θ)(E

1 + P 1) +

∫
γ+

(∂t +
√
α∂θ)(E

1 − P 1) =

∫
γ−
L+ +

∫
γ+

L−.

Nous avons

E1
φ(tk, θk) =

1

2

{
E1
φ(ti, θ+)− P 1

φ(ti, θ+) + E1
φ(ti, θ−) + P 1

φ(ti, θ−)−
∫
γ−
L+ −

∫
γ+

L−

}
.

(4.26)
Par ailleurs, nous avons

|L±| ≤
∣∣∣αt
α

∣∣∣ (16E1
φ + (4|αt|+

2

t0
)6E1

φ). (4.27)

D’où en nous inspirant (comme dans la démonstration de la proposition A dans [Re] ) et
en considérant les maxima sur S1, nous obtenons

max
θ∈S1

(E1
φ(tk, θ) + E1(tk, θ)) ≤ Č +

∫ ti

tk

max
θ∈S1

(E1
φ(t, θ) + E1(t, θ))ξ(t)dt (4.28)

Č étant une constante positive et ξ(t) une fonction positive bornée sur ]t0, ti]. max
θ∈S1

(E1
φ(tk, θ)+

E1(t,θ)) est bornée en utilisant l’inégalité de Gronwall et le fait que max
θ∈S1

(E1
φ(tk, θ) +

E1(t,θ)) soit bornée sur ]t0, ti] nous permet d’en déduire qu’il en est de même pour
µtt, µtθ, Att, Atθ, φtt et φtθ sur ]t0, ti] × S1. En utilisant les équations d’évolution
(1.97), (1.98) et (1.99) , on en déduit également que µθθ, Aθθ et φθθ sont bornés.

Corollaire 4.1. Les dérivées secondes de J, K et β sont bornées sur ]t0, ti]×S1. τtt et τtθ

sont bornées sur ]t0, ti]× S1.

Corollaire 4.2. Les dérivées secondes de α à savoir αtt, αθt et αθθ sont bornées sur
]t0; ti]× S1

Dans la suite, nous allons borner les dérivées d’ordre supérieure à 2 des composantes
de la métrique.

4.2.1 Estimation des dérivées premières de f

En présence de la fonction f inconnue de l’équation de Vlasov, il est nécessaire de
considérer le système caractéristique en parallèle avec les estimations cône lumière pour
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les composantes de la métrique.
La fonction inconnue f s’écrit à l’aide de la solution du système caractéristique

s 7→ (Θ(s, t, θ, v1, v2, v3), V (s, t, θ, v1, v2, v3))

passant par (θ, v1, v2, v3) pour s = t. Nous avons

f(t, θ, v1, v2, v3) = f0(Θ(s, t, θ, v1, v2, v3), V (s, t, θ, v1, v2, v3)),

solution du système caractéristique (3.120).

Pour parvenir à notre objectif, nous allons progressivement, établir d’autres estimations
sur le support de f en v2 et v3 dans (M, g) du fait de la compacité de la surface de
Cauchy, en utilisant les expressions de dV 2

ds
et dV 3

ds
. Le plus difficile et volumineux est de

pouvoir contrôler V 1.

Lemme 4.5. Considérons les solutions d’équation d’Einstein -Vlasov-Champ scalaire en
symétrie T 2 et l’existence d’un intervalle [t0;T ], où t0 > 0. Soit t ∈ [t0, T ], alors, il existe
une constante C > 0 dépendant uniquement des solutions tels que si (Θ, V ) est une
solution du système (3.120) avec pour donnée initiale (Θ(t0), V (t0)) tel que [t,Θ(t), V (t)]

est contenu dans le support de f , alors

|V 2(s)|+ |V 3(s)| ≤ Cs−1. (4.29)

Preuve : Nous utilisons dV 2

ds
= −µtV 2 −

√
αµθ

V 1V 2

V 0 , pour avoir

|V 2(t)| ≤ |V 2(t0)|exp
{∫ t

t0

[
|µs(s)|+

√
α(s)|µθ(s)|

V 1(s)

V 0(s)

]
ds

}
. (4.30)

De même, nous prenons l’expression de dV 3

ds
, qui contient les composantes qui se contrôlent

avec Υ. On obtient∣∣∣∣dV 3

V 3

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣−(1

s
− µs

)
+
√
αµθ

V 1

V 0
− e2µ

s
(As(s) + C(s))

∣∣∣∣ ds,
où C(s) est la quantité à droite de l’inégalité de (2.49). On a par la suite

|V 3(t)| ≤ |V 3(t0)|exp
{∫ t

t0

∣∣∣∣−(1

s
− µs

)
+
√
αµθ

V 1

V 0
− e2µ

s
(As + C(s))

∣∣∣∣ ds} . (4.31)

En additionnant (4.30) et (4.31) on obtient le résultat.
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Lemme 4.6. Considérons les solutions d’équation d’Einstein Vlasov Champ scalaire en
symétrie T 2 et l’existence d’un intervalle [t0;T ], où t0 > 0. Soit t ∈ [t0, T ], alors, il
existe deux constantes C > 0 et D(t) > 0 dépendant uniquement des solutions tels que si
(Θ, V ) est une solution du système (3.120) avec pour donnée initiale (Θ(t0), V (t0)) tel
que [t,Θ(t), V (t)] est contenu dans le support de f , alors

|V 1(t)|2 ≤ C +D(t)

∫ t

t0

[(V 1(s))2 + supθ(Υ(s, θ) + χ(s, θ))]ds. (4.32)

Υ et χ sont définis respectivement par (3.58) et (3.75).

Preuve : L’équation différentielle pour V 1 relatif à l’équation de Vlasov s’écrit :

dV 1

ds
= −(τθ − µθ +

αθ
2α

)
√
αV 0 − (τs − µs)V 1

−
√
α
e2µAθ
s

V 2V 3

V 0
−
√
α
µθ
V 0

((V 3)2 − (V 2)2)

− e−τ (e2µΓV 2 + sHsV
3). (4.33)

Nous allons expliciter en cinq termes la partie située à droite de l’équation (4.33) que nous
allons analyser séparément. En utilisant les équations de contrainte pour les expressions
de τθ et τt, nous obtenons

d(V 1(s))2

ds
= 2V 1(s)

dV 1(s)

ds
= T1 + T2 + T3 + T4 + T5, (4.34)

où

T1 = −2V 1(s)

[
sαe2(τ−µ)

∫
R3

(v1V 0 + v0V 1)f(s, θ, v)dv1dv2dv3

]
,

T2 = −2V 1(s)[sΥV 1 + 2sΥ×V 0 −
√
αµθV

0 − µtV 1],

T3 = −2V 1(s)

[√
αµθ
V 0

((V 3)2 − (V 2)2)− e2µAθ
s

V 2V 3

V 0

]
,

T4 = −2s(V 1(s))2 e
2τ

4
[e2µΓ2 + s2H2

t ]− 2V 1(s)[e−τ (e2µΓV 2(s) + sHtV
3(s)],

T5 = −V 1(s)
[
s(φ2

θ + αφ2
θ) + 2sV (φ)e2(τ−µ)

]
V 2 − 2V 1(s)sαe2(τ−µ)φθφtV

0.

Estimons dans un premier temps T1. Pour le faire, nous allons le décomposer en deux

T1 = T−1 + T+
1 = −2sV 1(s)e2(β−µ)(I− + I+), (4.35)

avec

I− =

∫
R2

∫ 0

−∞
(v1V 0 + v0V 1)f(s, θ, v)dv1dv2dv3,

I+ =

∫
R2

∫ ∞
0

(v1V 0 + v0V 1)f(s, θ, v)dv1dv2dv3.
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Considérons deux cas de figures, le cas où V 1(s) > 0 et le cas où V 1(s) < 0. Dans
l’intervalle de temps où V 1(s) est positif, I+ est positif et le noyau de I− peut se contrôler
comme suit

v1V 0 + v0V 1 =
(v1)2(V 0)2 − (v0)2(V 1)2

v1V 0 − v0V 1

=
(v1)2(1 + (V 2)2 + (V 3)2)

v1V 0 − v0V 1
+

(v1)2(1 + (v2)2 + (v3)2)

v1V 0 − v0V 1
.

Le second terme est positif dès que V 1(s) > 0 et v1 < 0, et du fait que T1 est positif. Pour
le deuxième terme, on a

(v1)2(1 + (V 2)2 + (V 3)2)

|v1|V 0 − v0V 1
≤ |v

1|(1 + (V 2)2 + (V 3)2)

V 1
(4.36)

Dans l’expression de T1, nous avons établi au lemme 3.6 que, 2sαe2(τ−µ) = 2se2(β−µ) ≤
C(s). Ainsi, dans l’intervalle où V 1(s) ≥ 0, on a

T1 ≤ T−1 ≤ ‖f0‖∞C(s)V 1(s)

∫
R2

∫ ∞
0

|v1|(1 + (V 2)2 + (V 3)2)(s)

V 1(s)
dv1du

≤ ‖f0‖∞C(s)γ(s)

∫ v̄1

0

v1dv1 ≤ C(s)(v̄1)2, (4.37)

avec γ(s) = 1 + (V 2)2 + (V 3)2. Dans l’intervalle où V 1(s) < 0, nous constatons que T−1
est négatif donc n’est pas une préoccupation. Pour contrôler T+

1 dans cet intervalle, nous
allons utiliser la même approche comme faite lors du contrôle de T−1 , et on a

T1 ≤ T+
1 ≤ C(s)(v̄1)2. (4.38)

A présent, nous allons nous appesantir sur T2. Nous allons une fois de plus, considérer
deux cas de figure, à savoir le cas où V 1(s) > 0 et V 1(s) < 0. Sans nuire à la généralité,
supposons que V 1(s) > 0. L’expression de T2 peut s’écrire T2 = T p2 + T r2 (p pour partie
principale et r pour le reste) où

T p2 = −2(V 1(s))2

[
[s(µt + αµθ)2 − (µt + αµθ)] +

e4µ

4s
(At + αAθ)2

]
T r2 = 2(V 0(s)− V 1(s))V 1(s)

[√
αµθ − 2s

√
αµtµθ −

e4µ

2s
AtAθ

]
.

Pour T r2 , nous avons directement

|T r2 | ≤
2(1 + (V 2)2 + (V 3)2)V 1(s)

V 0 + V 1

√
α

∣∣∣∣µθ − 2s
√
αµtµθ −

e4µ

2s
AtAθ

∣∣∣∣
≤ (s+ 1)γ(s)ψ(s), (4.39)
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comme
√
υ ≤ υ. Quant’à l’estimation de T p2 , nous partons du fait que, pour s ≥ t0 > 0,

on a
sa2 − a ≥ − 1

4s
≥ − 1

4t0
, ∀a ∈ R . (4.40)

Comme le terme contenant A dans l’expression de T p2 est négatif, l’inégalité précédente
(4.40) nous permet d’avoir

T p2 ≤
1

2t0
(V 1(s))2 ≤ C(v̄1(s))2. (4.41)

Pour le cas où V 1(s) < 0, on procède de même. Pour faire l’estimation, nous combinons
(4.39) et (4.41) pour avoir

T2 ≤ T p2 + |T r2 | ≤ C((v̄1(s))2 + C(s)ψ(s)). (4.42)

Ensuite, pour l’estimation de T3, nous avons

|T3| ≤ γ(s)
|V 1(s)|
V 0

√
α

∣∣∣∣µθ +
e2µ

s
Aθ

∣∣∣∣ ≤ C(s)ψ(s).

Le contrôle de T4 se fait en utilisant les données relatives aux quantités de torsionHt, G, Γ

et en utilisant les lemmes 3.9, 3.10 et la relation (3.135)

|T4| ≤ Cγ(s) sup
θ

(
e−τ

2
(e2µΓ + sHs)

2

)
(v̄1(s))2 ≤ Cγ(s)(v̄1(s))2. (4.43)

Pour finir, nous traitons le terme T5 qui est l’expression utilisant le champ scalaire. Consi-
dérons sur un intervalle de temps où V 1(s) > 0, décomposons T5 en deux parties, une
partie principale notée T p5 et une partie résiduelle notée T r5 , T5 = T p5 + T r5 avec

T p5 = −2(V 1(s))2
[
s(φt +

√
αφθ)

2 − (φt +
√
αφθ) + 2sV (φ)e2(τ−µ)

]
,

T r5 = 2
[
V 0(s)− V 1(s)

]
(
√
αφθ − 2s

√
αφθφt).

Pour T r5 , on a

|T r5 | ≤
2(1 + (V 2)2 + (V 3)2)V 1(s)

V 0 + V 1

√
α
∣∣√αφθ − 2s

√
αφθφt

∣∣
≤ (s+ 1)γ(s)χ(s). (4.44)

Pour l’estimation de T p5 , on utilise la relation (4.40) pour obtenir

T p5 ≤
1

2t0
(V 1(s))2 ≤ C(v̄1(s))2 (4.45)

En utilisant le même argument que celui dans l’estimation de T p2 , on contrôle ainsi T p5 .
Nous allons utiliser les mêmes démarches que celles employées dans [A], [ARW ] [Re].
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Proposition 4.2. Les dérivées premières (∂vkf, k ∈ {1; 2; 3}) sont bornées sur ]t0, ti] ×
S1 × R3.

Preuve : Dans un premier temps, posons z = t, ou θ , v = (v1, v2, v3) , on a

∂f

∂z
=
∂f0

∂θ

∂Θ

∂z
+
∂f0

∂v

∂V

∂z

D’après les lemmes 3.17, 4.5, 4.6, ∂Θ et V sont bornés. Par ailleurs le système caractéris-
tique (3.132) a pour solutions Θ(s, t, θ, v), V (s, t, θ, v)), avec Θ(t, t, θ, v) = θ, V (t, t, θ, v) =

v. Pour contrôler les dérivées premières de f , il suffit d’assurer le contrôle de ∂Θ et des ∂V k.
Ici, ∂ est défini comme étant la dérivée première suivant t, θ ou vk, k ∈ {1, 2, 3}. Les
équations d’évolution pour ∂Θ et des ∂V k proviennent du système caractéristique (3.132).
Pour la suite, nous allons utiliser un argument géométrique qui nous sera important dans
la suite de notre démarche. Soit donc γ(u, λ) une famille de géodésique à deux paramètres,
i.e, pour chaque paramètre λ fixé, la courbe u 7→ γ(u, λ) est une géodésique. Définissons le
champ de vecteur Y := γλ(u, 0). Ce champ de vecteurs satisfait l’équation de la géodésique
(ou l’équation de Jacobi) (pour plus de précision, voir l’exemple dans [HE])

D2Y

Du2
= RYγ′

γ′, (4.46)

où D/Du est la dérivée covariante, R étant le tenseur de courbure de Riemann, et γ′ :=

γu(u, 0). Le tenseur d’Einstein étant ainsi relié au tenseur de courbure. Par ailleurs, comme
le tenseur d’Einstein est proportionnel au tenseur impulsion-énergie qui s’est contrôlé
précédemment , il nous reste au vu de la relation (4.46) (avec Y = ∂Θ), à nous appesantir
sur les combinaisons linéaires en ∂Θ et ∂V k satisfaisant les équations dont les composantes
sont bornées.
Par la suite, nous allons montrer d’une part que ∂f/∂Rk est borné. La première étape
consiste à établir que la quantité ci dessous est bornée

∂f

∂Sj
=

∂f

∂Qk

∂Qk

∂Sj

Comme ∂f
∂Qk

est constant le long de la géodésique (voir [W ]), nous allons borner dans

cette étape ∂Qk

∂Sl
. Comme les déterminants de ∂S

∂R
et ∂S

∂Q
sont bornés à l’instant initial ;

le déterminant de ∂Sl

∂Qj
l’est également, on a suffisamment d’arguments pour borner ∂Sl

∂Qj
.

Soient a, b, c et d quatre indices prenant des valeurs de 1 à 4. Cherchons à contrôler ∂Sa

∂Qb

sous l’hypothèse d’après ([W ]) que ∂S0

∂Ql
et ∂Sl

∂Q0 sont bornés. On pose F a
b = Πa

c
∂Sc

∂Qb
avec Πa

b
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ainsi que son inverse étant bornés. nous nous referons à [ARW ] et nous avons le système

ts = 1, (4.47)

θs =

√
αv̂1

v̂0
(4.48)

v̂1
s = −(βθ − µθ)

√
αv̂0 − (βt − µt −

αt
2α

)v̂1 −
√
αµθ

(v̂3)2 − (v̂2)2

v̂0

+

√
αe2µ

t
Aθ

(v̂2)2(v̂3)2

v̂0
− eβ−2µ

t
Jv̂2 − eβ

t3
(K − AJ)v̂3, (4.49)

v̂2
s = −µtv̂2 −

√
αµθ

v̂1v̂2

v̂0
, (4.50)

v̂3
s = (µt −

1

t
)v̂3 +

√
αµθ

v̂1v̂3

v̂0
− e2µ

t
(Atv̂

2 +
√
αAθ

v̂1v̂2

v̂0
) (4.51)

On a (ts, θs, v̂
k
s ) qui sont les coordonnées dans l’espace temps de MinKowski. En utilisant

les transformations de Lorentz inhomogènes x′α = Λα
βx

β + aα où aα est un quadrivecteur
constant. Λα

β est un tenseur (1; 1) constant vérifiant

Λα
γΛβ

δ = ηγδ, avec ηγδ

étant les composantes spatiales de la métrique de Minkowski. Les F a
b représentent lesélé-

ments d’une matrice orthogonale deMn(R). Les Πa
b étant tels que Πa

c
∂Sc

∂Qb
=
∫

Λa
c∂S

c/∂Qbds.

On définit ainsi le groupe de transformations de Poincaré(Cf[L]).
Ceci montre que ∂F a

b /∂s = Λa
c∂S

c/∂Qb, avec Λa
c borné. (Les équations d’évolution

(1.97), (1.98) et (1.104) nous permettent d’annuler les termes qu’on ne contrôle pas pen-
dant les calculs). Par conséquent, nous avons donc, ∂F a

b /∂s = Λa
c(Π

−1)cdF
d
b , ce qui nous

permet de borner F a
b par conséquent ∂Sa/∂Qb.

D’autre part, partant de la relation suivante

∂f

∂Rj
=

∂f

∂Sk
∂Sk

∂Rj
(4.52)

on en déduit que ∂f/∂Rj est borné.

4.2.2 Estimation des dérivées d’ordre supérieur à 2

En utilisant le chapitre 2, le paragraphe précédent 4.2.1, nous étudions les dérivées
d’ordre supérieur à 2, qui sera la dernière étape de notre démarche.

Proposition 4.3. Soit k un entier naturel supérieur ou égal à 2. Alors toutes les déri-
vées d’ordre k des composantes de la métrique , les dérivées d’ordre k de la fonction de
distribution et les dérivées d’ordre k du champ scalaire sont bornées .
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Preuve : Pour établir cette preuve, nous allons procéder par récurrence forte. Nous
considérons un entier naturel n tel que 2 ≤ n. Nous supposons que toutes les dérivées
d’ordre k ≤ n de µ, α, τ, φ, A, J et K sont bornées excepté ∂nτ/∂θn et ∂nα/∂θn.
Supposons en plus que les dérivées de ∂S/∂Q d’ordre n− 1 sont bornées. Soit

F a
(n)b1...bn

=
∂nSa

∂Qb1 . . . ∂Qbn
+

1√
α

∂n−1Γa

∂θn−1

∂θ

∂Qb1
...

∂θ

∂Qbn
, (4.53)

avec

Γ1 = −
√
α,

Γ2 = (τt − µt)v̂0 + µt
(v̂3)2 − (v̂2)2

(v̂0)2
+ (µt

v̂1

v̂0
−
√
αµθ)v̂

1 v̂
3)2 − (v̂2)2

v̂0)2 − (v̂1)2

−e
2µ

t

[
At
v̂2v̂3

v̂0
+ (At

v̂1

v̂0
−
√
αAθ)

v̂1v̂2v̂3

(v̂0)2 − (v̂1)2

]
,

Γ3 =
√
αµθv̂

2,

Γ4 = −
√
αµθv̂

3 +
e2µ

t

√
αAθv̂

2.

Nous procédons comme à la proposition 4.1. Nous intégrons ∂sF a
(n)b1...bn

le long de la
géodésique suivant la direction spatiale, ce qui nous permet de borner ∂nSa

∂Qb1 . . . ∂Qbn
, en-

suite ∂nα/∂θn et finalement ∂nf/(∂Rj1 ...∂Rjn). Dans la suite, nous utilisons les équations
d’évolution pour établir que ∂nτ/∂θn est borné. Nous cherchons à borner la dérivée d’ordre
n+ 1 de α, à l’exception de ∂n+1α/∂θn+1. Enfin, nous bornons la dérivée d’ordre n+ 1 de
A, φ et µ en utilisant n fois l’argument du cône-lumière, avec

En
mr ± P n

mr =
1

2

{(
∂n−1µtt
∂θmtr

±
√
α
∂n−1µtθ
∂θmtr

)2

+

(
∂n−1φtt
∂θmtr

±
√
α
∂n−1φtθ
∂θmtr

)2
}

+
e4µ

8t2

(
∂n−1Att
∂θmtr

±
√
α
∂n−1Atθ
∂θmtr

)2

(4.54)

Le choix des entiers naturels m et r est tel qu’on ait m+ r = n− 1.
Nous allons expliciter la preuve pour φ, en prenant ici r = 0 et donc m = n − 1. On
rappelle la notation suivante ∂± = ∂t ±

√
α∂θ. On a

∂±[∂n−1
θ φt ∓ ∂n−1

θ (
√
αφθ)] = ∂n−1

θ φtt ±
√
α∂nθ φθ ∓ ∂n−1

θ

[ αt
2α

√
αφθ +

√
αφtθ

]
−
√
α∂nθ (

√
αφθ) = ∂n−1

θ φtt ∓
αt
2α
∂n−1
θ (
√
αφθ)∓

(n− 1)αθ
2α

√
α∂n−1

θ φt

− ∂n−1
θ [
√
α∂θ(
√
αφθ)] +

(n− 1)αθ
2α

√
α∂n−1

θ (
√
αφθ)

∓
√
α

2
φθ∂

n−1
θ

(αt
α

)
.
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Or

∂n−1
θ [φtt −

√
α∂θ(
√
αφθ)] = ∂n−1

θ

[
φtt − αφθθ −

αθ
2
φθ

]
(d’après l’équation (1.99)) = ∂n−1

θ

[(
−1

t
+
αt
2α

)
φt + Lφθ − αe2(τ−µ)V ′(φ)

]
= −1

t
∂n−1
θ φt +

αt
2α
∂n−1
θ φt +

1

2
φt∂

n−1
θ

(αt
α

)
+ φθ∂

n−1
θ L

(hypothèse sur V) + L∂nθ φ− ∂n−1
θ (2αφe2(τ−µ)V (φ)),

avec
L = [2AθH(G− 1)− µθ(G+ AH)2]αe−2(τ−2µ) − 4µθH

2t2αe−2τ .

On introduit à présent D±n := [∂n−1
θ φt ± ∂n−1

θ (
√
αφθ)]

2

∓2

t
∂n−1
θ (
√
αφθ)[∂

n−1
θ φt ∓ ∂n−1

θ (
√
αφθ)] =

1

2t
[D∓n −D±n ] +

2

t
[∂n−1
θ (
√
αφθ)]

2

≤ 1

2t
[D∓n −D±n ] +

1

t
[D+

n +D−n ].

Par ailleurs

∂±D∓n ≤ αt
α
D∓n ∓

(
(n− 1)αθ√

α
+ L

)
D∓n −

2

t
∂n−1
θ (φθ)(∂

n−1
θ (φt)∓ ∂n−1

θ (
√
αφθ))

+
1

2
φt∂

n−1
θ (

αt
α

) + φθ∂
n−1
θ (L) + L∂n−1

θ (φθ)− 2∂n−1
θ (φ)V αe2(τ−µ) − 2φ∂n−1

θ (V αe2(τ−µ))

.

(
αt
α
∓ (n− 1)αθ√

α
+ L

)
D∓n +

1

t
[D+

n +D−n ] +R,

où

R := sup
θ∈S1

∣∣∣∣12φt∂n−1
θ (

αt
α

) + φθ∂
n−1
θ (L) + L∂n−1

θ (φθ)− 2∂n−1
θ (φ)V αe2(τ−µ) − 2φ∂n−1

θ (V αe2(τ−µ))

∣∣∣∣ .
Posons

D̂∓n := sup
θ∈S1

[D∓n (., θ)] et D̂n = D̂∓n + D̂±n .

Par la suite, on a

∂±D̂∓n .
(
αt
α
∓ (n− 1)αθ√

α
+ L

)
D̂∓n +R+

1

t
[D̂+

n + D̂−n ].

En intégrant, on obtient alors pour t0 ≤ t ≤ ti

D̂n(t) . D̂n(t0) +

∫ t

t0

[(
αs
α
∓ (n− 1)αθ√

α
+ L+

2

s

)
D̂n +R

]
(s)ds. (4.55)
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En appliquant l’inégalité de Gronwall à (4.55), on obtient :

D̂n(t) .

(
D̂n(t0) +

∫ t

t0

R(s)ds

)
exp

[∫ t

t0

∣∣∣∣αsα (s)∓ (n− 1)αθ√
α

(s) + L(s) +
2

s

∣∣∣∣ ds
]

(4.56)

On en déduit par induction et par hypothèse de récurrence que D̂n(t) est borné ce qui
permet d’en déduire que les dérivées d’ordre n + 1 de φ sont bornées. Finalement, les
équations d’évolution nous permettent de borner ∂n−1

t φtt et de conclure que les dérivées
d’ordre n+ 1 de β et τ sont bornées, à l’exception de ∂n+1τ/∂θn+1. Enfin, les équations
auxiliaires permettent de conclure que les dérivées d’ordre n+ 1 de J et K sont bornées.
Ainsi, (4.54) et (4.78) nous permettent d’achever la preuve.

4.2.3 Théorème d’existence globale

De tout ce qui précède, il en découle le théorème suivant :

Théorème 4.2. Soit (M; g; f ;φ) le développement maximal de Cauchy pour les données
initiales pour le système d’équations d’Einstein-Vlasov-Champ scalaire (EVSFS) en sy-
métrie T 2 . Alors M admet un revêtement par les hypersurfaces symétriques compactes de
rayon d’aires constant. Les rayons d’aires de ces hypersurfaces prennent toutes les valeurs
de l’intervalle ]t0; +∞).

Preuve : Soit T > t0, supposons par l’absurde que les rayons d’aires de ces hypersur-
faces prennent les valeurs dans un intervalle maximal ]t0;T [. Considérons l’hypersurface
t = T , comme nous avons établis aux lemmes précédents que le support de la fonction de
distribution f est bornée ainsi que φ et les composantes de la métrique, et qu’elles sont
de classe C∞, il s’en suit un prolongement de la métrique g jusqu’à T : Par conséquent,
il existe un certains ε > 0 indépendant de t0, tel que {T} × S1 soit contenu dans le déve-
loppement de Cauchy de toute surface de Cauchy dans ]T ;T + ε[×S1. Ce qui contredit le
fait que le développement de Cauchy n’est pas prolongeable à {T} × S1. Par conséquent
T = +∞.

Remarque 4.1. Puisque toutes les composantes de la métrique g, la fonction de distri-
bution f (le champ de Vlasov), le champ scalaire φ et leurs dérivées de tout ordre sont
uniformément bornés, le développement maximal de Cauchy ne peut pas être restreint à
l’hypersurface t = T . Par conséquent, (M, g) admet un feuilletage global par les coordon-
nées d’aires avec la coordonnée temps t prenant toute valeur de l’intervalle ]t0; +∞[.
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Dans ce travail, nous nous sommes appesanti , sur le problème de Cauchy pour les
équations d’Einstein-Vlasov avec champ scalaire (EVSFS). Ce travail fédère les intérêts
d’au moins quatre grandes théories dont l’importance n’est plus à démontrer. À savoir,
la théorie de la relativité générale d’Einstein, la théorie cinétique des gaz, la géomé-
trie pseudo-riemanienne (lorentzienne) et l’analyse des équations aux dérivées partielles
(EDP). Nous avons établi un théorème d’existence et d’unicité locale dans deux directions
en symétrie T 2 : dans le cas où les solutions convergent vers les singularités initiales (di-
rection passée), nous avons utilisé les coordonnées conformes, et dans la direction future,
les coordonnées d’aires . Ainsi que l’existence globale dans ces deux mêmes directions.
Le couplage à l’équation de Vlasov avait pour but d’étudier la description de l’évolution
temporelle de la fonction f de distribution des particules de masse normalisée à 1 et
chargé dans un plasma ou un faisceau de particules en négligeant des effets de collisions
binaires. Ces phénomènes sont pratiquement les mêmes qu’on observe dans l’univers entre
les galaxies et les amas de galaxies. Du fait des observations et de la quête de la com-
préhension des phénomènes astrophysiques, notamment sur la composition de l’univers,
éventuellement la présence de la matière noire et sur le fait que l’univers est en expansion
accélérée ; on y associe le potentiel et le champ scalaire qui modélisent respectivement la
matière noire et l’expansion accélérée.
Dans la direction passée, nous avons commencé par présenter les équations. Pour ce faire,
nous avons utilisé les coordonnées conformes. Pour établir l’existence locale, nous sommes
préalablement partis des estimations a priori en passant, entre autres par des estimations
cône-lumière. Ensuite, nous avons construit nos itérées à partir des équations. A partir
de ces itérées, nous avons montré qu’elles sont de Cauchy, car contrôlées par une série
absolument convergente, ce qui nous a permis d’en déduire que ces itérées sont uniformé-
ment convergentes. Et pour finir dans la direction passée, nous avons établi un théorème
d’existence globale. Ce faisant, nous étendons les résultats de M. Weaver [W]. Cette partie
à par ailleurs fait l’objet d’une publication et d’un article soumis.
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Dans la direction future, après la présentation des équations en coordonnées d’aires, nous
utilisons cette fois ci l’inégalité d’énergie, les estimations cône-lumière, pour aboutir aux
estimations a priori. Par la, nous construisons nos itérées. Partant de cela, nous montrons
que ces itérées sont uniformément convergentes. Tout ce travail fait, nous établissons
un théorème d’existence locale. Pour terminer, nous avons un théorème d’existence glo-
bale(critère de continuation). Il faut noter que l’inégalité de Gronwall a joué un rôle clé
tout au long de notre travail. Ce faisant, on étend ainsi le travail de Berger et Al[BCIM],
qui l’avaient fait sans source et celui de Smulevici [S], qui avait couplé avec l’équation
de Vlasov. L’ajout du champ scalaire non seulement, apporte une équation aux dérivées
partielles du second ordre supplémentaire, mais également, rend davantage complexe la
partie matérielle des équations d’Einstein. Également, l’apport du champ scalaire a permi
de généraliser les travaux faits dans ce sens avec constante cosmologique Λ. On généralise
ainsi par la même occasion, le travail fait par Tegankong [T2], qui avait considéré cette
fois ci les quantités de torsion nulles, travaillant ainsi en symétrie de Gowdy. Dans la
direction future, les résultats nous ont permis de soumettre un article et ont ouvert la
brèche pour un deuxième article en cours.
En perspective, une étude de la dépendance continue des solutions en fonction des données
initiales, du comportement asymptotique et de la complétude géodésique des solutions est
envisageable. Une étude numérique pourrait aussi être entreprise. Le fait de prendre le
potentiel V (φ) = V0e

φ2 , est un cas particulier bien que judicieux, on pourra aussi songer
à le généraliser. Nous pourrons en plus, coupler notre système à l’équation de Maxwell
en symétrie T 2 comme fait dans [NP ] en symétrie sphérique. L’éventualité de se lancer
à une étude statique à l’instar du travail fait dans [NT ], [NP ] peut aussi faire objet de
réflexion.
En somme, partant du fait que le phénomène de l’accélération de l’expansion de l’Univers
nous contraint à reconsidérer les hypothèses menant à la construction du modèle standard
de la cosmologie, un accent sur la corrélation entre gravité et la mécanique quantique ne
pourrait-elle pas être levé dans les jours à venir ? Par ailleurs, ne serait-il pas nécessaire de
voir une conjecture à propos de la nature de la singularité de l’espace temps concernant
notre cas de figure ?
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ANNEXE

Annexe 4.1. Les coefficients de Christoffel dans la direction passée
Les coefficients de Christoffel dans la direction passée sont :

Γ0
00 = τt − µt, Γ1

00 = τθ − µθ,

Γ0
11 = τt − µt + [(G+AH)(µt(G+AH) +Gt +AtH +AHt)]e

−2(τ−2µ)

+ e−2τHR(HtR+HRt −RHµt),

Γ1
11 = τθ − µθ + e−2(τ−2µ)(µθ(G+AH)2 + (Gθ +AθH +AHθ)(G+AH))

+ e−2τRH∗, h+ ∗(RHθ +HRθ − µθHR)− e−2(τ−2µ)Gµθ(G+AH),

Γ0
22 = µte

−2(τ−2µ), Γ0
12 = Γ0

21 = µt(G+AH)e−2(τ−2µ) +
1

2
(Gt +AtH +AHt)e

−2(τ−2µ),

Γ1
22 =

1

2
g1σ(−∂σg22) = −1

2
g11(∂θg22) = −µθe−2(τ−2µ),

Γ1
12 = Γ1

21 = −e−2(τ−2µ)(µθ(G+AH) +
1

2
HAθ),

Γ0
13 = Γ0

31 =
1

2
[e−2(τ−2µ)(At(G+AH) +A(Gt +AtH +AHt) + 2µtA(G+AH))

+ e−2µ(2RRtH +HtR
2 − 2µtHR

2)],

Γ1
13 = Γ1

31 = −e−2(τ−2µ)

[
Aθ
2

+Aµθ +AHAθ

]
+R2Hµθe

−2τ ,

Γ0
23 =

1

2
(At + 2Aµt)e

−2(τ−2µ); Γ1
23 = −1

2
(Aθ + 2Aµθ)e

−2(τ−2µ),

Γ0
33 = e−2τ (R(Rt −Rµt) +Ae4µ(Aµt +At)),

Γ1
33 = µθR

2e−2τ −Ae−2(τ−2µ)(Aµθ +Aθ).

Annexe 4.2. Les coefficients de Christoffel dans la direction future
Les coefficients de Christoffel dans cette direction sont :

Γ0
00 = τt − µt +

αt
2α
, Γ1

00 =
αθ
2

+ (τθ − µθ)α,

Γ0
11 =

τt − µt
α

+
1

α
[(G+AH)(µt(G+AH) +Gt +AtH +AHt)]e

−2(τ−2µ)

+
1

α
e−2τHt(Htt+H − tHµt),
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Γ1
11 = τθ − µθ + e−2(τ−2µ)(µθ(G+AH)2 + (Gθ +AθH +AHθ)(G+AH))

+ e−2τ tH(tHθ − µθHt)− e−2(τ−2µ)Gµθ(G+AH),

Γ0
22 =

µt
α
e−2(τ−2µ); Γ0

12 = Γ0
21 = µt

G+AH

α
e−2(τ−2µ) +

1

2α
(Gt +AtH +AHt)e

−2(τ−2µ),

Γ1
22 =

1

2
g1σ(−∂σg22) = −1

2
g11(∂θg22) = −µθe−2(τ−2µ),

Γ1
12 = Γ1

21 = −e−2(τ−2µ)(µθ(G+AH) +
1

2
HAθ),

Γ0
13 = Γ0

31 =
1

2α
[e−2(τ−2µ)(At(G+AH) +A(Gt +AtH +AHt) + 2µtA(G+AH))

+ e−2µ(2tH +Htt
2 − 2µtHt

2)],

Γ1
13 = Γ1

31 = −e−2(τ−2µ)

[
Aθ
2

+Aµθ +AHAθ

]
+ t2Hµθe

−2τ ,

Γ0
23 =

1

2α
(At + 2Aµt)e

−2(τ−2µ), Γ1
23 = −1

2
(Aθ + 2Aµθ)e

−2(τ−2µ),

Γ0
33 =

e−2τ

α
(t(1− tµt) +Ae4µ(Aµt +At)),

Γ1
33 = µθt

2e−2τ −Ae−2(τ−2µ)(Aµθ +Aθ).

Annexe 4.3. Nous avons

2gφ = V ′(φ) ⇔ ∇α(∇αφ) = V ′(φ)

⇔ ∇α.∇βφgαβ = V ′(φ)

⇔ ∇α(∇βφ)gαβ − Γσαβφσg
αβ = V ′(φ)

⇔ φttg
00 + φθθg

11 − Γσαβφσg
αβ = V ′(φ)

⇔ φttg
00 + φθθg

11 = φt(Γ
0
αβg

αβ) + φθ(Γ
1
αβg

αβ) + V ′(φ)

φttg
00 + φθθg

11 = φt(Γ
0
00g

00 + Γ0
11g

11 + 2Γ0
12g

12 + 2Γ0
13g

13 + Γ0
22g

22 + 2Γ0
23g

23 + Γ0
33g

33)

+φθ(Γ
1
00g

00 + Γ1
11g

11 + 2Γ1
12g

12 + 2Γ1
13g

13 + Γ1
22g

22 + 2Γ1
23g

23 + Γ1
33g

33)

+V ′(φ).

Ensuite, en remplaçant les coefficients de Christoffel, puis en contractant et enfin en simplifiant,
on obtient le résultat.

Annexe 4.4. Nous procédons comme à l’annexe précédent (4.3), ce qui nous permet en utilisant
(1.12), d’avoir

φttg
00 + φθθg

11 = φt(Γ
0
00g

00 + Γ0
11g

11 + 2Γ0
12g

12 + Γ0
22g

22 + 2Γ0
13g

13 + 2Γ0
23g

23 + Γ0
33g

33)

+ φθ(Γ
1
00g

00 + Γ1
11g

11 + 2Γ1
12g

12 + 2Γ1
13g

13 + Γ1
22g

22 + 2Γ1
23g

23 + Γ1
33g

33)

+ V ′(φ) (4.57)
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en remplaçant les coefficients de Christoffel ainsi que les composantes de la métrique et en mul-
tipliant l’équation (4.57) par g00, on obtient :

φtt − (
αt
2α

+ τt − µt)φt − (
αθ
2

+ (τθ − µθ)α)φθ − αφθθ + (τt − µt)φt

+ e−2(τ−2µ)(G+AH)[µt(G+AH) +Gt +AHt +AtH]φt + e−2τHt(tHt +H −Htµt)φt
+ φθα(τθ − µθ) + e−2(τ−2µ)(−AH2Aθ −HAθG)φθ + αH2µθt

2e−2τφθ

− Ge−2(τ−2µ)(G+AH)[2µt(G+AH) +Gt +AHt +AtH]φt

+αe−2(τ−2µ)(−AH2Aθ −HAθG)φθ + αH2µθt
2e−2τφθ (4.58)

− 2αGµθe
−2(τ−2µ)(G+AH)φθ

− Ge−2(τ−2µ)(Gt +AtH +AHt + 2µt(G+AH))φt + αHAθe
−2(τ−2µ)φθ

− He−2(τ−2µ)φt ((2µtA+At)(G+AH) +A(Gt +AtH +AHt))

− He−2τ (2tH + t2Ht − 2µtHt
2)φt

+αe−2(τ−2µ)H(Aθ + 2Aµθ(G+AH) + 2AAθH)φθ

+ 2αt2H2µθe
−2τφθ + (

A2

t2
e4µ + 1 +G2e−2(τ−2µ))φtµt − α(

A2

t2
e4µ + 1 +G2e−2(τ−2µ))φθµθ

+(HGe−2(τ−2µ)(At + 2µtA)− A

t2
e4µ(At + 2µtA))φt

− α(Aθ + 2µθA)(HGe−2(τ−2µ) − A

t2
e4µ)φθ

+

[
1

t2
e4µ(At + µtA)A+H2(At + µtA)Ae−2(τ−2µ) +

1

t
(1− tµt) +H2e−2τ t(1− tµt)

]
φt

+ (αµθ −
A

t2
e4µ(Aθ +AHθ)α)φθ

+(e−2τH2αµθt
2 −H2A(Aθ +Aµθ)e

−2(τ−2µ))φθ

= −αe2(τ−µ)V ′(φ). (4.59)
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Après simplification de (4.59), nous avons par la suite

φtt − αφθθ =
αt
2α
φt +

αθ
2
φθ −

1

t
+ µt −

e4µ

t2
(At + µtA)A+

Ae4µ

t2
(At + 2µtA)− µt −

A2

t2
e4µµt

+ e−2(τ−2µ)
{
−µt(G+AH)2 − (G+AH)(Gt +AtH +AHt)

}
φt

+ e−2(τ−2µ)
{
G(Gt +AtH +AHt + 2µt(G+AH))−H2(At + µtA)A−G2µt

}
φt

+ e−2(τ−2µ){H(At(G+AH) +A(Gt +AtH +AHt) + 2µtA(G+AH))}φt
− e−2(τ−2µ){HG(At + 2µtA)A}φt
+ e−2τ{H2t2µt −H2t− t2HHt + 2H2t+ t2HHt − 2µtH

2t2 −H2t+ t2H2µt}φt
+ αe−2(τ−2µ){AH2Aθ +HAθG− 2Gµθ(G+AH)− 2AH2Aθ}φθ
+ αe−2(τ−2µ)

{
G2µθ + (Aθ + 2µθA)HG+H2A(Aθ + 2Aµθ)

}
φθ

+

(
A

t2
e4µ(Aθ +Aµθ)− µθ − (Aθ + 2µθ)

A

t2
e4µ +

A2

t2
µθe

4µ + µθ

)
φθ

+ e−2τ
{
−H2t2µθ − 2t2H2µθ −H2t2µθ

}
φθ − αe2(τ−µ)V ′(φ). (4.60)

En simplifiant d’avantage l’égalité (4.60), on obtient finalement

φtt − αφθθ =
[αθ

2
+ (2AθH(G− 1)− αµθ(G+AH)2)αe−2(τ−2µ) − 4µθH

2t2αe−2τ
]
φθ

+

(
αt
2α
− 1

t

)
φt − αe2(τ−µ)V ′(φ).
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Abstract We prove in the case of cosmological models for the Einstein-Vlasov-scalar field
system with Gowdy symmetry, that the solutions exist globally in the past. The sources of
the equations are generated by a distribution function and a scalar field, subject to the Vlasov
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1 Introduction

The question of global existence solutions of Einstein equations with matter or not is very
important in general relativity. Here, for long, the practice has been to study existence
of solutions under symmetry assumptions. Spacetimes with Gowdy or T 2 symmetry have
received much attention by different authors for many years, see [1, 3, 8, 11, 15] and the
references therein.
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In this paper, we prove past global existence, with respect to a geometrically defined time,
for Einstein equations coupled to the Vlasov and non-linear wave equations. In the surface
symmetry case with the Vlasov and linear scalar field, we have shown in [12] (without any
restriction on the data) and [13] global existence in the past time direction. The symmetry
assumption here is the Gowdy and T 2 one, and thereby we extend respectively Andréasson’s
result in [1] and Smulevici’s one in [11] for the Vlasov case. Andréasson’s result was the first
result to provide a global foliation in the contracting and expanding direction of a spacetime
containing both matter and gravitational waves. In that paper, Andréasson generalized in the
two time directions (contracting and expanding) the Moncrief result for the vacuum case.
His method of proof is inspired by a result in [3] for vacuum spacetimes admitting a T 2

isometry group acting on T 3 space-like surfaces. Gowdy spacetimes are a special case of
these spacetimes. Andréasson proves that T 3 ×R spacetimes with Gowdy symmetry admit
global foliations by conformal coordinates in the contracting direction.

We extend the result in [1] by introducing a scalar field. It can be seen as a step towards
certain questions of physical interest. In recent years, cosmological models with accelerated
expansion have become a very active research topic in response to astronomical observa-
tions [10]. The easiest way to obtain models with accelerated expansion is to introduce a
positive cosmological constant (see [2] and the references therein). A more sophisticated
and generalized way is to introduce a scalar field with non-vanishing potential. This is our
case.

There are three types of time coordinates which have been studied in the inhomogeneous
Einstein-Vlasov system case: constant mean curvature, areal, and conformal. A constant
mean curvature time coordinate t is one where each hypersurface of constant time has con-
stant mean curvature and on each hypersurface of this kind the value of t is the mean
curvature of that slice. In the case of areal coordinates, the time coordinate is a function of
the area of the surfaces of symmetry. In some papers of the relevant literature, it is taken to
be proportional to the area. In the case of conformal coordinates, the metric is conformally
flat on the manifold Q which is the quotient of spacetime by the symmetry group. Q is a
two-dimensional Lorentzian manifold.

Now consider the past maximal globally hyperbolic development of data on an initial
hypersurface with Gowdy or T 2 symmetry (which includes plane symmetry). Using con-
formal coordinates and geometrical arguments as in [1, 3], we prove that along any past
inextendible timelike curve, the time coordinate R = t , which is the area of the symme-
try orbits, tends to a constant value R0 = 0, independent of the choice of the curve. This
was also proved in the case of T 2-symmetric spacetimes with only the Vlasov matter by
Weaver in [15] with results generalized later in some direction by Smulevici in [11]. Con-
formal coordinates have advantages for the simplification of estimations of solutions. By a
long chain of geometrical arguments as in [3], one deduces the global foliations in the past
time direction of the spacetime by areal coordinates system.

Now, we recall the formulation of the Einstein-Vlasov-scalar field system. The spacetime
is a four-dimensional manifold M , with local coordinates (xλ) = (t, xi) on which x0 = t

denotes the time and (xi) the space coordinates. Greek indices always run from 0 to 3, and
Latin ones from 1 to 3. On M , a Lorentzian metric g is given with signature (−,+, +, +).
We consider a self-gravitating collisionless gas and restrict ourselves to the case where all
particles have the same rest mass m ≥ 0, and move forward in time. We denote by (pλ) the
momenta of the particles. The conservation of the quantity gλβpλpβ requires that the phase
space of the particle is the seven-dimensional submanifold

PM = {gλβpλpβ = −m2; p0 > 0}
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of T M which is coordinatized by (t, xi, pi). The energy-momentum tensor is given by

Tλβ = −
∫
R3

fpλpβ | g |1/2 dp1dp2dp3

p0
+ ∇λφ∇βφ −

[
1

2
∇νφ∇νφ + V (φ)

]
gλβ (1.1)

where the distribution function of the particles is a non-negative real-valued function
denoted by f and defined on PM , pλ = gλβpβ , |g| denotes the modulus of determinant of
the metric g, a scalar field φ is a real-valued C∞ function on M, and V ∈ C∞(R+) is a
function such that V (0) = V0 > 0, V ′(0) = 0 and V ′′(0) > 0 (see [9]).

The Einstein field equations

Rλβ − 1

2
Rgλβ = 8πTλβ (1.2)

should be coupled to the Vlasov equation (matter equation for f ) and to the wave equation
(matter equation for φ), which are respectively

∂tf + pi

p0
∂xi f − 1

p0
�i

βγ pβpγ ∂pi f = 0 (1.3)

∇λ∇λφ − V ′(φ) = 0. (1.4)

As a consequence, the energy-momentum tensor is divergence-free since the Bianchi iden-
tities imply that ∇λGλβ = 0 where Gλβ = Rλβ − 1

2Rgλβ and the contribution of f to the
energy-momentum tensor is divergence-free [4].

The outline of the paper follows in the large that of [1]. In Section 2, we present the
equations in Gowdy symmetry with conformal coordinates. The main theorem is formulated
in Section 3. The proof of the theorem is based on a series of estimations using a light-cone
argument. These are important to obtain bounds on the field components, the matter terms,
and their derivatives. In Section 4, we extend the previous results for the T 2 -symmetry case.

2 The Gowdy Case

We refer to [1, 7], or [8] for details on the notion of Gowdy symmetry. There are several
choices of spacetime manifolds compatible with Gowdy symmetry. Here, we restrict our
attention to the T 3 case. Spacetimes admitting a T 2 isometry group acting on T 3 space-like
surfaces are more general than the Gowdy spacetimes: both families admit two commuting
killing vectors, but in the Gowdy case the additional condition is that the twists are zero. The
dynamics of the matter is governed by the Vlasov and the non-linear wave equations. The
Vlasov equation models a collisionless system of particles which follow the geodesics of
spacetime. We now consider a solution of the Einstein-Vlasov-scalar field system where all
unknowns are invariant under this symmetry. We write the system in conformal coordinates.
The circumstances under which coordinates of this type exist are discussed in [2] and the
references therein. In such coordinates, the metric g takes the form

ds2 = −e2(μ−U)dt2 + e2(μ−U)dθ2 + e2U(dx + Ady)2 + R2e−2Udy2, (2.1)

where μ, U , R, and A are unknown real functions of t and θ variables. R is periodic in
θ with period 1. Here, the timelike coordinate t locally labels spatial hypersurfaces of the
spacetime. The scalar field is a function of t and θ . Using the results of [1], the complete
Einstein-Vlasov-scalar field system can be written in the following form:
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The Einstein-matter constraint equations:

U2
t + U2

θ + e4U

4R2

(
A2

t + A2
θ

)
+ Rθθ

R
− μtRt

R
− μθRθ

R
= −e2(μ−U)ρ, (2.2)

2UtUθ + e4U

2R2
AtAθ − Rtθ

R
− μtRθ

R
− μθRt

R
= e2(μ−U)J1. (2.3)

The Einstein-matter evolution equations:

Utt − Uθθ = UθRθ

R
− UtRt

R
+ e4U

2R2

(
A2

t −A2
θ

)
+ 1

2
e2(μ−U)(ρ−P1+P2−P3), (2.4)

Att − Aθθ = AtRt

R
− AθRθ

R
+ 4 (AθUθ − AtUt ) + 2Re2μ−4US23, (2.5)

Rtt − Rθθ = Re2(μ−U)(ρ − P1), (2.6)

μtt −μθθ =U2
θ −U2

t + e4U

4R2
(A2

t −A2
θ )−e2(μ−U)P3− A2

R2
e2(μ+U)P2− 2A

R
e2μS23 (2.7)

φtt − φθθ = −Rt

R
φt + Rθ

R
φθ − e2(μ−U)V ′(φ). (2.8)

The Vlasov equation:

∂f

∂t
+ v1

v0

∂f

∂θ
−

[
(μθ − Uθ)v

0 + (μt − Ut)v
1 − e2UAθ

R

v2v3

v0

+ Uθ

v0
((v3)2 − (v2)2) − Rθ

R

(v3)2

v0

]
∂f

∂v1
−

[
Uθ

v1v2

v0
+ Utv

2

]
∂f

∂v2

−
[(

Rt

R
−Ut

)
v3−

(
Uθ − Rθ

R

)
v1v3

v0
+ e2Uv2

R

(
At +Aθ

v1

v0

)]
∂f

∂v3
= 0. (2.9)

Since all the particles have proper mass m, the variables vα are related to the canonical
momentum variables pα by the relations

v0 = eμ−Up0, v1 = eμ−Up1, v2 = eUp2 + AeUp3, v3 = Re−Up3,

so that
v0 =

√
m2 + (v1)2 + (v2)2 + (v3)2.

Remark 2.1 If m > 0 then p0 > 0 and v0 > 0.
Case m = 0: let I be the maximal existence interval of solution s �−→ (xα(s), pα(s)) of
the geodesic equations

dxα

ds
= pα; dpα

ds
= −�α

βλp
βpλ. (2.10)

Take s0 ∈ I such that p0
0 = √

g00(s0, θ(s0))

√
gij (s0, θ(s0))p

i
0p

j

0 > 0. Then since

p̃ = (p1, p2, p3) �→ p0 =
√

g00(s0, θ(s0))

√
gij (s0, θ(s0))pipj

is continuous on p̃0 = (p1
0, p

2
0, p

3
0), we can find a neighborhood W of p̃0 such that

(p̃ ∈ W) ⇒
(

p0 >
p0
0

2
> 0

)
.

Finally, either m > 0 or m = 0, we have p0 > 0, i.e., v0 > 0.
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The matter terms are then defined by

ρ(t, θ) = −g00T00(t, θ) =
∫
R3

f (t, θ, v)v0dv + 1

2
e−2(μ−U)(φ2

t + φ2
θ ) + V (φ),

J1(t, θ) = −g11T01(t, θ) =
∫
R3

f (t, θ, v)v1dv − e−2(μ−U)φtφθ ,

P1(t, θ) = g11T11(t, θ) =
∫
R3

f (t, θ, v)
(v1)2

v0
dv + 1

2
e−2(μ−U)(φ2

t + φ2
θ ) − V (φ),

P2(t, θ) = e−2UT22(t, θ) =
∫
R3

f (t, θ, v)
(v2)2

v0
dv + 1

2
e−2(μ−U)(φ2

t − φ2
θ ) − V (φ),

P3(t, θ) =
∫
R3

f (t, θ, v)
(v3)2

v0
dv + 1

2
e−2(μ−U)(φ2

t − φ2
θ ) − V (φ),

S23(t, θ) =
∫
R3

f (t, θ, v)
v2v3

v0
dv,

and

T33(t, θ) = A2e2UP2 + R2e−2UP3 + 2ARS23.

We prescribe initial data at time t = t0 > 0:

f (t0, θ, v) = f0(θ, v), μ(t0, θ) = μ0(θ), μt (t0, θ) = μ1(θ),

R(t0, θ) = R0(θ), Rt (t0, θ) = R1(θ), U(t0, θ) = U0(θ), Ut (t0, θ) = U1(θ),

A(t0, θ) = A0(θ), At (t0, θ) = A1(θ), φ(t0, θ) = φ0(θ), φt (t0, θ) = φ1(θ)

3 The Main Theorem

We begin this important section by specifying the regularity properties and the local in time
existence result which we require.

Definition 3.1 Let I ⊂]0, ∞[ be an interval and (t, θ) ∈ I × R.
a) f ∈ C∞(I × R

2) is regular if f (t, θ + 1, v) = f (t, θ, v) for (t, θ, v) ∈ I × R
2, f ≥ 0

and suppf (t, θ, .) is compact uniformly in θ and locally uniformly in t .
b) μ (or R, U , A) ∈ C2(I × R) is regular, if μ(t, θ + 1) = μ(t, θ).
c) ρ (or Pk , J ) ∈ C1(I × R) (k = 1, 2, 3) is regular, if ρ(t, θ + 1) = ρ(t, θ).
d) φ ∈ C2(I × R) is regular, if φ(t, θ + 1) = φ(t, θ).

Theorem 3.2 Given initial data for (1.1)–(1.4), there is a maximal globally hyperbolic
development (M, g, f, φ) of the data which is unique up to isometry.

The proof is as in [5, 6]. This important result (which is a local existence in time solution
for an associated hyperbolic system) will be used in this paper. However, it does not yield
any conclusion concerning global existence in time directions. Our attention is concentrated
only on the existence of global solutions in the past time direction for any initial data. This
is an extension of Choquet’s result for the hyperbolic system.

Remark 3.3 (M, g, f, φ) is unique up to isometry means that if (M ′, g′, f ′, φ′) is another
maximal globally hyperbolic development, then there is a diffeomorphism ϕ : M → M ′



A. L. Tchuani et al.

such that ϕ∗g′ = g, ϕ∗f ′ = f , ϕ∗φ′ = φ and ϕ ◦ i = i′, where i and i′ are the embeddings
of T 3 into M and M ′ respectively.

Theorem 3.4 Let (T 3, μ0, μ1, A0, A1, U0, U1, f0, φ0, φ1) be regular initial data that sat-
isfy the constraints (2.2)–(2.3) where the metric is coordinatized as in (2.1). Let (g, f, φ)

be the local regular solution that corresponds to the initial data and ]T , t0] be the maximal
interval of existence. There exists a globally hyperbolic spacetime (M, g, f, φ) such that

(i) M = [0, t0[×T 3,
(ii) (g, f, φ) satisfies the Einstein-Vlasov-scalar field system in areal coordinates,
(iii) (M, g, f, φ) is isometrically diffeomorphic to the maximal globally hyperbolic devel-
opment of the initial data (T 3, μ0, μ1, A0, A1, U0, U1, f0, φ0, φ1).

In order to extend the local existence in time to the global existence, it is sufficient to
obtain uniform bounds on the field components, the distribution function, the scalar field,
and all their derivatives on a finite time interval [t1, t2) on which the local solution exists.
This means that the past maximal development of initial data in terms of conformal coor-
dinates has t → −∞ as long as R stays bounded away from zero, and using geometrical
arguments as in [1], we have a proof of the theorem.

Let us introduce the null vector fields ∂τ := 1√
2
(∂t − ∂θ ), ∂ξ := 1√

2
(∂t + ∂θ ). Then

Fτ := 1√
2
(Ft − Fθ) and Fξ := 1√

2
(Ft + Fθ ) for any function F of variables t and θ .

Step 1 Monotonicity of R and bounds on its first derivatives.

After some calculation, the constraints (2.2) and (2.3) give respectively

√
2∂θRξ = −Re2(μ−U)(ρ − J1) − 2RU2

ξ − e4U

2R
A2

ξ + 2μξRξ , (3.1)

√
2∂θRτ = Re2(μ−U)(ρ + J1) + 2RU2

τ + e4U

2R
A2

τ − 2μτRτ . (3.2)

Since |J1| ≤ ρ and R > 0, it follows from (3.1) and (3.2) that

∂θRξ <
√
2μξRξ , (3.3)

∂θRτ > −√
2μτRτ . (3.4)

If Rξ (t, θ) = 0 for some t ∈]t1, t0] and θ ∈ R, then by the periodicity ofR with respect to θ

and Gronwall’s lemma applied on (3.3), 0 = Rξ (t, θ +1) < Rξ (t, θ)exp(
∫ θ+1
θ

√
2μξ ) = 0,

a contradiction. Thus, Rξ �= 0 on ]t1, t0] × S1.
Similarly, (3.4) yields the same assertion for Rτ . This implies that the quantities Rξ , Rτ

have each a definite sign. It follows that the quantity gαβ∂xαR∂xβ R = g00R2
t + g11R2

θ =
− 1

2e
2(μ−U)RξRτ does not change sign (it is strictly positive or strictly negative). Since R

is periodic and continuous in θ , there must exist points where Rθ = 0, hence the quantity
above is negative everywhere (g00R2

t < 0). Thus, ∇R is timelike. This means that Rt is non
zero everywhere. Our choice of time corresponds to contracting T 2 orbits so that Rt > 0
and |Rθ | < Rt .

Next, we show that Rt and |Rθ | are bounded into the past. Using (2.6) and the fact that
ρ ≥ p1,

∂τRξ = R

2
e2(μ−U)(ρ − P1) ≥ 0 (3.5)
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and

∂ξRτ = R

2
e2(μ−U)(ρ − P1) ≥ 0. (3.6)

It follows that if we start at any point (t0, θ0) on the initial surface, we obtain

d

ds
Rξ (s, θ + t − s) = ∂tRξ − ∂θRξ = √

2∂τRξ (s, r + t − s) ≥ 0.

After integration on [t, t0],
Rξ (t, θ) ≤ Rξ (t0, θ + t − t0).

Similarly,

Rτ (t, θ) ≤ Rτ (t0, θ − t + t0).

These yield
√
2Rt(t, θ) ≤ Rξ (t0, θ + t − t0) + Rτ (t0, θ − t + t0) ≤ sup

θ∈S1
(Rξ + Rτ )(t0, θ).

We conclude that Rt is bounded into the past and |Rθ | is also bounded. Consequently, R is
uniformly bounded to the past of the initial surface.

Step 2 Bounds on U , A, μ, φ, and their first derivatives.

We use the light-cone argument and Gronwall’s lemma in this step. The functions
involved in this case are quadratic and defined by

X = 1

2
R(U2

t + U2
θ ) + e4U

8R
(A2

t + A2
θ ) + 1

2
R(φ2

t + φ2
θ ) + φ2, (3.7)

Y = RUtUθ + e4U

4R
AtAθ + Rφtφθ . (3.8)

Using (2.4), (2.5), and (2.8) we find

∂τ (X + Y ) = −1

2
Rξ

(
U2

t − U2
θ + e4U

4R2
(−A2

t + A2
θ )

)
+

(
Rτ

2
− Rt√

2

)
φ2

t

+
(

Rτ

2
+ Rθ√

2

)
φ2

θ + 2φφτ − R√
2
(φt + φθ )e

2(μ−U)V ′(φ) (3.9)

+R

2
Uξe

2(μ−U)(ρ − P1 + P2 − P3) + e2U

2R
Aξe

2(μ−U)S23,

and

∂ξ (X − Y ) = −1

2
Rτ

(
U2

t − U2
θ + e4U

4R2
(−A2

t + A2
θ )

)
+

(
Rξ

R
− Rt√

2

)
φ2

t

+
(

Rξ

R
− Rθ√

2

)
φ2

θ + 2φφξ − R√
2
(φt − φθ )e

2(μ−U)V ′(φ) (3.10)

+R

2
Uτ e

2(μ−U)(ρ − P1 + P2 − P3) + e2U

2R
Aτe

2(μ−U)S23.
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Integrating each of the above equations along null paths starting at (t1, θ) and ending at the
initial t0−surface, and adding the results we obtain

X(t1, θ) = 1

2
(X + Y )(t0, θ − (t0 − t1)) + 1

2
(X − Y )(t0, θ + (t0 − t1))

−1

2

∫ t0

t1

[K1(s, θ − (s − t1)) + K2(s, θ + (s − t1))] ds (3.11)

−1

2

∫ t0

t1

[
(UξT1)(s, θ − (s − t1)) + (UτT1)(s, θ + (s − t1))

]
ds

−1

2

∫ t0

t1

[(
e2U

2R
AξT2

)
(s, θ − (s − t1)) +

(
e2U

2R
AτT2

)
(s, θ + (s − t1))

]
ds,

where

K1 = −1

2
Rτ

(
U2

t − U2
θ + e4U

R2

(
−A2

t + A2
θ

)
− φ2

t − φ2
θ

)

− Rt√
2
φ2

t + Rθ√
2
φ2

θ + 2φφτ − R√
2
(φt + φθ )e

2(μ−U)V ′(φ),

K2 = −1

2
Rξ

(
U2

t − U2
θ + e4U

R2

(
−A2

t + A2
θ

)
− φ2

t − φ2
θ

)

− Rt√
2
φ2

t − Rθ√
2
φ2

θ + 2φφξ − R√
2
(φt − φθ )e

2(μ−U)V ′(φ),

T1 = R

2
e2(μ−U)(ρ − P1 + P2 − P3),

T2 = e2(μ−U)S23.

From the expression of the matter terms and the fact that V (φ) > 0, we deduce that

ρ − P1 − P2 − P3 =
∫
R3

1

v0
f dv − e−2(μ−U)(φ2

t − φ2
θ ) + 4V (φ),

i.e.,
P1 + P2 + P3 ≤ ρ + e−2(μ−U)φ2

t

and
P2 + P3 ≤ ρ − P1 + e−2(μ−U)(φ2

t − φ2
θ ) − 4V (φ).

In another way
2|S23| ≤ P2 + P3 − e−2(μ−U)(φ2

t − φ2
θ ) + 2V (φ),

therefore

|T2| = e2(μ−U)|S23| ≤ 1

2
e2(μ−U)(ρ − P1). (3.12)

Since ρ −P1 −P2 +P3 ≥ 0 (i.e., P2 −P3 ≤ ρ −P1) and ρ −P1 +P2 −P3 ≥ 0, we deduce
that

0 ≤ ρ − P1 + P2 − P3 ≤ 2(ρ − P1)

and
T1 ≤ Re2(μ−U)(ρ − P1). (3.13)

In another way for k = 2, 3,

e2(μ−U)Pk ≤ e2(μ−U)(ρ − P1) + 1

2
φ2

t . (3.14)
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Without loss of generality, choosing V (φ) such that V (φ) = V0exp(φ2), we obtain

|φξ e
2(μ−U)V ′(φ)| = 2|φξφ|e2(μ−U)V (φ) ≤ 1

2
(φ2

ξ + φ2)e2(μ−U)(ρ − P1)

and

|φτ e
2(μ−U)V ′(φ)| = 2|φτφ|e2(μ−U)V (φ) ≤ 1

2
(φ2

τ + φ2)e2(μ−U)(ρ − P1).

For any t ∈ (t1, t0), Eqs. (3.5) and (3.6) give respectively after integration

Rξ (t0, θ + t0−t) − Rξ (t, θ) = 1

2

∫ t0

t

[Re2(μ−U)(ρ − P1)](s, θ + s − t)ds, (3.15)

Rτ (t0, θ−t0 + t) − Rτ (t, θ) = 1

2

∫ t0

t

[Re2(μ−U)(ρ − P1)](s, θ−s + t)ds. (3.16)

It follows from Step 1 that the right hand sides of the two equalities (3.15), (3.16) are
uniformly bounded. Consequently, on (t1, t0), we obtain from (3.12), (3.13) the uniform
bound of ∫ t0

t

T1(s, θ ± (s − t))ds;
∫ t0

t

|T2|(s, θ ± (s − t))ds

and (for some constant C) the estimations∫ t0

t

[
1

2
(φ2

ξ + φ2)Re2(μ−U)(ρ − P1)

]
(s, θ + s − t)ds ≤ C sup

[t1,t0]
X(t, θ), (3.17)

∫ t0

t

[
1

2
(φ2

τ + φ2)Re2(μ−U)(ρ − P1)

]
(s, θ − s + t)ds ≤ C sup

[t1,t0]
X(t, θ). (3.18)

We can deduce that

∫ t0

t1

|Uξ |T1(s, θ − s + t1)ds ≤
∫ t0

t1

2

√
X

R
T1(s, θ − s + t1)ds ≤ C sup

[t1,t0]

√
X(t, θ), (3.19)

∫ t0

t1

|Uτ |T1(s, θ + s − t1)ds ≤
∫ t0

t1

2

√
X

R
T1(s, θ + s − t1)ds ≤ C sup

[t1,t0]

√
X(t, θ), (3.20)

∫ t0

t1

e2U

2R
|Aξ ||T2|(s, θ − s+ t1)ds ≤

∫ t0

t1

2

√
X

R
|T2|(s, θ−s + t1)ds ≤C sup

[t1,t0]

√
X(t, θ),(3.21)

∫ t0

t1

e2U

2R
|Aτ ||T2|(s, θ + s− t1)ds ≤

∫ t0

t1

2

√
X

R
|T2|(s, θ+s−t1)ds ≤C sup

[t1,t0]

√
X(t, θ), (3.22)

∫ t0

t1

|K1|(s, θ − s + t1)ds ≤ C

∫ t0

t1

X(s, θ)ds + C sup
[t1,t0]

√
X(t, θ), (3.23)

∫ t0

t1

|K2|(s, θ + s − t1)ds ≤ C

∫ t0

t1

X(s, θ)ds + C sup
[t1,t0]

√
X(t, θ). (3.24)

So the identity (3.11) now implies

sup
θ

X(t, θ) ≤ 4 sup
θ

X(t0, θ) + C sup
[t1,t0]×S1

√
X(t, θ)

+C sup
[t1,t0]×S1

X(t, θ) + C

∫ t0

t1

sup
θ

X(s, θ)ds.
(3.25)
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Using Gronwall’s lemma, we conclude as in Step 2 of [1] that sup
θ

X(s, θ) is uniformly

bounded on (t1, t0), leading to bounds on U , A, φ, V (φ), and their first derivatives. The
bounds on μ and its first derivatives are obtained in a similar way since (2.7) can be written
as

∂τμξ = U2
θ − U2

t + e4U

4R2
(A2

t − A2
θ ) − e2(μ−U)

(
P3 + A2

R2
e4UP2 + 2A

R
e2US23

)
(3.26)

or equivalently

∂ξμτ = U2
θ − U2

t + e4U

4R2
(A2

t − A2
θ ) − e2(μ−U)

(
P3 + A2

R2
e4UP2 + 2A

R
e2US23

)
. (3.27)

Using inequalities (3.12), (3.14) and the fact that the integral along null paths for the quan-
tity Re2μ−2U(ρ − P1) is bounded to the past of the initial surface, we conclude that the
integrals along the null paths for the matter terms in the right hand sides of (3.26)–(3.27) are
bounded since A, U , φ, and their first derivatives are bounded. We obtain that |μξ | and |μτ |
are bounded, and therefore μt =

√
2
2 (μτ + μξ ), μθ =

√
2
2 (−μτ + μξ ), and μ are bounded.

Step 3 Bound on the support of the momentum.

A solution f to the Vlasov equation is given by

f (t, θ, v) = f0(�(t0, t, θ, v), V (t0, t, θ, v)),

where � and V are solutions to the characteristic system

d�

ds
= V 1

V 0
,

dV 1

ds
= −(μθ − Uθ)V

0−(μt −Ut)V
1+ Uθ

(V 2)2

V 0
−

(
Uθ − Rθ

R

)
(V 3)2

V 0
+ Aθ

R
e2U

V 2V 3

V 0
,

dV 2

ds
= −UtV

2 − Uθ

V 1V 2

V 0
,

dV 3

ds
= −

(
Rt

R
− Ut

)
V 3 +

(
Uθ − Rθ

R

)
V 1V 3

V 0
− e2U

R

(
At + Aθ

V 1

V 0

)
V 2,

with �(t, t, x, v) = θ and V (t, t, x, v) = v. Since ||f ||∞ ≤ ||f0||∞, the control of

Q(t) := sup
{
| v | : ∃(s, θ) ∈ [t, t0) × S1 : f (t, θ, v) �= 0

}

and previous steps give bounds on the matter quantities ρ, Pk , (k = 1, 2, 3) and S23. The
distribution function has compact support on the initial surface and therefore V k(t0), k =
1, 2, 3 is bounded. Since |V k| ≤ V 0, k = 1, 2, 3, the Gronwall lemma applied to the
characteristic system gives uniform bounds on |V k(t)| and it follows that Q(t) is uniformly
bounded on (t1, t0].

Step 4 Bounds on the second-order derivatives of R and φ.

From previous steps, the field components and all their first derivatives are bounded, and
the matter quantities are all bounded. We deduce respectively from (2.2), (2.3), and (2.6)
the uniform bound of Rθθ , Rtθ , and Rtt as long as R stays bounded away from zero.
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Let B = ∂θ (Rφτ ) and D = ∂θ (Rφξ ), then

φtθ =
√
2

2R
(B + D) − Rθ

R
φt (3.28)

and

φθθ =
√
2

2R
(−B + D) − Rθ

R
φt . (3.29)

After some calculations and using (3.28), (3.29),

Bξ = 1

2

[(
Rθθ − R2

θ

R

)
φt +

(
RtRθ

R
− Rtθ

)
φθ + Rξ

R
B − Rτ

R
D

]

−
[(

μθ − Uθ + Rθ

2

)
V ′(φ) + 1

2
φθV

′′(φ)

]
e2μ−2U (3.30)

and

Dτ = −1

2

[(
Rθθ − R2

θ

R

)
φt +

(
RtRθ

R
− Rtθ

)
φθ + Rξ

R
B − Rτ

R
D

]

−
[(

μθ − Uθ + Rθ

2

)
V ′(φ) + 1

2
φθV

′′(φ)

]
e2μ−2U . (3.31)

Integrating (3.30)–(3.31) along null paths starting at (t1, θ) and ending at the initial
t0−surface, we obtain

B(t1, θ) = B(t0, θ+t1−t0)+ 1

2

∫ t0

t1

(
a−b + Rξ

R
B− Rτ

R
D

)
(t1, θ + s−t1)ds (3.32)

D(t1, θ) = D(t0, θ−t1+t0)+ 1

2

∫ t0

t1

(
−a−b − Rξ

R
B+ Rτ

R
D

)
(t1, θ−s+t1)ds. (3.33)

We take the supremum in θ of the absolute values of each equation and add the results to
obtain

K(t) ≤ K(t0) +
∫ t0

t

[
sup
θ∈S1

|(a + b)(s, θ)| + sup
θ∈S1

( |Rξ | + |Rτ |
R

)
(s, θ)K(s)

]
ds, (3.34)

where K(t) = sup
θ∈S1

(|B| + |D|)(t, θ) and

a(t, θ) =
(

Rθθ − R2
θ

R

)
φt +

(
RtRθ

R
− Rtθ

)
φθ ,

b(t, θ) =
[
(μθ − Uθ + Rθ

2
)V ′(φ) + 1

2
φθV

′′(φ)

]
e2μ−2U .

We deduce from (3.34) the Gronwall lemma and previous steps that K(t) is bounded since
R stays bounded away from zero. This proves from (3.28)–(3.29) that φtθ , φθθ are uniformly
bounded. The uniformly bound of φtt follows from the evolution equation (2.8).

Step 5 Bounds on the first-order derivatives of matter quantities and second-order deriva-
tives of the field components.

Since the second-order derivatives of R and φ are bounded, one follows the techniques
developed in [1] (Step 4) to bound first-order derivatives of f and second-order derivatives
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of U , A, and μ. There is a minor change on the term kθ = ∂θ (ρ − P1 + P2 − P3) where
∂θV (φ) appears and is bounded by previous steps.

Step 6 Bounds on higher order derivatives and completion of the proof.

The method described above can be used for obtaining bounds on higher derivatives as
well. Hence, we have uniform bounds on the functions R, U , A, μ, f , φ, and all their
derivatives on the interval (t, t0] if R stays bounded away from zero. This implies that
the solution extends to t → −∞ in conformal coordinates. The proof of the theorem is
complete using the geometrical arguments developed in [1, 3].

4 The T 2 Symmetry Case

We consider now a solution of the Einstein-Vlasov-scalar field system where all unknowns
are invariant under the T 2-symmetry with the twists different from zero (cf. [11, 15]). In
conformal coordinates, the metric g takes the form

ds2 = −e2(μ−U)dt2+e2(μ−U)dθ2+e2U [dx+Ady+(G+AH)dθ]2+R2e−2U(dy+Hdθ)2;
(4.1)

where μ, U , R, A, H, and G are unknown real functions of t and θ variables, periodic in θ

with period 1.
Using the results of [15] or [11], the complete Einstein-Vlasov-scalar field system (1.2)–

(1.4) can be written in the following form:
The Einstein-matter constraint equations:

U2
t + U2

θ + e4U

4R2 (A
2
t + A2

θ ) + Rθθ

R
− μtRt

R
− μθRθ

R

= − e−2(μ−2U)

4 �2 − e−2μ

4 H 2
t − e2(μ−U)ρ,

(4.2)

2UtUθ + e4U

2R2
AtAθ − Rtθ

R
− μtRθ

R
− μθRt

R
= e2(μ−U)J1. (4.3)

The Einstein-matter evolution equations:

Utt − Uθθ = UθRθ

R
− UtRt

R
+ e4U

2R2 (A
2
t − A2

θ )

+ e−2(μ−2U)

2 �2 + 1
2e

2(−μ+2U)(ρ − P1 + P2 − P3),
(4.4)

Att − Aθθ = AtRt

R
− AθRθ

R
+4(AθUθ −AtUt ) + 2Re2μ−4US23+R2e−2μ�Ht , (4.5)

Rtt − Rθθ = Re2(μ−U)(ρ − P1) + e−2(μ−2U)

2
R�2 + e−2μ

2
R3H 2

t , (4.6)

μtt − μθθ = U2
θ − U2

t + e4U

4R2 (A
2
t − A2

θ ) − e2(μ−U)P3 − A2

R2 e
2(μ+U)P2

− 2A
R

e2μS23 − e−2(μ−2U)

4 R�2 − 3e−2μ

4 R2H 2
t .

(4.7)

φtt − φθθ = E(t, θ)φt + F(t, θ)φθ − e2(μ−U)V ′(φ). (4.8)

The auxiliary equations:

∂θ (Re−2(μ−2U)�) = −2ReμJ2 (4.9)

∂t (Re−2(μ−2U)�) = 2ReμS12 (4.10)

∂θ (R
3e−2μHt ) + Re−2(μ−2U)Aθ� = −2R2eμ−2UJ3 (4.11)

∂t (R
3e−2μHt ) + Re−2(μ−2U)At� = 2R2eμ−2US13. (4.12)
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The Vlasov equation:

∂f

∂t
+ v1

v0

∂f

∂θ
−

[
(μθ − Uθ)v

0 + (μt − Ut)v
1 − e2UAθ

R

v2v3

v0
+ Uθ

v0
((v3)2 + (v2)2)

−Rθ

R

(v3)2

v0
+ e−μ(e2μ�v2 + RHtv

3)

]
∂f

∂v1
−

[
Uθ

v1v2

v0
+ Utv

2

]
∂f

∂v2

+
[(

Rt

R
− Ut

)
v3 +

(
Uθ − Rθ

R

)
v1v3

v0
+ e2Uv2

R

(
At + Aθ

v1

v0

)]
∂f

∂v3
= 0, (4.13)

where � = Gt + AHt ,

Jk =
∫
R3

f (t, θ, v)vkdv, k ∈ {2, 3},

Sij =
∫
R3

f (t, θ, v)
vivj

v0
dv, i, j ∈ {1, 2, 3}; i �= j,

E(t, θ) = −Rt

R
+ (R2HtH + RtHtH)e−2μ

+(2UtG
2 + 2AGHUt + GGt + AtHG + AHtG)e−2μ+4U ,

and

F(t, θ) = Rθ

R
+ (R2HθH − RRθH

2 + 2RθH
2 − 5R2H 2Uθ)e

−2μ

+(G2Uθ + AAθH
2 + GGθ + 4AUθHG − 2AHUθ + AHθG

+AGθH + AθHG + A2HHθ + A2H 2Uθ)e
−2μ+4U .

Step 7 Monotonicity of R and bounds on its first derivatives

Using the constraint (4.2) and (4.3), the extra non-negative term e−2μ+4U

4 R�2 +
R2e−2μ

4 RH 2
t adds to the right hand side of each relation (3.1) and (3.2). The same method

as in Step 1 follows.

Step 8 Bounds on U , A, μ, and their first derivatives.

Define

X = 1

2
R(U2

t + U2
θ ) + e4U

4R2
(A2

t + A2
θ ); Y = RUtUθ + e4U

4R
AtAθ .

Following Step 2, relations (3.9) and (3.10) are respectively replaced by

∂τ (X + Y ) = −1

2
Rξ

(
U2

t − U2
θ + e4U

4R2
(−A2

t + A2
θ )

)
+ e2U

2R
AξR

2e2(μ+U)�Ht

−R

2
Uξ

(
e−2μ+4U�2 + e2(μ−U)(ρ − P1 + P2 − P3)

)
+ Aξe

2μS23.
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and

∂ξ (X − Y ) = −1

2
Rτ

(
U2

t − U2
θ + e4U

4R2
(−A2

t + A2
θ )

)
+ e2U

2R
AτR

2e2(μ+U)�Ht

−R

2
Uτ

(
e−2μ+4U�2 + e2(μ−U)(ρ − P1 + P2 − P3)

)
+ Aτe

2μS23.

After integration and summation, we obtain relation (3.11) with

K1 = −1

2
Rτ

(
U2

t − U2
θ + e4U

R2
(−A2

t + A2
θ )

)
,

K2 = −1

2
Rξ

(
U2

t − U2
θ + e4U

R2
(−A2

t + A2
θ )

)
,

T1 = R

2
e2(μ−U)(ρ − P1 + P2 − P3) + R

2
e−2μ+4U�2,

T2 = e2(μ−U)S23 + R2e2(μ−U)�Ht ;
and

T1 ≤ Re2(μ−U)(ρ − P1) + R

2
e−2μ+4U�2,

|T2| ≤ 1

2
e2(μ−U)(ρ − P1) + R2

2
e2(μ−U)(�2 + H 2

t ).

Consequently, relations (3.15) and (3.16) are respectively replaced by

Rξ (t0, θ + t0 − t) − Rξ (t, θ) = 1
2

∫ t0
t

[Re2(μ−U)(ρ − P1)

+Re−2μ

2 (e4U�2 + R2H 2
t )](s, θ + t0 − s)ds,

(4.14)

Rτ (t0, θ − t0 + t) − Rτ (t, θ) = 1
2

∫ t0
t

[Re2(μ−U)(ρ − P1)

+Re−2μ

2 (e4U�2 + R2H 2
t )](s, θ − t0 + s)ds.

(4.15)

This permits as in Step 2 to obtain bounds on A, U, and their first derivatives. The bounds
of μ and its first derivatives follow from relations (3.26) or (3.27) replaced by

∂τμξ = U2
θ − U2

t + e4U

4R2 (A
2
t − A2

θ ) − e−2μ+4U

4 R�2 − 3R2e−2μ

4 H 2
t

−e2(μ−U)P3 − A2

R2 e
2(μ+U)P2 − 2A

R
e2μS23,

(4.16)

∂ξμτ = U2
θ − U2

t + e4U

4R2 (A
2
t − A2

θ ) − e−2μ+4U

4 R�2 − 3R2e−2μ

4 H 2
t

−e2(μ−U)P3 − A2

R2 e
2(μ+U)P2 − 2A

R
e2μS23.

(4.17)

Under the assumption |φt | ≤ |φθ |, we deduce that

e2(μ−U)Pk ≤ e2(μ−U)(ρ−P1)+ 1

2
e2(−μ+U)(φ2

t −φ2
θ )−3V (φ) ≤ e2(μ−U)(ρ−P1) (4.18)

Using inequalities (3.12), (4.18) and the fact that the right hand sides of (4.14), (4.15) are
bounded (Step 7), we conclude that the integral along null paths for the matter terms in the
right hand sides of (4.16), (4.17) are bounded since A, U , At , Aθ , Ut , Uθ are bounded. We
obtain that |μξ | and |μτ | are bounded and therefore μt and μθ are bounded.

Step 9 Bounds on G, H , their derivatives, and the support of the momentum.
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Consider the characteristic system associated to the Vlasov equation (4.13). It is analo-
gous to the one in Step 3, except the term −e−μ(e2μ�V 2 + RHtV

3) which is added in the

second hand of the second equation dV 1

ds
of the system. Since |V k| < V 0, k = 1, 2, 3, the

integration and Gronwall’s lemma applied respectively to the third and fourth equations of
this system give with previous Steps (7 and 8) uniform bounds of |V k(t)|, k = 2, 3 on (t, t0).
So, we can conclude that Sup{|V 2|+|V 3|+1 : ∃(s, r, v1) ∈ [0, t]×R+×R with f (s, r, v) �=
0} is also uniformly bounded. Now, define Q1(t) = Sup{|V 1| + 1 : ∃(s, r, v2, v3) ∈
[0, t]×R+×R

2 with f (s, r, v) �= 0}. Now integrate the second equation of the characteristic
system and use Steps 7 and 8 and the fact that |V k| < V 0, |V k| < C to obtain

Q1(t) ≤ Q1(t0) + C

∫ t0

t1

[Q1(s) + sup
θ

|�|(s, θ) + sup
θ

|Ht |(s, θ)]ds. (4.19)

Add and subtract respectively auxiliary equations (4.9)–(4.10) to obtain

∂ξ (Re−2(μ−2U)�) = 2Reμ(S12 − J2),

∂τ (Re−2(μ−2U)�) = 2Reμ(S12 + J2).

Integrating along null paths and previous steps give

sup
θ

|�|(t, θ) ≤ sup
θ

|�|(t0, θ) + C

∫ t0

t1

[1 + Q1(s)]ds. (4.20)

Analogously, (4.11)–(4.12) give

sup
θ

|Ht |(t, θ) ≤ sup
θ

|Ht |(t0, θ) + C

∫ t0

t1

[1 + Q1(s) + sup
θ

|�|(s, θ)]ds. (4.21)

Adding (4.19)–(4.21) and applying Gronwall’s lemma give uniform bounds on Ht , �, and
Q1(t). Then H , Gt , and G are bounded. From (4.11), we deduce bounds on Htθ and then
on Hθ . Consequently, (4.9) gives bounds on Gtθ and then on Gθ . We deduce respectively
from (4.12) and (4.10) the bounds on Htt and Gtt . Since Q1(t) and V k are bounded, the
integral terms of the matter quantities are also bounded.

Step 10 Bounds on φ and its first derivatives.

Define

M = 1

2
R(φ2

t + φ2
θ ) + R

2
φ2; N = Rφtφθ .

After some calculation and using (4.8), we obtain

∂τ (M + N) = Rτ

R
(M + N) − Rφξ (Eφt + Fφθ + e2(μ−U)V ′(φ)) + Rφτφ,

∂ξ (M − N) = Rξ

R
(M − N) − Rφτ (Eφt + Fφθ + e2(μ−U)V ′(φ)) + Rφξφ.

Integrating these along null paths and adding results give

M(t1, θ) = 1
2 (M + N)(t0, θ − (t0 − t1)) + 1

2 (M − N)(t0, θ + (t0 − t1))

+ ∫ t0
t1

[
Rφξ (Eφt +Fφθ )(s, θ−(s−t1))+Rφτ (Eφt +Fφθ )(s, θ + (s−t1))

]
ds

+ ∫ t0
t1

[(Rφξ e
2(μ−U)V ′(φ) − Rφτφ)(s, θ − (s − t1))

+(Rφτ e
2(μ−U)V ′(φ) − Rφξφ)(s, θ − (s − t1))]ds.
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Following previous Steps 7, 8, and 9, we have

sup
θ

M(t, θ) ≤ sup
θ

M(t0, θ) + C

∫ t0

t1

sup
θ

M(s, θ)ds. (4.22)

We deduce by Gronwall’s lemma the uniform bounded of sup
θ

M(t, θ) which leads to the

bounds of φ, φt , φθ , and V (φ).

Step 11 Following Steps 4, 5, and 6, ones obtains with minor changes, bounds on the
first-order derivatives of matter quantities, second and higher order derivatives of field
components and matter quantities.

We conclude this section by the following theorem:

Theorem 4.1 Let (T 3, μ0, μ1, A0, A1, U0, U1,G0, G1, H0, H1, f0, φ0, φ1) be regular ini-
tial data that satisfy the constraint equations (4.2)–(4.3) where the metric is coordinatized
as in (4.1). Let (g, f, φ) be the local regular solution that corresponds to the initial data and
]T , t0] be the maximal interval of existence. There exists a globally hyperbolic spacetime
(M, g, f, φ) such that

(i) M = [0, t0[×T 3,
(ii) (g, f, φ) satisfies the Einstein-Vlasov-scalar field system in areal coordinates,
(iii) (M, g, f, φ) is isometrically diffeomorphic to the maximal globally hyperbolic deve-
lopment of the initial data (T 3, μ0, μ1, A0, A1, U0, U1,G0, G1, H0, H1, f0, φ0, φ1).

5 Geodesic Completeness

Consider a solution s �−→ (xα(s), pα(s)) of the trajectory equations (2.10) which exists on
the maximal interval I =]s−, s+[. Since particles are future pointing, we have dt

ds
= p0 > 0.

We can then parameterize the trajectory by the time coordinate t ∈ I and obtain the system:

dxi

dt
= pi

p0
; dpi

dt
= −�i

βγ

pβpγ

p0
, i = 1, 2, 3.

Since suppf is compact, the right hand side of the previous system is linearly bounded
in pi with respect to the two directions of time (see [14] for the future direction). Thus,
t (s±) = ±∞. Now, due to the inequality dt

ds
= p0 ≤ C, one obtains by integration

∫ s

0
dt ≤ C

∫ s

0
ds′ i.e., t (s) − t (0) ≤ Cs.

Thus, s± = ±∞, and I = R. We conclude that geodesics are complete for the Einstein-
Vlasov-scalar field system with Gowdy or T 2 symmetry.

Acknowledgements Comments of the anonymous referee are gratefully acknowledged by the authors.
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Abstract

The Einstein-Vlasov-scalar field system (EVSFS) describes the evolution of self-
gravitating collisionless matter and scalar waves within the context of general
relativity. We prove in the case of contracting T 2 symmetry, a local in time exis-
tence theorem in the case of cosmological models for this system. The sources of
the equations are generated by a distribution function and a scalar field, subject
to the Vlasov and the wave equations respectively.
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1 Introduction

The question of global existence solutions of Einstein equations with matter or
not is very important in the mathematical study of general relativity. An es-
sential tool in an investigation of this type is a local in time existence theorem.
In this paper a theorem of this kind is proved for one particular choice of mat-
ter model such as collision-less matter described by the Vlasov equation and a
scalar field for the cosmological case.
In [10] local in time cosmological solutions of the Einstein Vlasov system with
massless scalar field in surface symmetry written in areal coordinates is ob-
tained. These result is adapted here in the case of T 2 symmetry with nonlinear
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scalar field in the passed direction in conformal coordinates. There are several
reasons why it is of interest to look at the case of a scalar field (cf [10] and refer-
ences therein). Spacetimes with T 2 symmetry have received much attention by
different authors for last years. For example in [3], [9] and [11], global existence
result was proved in the case of Einstein-Vlasov system using fundamental local
existence in time result of Choquet in [5]. There are three types of time coor-
dinates which have been studied in the inhomogeneous Einstein-Vlasov system
case : constant mean curvature, areal and conformal. A constant mean cur-
vature time coordinate t is one where each hypersurface of constant time has
constant mean curvature and on each hypersurface of this kind the value of t
is the mean curvature of that slice. In the case of areal coordinates the time
coordinate is a function of (or is taken to be proportional to) the area of the
surfaces of symmetry. In the case of conformal coordinates the metric is con-
formally flat on a two-dimensional Lorentzian manifold which is the quotient of
spacetime by the symmetry group. The time coordinate R = t is the area of the
symmetry orbits. Conformal coordinates has advantages to simplify estimations
of solutions. By a long chain of geometrical arguments as in [4], ones deduce the
local foliations in the past time direction of the spacetime by areal coordinates
system.
The paper proceeds as follows. In section 2, we present in T 2 symmetry the
system in conformal coordinates. Section 3 is devoted to a priori estimations
of unknowns functions and their derivatives. Section 4 deals on local in time
existence of solution based on Picard’s iterations.
Let us now recall the formulation of the Einstein-Vlasov-scalar field system.
The spacetime is a four-dimensional manifold M , with local coordinates (xλ) =
(t, xi) on which x0 = t denotes the time and (xi) the space coordinates. Greek
indices always run from 0 to 3, and Latin ones from 1 to 3. On M , a Lorentzian
metric g is given with signature (−,+,+,+). We consider a self-gravitating
collision-less gas and restrict ourselves to the case where all particles have the
same rest mass m = 1, and move forward in time. We denote by (pλ) the mo-
menta of the particles. The conservation of the quantity gλβp

λpβ requires that
the phase space of the particle is the seven-dimensional sub-manifold

PM = {gµηpµpη = −1; p0 > 0}

of TM which is coordinatized by (t, xi, pi). The energy-momentum tensor is
given by

Tµν = T fµν + Tφµν (1.1)

with:

T fαβ = −
∫
R3

fpαpβ |g|1/2
dp1dp2dp3

p0
(1.2)

Tφαβ = ∇αφ∇βφ−
1

2
gαβ(∇σφ∇σφ+ 2V (φ)) (1.3)

where the distribution function of the particles is a non-negative real-valued
function denoted by f defined on PM . pλ = gλβp

β , |g| denotes the modulus
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of determinant of the metric g. A scalar field φ is a real-valued C∞ function
on M with nonlinear potential V ∈ C∞(R+) which satisfies V (0) = V0 > 0,
V ′(0) = 0 and V ′′(0) > 0 (see [8]). On PM we have

p0 =
√
−g00

√
1 + gabpapb

The Einstein field equations are given by

Rµν −
1

2
Rgµν = 8πTµν (1.4)

where Rµν and R are respectively the Ricci tensor and scalar curvature of metric
g. The Einstein field equations are coupled to the Vlasov equation (matter
equation for f) and to the wave equation (matter equation for φ), which are
respectively

pµ
∂f

∂xµ
− Γiνγp

νpγ
∂f

∂pi
= 0 (1.5)

∇λ∇λφ = V ′(φ). (1.6)

Equation (1.6) is a consequence of the divergence-free of the energy-momentum
tensor due to the Bianchi identities and since the contribution of f to the energy-
momentum tensor is divergence-free.

2 Equations

We refer to [1] for details on the notion of T 2 symmetry. There are several
choices of spacetime manifolds compatible with T 2 symmetry. We restrict our
attention to the T 3 case. Space-times admitting a T 2 isometry group acting on
T 3 space-like surfaces are more general than the T 2 space-times: both families
admit two commuting Killing vectors. We consider the case where all unknowns
are invariant under the T 2 symmetry with the twists different from zero ([9],
[11]). The dynamics of the matter is governed by the Vlasov and the non-linear
wave equations. The Vlasov equation models a collision-less system of particles
which follow the geodesics of spacetime.
We now consider a solution of the Einstein-Vlasov-scalar field system where all
unknowns are invariant under this symmetry. We write the system in conformal
coordinates. The circumstances under which coordinates of this type exist are
discussed in [1] and references therein. In such coordinates, the metric g takes
the form (cf [1], [9], [7])

ds2 = e2(τ−µ)(−dt2 +dθ2) + e2µ[dx+Ady+ (G+AH)dθ]2 + e−2µR2[dy+Hdθ]2

(2.1)
where µ, τ , R, G, H and A are unknown real functions of t and θ variables. R
is periodic in θ with period 2π. The timelike coordinate t locally labels spatial
hypersurfaces of the spacetime. The scalar field is a real function of t and θ.
Let us introduce new quantities

J = −Re−2τ−4µ(Gt +AHt), K = AJ −R3e−2τHt, Γ = Gt +AHt. (2.2)
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Using the results of [7] and [9], the complete EVSFS can be written in the
following form :

The Vlasov equation[
(τθ − µθ)v0 + (τt − µt)v1 + µθ

(v2)2

v0
+ (µθ −

Rθ
R

)
(v3)2

v0
− Aθ

R
e2µ v

2v3

v0

]
∂f

∂v1

+ e−τ (e2τΓv2 +RHtv
3)
∂f

∂v1
− v1

v0

∂f

∂θ
+

[
µtv

2 + µθ
v1v2

v0

]
∂f

∂v2
− ∂f

∂t

+

[(
Rt
R
− µt

)
v3 +

(
µθ −

Rθ
R

)
v1v3

v0
+
e2µv2

R
(At +Aθ

v1

v0
)

]
∂f

∂v3
= 0 (2.3)

The Einstein-matter constraint equations

µ2
t + µ2

θ +
e4µ

4R2
(A2

t +A2
θ) +

Rθθ
R
− τtRt

R
− τθRθ

R

= −e
−2τ+4µ

4
Γ2 − e−2τ

4
H2
t − e2(τ−µ)ρ (2.4)

2µtµθ +
e4µ

2R2
AtAθ +

Rtθ
R
− τtRθ

R
− τθRt

R
= e2(τ−µ)J1 (2.5)

The Einstein-matter evolution equations

µtt − µθθ =
µθRθ
R
− µtRt

R
+
e4µ

2R2
(A2

t −A2
θ) +

e4µ−2τ

2
Γ2

+
e4µ−2τ

2
(ρ− P1 + P2 − P3) (2.6)

Att −Aθθ =
AtRt
R
− AθRθ

R
+ 4(Aθµθ −Atµt) +R2e−2τΓHt + 2Re2(τ−2µ)S23(2.7)

τtt − τθθ = µ2
θ − µ2

t +
e4µ

4R2
(A2

t −A2
θ)−

e−2τ+4µ

4
Γ2 − 3R2e−2τ

4
H2
t

− e2(τ−µ)P3 −
2A

R
eτS23 (2.8)

Rtt −Rθθ = Re2(τ−µ)(ρ− P1) +
Re−2τ+4µ

2
Γ2 +

R3e−2τ

2
H2
t(2.9)

φtt − φθθ = φθ[−4µθH
2R2e−2τ +

Rθ
R

+ 2AθH(G−R)

− µθ(G+AH)2e−2(τ−2µ)]− φtRt
R
− e−2(τ−µ)V ′(φ)(2.10)

Auxiliary equations

∂θ(Re
−2τ+4µΓ) = −2ReτJ2 (2.11)

∂t(Re
−2τ+4µΓ) = 2ReτS12 (2.12)

∂θ(R
3e−2τHt) +Re−2τ+4µAθΓ = −2R2eτ−2µJ3 (2.13)

∂t(R
3e−2τHt) +Re−2τ+4µAtΓ = 2R2eτ−2µS13. (2.14)
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Since all the particles have proper mass 1, the new variables vλ are related to
the canonical momentum variables pλ by relations :

(v0)2 = e2(τ−µ)(p0)2; (v1)2 = e2(τ−µ)(p1)2;
(v2)2 = e2µ[(G+AH)p1 + p2 +Ap3]2; (v3)2 = R2e−2µ(Hp1 + p3)2; so that

v0 =
√

1 + (v1)2 + (v2)2 + (v3)2 > 0

The matter terms are then defined by:

ρ(t, θ) = −g00T00 =

∫
R3

v0f(t, θ, v)dv +
1

2
e−2(τ−µ)(φ2

t + φ2
θ) + V (φ)(2.15)

J1(t, θ) = −g11T01 =

∫
R3

v1f(t, θ, v)dv − e−2(τ−µ)φtφθ (2.16)

Jk(t, θ) =

∫
R3

vkf(t, θ, v)dv, k ∈ {2; 3}(2.17)

P1(t, θ) = g11T11 =

∫
R3

(v1)2

v0
f(t, θ, v)dv +

1

2
e−2(τ−µ)(φ2

t + φ2
θ)− V (φ)(2.18)

P2(t, θ) = e−2µT22 =

∫
R3

(v2)2

v0
f(t, θ, v)dv +

1

2
e−2(τ−µ)(φ2

t − φ2
θ)− V (φ)(2.19)

P3(t, θ) =

∫
R3

(v3)2

v0
f(t, θ, v)dv +

1

2
e−2(τ−µ)(φ2

t − φ2
θ)− V (φ)(2.20)

Sjk(t, θ) =

∫
R3

vjvk

v0
f(t, θ, v)dv, j 6= k.(2.21)

and
T33 = A2e2µP2 + 2ARS

23
+R2e−2µP3

We prescribe initial data at time t = t0 > 0 by

(f,R, τ, µ,A,H,G, φ)(t0) = (
◦
f,
◦
R,
◦
τ ,
◦
µ,
◦
A,
◦
H,
◦
G,
◦
φ) and (Ṙ, τ̇ , µ̇, Ȧ, Ḣ, Ġ, φ̇)(t0) =

(R̄, τ̄ , µ̄, Ā, H̄, Ḡ, ψ), where Ṙ = Rt, · · · .
Let us now remind some regularity definitions which are necessary in the next
sections.

Definition 2.1 Let I ⊆]0; +∞[ be an interval and (t, θ) ∈ I × S1.

1. f ∈ C1(I × S1 × R3) is regular if f(t, θ + 2π, v) = f(t, θ, v), f ≥ 0
and suppf(t, θ, ., ., ., ., .) is uniformly compact in θ and locally uniformly
compact in t .

2. φ ∈ C2(I × S1) is regular if φ(t, θ + 2π) = φ(t, θ).

3. Each component χ ∈ C2(I × S1) of metric is regular if
χ(t, θ + 2π) = χ(t, θ) and ∂tχ, ∂θχ ∈ C1(I × S1).

4. ρ (or Pk, Jk, Sjk)∈ C1(I × S1) is regular if ρ(t, θ + 2π) = ρ(t, θ).
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3 Estimations

In order to obtain local existence in time solution, it is necessary to obtain a
priori estimations and uniform bounds on the field components, the distribution
function, the scalar field and all their derivatives on a finite time interval [t1, t2)
on which the local solution can exist. The method and results obtained here
are similar to those in [7] and [1].
Let us introduce the null vector fields

∂σ :=
1√
2

(∂t + ∂θ) and ∂λ :=
1√
2

(∂t − ∂θ).

For any function F of variables t and θ, set

Fσ := ∂σF :=
1√
2

(∂tF + ∂θF ) := F̂ and Fλ := ∂λF :=
1√
2

(∂tF − ∂θF ) := F̌ .

Step 1 Monotonicity of R and bounds on its first derivatives.
After some calculation, the constraints equations (2.4) and (2.5) give respec-
tively

√
2∂θRσ = 2τσRσ − 2Rµ2

σ −
e4µ

2R2
A2
σ −Re2(τ−µ)(ρ− J1)

−R
4
e−2τ+4µΓ2 − R3e−2τ

4
H2
t (3.1)

√
2∂θRλ = −2τλRλ + 2Rµ2

λ +
e4µ

2R2
A2
λ +Re2(τ−µ)(ρ+ J1)

+
R

4
e−2τ+4µΓ2 +

R3

4
e−2τH2

t (3.2)

It follows from (2.15) and (2.16) , that ρ ≥ |J1| (in fact V (φ) ≥ 0) and also
R > 0, so

∂θRσ =
√

2τσRσ −
√

2

2
h1 <

√
2τσRσ (3.3)

∂θRλ = −
√

2τλRλ + h2 > −
√

2τλRλ (3.4)

where

h1 =
e4µ

2R
A2
σ +Rµ2

σ +R

[
e2(τ−µ)(ρ− J1) +

e−2τ+4µ

4
Γ2 +

R2e−2τ

4
H2
t

]
(3.5)

h2 = Rµ2
λ +

e4µ

2R
A2
λ +R

[
e2(τ−µ)(ρ+ J1) +

e−2τ+4µ

4
Γ2 +

R2e−2τ

2
√

2
H2
t

]
(3.6)

As in [7], we obtain after integration,
√

2Rt(t, θ) ≤ Rσ(t0, θ+ t− t0)+Rλ(t0, θ− t+ t0) ≤ sup
θ∈S1

(Rσ +Rλ)(t0, θ). (3.7)

6



and deduce that Rt is bounded into the past and |Rθ| is also bounded. Conse-
quently, R is uniformly bounded to the past of the initial surface.

Step 2 Bounds on µ, A, τ, φ and their first derivatives.
We use the light-cone argument and Gronwall’s lemma in this step. The func-
tions involved in this case are quadratic and defined by

X =
1

2
R(µ2

t + µ2
θ) +

e4µ

8R
(A2

t +A2
θ) +

1

2

[
R(φ2

t + φ2
θ) + φ2

]
(3.8)

Y = Rµtµθ +
e4µ

4R
AtAθ +Rφtφθ (3.9)

Using (2.6) − (2.7) and (2.10) we find respectively after a lengthy calculation
that

∂λ(X + Y ) = −1

2
Rσ

(
µ2
t − µ2

θ +
e4µ

4R2
(−A2

t +A2
θ) + φ2

t − φ2
θ

)
− Re2(τ−µ)φσV

′(φ) +
R

2
µσ

(
e−2τ+4µΓ2 + e2(τ−µ)(ρ− P1 + P2 − P3)

)
+

e4µ

2R
Aσ(R2e2(µ−τ)ΓHt + 2Re2(τ−µ)S23) + φφλ . (3.10)

and

∂σ(X − Y ) = −1

2
Rλ

(
µ2
t − µ2

θ +
e4µ

4R2
(−A2

t +A2
θ) + φ2

t − φ2
θ

)
− Re2(τ−µ)φλV

′(φ) +
R

2
µλ

(
e−2τ+4µΓ2 + e2(τ−µ)(ρ− P1 + P2 − P3)

)
+

e4µ

2R
Aλ(R2e2(µ−τ)ΓHt + 2Re2(τ−µ)S23) + φφσ . (3.11)

Integrating each of the above equations along null paths t 7→ (t, θ − t0 + t) and
t 7→ (t, θ + t0 − t) starting at (t1, θ) and ending at the initial t0−surface, and
adding the results we obtain

X(t1, θ) =
1

2
(X + Y )(t0, θ − (t0 − t1)) +

1

2
(X − Y )(t0, θ + t0 − t1)

− 1

2

∫ t0

t1

[χ1(s, θ − (s− t1)) + χ2(s, θ + s− t1)]ds

− 1

2

∫ t0

t1

[(
e4µ

2R
Aσζ2)(s, θ − (s− t1)) + (

e4µ

2R
Aλζ2)(s, θ + s− t1)]ds

− 1

2

∫ t0

t1

[(µσζ1)(s, θ − (s− t1)) + (µλζ1)(s, θ + s− t1)]ds (3.12)
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where

χ1 = −1

2
Rσ

(
µ2
t − µ2

θ +
e4µ

4R2
(−A2

t +A2
θ) + φ2

t − φ2
θ

)
− Rt√

2
φ2
t +

Rθ√
2
φ2
θ + φφλ −Rφσe2(τ−µ)V ′(φ) (3.13)

χ2 = −1

2
Rλ

(
µ2
t − µ2

θ +
e4µ

4R2
(−A2

t +A2
θ) + φ2

t − φ2
θ

)
− Rt√

2
φ2
t +

Rθ√
2
φ2
θ + φφσ −Rφλe2(τ−µ)V ′(φ) (3.14)

ζ1 =
R

2

(
e−2τ+4µΓ2 + e2(τ−µ)(ρ− P1 + P2 − P3)

)
(3.15)

ζ2 = R2e2(µ−τ)ΓHt + 2Re2(τ−µ)S23 (3.16)

It follows from Step 1 and Step 2 of [7], the uniform bound of∫ t0

t

ζ1(s, θ ± (t0 − s))ds and

∫ t0

t

|ζ2|(s, θ ± (t0 − s))ds (3.17)

Using Step 8 of [7], we conclude that sup
S1

X is uniformly bounded on (t1, t0),

leading to bounds on µ, A, φ, V (φ) and their first derivatives. The bounds of τ
and its first derivatives are obtained in a similar way since (2.8) can be written
as

2∂στλ = 2∂λτσ = µ2
θ − µ2

t +
e4µ

4R2
(A2

t −A2
θ)−

e−2τ+4µ

4
Γ2 − 3R2e−2τ

4
H2
t − e2(τ−µ)P3 (3.18)

The integrals along the null paths for the matter terms in the right hand side
of (3.18) is bounded since A, µ, φ and their first derivatives are bounded. We
obtain that τλ and τσ are bounded, and therefore
τt = 1√

2
(τσ + τλ) , τθ = 1√

2
(τσ − τλ) and τ are bounded.

Step 3 Bounds onG, H their derivatives and the support of the momentum.
A solution f to the Vlasov equation is given by

f(t, θ, v) = f0(Θ(t0, t, θ, v), V (t0, t, θ, v)) :=
◦
f(Θ(t0, t, θ, v), V (t0, t, θ, v)),

where Θ and V are solutions to the characteristic system

dΘ
ds = V 1

V 0

dV 1

ds = −(τθ − µθ)V 0 − (τs − µs)V 1 − µθ (V 2)2

V 0 + (µθ − Rθ
R ) (V 3)2

V 0

+ Aθ
R e

2µ V 2V 3

V 0 − e−τ (e2τΓV 2 +RHsV
3)

dV 2

ds = −µsV 2 − µθ V
1V 2

V 0

dV 3

ds =
(
Rs
R − µs

)
V 3 +

(
µθ − Rθ

R

)
V 1V 3

V 0 + e2µV 2

R (As +Aθ
V 1

V 0 )

with Θ(t0, t, θ, v) = θ and V (t0, t, θ, v) = v. Since ‖f‖∞ ≤ ‖
◦
f‖∞, the control

of
Q(t) := sup{|v| : ∃(s, θ) ∈ [t, t0]× S1 ; f(s, θ, v) 6= 0} (3.19)
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gives directly using equations (2.15)− (2.21), bounds of ρ, Jk, Pk et Sjk, j, k ∈
{1, 2, 3} j 6= k.
Besides

dV 2

V 2
= (−µs −

V 1

V 0
µθ)ds (3.20)

After integration on [t−; t], (3.20) gives

V 2(t) ≤ |V 2(t−)| exp

(∫ t

t−

∣∣∣∣µs +
V 1

V 0
µθ

∣∣∣∣ ds
)
. (3.21)

The last equation of the previous system gives

V 3(t) ≤ C(t)exp

(∫ t

t−

∣∣∣∣RsR − µs +

(
−µθ +

Rθ
R

)
V 1

V 0

∣∣∣∣ ds
)

(3.22)

where C(t) = sup
θ∈S1

∣∣∣ e2µV 2

R (At +Aθ
V 1

V 0 )
∣∣∣ (t, θ), |V 1

V 0 |, |µt| and |µθ| are all bounded.

Let us define also

Qj(t) := sup{|vj | : ∃(s, θ) ∈ [t, t0]× S1; f(s, θ, vk) 6= 0, k 6= j}. (3.23)

Consequently V 2, V 3, Q2, Q3 are bounded. Now, for j = 1 in (3.23) one
obtains from the second equation of previous system :

|V 1(t)| ≤ |V 1(t0)|+ C(t)

∫ t0

t

[Q1(s) + sup
θ

Γ(s, θ) + sup
θ
Ht(s, θ)]ds (3.24)

Add and subtract respectively auxiliary equations (2.11)− (2.12) to obtain

∂λ(Re−2τ+4µΓ) =
√

2Reτ (S12 − J2) (3.25)

∂σ(Re−2τ+4µΓ) =
√

2Reτ (S12 + J2) (3.26)

Integrating along null paths and using previous steps give

sup
θ

Γ(t, θ) ≤ Γ(t0, θ) + C

∫ t0

t

[1 +Q1(s)]ds t1 < t < t0 (3.27)

Analogously, (2.13) and (2.14) give

sup
θ
Ht(t, θ) ≤ |Ht|(t0, θ)+C

∫ t0

t

[1+Q1(s)+sup
θ
|Γ|(s, θ)]ds t1 < t < t0 (3.28)

Adding (3.24), (3.27), (3.28) and applying Gronwall’s lemma give uniform bounds
on Ht, Γ and Q1(t). Since Q1(t) and V k are bounded, the integral terms of the
matter quantities are also bounded. We deduce from (2.2) that Gt, and K are
bounded. Therefore H and G are bounded. From (2.13), we deduce bounds on
Htθ and then on Ht. Consequently (2.11) gives bounds on Gθt and then on Gθ.
We deduce respectively from (2.14) and (2.13) the bounds of Htt and Gtt.
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4 Local Existence

In this section, we prove using an iteration the local existence and uniqueness
of solutions of the EVSFS.
For all component χ of the metric g, we define the iterates (χn)n∈N, (φn)n∈N, (fn)n∈N
with first terms

χ0(t, θ) ≡ ◦χ(θ), φ0(t, θ) ≡
◦
φ(θ), f0(t, θ) ≡

◦
f(θ)

and

χn(t0, θ) ≡
◦
χ(θ), φn(t0, θ) ≡

◦
φ(θ), fn(t0, θ) ≡

◦
f(θ)

Consider the previous characteristic system where R,Rθ, τθ, µθ, Aθ are respec-
tively replaced by
Rn−1, Rn−1, τn−1, µn−1

, An−1. In what follows, R̆n−1, τ̆n−1, µ̆n−1, Ăn−1, H̆n−1, · · ·
replace respectively (Rn−1)t, (τn−1)t, (µn−1)t, (An−1)t, (Hn−1)t, · · · Let

Ξn =

[
V 1

V 0
; Ξ1

n; Ξ2
n; Ξ3

n

]
where

Ξ1
n−1 = −(τn−1 − µn−1

)V 0 − (τ̆n−1 − µ̆n−1)V 1 − e−τn−1(e2µn−1Γn−1V
2 +Rn−1H̆n−1V

3)

+
e2µn−1An−1

Rn−1

V 2V 3

V 0
− (µ

n−1
−
Rn−1

Rn−1
)
(V 3)2

V 0
+ µ

n−1

(V 2)2

V 0
;

Ξ2
n−1 = −µ̆n−1V

2 − µ
n−1

V 1V 2

V 0
;

Ξ3
n−1 =

(
R̆n−1

Rn−1
− µ̆n−1

)
V 3 + (µ

n−1
−
Rn−1

Rn−1
)
V 1V 3

V 0
+
e2µn−1

Rn−1

(
Ăn−1 +An−1

V 1

V 0

)
V 2

Define (Θn, Vn)(s, t, θ, V 1, V 2, V 3) with (t ≤ t0) a solution of the characteristic
system

d

ds
((Θ, V )n) = Ξn−1(s, t,Θ, V ) (4.1)

with initial data (Θn, Vn)(t, t, θ, V 1, V 2, V 3) = (θ, v) and

fn(t, θ, V 1, V 2, V 3) = f
◦
((Θn, Vn)(t

0
, θ, V 1, V 2, V 3)) (4.2)

where fn is the solution of[
(τn−1 − µn−1

)v0 + (τ̆n−1 − µ̆n−1)v1 + µ
n−1

(v2)2

v0
+ (µ

n−1
−
Rn−1

Rn−1
)
(v3)2

v0
−
An−1

Rn−1
e2µn−1

v2v3

v0

]
∂fn
∂v1

− v1

v0

∂fn
∂θ

+

[
µ̆n−1v

2 + µ
n−1

v1v2

v0

]
∂fn
∂v2
− ∂fn

∂t
−
[
e−τn−1(e2τn−1Γn−1v

2 +Rn−1H̆n−1v
3)
] ∂fn
∂v1

−

[(
R̆n−1

Rn−1
− µ̆n−1

)
v3 +

(
µ
n−1
−
Rn−1

Rn−1

)
v1v3

v0
+
e2µn−1v2

Rn−1
(Ăn−1 +An−1

v1

v0
)

]
∂fn
∂v3

= 0
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Also, using (3.1)− (3.2):

∂θR̂n = τ̂n−1R̂n−1 −Rn−1µ̂
2
n−1 −

e4µn−1

4R2
n−1

Â2
n−1

− Rn−1e
2(τn−1−µn−1)(ρn − Jn,1)

−e
−2τn−1+4µn−1

4
Γ2
n−1 −

R2
n−1e

−2τn−1

4
H̆2
n−1 (4.3)

∂θŘn = −τ̌n−1Řn−1 +Rn−1µ̌
2
n−1 +

e4µn−1

4R2
n−1

Ǎ2
n−1 +Rn−1e

2(τn−1−µn−1)(ρn + Jn,1)

+
e−2τn−1+4µn−1

4
Γ2
n−1 +

R2
n−1e

−2τn−1

4
H̆2
n−1 (4.4)

Define also ρn , ρk,n , Pk,n , k ∈ {1; 2; 3} in the same way as ρ, ρk, Pk, where

f, R, φt, φθ, At, µ, τ, µt, τt are respectively replaced by fn , Rn−1 , φ̆n−1 , φ
n−1

, Ăn−1 , µn−1 ,

τn−1 , µ̆n−1 , τ̆n−1 .
We define Xn and Yn like (3.8)− (3.9) by:

Xn =
1

2
Rn(µ̆2

n + µ2
n
) +

e4µn

8Rn
(Ă2

n +A2
n) +

1

2

[
Rn(φ̆2

n + φ2

n
) + φ2

n

]
(4.5)

Yn = Rnµ̆nµn +
e4µn

4Rn
ĂnAn +Rnφ̆nφn (4.6)

Let Zn = Xn + Yn, and Z̃n = Xn − Yn, therefore

Zn = Rnµ̂
2
n +

e4µn

4Rn
Â2
n +Rnφ̂

2
n +

1

2
φ2
n (4.7)

Z̃n = Rnµ̌
2
n +

e4µn

4Rn
Ǎ2
n +Rnφ̌

2
n +

1

2
φ2
n. (4.8)

Now, define

hn, h̃n, χn, χ̃n, ζ
n
, ζ̃

n
, ˆ̃Zn , Žn (4.9)

using (3.5), (3.6), (3.13), (3.14), (3.15), (3.16), (3.11) and (3.10) with
h1, h2, χ1, χ2, ζ

1
, ζ

2
, ∂σZ et ∂λZ̃ and

R, φt, φθ, At, Aθ, µ, τ, µt, τt, µ
′, τθ, ρ, Pk , (k ∈ {1; 2; 3}

respectively replaced by hn, h̃n, χn, χ̃n, ζ
n
, ζ̃

n
, ˆ̃Zn, Žn,

R
n−1

, φ̆
n−1

, φ
n−1

, Ăn−1 , An−1
, µn−1 , τn−1 , µ̆n−1 , τ̆n−1 , µ

n−1
, τ

n−1
, ρn , Pk,n , (k ∈ {1; 2; 3}).

From (4.5)− (4.8) we deduce

∂λZn := Žn = χ
n−1

+ µ̌
n−1

ζ
n−1

+
e4µ

n−1

2R
n−1

Ǎ
n−1

ζ̃
n−1

(4.10)

∂σZ̃n := Ẑn = χ̃
n−1

+ µ̂
n−1

ζ
n−1

+
e4µ

n−1

2Rn−1

Â
n−1

ζ̃
n−1

(4.11)
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From auxiliary equations (2.11)− (2.14) we obtain

∂λ(Rne
−2τn+4µnΓn) = −

√
2R

n−1
eτn−1 (J2,n − S12,n) (4.12)

∂σ(Rne
−2τn+4µnΓn) = −

√
2Rn−1e

τn−1(J2,n + S12,n) (4.13)

∂λ(R3
ne
−2τnH̆n) + (∂λAn)Rne

−2τn+4µnΓn = −
√

2R2
n−1

eτn−1−2µn−1(J3,n−S13,n)
(4.14)

∂σ(R3
ne
−2τnH̆n)+(∂σAn)Rne

−2τn+4µnΓn = −
√

2R2
n−1

eτn−1−2µn−1(J3,n+S13,n)
(4.15)

Now we proceed for (4.3)−(4.4) the same way as we did for step 1 to establish
the inequality (3.7) and obtain the following analogous inequality:

√
2R̆n(t, θ) ≤ sup

θ∈S1

(R̂
n−1

+ Ř
n−1

)(t0, θ). (4.16)

Using this last inequality (4.16), we deduce that Rn, Řn, Rn are C
1− bounded.

Proceeding as in step 2 we have

ζn ≤
R
n−1

2
[2e2(τ

n−1
−µ

n−1
)(ρ

n
− P1;n) + e−2τ

n−1
+4µ

n−1 Γ2
n−1

] (4.17)

|ζ̃n| ≤ Rn−1e
2(τ

n−1
−µ

n−1
)|S23,n−1 |+R2

n−1
e2(µ

n−1
−τ

n−1
)|Γn−1H̆n−1 |

i.e

|ζ̃n| ≤ Rn−1e
2(τ

n−1
−µ

n−1
)|S23,n−1

|+ 1

2
R2

n−1e
−2τ

n−1 (e4µ
n−1 Γ2

n−1
+ H̆2

n−1
)

(4.18)

e2(τn−µn)P2;n ≤
∫
R3

fn
e2(τ

n−1
−µ

n−1
)(v2)2

v0
dv+

1

2
φ̆2
n−1
≤ e2(τ

n−1
−µ

n−1
)(ρn−P1;n)+

1

2
φ̆2
n−1

.

(4.19)
Without lost of generality, we choose V (φn) = V0exp(φ

2
n) such that∫ t0

t

φ̂ne
2(τn−µn) dV (φn)

dφn
ds ≤ C sup

t∈[t1,t0]

Xn(t, θ), , (4.20)∫ t0

t

φ̌ne
2(τn−µn) dV (φn)

dφn
ds ≤ C sup

t∈[t1,t0]

Xn(t, θ), (4.21)

Using bounds of Rn and notation (4.9), we have respectively:∫ t0

t1

(µ̂nζn)(s, θ + s− t)ds ≤ sup
t∈[t1,t0]

√
Xn(t, θ) (4.22)∫ t0

t1

(µ̌nζn)(s, θ − s+ t)ds ≤ sup
t∈[t1,t0]

√
Xn(t, θ) (4.23)∫ t0

t1

(
e4µn

2Rn
|Ânζ̃n|)(s, θ + s− t)ds ≤ C sup

t∈[t1,t0]

√
Xn(t, θ) (4.24)∫ t0

t1

(
e4µn

2Rn
|Ǎnζ̃n|)(s, θ − s+ t)ds ≤ C sup

t∈[t1,t0]

√
Xn(t, θ) (4.25)
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with t− ≤ t1 ≤ t0.
From (4.20) and (4.21), we obtain∫ t0

t1

χn(s, θ + s− t)ds ≤ C

∫ t0

t1

Xn(s, θ)ds+ C sup
θ

√
X
n
(t, θ) (4.26)∫ t0

t1

χ̃n(s, θ − s+ t)ds ≤ C

∫ t0

t1

Xn(s, θ)ds+ C sup
θ

√
Xn(t, θ) (4.27)

Therefore

sup
θ∈S1

Xn(t1, θ) ≤ C sup
(θ,t)∈S1×[t−,t0]

Xn(t, θ) + C

∫ t0

t1

sup
θ∈S1

Xn(s, θ)ds

+ 4 sup
θ∈S1

X
n
(t0, θ) + C sup

(θ,t)∈S1×[t−,t0]×S1

√
Xn(t, θ)

(4.28)

and by Gronwall’s inequality (4.28) gives bounds of Xn. Consequently from
(4.5), µ̌n, µn, Ǎn, An , φ̌n, φn are bounded.
Now from (3.18), we deduce that

ˆ̌τn = ˇ̂τn = µ̂2
n−1
− µ̌2

n−1
+
e4µ

n−1

4R2
n−1

Â2
n−1
− Ǎ2

n−1
− e−2τ

n−1
+4µ

n−1

4
Γ2
n−1

−
3R2

n−1
e−2τ

n−1

4
H̆2
n−1
− e2(τ

n−1
−µ

n−1
)P3,n (4.29)

After integrating (4.29) along null paths, using (4.18), (4.17), (4.20) and also the
fact that An, φn, µn are C1 bounded, we deduce that τ̌n and τ̂n are bounded.
Consequently τn is C1-bounded.
To bound ρn, Pk;n, we use the same approach like step 3. Let us define first

Qn(t) := sup{|v| : ∃(s, θ) ∈ [t, t0]× S1; fn(s, θ, v) 6= 0} (4.30)

where Θn(t, t, x, v) = θ and Vn(t, t, x, v) = v are solutions of the characteristic
system associated to the Vlasov equation (4.2). Let Qjn, j ∈ {1, 2, 3} defined
by

Qjn(t) := sup{|vj | : ∃(s, θ) ∈ [t, t0]× S1 such that fn(s, θ, vk) 6= 0, k 6= j}
(4.31)

Using Gronwall’s inequality like in 3.22 we have

V 3(t) ≤ C(t)exp

(∫ t

t0

∣∣∣∣∣ R̆n−1

Rn−1

− µ̆n−1 +

(
−µ

n−1
+
R
n−1

Rn−1

)
V 1

V 0

∣∣∣∣∣ ds
)

(4.32)

where C(t) = sup
θ∈S1

∣∣∣ e2µn−1 V 2

R
n−1

(
Ă
n−1

+A
n−1

V 1

V 0

)
(t, θ)

∣∣∣, |V 1

V 0 |, |µn−1
| and |µ

n−1
|

are bounded.
We can deduce from dV 2

ds and dV 3

ds that

eµn−1V 2, A
n−1

eµn−1V 2 +R
n−1

e−µn−1V 3
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are bounded and also Q2
n, Q3

n . Using the similar approach like (3.27)− (3.28),
substituting Q1 by Q1

n, one obtains

sup |V 1(t)| ≤ |Q1
n(t0)|+ C(t)

∫ t0

t

[Q1
n(s) + sup

θ
Γn(s, θ) + sup

θ
Ḣn(s, θ)]ds, t < t0 (4.33)

sup
θ

Γn(t, θ) ≤ Γn(t0, θ) + C

∫ t0

t

[1 +Q1
n(s)]ds, t < t0 (4.34)

sup
θ
H̆n(t, θ) ≤ |Ḣn|(t0, θ) + C

∫ t0

t

[1 +Q1
n(s) + sup

θ
|Γn|(s, θ)]ds t < t0 (4.35)

These give the uniform bound of Q1
n, Γn and H̆n. Since |V k| ≤ V 0, k = 1, 2, 3,

we deduce that ρn, Pk;n are bounded and therefore |S12;n | and |S13;n | are
bounded.
Using previous steps, we deduce the existence of C(t) > 0 such that{
‖µn‖, ‖Rn‖, ‖An‖, ‖φn‖, ‖τn‖, ‖µ̆n‖, ‖µn‖, ‖p1,n‖, ‖p2,n‖, ‖p3,n‖, ‖ρn‖
‖Ăn‖, ‖R̆n‖, ‖An‖, ‖φn‖, ‖τ̆n‖, ‖φ̆n‖, ‖τn‖, ‖S21,n‖, ‖S23,n‖, ‖S31,n‖ ≤ C(t)

Proposition 4.1 Let [t2; t0] ⊂]0; t0], be an arbitrary compact subset on which
the previous estimates hold. Then on such an interval, the iterates and their
derivatives converge uniformly for L∞-norm.

Proof 4.1 Let t ∈ [t2; t0], we use (4.5)− (4.6) to obtain respectively

Xn+1 − Xn =
1

2
(Rn+1 −Rn) (µ̆2

n+1 + µ2
n+1

+ φ̆2
n+1 + φ2

n+1
)

+
1

2
Rn

[
(µ̆n+1 − µ̆n)(µ̆n+1 + µ̆n) + (φ̆n+1 − φ̆n)(φ̆n+1 + φ̆n)

]
+

1

2
Rn

[
(µ
n+1
− µ

n
)(µ

n+1
+ µ

n
) + (φ

n+1
− φ

n
)(φ

n+1
+ φ

n
)
]

+
e4µn+1

8Rn+1
[(Ăn+1 − Ăn)(Ăn+1 + Ăn) + (An+1 −An)(An+1 +An)]

+

(
e4µn+1

8Rn+1
− e4µn

8Rn

)
(Ă2

n +A2
n) +

1

2
(φn+1 − φn)(φn+1 + φn) (4.36)

and since ∂τ = 1√
2
(∂t + ∂θ) and ∂λ = 1√

2
(∂t − ∂θ),

Xn+1 − Xn = (Rn+1 −Rn) (µ̂2
n+1 + µ̌2

n+1 + φ̂2
n+1 + φ̌2

n+1)

+ Rn

[
(µ̂n+1 − µ̂n)(µ̂n+1 + µ̂n) + (φ̂n+1 − φ̂n)(φ̂n+1 + φ̂n)

]
+

1

2
Rn
[
(µ̌n+1 − µ̌n)(µ̌n+1 + µ̌n) + (φ̌n+1 − φ̌n)(φ̌n+1 + φ̌n)

]
+

e4µn+1

4Rn+1
[(Ân+1 − Ân)(Ân+1 + Ân) + (Ǎn+1 − Ǎn)(Ǎn+1 + Ǎn)]

+

(
e4µn+1

8Rn+1
− e4µn

4Rn

)
(Â2

n + Ǎ2
n) +

1

2
(φn+1 − φn)(φn+1 + φn) (4.37)
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Let now define Wn+1(t) = (Xn+1 −Xn)(t) + (Yn+1 − Yn)(t) and
W̃n+1(t) = (Xn+1 −Xn)(t)− (Yn+1 − Yn)(t). We deduce from (4.37) that

∂λWn+1 = ∂λ[(Xn+1 −Xn) + (Yn+1 − Yn)] = χn − χn−1 − (µ̌n − µ̌n−1)(ζn − ζn−1)

+

(
e4µn

2Rn
− e4µn−1

2Rn−1

)
(Ǎn − Ǎn−1)(ζn − ζn−1) + Fn (4.38)

∂σW̃n+1 = ∂σ[(Xn+1 −Xn)− (Yn+1 − Yn)] = χ̃n − χ̃n−1 − (µ̂n − µ̂n−1)(ζ̃n − ζ̃n−1)

+

(
e4µn

2Rn
− e4µn−1

2Rn−1

)
(Ân − Ân−1)(ζ̃n − ζ̃n−1) + F̃n. (4.39)

where

Fn = −µ̂nζn−1 − µ̂n−1ζn − 2µ̂n−1ζn−1 +
e4µn

2Rn

Ân−1 ζ̃n

+
e4µ

n−1

2R
n−1

Â
n
ζ̃
n

+
e4µn

2R
n

Â
n−1

ζ̃
n−1

e4µ
n−1

2R
n−1

Â
n
ζ̃
n

+
e4µ

n−1

2R
n−1

Â
n
ζ̃
n−1

(4.40)

F̃n = −µ̌nζn−1 − µ̌n−1ζn − 2µ̌n−1ζn−1 +
e4µn

2Rn

Ǎn−1 ζ̃n

+
e4µ

n−1

2R
n−1

Ǎ
n
ζ̃
n

+
e4µn

2R
n

Ǎ
n−1

ζ̃
n−1

e4µ
n−1

2R
n−1

Ǎ
n
ζ̃
n

+
e4µ

n−1

2R
n−1

Ǎ
n
ζ̃
n−1

(4.41)

Integrating (4.38)−(4.39) along null paths between t1 and t0 on the charateristics
map t 7−→ (t; γ±(t)) where γ±(t) = θ ± (t0 − t) for all (t; θ) ∈ [t1; t0)× S1, and
after adding, we obtain

(Xn+1 −Xn)(t1, θ) =
1

4
[Wn+1(t0, γ

−(t1)) + W̃n+1(t0, γ
+(t1))]

− 1

4

∫ t0

t1

[
(χn − χn−1(s, γ−(s))) + (χ̃n − χ̃n−1)(s, γ+(s))

]
ds

− 1

4

∫ t0

t1

[
(µ̂n − µ̂n−1)(ζn − ζn−1)(t0, γ

−(s))
]
ds

− 1

4

∫ t0

t1

[
(µ̌n − µ̌n−1)(ζn − ζn−1)(t0, γ

+(s))
]
ds

− 1

4

∫ t0

t1

[(
e4µn

2Rn
− e4µn−1

2Rn−1

)
(Ân − Ân−1)(ζ̃n − ζ̃n−1)(t0, γ

−(s))

]
ds

− 1

4

∫ t0

t1

[(
e4µn

2Rn
− e4µn−1

2Rn−1

)
(Ǎn − Ǎn−1)(ζ̃n − ζ̃n−1)(t0, γ

+(s))

]
ds

+
1

4

∫ t0

t1

[Fn(t0, γ
+(s)) + Fn(t0, γ

−(s))]ds (4.42)
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From (4.1) we have

d

ds
((Θ, V )n+1 − (Θ, V )n)(s, t, θ, v) = (Ξn − Ξn−1|)(s, t, θ, v)

≤ C |Xn −Xn−1|(s, t, θ) + (|Fn|+ |F̃n|)(s, θ)
|(Θ, V )n+1 − (Θ, V )n)| (t0, t, θ, v) ≤ |(Θ, V )n+1 − (Θ, V )n)| (t, t, θ, v)

+ C

∫ t0

t

(|Xn −Xn−1|+ |Fn|+ |F̃n|)(s)ds

and from (4.2) we have

|(fn+1 − fn)(t)| ≤ ||f0|| |(Θ, V )n+1 − (Θ, V )n)| (t0, t, θ, v)

≤ C||f0||
[∫ t0

t

|Ξn − Ξn−1| (s)ds+

∫ t0

t

(|Fn|+ |F̃n|)(s)ds
]

This implies

‖ρ
n+1
− ρ

n
‖ ≤ C|Wn|+ C

∫ t0

t

|Xn −Xn−1|ds (4.43)

Since |Pk;n|, |Sk;n|, |Jk,n| ≤ |ρn |, we deduce from (4.43) that :

‖P
k;n+1
−P

k;n
‖; ‖J

k;n+1
−J

k;n
‖; ‖S

jk;n+1
−S

jk;n
‖ ≤ C

[
|Wn|+

∫ t0

t

|Xn −Xn−1|ds
]

(4.44)
We proceed in the same way as we did for (3.17) and (4.37) or step 2 of [7] to
obtain respectively∣∣∣∣∫ t0

t1

(µ̂
n
− µ̂n−1)(ζ

n
− ζn−1)(s, γ+(s))ds

∣∣∣∣ ≤ C sup
t∈[t1,t0]

√
|X

n
−Xn−1|(t, θ)

(4.45)∣∣∣∣∫ t0

t1

(µ̌
n
− µ̌n−1)(ζ

n
− ζn−1)(s, γ−(s))ds

∣∣∣∣ ≤ C sup
t∈[t1,t0]

√
|X

n
−Xn−1|(t, θ)

(4.46)∫ t0

t1

[
e4µn

2R
n

− e4µn−1

2Rn

]
|Â

n
− Ân−1||ζ̃n − ζ̃n−1|(s, γ+(s))ds ≤

C sup
t∈[t1,t0]

|Xn −Xn−1|(t, θ) (4.47)∫ t0

t1

[
e4µn

2Rn

− e4µn−1

2Rn−1

]
|Ǎn − Ǎn−1||ζ̃n − ζ̃n−1|(s, γ−(s))ds ≤

C sup
t∈[t1,t0]

|Xn −Xn−1|(t, θ) (4.48)
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Using (4.12)− (4.13), we have respectively

∂λ[Rne
−2τn+4µn(Γn − Γn−1) + Γn−1(Rne

−2τn+4µn −Rn−1e
−2τn−1+4µn−1)] =

−2Rn−1e
τ
n−1 (J2,n − J2,n−1 + S12,n−1 − S12,n)− (J2,n−1 − S12,n−1)(Rne

τn −Rn−1e
τ
n−1 ) (4.49)

∂σ[Rne
−2τn+4µn(Γn − Γn−1) + Γn−1(Rne

−2τn+4µn −Rn−1e
−2τn−1+4µn−1)] =

−2Rn−1e
τ
n−1 (J2,n − J2,n−1 + S12,n − S12,n−1)− (J2,n−1 + S12,n−1)(Rne

τn −Rn−1e
τ
n−1 ) (4.50)

Add (4.49)− (4.50) to obtain

∂t[Rne
−2τn+4µn(Γn − Γn−1) + Γn−1(Rne

−2τn+4µn −Rn−1e
−2τn−1+4µn−1)] =

−2R
n−1

eτn−1 (J2,n − J2,n−1
+ S12,n − S12,n−1

)− J2,n−1
(R

n
eτn −R

n−1
eτn−1 ) (4.51)

Integrating with respect to t and obtain

|Rne−2τn+4µn(Γn − Γn−1) + Γn−1(Rne
−2τn+4µn −Rn−1e

−2τn−1+4µn−1)|(t, θ) ≤∫ t0

t

[
2Rn−1e

τ
n−1 (|J2,n − J2,n−1 |+ |S12,n − S12,n−1 |) + J2,n−1 |Rne

τn −Rn−1e
τ
n−1 |

]
(s, θ)ds (4.52)

We deduce from (4.44) that (4.52) gives

|Γn − Γn−1| ≤ C
∫ t0

t1

|Xn −Xn−1|(s)ds (4.53)

From (4.26)− (4.27), we obtain∣∣∣∣∫ t0

t1

[χ
n
− χn−1](s, θ + s− t)ds

∣∣∣∣ ≤ C

∫ t0

t1

|Xn −Xn−1|(s, θ)ds (4.54)∣∣∣∣∫ t0

t1

[χ̃n − χ̃n−1](s, θ + s− t)ds
∣∣∣∣ ≤ C

∫ t0

t1

|Xn −Xn−1|(s, θ)ds (4.55)

Replacing (4.45)− (4.46)− (4.47)− (4.48)− (4.54)− (4.55), in (4.42) gives

sup
θ∈S1

|X
n+1
−X

n
|(t1, θ) ≤ C

∫ t0

t1

sup
θ∈S1

|X
n
−X

n−1
|(s, θ)ds (4.56)

Therefore

sup
θ∈S1

|X
n+1
−X

n
|(t1, θ) ≤

∣∣∣∣Cn+2 (t0 − t)n+1

(n+ 1)!

∣∣∣∣ for n ∈ N, t ∈ [t1; t0] (4.57)

Since the series
{

(t0−t)n+1

(n+1)!

}
n

converges, we deduce the convergence of
(

(t0−t)n+1

(n+1)!

)
n∈N

to zero. This implies that (Xn)n∈N is a Cauchy sequence.
Otherwise, (3.15) and (3.16) imply respectively

ζn+1 − ζn = e2(τn+1−µn+1)[ρn+1 − ρn − (P1,n+1 − P1,n) + P2,n+1 − P2,n − (P3,n+1 − P3,n)]

+
[
(eτn+1 − eτn)(eτn+1 + eτn)e−2µn+1 + e2τn(e−2µn+1 − e−2µn)

]
[ρ
n
− P1,n + P2,n − P3,n ]

+
Rn+1

2
e−2τn+1+4µn+1Γ2

n+1 −
Rn
2
e−2τn+4µnΓ2

n (4.58)
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ζ̃n+1 − ζ̃n = R2
n+1e

−2(τn+1+µn+1){Γn+1(H̆n+1 − H̆n) + H̆n(Γn+1 − Γn)}
+ 2R2

n+1e
−2(τn+1+µn+1)(S23,n+1 − S23,n) + 2S23,n(R2

n+1e
−2(τn+1+µn+1)

−R2
ne
−2(τn+µn)) + H̆nΓn(R2

n+1e
−2(τn+1+µn+1) −R2

ne
−2(τn+µn))

(4.59)

with Γn+1 − Γn = (Ğn+1 − Ğn) + (An+1H̆n+1 −AnH̆n) (4.60)

Using (4.53), (4.60) gives

‖Gn+1 −Gn‖, ‖Hn+1 −Hn‖ ≤ C‖Xn+1 −Xn‖ (4.61)

From (4.36) we deduce that

‖Rn+1−Rn‖, ‖µ̆n+1−µ̆n‖, ‖Ăn+1−Ăn‖, ‖φn+1−φn‖ ≤ C‖Xn+1−Xn‖ (4.62)

From (4.58), (4.59), (4.60), (4.43), (4.44) we have

‖S23,n+1−S23,n‖, ‖ρn+1
−ρ

n
‖, ‖P1,n+1

−P1,n‖, ‖P2,n+1
−P2,n‖, ‖P3,n+1

−P3,n‖ ≤ C‖Xn+1−Xn‖
(4.63)

Relation (4.29) imply

|ˆ̌τn+1 − ˆ̌τn| = |µ̂
n
µ̌
n
− µ̂

n−1
µ̌
n−1

+
e4µn

4R2
n

ÂnǍn −
e4µ

n−1

4R2
n−1

Ân−1Ǎn−1

+
Rn−1

4
e−2τ

n−1
+4µ

n−1 Γ2
n−1
− Rn

4
e−2τn+4µnΓ2

n
+

3R2
n−1

e−2τ
n−1

4
H̆2
n−1

−
3R2

n
e−2τn

4
H̆2
n

+ e2(τ
n−1
−µ

n−1
)P3,n − e2(τn−µn )P3,n+1|

. |Xn+1 −Xn|+ |P3,n+1 − P3,n| (using (4.37)− (4.44)) (4.64)

Integrating along null paths starting at (t1, θ) and ending at the initial t0−surface,
we obtain from (4.62)− (4.63) that

‖τn+1 − τn‖ ≤ C‖Xn+1 −Xn‖ (4.65)

We have (where ν is respectively replaced by µ or A ):

νn+1(t, θ)− νn(t, θ) =

∫ t0

t

(νn(s, θ)− νn+1(s, θ))ds (4.66)

Using (4.36), we have:

|νn+1(t, θ)−νn(t, θ)| =
∣∣∣∣∫ t0

t

(νn+1(s, θ)− νn(s, θ))ds

∣∣∣∣ ≤ C ∫ t0

t

|Xn+1(s, θ)−Xn(s, θ)| ds

This implies that

|An+1(t, θ)−An(t, θ)|, |µn+1(t, θ)−µn(t, θ)| ≤ C
∫ t0

t

|Xn+1(s, θ)−Xn(s, θ)| ds

(4.67)
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Otherwise, from (4.61), we have respectively:

|Gn+1(t, θ)−Gn(t, θ)| =
∣∣∣∣∫ t0

t

(Gn+1 −Gn)(s, θ)ds

∣∣∣∣ ≤ C ∣∣∣∣∫ t0

t

(Xn+1(s, θ)−Xn(s, θ))ds

∣∣∣∣
(4.68)

|Hn+1(t, θ)−Hn(t, θ)| =
∣∣∣∣∫ t0

t

(Hn+1(s, θ)−Hn(s, θ))ds

∣∣∣∣ ≤ C ∣∣∣∣∫ t0

t

(Xn+1(s, θ)−Xn(s, θ))ds

∣∣∣∣ .
(4.69)

Using (4.57), (4.63), (4.65), (4.62), (4.67), (4.68), (4.69), we deduce the uni-
form convergence for L∞ norm of the iterates. Since all the iterates are respec-
tively bounded with their derivatives, we deduce that there exist functions µ, R,
A, φ, τ , H, G and f such that

µn → µ,Rn → R, An → A, φn → φ, τn → τ, Hn → H, Gn → G, fn → f
(4.70)

and

µ′n → µ′, R′n → R′, A′n → A′, φ′n → φ′, τ ′n → τ ′, H ′n → H ′, G′n → G′. (4.71)

µ̇n → µ̇, Ṙn → Ṙ, Ȧn → Ȧ, φ̇n → φ̇, τ̇n → τ̇ , Ḣn → Ḣ, Ġn → Ġ; (4.72)

where ”dot” and ”prime” represent respectively partial derivative with respect
to t and θ. Therefore (f, R, τ, µ, A, H, G, φ,) satisfy the complete Cauchy
problem.

Let us now prove the uniqueness of the solution.
Let χk = (fk; Rk; µk; Ak; τk; Gk; Hk; φk)k=1;2 be two regular solutions of
the Cauchy problem (2.3)− (2.4)− (2.5), (2.6)− (2.10) for the same initial data

(
◦
f,
◦
R,
◦
τ ,
◦
µ,
◦
A,
◦
H,
◦
G,
◦
φ, R̄, τ̄ , µ̄, Ā, H̄, Ḡ, ψ) at t = t0. Using the fact that χk is a

solution of the complete system, one proceeds similarly to prove the convergence
of the iterates to obtain

β(t) ≤ C
∫ t0

t

β(s)ds

where

β(t) = sup{‖f2(s)− f1(s)‖+ ‖R2(s)−R1(s)‖+ ‖µ2(s)− µ1(s)‖+ ‖A2(s)−A1(s)‖
+ ‖τ2(s)− τ1(s)‖+ ‖G2(s)−G1(s)‖+ ‖H2(s)−H1(s)‖+ ‖φ2(s)− φ1(s)‖; s ∈ [t, t0]}.

We deduce that β(t) = 0 for t ∈]0, t0]. This implies that f2 = f1; R2 = R1;
µ2 = µ1; A2 = A1; τ2 = τ1; G2 = G1; H2 = H1 and φ2 = φ1. We have proved
the following result:

Theorem 4.1 (local existence) Let
◦
f ∈ C1(S1 × R3) with

◦
f ≥ 0,

◦
f(θ + 2π, v) =

◦
f(θ, v) for (θ, v) ∈ S1 × R2 and

W0 := sup{|v||(θ, v) ∈ supp
◦
f} <∞
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Let given regular functions R̄, τ̄ , µ̄, Ā, H̄, Ḡ, ψ ∈ C1(R) and
◦
R,
◦
τ ,
◦
µ,
◦
A,
◦
H,
◦
G,
◦
φ ∈

C2(S1). Then there exists a unique left maximal regular solution (f,R, τ, µ,A,H,G, φ)

of the complete EVSFS with (f,R, τ, µ,A,H,G, φ)(t0) = (
◦
f,
◦
R,
◦
τ ,
◦
µ,
◦
A,
◦
H,
◦
G,
◦
φ)

and (Ṙ, τ̇ , µ̇, Ȧ, Ḣ, Ġ, φ̇)(t0) = (R̄, τ̄ , µ̄, Ā, H̄, Ḡ, ψ) on a time interval ]T, t0] with
T ∈ [0, t0[.

Remark 4.1 The result we have obtained here proves particularly the local in
time existence of solution in Gowdy case with scalar field or not in passed direc-
tion. It generalizes also the T 2 symmetry case without scalar field. It remains
using global existence result obtained in [7], looking for stability and asymp-
totic behaviour of that solution. Another preoccupation will be focused on what
happens in future direction (cf [6]).
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