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Résumé

Dans cette thése on s’intéresse au remplissage d’'un moule parallélépipédique par un fluide
visqueux thermodurcissable. Dans un premier temps, on suppose que le moule ne contient aucun
matériau avant 'injection du fluide. Dans ce cas ’écoulement du fluide est régi par les équation
de Stokes. Mais il se peut aussi qu'un matériau perméable soit préalablement disposé dans le
moule (on parle alors d’un milieu poreux). L’écoulement est alors gouverné par 1’équation de
Darcy. Pour suivre le front de matiére, nous utilisons la méthode de pseudo-concentration qui
consiste & déterminer 'interface par l'introduction d’une fonction S appelée fonction de pseudo-
concentration, solution d'une équation aux dérivées partielles de type hyperbolique:

as

Y +u.VS =0
Cette équation est appelée équation de transport de S. Puisqu’on utilise un moule d’épaisseur
trop petite devant les autres dimensions, on raméne le probléme tridimensionnel d’origine a un
probléme bidimensionnel en utilisant une méthode de réduction de dimension par projection. On
obtient un probléme du méme type écrit dans un espace de dimension inférieure.
Le probléme de transport advectif ci-dessus est transformé en un probléme diffusif et les variables
d’espace et de temps traitées de maniére équivalente. Pour la résolution numeérique on utilise
une méthode d’éléments finis et une méthode de marche.
Le probléme global & résoudre consistera a coupler le probléme de transport diffusif avec le
probléme de Stokes (cas du milieu non poreux) ou avec I’équation de Darcy (cas du milieu
poreux).
Les résultats que nous avons obtenus sont comparés a des résultats expérimentaux.
Enfin nous proposons un estimateur d’erreur a posteriori de type résiduel pour le probléme de
transport diffusif a partir de deux formulations variationnelles: 'une de Galerkin et ’autre de

Petrov-Galerkin.
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Introduction o
]

Dans cette thése nous nous intéressons-atremplissage d'un moule parallélépipédique
par un fluide visqueux thermodurcissable, 1'épaisseur du moule étant supposé faible
devant les autres dimensions. On injecte le fluide dans le moule et on désire suivre
son avancée. La connaissance de la répartition de la pression dans le moule & chaque
instant est importante pour garantir la qualité du remphssage d’ol le choix judi-
cieux de la pression a I'entrée du moule. S

L’écoulement étant suffisamment lent, on peut néghger les forces inertielles et grav-
itationnelles. Dans le cas ol ne figure initialement aucun matériau perméable dans
le moule, il est alors régi par les équations de Stokes stationnaires, ou les inconnues
sont la vitesse et la pression. Les lignes de courant et la trajectoire sont alors confon-
dues pour toute particule; les lignes de courant étant-‘déﬁ'ni'e_s-" comme étant les lignes
de champ de vitesse & chaque instant et la trajectoire comme la ligne géométrique
qu'occupe la particule au cours du temps. Par contre il se peut que ’écoulement se
produise dans un milieu perméable: eau dans le sabie_j;_,ffpfétfr_'ole dans la roche, fibres
de verre dans le moule etc.. On utilise alors 1’équation de-Darcy.

Dans le cas pratique du remplissage de moule qui,nol};‘,s{ intéresse ici, un renfort
constitué d’unfou de plusieurs tranches de verre est préalablement disposé dans le
moule. La résine est ensuite injectée dans le moulé 4 travérs un céne d’injection
et va imprégner progressivement les fibres du renfort. peridant que 'air est chassé
dehors & travers un évent convenablement placé sur le ‘moule pour éviter la création
de cavités d’air. On arréte l'injection de la résine dés.que le moule est complétement
rempli par celle-ci et que sa température soit celle du moule.

11
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L’écoulement se déroule dans un domaine tridimensionnel. Cependant, I’épaisseur du
moule étant trop petite devant les autres dimensions, on peut assimiler 1'écoulement
a un écoulement plan. Dans la pratique ceci est possible et a 'avantage de réduire
le colt numérique de la simulation. Pour ce faire nous utilisons une méthode de ré-
duction de dimension par projection. Elle consiste & approcher le probléme d’origine
défini dans un domaine 2 de R® par une combinaison linéaire de problémes définis
sur la projection de ce domaine dans R?. Les nouvelles équations obtenues donnent
une approximation du méme probléme sur un domaine de dimension inférieure en
prenant en compte la faiblesse de I'épaisseur. Il existe aussi une autre méthode de
réduction de dimension: les développement asymptotiques. Leur principe est de faire
tendre 1'épaisseur vers zéro, ce qui, pour un écoulement entre deux plaques, aurait
comme conséquence, soit d'avoir une vitesse qui tend vérs zéro & pression constante,
soit de faire tendre la pression vers l'infini pour conserver le débit. Ce modéle est
surtout utilisé en mécanique des structures ou pour un écoulement & surface libre.
Une fois le champ de vitesse calculé, il faut suivre le front de matiére, c’est a dire la
frontiére libre entre le fluide et 'air. Pour cela plusieurs méthodes existent déja. Une
premiére méthode consiste & définir la surface libre par un ensemble de points, puis
a chaque itération transporter ces points. Il faut ensuite projeter la nouvelle surface
libre sur le maillage pour obtenir le domaine sur lequel sera calculé 'écoulement
suivant. Aussi faut-il remailler le nouveau domaine, ce qui complique encore la
tiche, mais permet également d’agrandir la taille des mailles pour les points ou
I'écoulement est stabilisé, c’est & dire en général loin du front de matiére. Cette
méthode a 'avantage d’accélérer le calcul de I'écoulement, car le maillage contient
moins de noeuds, compensant ainsi le surcroit dd au remaillage.

Une autre technique consiste & utiliser deux maillages; I'un immobile pour calculer
un écoulement eulérien, l'autre mobile suivant la surface libre.

Les inconvénients liés a ces méthodes résident dans les difficultés d’implémentation
surtout en 3D. Il faut prendre en compte les frontiéres, savoir raffiner la représenta-
tion de la surface libre, éventuellement remailler. De plus elles semblent mal adaptées
pour les probléme dépendant du temps.

Il existe aussi la méthode de suivi de volume qui consiste & définir un volume de
contrdle autour de chaque noeud tel que 'ensemble de ces volumes recouvre tout
le domaine. Le remplissage du domaine se fait volume par volume en déversant les
trop-pleins d’un volume dans ses voisins. Ce qui nécessite le calcul des flux 4 chaque
frontiére entre ces volumes. Et pour représenter correcterment la position de la sur-
face libre il faut essayer de deviner, pour les volumes. partlellement remplis, dans
quelle partie se trouve le liquide. o

Nous proposons une autre stratégie qui requiert simplement un seul maillage du
domaine, dans laquelle 'interface est déterminée par une fonction S appelée pseudo-
concentration qui est calculée dans le domaine d’écoulement tout entier. Ce qui nous
ameéne 2 considérer la solution d’une équation aux dérivées partielles supplémentaire
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de type hyperbolique et de la forme:

95 +(uV)S =0 (0.1)
ot

ot u = (uy, u) désigne le champ de vitesse. L’équation (0.1) est appelée I'équation
de transport de S.

L’interface entre le fluide et I'air n’est autre que la surface libre du fluide dans le
moule et est a priori inconnue. Sa position est alors déterminée par le saut de la
fonction de pseudo-concentration S que l'on peut définir dans le domaine  tout
entier en posant

_ 1 size€e Ql
5(z,t) = { 0 siz €y, (0.2)

(1, étant la partie du domaine occupée par le fluide et §2; la partie encore occupée
par l'air.

L’équation de transport (0.1) ci dessus est telle que I’espace et le temps sont distincts.
Pour sa résolution numérique nous supposons ces deux grandeurs comme la méme
variable pour obtenir une équation équivalente de la forme

UvsS=20

Nous utilisons également une méthode de marche en subdivisant le domaine en
tranches successives sur chacune desquelles on résout le probléme. Une fois donc
'écoulement calculé a 'instant ¢, on déplace le front de matiére suivant la vitesse
obtenue, ce qui agrandit la zone mouillée du moule. Ensuite on calcule le nouvel
écoulement correspondant a l'instant ¢t + At. On repéte ce processus jusqu'au
remplissage du moule.

La thése est divisée en six chapitres.

Le chapitre un introduit le probléme de remplissage que nous avons & résoudre et
donne le plan du manuscrit. Dans le deuxiéme chapitre, nous posons le probléme
d’écoulement et nous proposons un modéle pour le remplissage du moule en utilisant
la méthode de pseudo-concentration. Nous montrons que 1’équation de transport
est équivalente & une certaine condition d’interface.

Au chapitre trois nous donnons un exposé de la méthode de réduction de dimension
par projection développée par O. Ricou dans sa thése. Nous appliquons cette
méthode pour ramener notre probléme d’'écoulement tridimensionnel & un probléme
dans un domaine w de R? compte tenu de la faiblesse de 1'épaisseur du moule
devant ses autres dimensions.

Au chapitre quatre nous introduisons la méthode des moindres carrés intégrés
dans l'espace-temps que nous utiliserons pour traiter le probléme de transport.
Nous donnons deux formulations variationnelles pour ce probléme écrit dans
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'espace-temps pour enfin aboutir au calcul de la matrice de rigidité élémentaire.
La formulation compléte du probléme de remplissage de moule est donnée au
chapitre cinq et un algorithme de résolution du méme probléme sera proposé en
adoptant une méthode d’éléments finis et une méthode de marches. Nous donnons
également deux exemples de simulation numérique et nous comparons nos résultats
4 des résultats expérimentaux.

Au chapitre six sont proposées deux estimations d’erreur a posteriori & partir de
deux formulations variationnelles: 'une de Galerkin, ’autre de Petrov-Galerkin.

Quelques rappels et notations utilisées

Dans la suite, ) désigne un ouvert borné non vide de RY (N = 2 ou 3), de
point générique z = (zy,...zx) ou simplement (z,y) lorsque nous nous plagons en
dimension deux. On suppose que la frontiére I' = 90 de Q est lipschitz-continue.
Alors on peut définir la normale unitaire n en presque tout point de 99 et
utiliser la formule de Green sur € [1]. On note «y, 'opérateur de trace usuel défini
sur HY() et d’image H3(89). Soient D() l'espace des fonctions indéfiniment
différentiables & support compact sur 2 et D'(§2) 'espace des distributions sur 2
défini comme étant¥’espace dual de D(§2). Alors si T est une distribution sur (2, on
désigne par (T, ¢) la dualité entre D'(Q2) et D(Q).

Si ¢ est une fonction de D(R) et si @ = (ay,...,an) € NV est un multi-entier on

pose
a a oy a aN
2o (a) -~ (an)

lal = a; + ... + an.

avec

On introduit 'espace de Sobolev d’ordre 1ﬁ sur
H™Q) = {SeL¥Q); D*S € LX) pour tout a € N |a| < m|

et pour m = 1 on désigne par Hj(§) l'adhérence de D(Q) dans H'(). On sait
également caractériser le sous-espace H}(f2) de H'(Q2), dans le cas ou la frontiére I’
est C! par morceaux, comme ¢étant le noyau de P'application trace de H'(2) dans
L*(I"), c’est-a-dire

Hy(Q) = {S € H'(Q); S|r = 0}.
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On définit également les espaces suivants que nous rencontrerons souvent dans la
lecture du document:

= dual topologique de H3(85)
= {s € L¥(Q); divS € L2(Q)};

)
)
DEA,T) = {s € D(Q) S = 0 sur r}
) = {SelL¥q); UVSe L2(Q)};
)

= {s € HU, Q); Sp = o}.

Normes et semi-normes utilisées

[Sllo,a = (/52 ) si § € L*(Q);

|Sl1,a = (Z ll—llo n) si § € H'(Q);
ISlh,a = (ISll5,a+ 1513 q)® si S e H'(Q);
WS = (ISl + 1UVS|I5 a)? si S e H(U, );
n au \ 2 .
WSH,a = Z”aia‘_no,n si S € H(U, Q);
i=1 !
s, = sup /(U.VS)(U.VT) si e HU, Q);
TeHU, Q) 3
il < 1
WSHe: =  sup /{(U.VS)(U.VT)} SSeHU, Q) |
T e H(Q) 3 e
IT| <1
T T —— / (WU.VS)(UNT) + (UVS)T} s § € H(U, )0
TeHY(Q) § ]

IT| <1






Chapitre 1

Modélisation d’un probléme de
remplissage de moule

1.1 Motivations pratiques

Notre objectif est de proposer un modéle permettant de simuler numériquement
’écoulement de résines liquides injectées a basse pression sur un renfort ou préforme
préalablement disposé dans un moule tridimensionnel.

L’intérét de la simulation numeérique est d'optimiser les piéces et l'outillage dés le
stade de la conception et de minimiser le colit de leur fabrication; par exemple en
prévoyant la position du front d’écoulement pendant le remplissage et en connaissant
la répartition de la pression et des vitesses locales & chaque instant dans le moule.
Les propriétés du matériau ainsi produit dépendent du processus de remplissage du
moule; c'est pourquoi il est important de connaitre celui-ci [30], [39].

Dans notre étude, nous nous intéressons surtout & la détermination, a tout instant
donné, de la position du front d’écoulement situé a la surface libre du fluide séparant
la zone mouillée et la zone séche du moule. La méthode que nous utilisons pour
modéliser le front de ’écoulement est la méthode de pseudo-concentration [20], [38]
qui nous indique la présence ou I'absence de résine. Notons aussi 'existence d'autres
méthodes de suivi de la frontiére libre comme la méthode d’adaptation locale du
maillage dans laquelle le maillage bouge suivant |'écoulement du fluide [31] et la
méthode de volume de controle [37].

Tout d’abord nous rappelons les é¢quations qui régissent un écoulement de fluide
dans un moule ne contenant pas de préforme. Puis nous présentons la méthode de
pseudo-concentration qui permet de traiter la surface libre 4 I'aide d’une équation
de transport.

17



18 Chapitre 1. Modélisation d'un probléme de remplissage de moule

1.2 Divers modéles

y N
(1)

Fig. 1.1: Domaine quasi-cylindrique

On considére un fluide incompressible qui se déplace dans un domaine §2; de R®.
Désignons par u(z,y, z,t) la vitesse du fluide, p(z,y, z) sa pression et n(z,y, z,t)
sa viscosité. Soit o le tenseur des contraintes, 7 le tenseur des déformations et /
I'identité dans €1;. Ces deux grandeurs sont liées par la relation

o=T1—pl (1.1)
avec

7 =21 (|D (u)}) D (u) _ (1.2)

et o D (u) = % (Vu + (Vu)T) désigne le taux de déforfnation et |D (u)| sa norme
euclidienne [20]. :

Remarquons que la viscosité n dépend de la norme du taux de déformation.
Plusieurs modéles fondés sur des données expérimentales existent. Parmi ceux-ci
citons le modéle de Carreau, la loi puissance et la loi newtonienne.

La loi de la viscosité est de la forme:
(n-1)/2
(1D (u)]) =no (c+ N [D ()" 77, (1.3)
dans laquelle le modéle de Carreau correspond au cas ¢ = 1:
. (not)2
2(ID (w)]) =m0 (1+ 2D (w7 (14)

La loi puissance est obtenue en prenant c=0:

(1D (W)]) = o (A21D (w)2)" 2 (1.5)
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et la loi newtonienne en prenant n = 1, (cas de fluide newtonien)

n = To- (1.6)

Les constantes 79, A et n dans (1.3) sont déterminées & partir de résultats expéri-
mentaux liés & la nature du fluide, et n est 'indice d’écoulement:

pour 0<n<1 le fluide est rhéofluidifiant;

pour n=1 le fluide est newtonien;

pour n>>1 le fluide est rhéoépaississant.

L’écoulement étant trés lent, nous faisons I’hypothése que les forces inertielles et
gravitationnelles sont négligeables car le nombre de Reynold est petit [20] et [30].
Dans ces conditions ’équation d’équilibre s’écrit:

dive = 0. (1.7)

(conservation de la quantité de mouvement)
La continuité de I’écoulement du fluide se traduit par:

divu=0. = . (1.8)

(condition d'incompressibilité)

En substituant les équation (1.1), (1.2) dans (1.7) et en utilisant la conditon
d'incompressibilité on obtient alors que l'écoulement dans le domaine €2, est
représenté par les équations de Stokes: :

{ —2V.(n(|D())D(u))+Vp = 0 dans Q;

V.u =0 dans §y, (1.9)

ou les inconnues sont la vitesse u et la pression p.

Ce systéme comporte quatre équations aux dérivées partlelles dont trois du second
ordre pour la détermination de quatre inconnues u;, (z = 1,2,3) et p assorties de
conditions limites pour u. :

Dans le cas ot le fluide occupe un domaine 2y limité partlellement par une paroi I')
et partiellement par une surface libre I'; elle-méme inconnue telles que

' =Ty Ul = 8%y, la frontiére de 2y, on est alors améné & résoudre le probléme
mathématique suivant: trouver le champ de vitesse u et la pression p ainsi que la
frontiére libre Tyr = Ty x (0, T) vérifiant: :

~29.(n(ID)D (W) +Vp = 0 dané'sz;:cz, < (0,7);
V.u 0 dans Qr = Q; x (0, T); (1.10)
u(z,y, z,t) sur Nyr =Ty x (0, 7).

I
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Remarque 1.1 La troisiéme équation dans (1.10) est une condition de frottement
visqueuz sur la parot. En fait, la loi de conservation de la masse tmpose seulement
que u.n = 0 sur Q. En effet la prise en compte du frottement visqueuz sur la paroi
entraine l’annulation de la vitesse tangentielle.

Le systéme de Stokes ci-dessus ne permet pas de modéliser un écoulement dans
un milieu poreux, c’est-a-dire un milieu ou préfigurent des matériaux poreux, des
fibres par exemple. Il faut prendre en compte la perméablité du matériau. Cette
notion de perméabilité a été introduite par Darcy en 1856 [16].

Définition 1.1 La perméabilité d’un matériau poreut est la propriété qui indique la
facilité avec laquelle un fluide s’écoule a travers ce matériav sous l’effet d’un gradient
de pression. On note K le tenseur de perméabilité.

Il est d'usage de modéliser I'imprégnation de la préforme fibreuse par la loi de Darcy
qui établit la proportionnalité du gradient de la pression a la vitesse du fluide:

u= - [le (1.11)
n

La loi de Darcy est-suffisante pour décrire dans l'ensemble le comportement d’un
écoulement; en revanche elle ne donne aucune information sur le champ de vitesse
courant dans les pores des tissus fibreux. Toutes les interactions entre la résine et
les tissus fibreux sont résumées et représentées par I' unique tenseur de perméabilité
K, qui doit étre déterminé expérimentalement. Cependant, il est possible de cal-
culer P'écoulement moyen lorsqu’'on prend en compte le flux courant. En utilisant
une méthode d’homogénéisation on peut représenter le processus de remplissage du
moule en termes de flux moyen et calculer si nécessaire 1'écoulement courant entre
les fibres du renfort. La théorie de ’homogéisation apparue dans les années 1970 fait
I’objet de recherches considérables dans le domaine de la mécanique appliquée. Elle a
trait a des équations physiques dans des matériaux hétérogeénes ayant des structures
périodiques lorsque la durée caractéristique de la période est petite. Les bases de la
théorie se trouvent dans les travaux de Lions (1981) et quelques généralisations dans
les travaux de Lane (1984). Des applications & la théorie de I'écoulement a travers
un milieu poreux ont été d’abord faites par Keller (1980) et Tartar (1980). Aprés
les travaux de ces pionniers ont peut citer egalement les travaux d’Arbogast (1989)
et de Hornung(1991). :
Que I’écoulement soit de type milieu poreux i)u non, "u_i nous intéresse a prime
abord, c’est la détermination du champ de *rxtesse 4 chiaque instant. Une fois le
champ de vitesse calculé, il faut suivre le front de matiere c'est-a-dire la frontiére
libre entre le fluide et I'air. Notre stratégie de suivi dé cétte frontiére libre est basée
sur l'introduction d’une nouvelle fonction S’ ‘solution d’une équation aux dérivées
partielles supplémentaire de type hyperbolique, calculée dans tout le domaine de
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Définition 1.3 On définit la fonction S (z,t) sur le domaine espace-temps I par

1 st (z,t) €Il

0 st (z,t) €ll,. (1.19)

S(:c,t):{

Cette fonction S est appelée pseudo-concentration. La position de [’interface est au
saut de la fonction S.

Remarque 1.2 Avec cette définition de la pseudo-concentration on a:

O, ={(z,t) e | S(z,t) = 1}; (1.15)
I = {(z,t) €I | S(z,t) = 0}. (1.16)

1.3.2 Equation de transport

Dans ce qui suit, nous montrons que la fonction de pseudo-concenration S vérifie
une équation de transport.

Pour calculer la pseudo-concentration considérons un volume initial V, dans {1 con-
tenant les mémes particules a tout instant. Au temps t, le volume V, est déformé
par le fluide et devient V,. Désignons par ¢ (z,t) la position au temps t du volume
fluide infinitésimal qui se trouvait en x au temps t=0. Alors le champ de vitesse est
donné par:

u(d(z,t),t) =09 (z,t). (1.17)
Pour tout temps t, soit I'application

$: R — R
r — D(z,t).

On note J (z,t) son jacobien:

3“(1)1 ($,t) :2¢1
)

s d (z,t)
J(z,t) = Dét ( 8. 9y (z.£) 0o ®s (z.1) ) .

2 (t) étant le domaine de R? occupé par le volume matériel V, au temps t, la quantité
de fluide qui le caractérise 4 ce temps vaut A (¢):

A(t) = /S(z,t)dﬂ- (1.18)
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En se ramenant a un domaine fixe 2(0) et en utilisant la formule de changement de
variables on obtient

A(t) = /S(<I> (z,t),t) |J (=, t)] dS2. (1.19)

Vo

. . : . d
Le domaine d’intégration étant maintenant fixe, on peut facilement calculer EiA (¢)

en permutant les signes d’intégration et de dérivation, on a:
d 08 . 0 \

Vo $(z,t)

On montre que:

‘Proposition 1.1

0
2 (@8] = 1V (@,0)] [div ul ey (1.21)

Preuve (voir annexe 1).

Remarque 1.3 Dans (1.20) et (1.21) la notation [Fle(z, stgnifie qu'il faut prendre
la valeur de la fonction F au point ® (z,t).

Remarque 1.4 La relation (1.21) est le théoréme de Liouville bien connu en mé-
canique hamiltonienne.

En utilisant donc le fait que le fluide est incompressible, (divu = 0), la relation

%,
(1.21) donne 3 |[J (z,t)| = 0 et (1.20) devient:

d aS
—A(t) = ] —— + div (Su) [J (z,t)]dS2.
dt ot et)
Vo ’
En revenant au domaine variable et en réutilisant la formule de changement de
variable, on obtient

%A(t) = / {%S(z,t) +u(x,t)V5(I,t)} dsd. (1.22)

M
vt
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De la relation (1.22) on tire que le taux de variation de la grandeur A par unité de
temps et de volume est:

0
ES(I,t) +u(z,t).VS(z,t).

Toute particule dans le volume initial Vy se retrouve au temps t dans le volume V,
(conservation de la pseudo-concentration S) de sorte que (1.22) donne:

, / (-(%S (z,t) + u(z,t) VS (z, t)) dQl = 0.

Ve

D’ou [16] l'intégrand est identiquement nul puisque 1’-intégrale est nulle pour tout

Ve:
0
&S(z, t) + u(z,t)VS(z,t) =0 pp dans Q. (1.23)
Ce que 'on note encore
e UvS=0 ——(1.24)
Définition 1.4 La relation (1.24) est appelée équation de transport de S.

1.3.3 Equivalence entre la condition d’interface et ’équation
de transport.

Tout d’abord donnons un résultat technique.
Lemme 1.1 Soit U € H (div;I1), S € L* (I1), alors il y a équivalence entre

div (SU) = Sdiv U dans D' (I1) (1.25)
U.VS =0dans D' (II). (1.26)

Preuve div (SU) = SdivU € L*(Il) pour S € L= (I1)N L*(11) et U € H (div; I1).
Soit p, (z) une suite régularisante, on a: '

Sn = pn*S — Sdans L*(I1).
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Si on désigne par Ts,, la distribution associée & S,, et par T la distribution associée
a S alors

Ts, — Ts (1.27)
et pour tout € D (II) on a: .
3
—(div (SpU), ) = -/SnUV<pdzdt = fZ/Snu,-D,-w
n =1

3 .
> / [(Dits) Sap + i (D;Sn) ] dzdt
i=1 n
= / (divU) Sppdzdt + (U.VS,, ).
T

Alnsi, si div (Ts,U) = Ts, divU dans D’ (I1) alors
UVTs, =0 dans D'(I). ‘ (1.28)
Comme U.Ve L (D' (1), D' (I1)) par (1.27) on a

UNTs: — UVTs (1.29)

(1.28) et (1.29) donnent alors U.VTs = 0. Donc div (SU) = SdivU dans D' (II)

implique que U.VS = 0 dans D' (I1) ou U.S,, = BaSt,. + (u.V) S, = 0 dans D' (I1).

Réciproquement si U.VTs_ = 0 alors
div(US,) =UVS, + S.divU dans D’ (IT)

div (UTs,) = Ts, divU

et comme div (U.) et U.Ve L(D' (1), D' (I1)), en passant 4 la limite quand n — oo
on a div(UTs) = TsdivU c’est & dire C

div (US) = Sdiv U dans D' (IT) .
D’ol le lemme 1.1

3
Lemme 1.2 On suppose que U € (H‘(H)) et que divU = 0. Alors il y a éguiva-

lence entre

(1.30)

div(SU) =0 dans D'(II) o
et '
UN =0 sur [[ (131)

ou N est la normale sortante au domaine 11.
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Preuve Supposons que div (SU/) = 0. Alors d’aprés le lemme 1.1

aS
gt—-%(u.V)S =0 dans D' (1) .

Soit donc ¢ € D(II), on a:

_ 0§ _ Oy
0= (E +(u.V) S, p) = ~ / S (52 + (u.V) cp> dzdt.
n
Donc
Oy
) B +(u.V)p ) dzdt =0
n
Op dp
S| a-+(uV)p|dadt+ | S| =+ (uV)p|dzdt =0
ot ot
nl n2
ou o -
/SU.chd:z:dt +/SU.V<pd:z:dt = 0.
m 12
La formule de Green est valide dans II;;-;» , Sjn, = constante, et comme U €

H (div,I1; ;-1 2) on obtient en appliquant la formule de Green

(SU.N, ) — (SU.N, p) =0 Vp € D (I,

H™46m)HY (8m) H™ Y (aM,):0 % (611,)
soit

(S, = Sy ) U-N, ©)prryxr (1) = 0 Vop € D (1),
ou

(Sin, = Sim, ) (U-N, @) (1) x (1) = 0 Vep € D (1)
Et comme S, #Sn, et D(H)CD (IT) on’a

(U.N,@)ypyxp) =0V € D(Iy).

D’ou

UN =0 ppsurl,.
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Réciproquement supposens que UN = 0 sur [; et soit €D (II). Alors

/div(SU) edzdt = —/S <Z—f + (uV)gp) dzdt
n
\

0 )
A (u.V)go) drdt — /S (%—f + (LLV)(,D) dxzdt

1 I,
_ /(V.U)(pd:rdt (UM, ®) s oy ah omy, Y € D (I
I,

= —(U.N,p) Vo € D(II).

Yo )t (omy)

Mais ¢y, € D (I,) puisque ¢ € D (I1). Donc

/ @U.Ndo (z)dt =0

i

et
/div (SU) pdzdt = —T/ U.Npdo (z)dt =0 Ve € D(II).
n I
Ainsi
/div (SU) pdzdt = 0V € D(II)
I
et

div (SU) = 0 dans D' (I1) .
D’ot le lemme 1.2

Proposition 1.2 On suppose les domaines [1et I, lipschitziens, U et S suffisam-
ment réqulicres sur Il et Il;. Alors la condition de non-miscibilité (1.81) sur I, est
équivalente @ l'équation de transport de S sur le domaine 2 tout entier.

Preuve Elie résulte directement du lemme 1.1 et du lemme 1.2. En effet on a

diwv (SU) = Sdiv (U) dans D' (I1) < %ii +(u.V) S = 0dans D' (1)

et

div{SU) = 0 dans D' (I1) < U.N = 0 sur I,.
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La condition d’incompressibilité div U = 0 conduit par transitivité a la conclusion.
La solution S de I'équation de transport détermine la position de l'interface entre le
fluide et lair. Cette position est située au saut de la fonction.S.

Si les domaines Il k=12 ne sont pas suffisamment réguliers et que U n’est pas assez
réguliére, alors 'équation de transport (1.24) avec une condition S = 1 sur T, est
une généralisation du probléme d’un écoulement avec une interface décrite par une
surface réguliére.

1.3.4 Formulation variationnelle du probléme de Stokes

et condition d’équilibre sur 'interface
Nous montrons que la formulation variationnelle du probléme de Stokes dans le
domaine tout entier est équivalente aux formulations dans chacun des sous-domaines

s, 1 <1< 2et ala condition d’équilibre sur l’mterface
On introduit les espaces fonctionnels suivants:

D(£2) ’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables a support compact sur €2,

et

Hi () = {ve HY(Q)| v=0sur [.}. (1.32)
Nous considérons maintenant une formulation variationnelle du probléme (1.10)
définie par
/ on(|D(w)]) D(w) Vvdsl - / pUNdY = 0, Vv eD(Q)P,  (133)
J J . ’ _

soit de maniére équivalente

2
Z/zn | D(u)])D(u)VvdQ — /pV vdQ} =0 Vv e D(Q)>.

=1 n.* n-’

On suppose que u et p sont réguliéres, et on note 7;.et p; respectivement les re-
strictions de la viscosité 7 et et de la pression p a Q;; i=1,2; autrement dit 7, et la
viscosité du fluide injecté qui occupe a 'instant ¢ le domame ) et 17 la viscosité de
’air. Alors une intégration par parties fournit -

}_% ( - / v.(zni(|D(u)|)D(u)).vd§ 4/vadn)
i=1 o, e

+ [ (1D ~ m(ID@D D)Ly - [[(p1 - p)Tnlds = o

I‘, I-‘l
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D’ou

[ D@D - mD@) D)LY - /[pl pa)llds =

Ce

Ce qui, en tenant compte des relations (1.1) et (1.2) revient a
/ (01— o3)nlvdS = 0 . (1.34)

soit
01.n = 0y.n Vzele (1.35)

Dans le cas oil u et p ne sont pas réguliéres, la formulation variationnelle du probléme
de Stokes dans le domaine 2 est une generahsatlon des conditions d’équilibre a
I'interface.

1.4 Un modéle mathématique pour le remplissage
de moule e

Nous proposons le modéle mathématique suivant pour le remplissage de moule.

%S(z,t)+u(a:,t).VS(:r,t) = 0 dans §Q;

“V.((S(e, )Vu) +Vp = 0 dans Q;
V.u =0 dans Q.

Comme conditions aux limites, & 'entrée du moule on impose § = 1 pour la fonction
de pseudo-concentration et pour le champ de vitesse, un profil parabolique en faisant
u = Q(uo(y),0), ot @ est une fonction parabolique.
Dans le cas d’un milieu poreux, I’écoulement étant gouverné par I'équation de Darcy,
on obtient le modéle suivant:
5 o
ES(:C t) +u(z,t).VS(z,t) = 0 dans Qy;
K o
div (——Vp) = 0 dans Qf.
avec les méme conditons limites.

Notons que la viscosité 7 est dépendante de la fonctlon (1(3 pseudo-concentratlon

Remarque 1.5 Le temps est une variable pour la fonctzon de pseudo-concentration
et un paramétre pour U’équation régissant [’écoulement.
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Annexe 1. Preuve de la proposition 1.1

Pour simplifier, nous prenons J(z,t) > 0 (le calcul étant identique dans le cas
ou J (z,t) < 0) et nous nous plagons en dimension deux. Sous ces hypothéses on a:

|J(z,t)] = 0.,%1 (z,t) 8, D2 (2, t) — Bz, P2 (2,t) 02,1 (2, 1)
et

0,J (z,t) = 0, (0, P1 (2, t) 8:, P2 (2, 1)) — 0, (Or, P2 (2, ) B2, P (2, 1))
= 0,(0:,9, (z,t) 0., %2 (z,t)) + 6, (02, %2 (z,t) Oz, P1 (2, 1))
—0; (07, P2 (z,t) 02, %1 (2, 1)) — 0 (02, D1 (2,8) Oz, P2 (2, )
= O, (60,2, (z,t) 0., P2 (2, t)) + Oz, (0:P2 (2,1) 02, D1 (2, 1))

—0;, (0,02 (z,t) 02,0, (z,t)) — 0, {8, P (z,t) Or, P2 (z,1)) .
En utilisant la relation (1.17) ceci donne

6¢J (I, t) = Bxl ('U.lq)l (I, t) 612‘1)2 (.’ZI, t)) + 3,, (Uzq)g (:II, t) 6,14)1 (JI, t))
—0;, (1a®, (2,1) 0,,9, (z,t)) — O, (w191 (2,t) 0r, D2 (2, 1))

=y, 00 @1 (2,8) 00, % (2,1) +up,  Oey®2(2,) B2, 81 (2,0)

—ullﬁ(z_')azﬁbg (z,t) 0, P (z,t) ~ u;%(” 02,2, (z,t) 0;, D2 (z, )

)
- (ullmm + u;mz'”) (led)l(z, £)0,,®2(z,t) — 85,81 (2, t) a:,%(z,t))

= [div u]d’(;c,t) |J(z,t)].

Dot (1.21). Ce calcul se généralise a toute dimension n > 3 [J



Chapitre 2

Méthode de réduction de dimension

2.1 But

La faiblesse de 'épaisseur du moule dans les problémes d’injection conduit trés
souvent & considérer I’écoulement comme étant plan [20] et [37]. Cette réduction de
dimension a pour objet de diminuer le colit numérique d'une simulation. La méthode
de réduction de dimension par projection que nous proposons ici a été développée
par O. Ricou [37]. Elle a pour principe d’approcher le probléme d’origine défini sur
un domaine de RN, N > 2 par une combinaison linéaire de problémes définis sur
la projection de ce domaine dans R¥~!. Les nouvelles équations obtenues donnent
une approximation du méme probléme sur un domaine de dimension inférieure en
prenant en compte la différence d’ordre de grandeur du domaine dans la direction
parallélement a laquelle on projette et en utilisant la connaissance a priori du com-
portement des inconnues du probléme dans cette direction qu’on appellera épaisseur
ou dimension réduite.

Les développements asymptotiques constituent une autre méthode de réduction. lls
consistent a faire tendre I’épaisseur vers zéro, ce qui, pour un écoulement entre deux
plaques aurait pour conséquence, soit d’avoir une vitesse qui tend vers zéro a pres-
sion constante, soit de faire tendre la pression vers I'infini pour conserver le débit.
Ces développements sont surtout utilisés en mécanique des structures [14], [27] mais
ne conviennent pas & un écoulenient entre deux plaques pour les raisons évoquées ci-
dessus. La méthode de projection sur une base choisie, c’est & dire de développement
en une combinaison linéaire de fonctions prédéfinies est la plus appropriée pour le
probléme d’injection de résines liquides dans un moule qui est le probléme qui nous
intéresse. Les fonctions choisies doivent respecter certaines conditions de stabilité.
Nous donnons dans ce chapitre un exposé de la méthode pour faciliter la lecture de
notre document et justifier le passage de 3D a 2D.

33
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Nous partons du probléme de Stokes dans un domaine tridimensionnel, ensuite nous
introduisons un espace de fonctions convenables sur lequel il faut projeter en vue du
passage du domaine trimensionnel au domaine bjmensionnel puis nous appliquerons
la méthode au probléme de Stokes pour modéliser un écoulement dans le domaine
réduit qui est alors de dimension deux. Ensuite nous 1’élargissons i notre cas. En
effet dans notre probléme, la viscosité du fluide change au fur et & mesure de son
avancée dans le moule. Elle dépend en fait de la valeur prise par la fonction de
pseudo-concentraion S qui elle-méme est fonction de la position du fluide dans le
moule.

2.2 Position du probléme

Soit 1 le domaine d’origine du probléme décrit a;u chapitre 1, w un plan de référence
sur lequel seront effectués les calculs aprés réduction.

Q= {(z,y),:c Ew, yE [h" (z),h° (:r,)] cRY, N = 2,3},

ou h* et h™ sont des fonctions lipschitziennes définissant les surfaces supérieure et
inférieure du domaine (h™(z) < h*(z)) —

Ty ={(z,y); 2€w, y=h (z) ouy =h* (2)}.

Sur ces surfaces nous avons des conditions de Dirichlet homogénes pour la vitesse.
Les parois verticales

Ty = {(z,y); z€0w, yE [h_ (.'1:), ht (:c)]} =p+Tn

représentent les bords du moule, ’entrée du fluide ou le front de matiere lors du
remplissage (fig. 1.1).

Pour (z,y) € Q, avec z = (z,%2), soit u(z,y) la vitesse du fluide et p(z,y) sa
pression au point (z,y). L'écoulement du fluide est décrit par les équations de Stokes:

( —nAu+p = f. dans{l
V.u = 0. dans§
(’PS)ﬁ u .= | surTp 21
L *na—u +pn = 0 sur Iy
on

ou fe L*(N)?, le Hi(I'p) . o
Rappelons que le probléme (PS) a une solution (u,p) € H' Q) x L2 () [37].

Remarque 2.1 La condition de sortie sur I'y est celle donnée par la physique.
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2.2.1 Recherche des fonctions prédéfinies en vue de met-
tre en ceuvre la méthode de réduction de dimension.
L’approximation de Hele-Shaw et extension

La difficulté de résoudre les équations régissant la dynamique des fluides dans le
cas général vient du fait qu’elles ne sont pas linéaires. Dans certains cas ou les
conditions aux limites sont particuliérement simples, il est possible cependant de
trouver une solution: les écoulement correspondants sont appelés laminaires. Lorsque
les propriétés du fluide en un point fixe ne varient pas avec le temps, on dit qu’on
a un écoulement permanent ou stationnaire. Quand un écoulement permanent est
laminaire, les lignes de courants (confondues avec les trajectoires) sont des courbes
fixes dans l’espace et ne se mélangent pas au cours du mouvement: les tranches
fluides glissent les une sur les autres, sans qu'il y ait passage de particule d'une
tranche & ’autre.

Définition 2.1 On appelle écoulement de Hele-Shaw un écoulement visqueuz entre
deuz plans paralléles voisins avec des conditions aux limites quelconques.

Dans U'écoulement visqueuzr de Hele-Shaw, la répartition des vitesses moyennes est
identique a celle d’un écoulement irrotationnel bidimensionnel d’un fluide parfait
s 'écoulant entre les deuz plans [16].

Dans ce paragraphe nous montrons que lorsque l’épaisseur du moule est faible,
en ne retenant dans l’équation de Stokes que les termes dominants, on obtient
I’approximation de Hele-Shaw.

En 1898 Hele-Shaw constate que les lignes de courant (les lignes de champ du
vecteur vitesse) restent laminaires lorsque 'écart entre les deux plaques est assez
faible. Ainsi, la principale hypothése que nous retiendrons des écoulements de

h
Hele-Shaw est que I'épaisseur du domaine & = h* — h™ est telle que § = 7 est petit,

L étant la longueur du domaine. On étudic alors les ordres de grandeurs des termes
des équations pour n’en retenir que les termes dominants. On considére les ordres
de grandeur pour les types de valeurs rencontrées avec les problémes d’injection:
épaisseur du domaine: h = 107%m;

vitesse du fluide: V = 10~'m/s;

pression interne: pg = 107 N/m?;

viscosité: ng = 10°Ns/m?;

densité: py = 10%kg/m?;

T = — est le temps nécessaire au fluide pour traverser le domaine. A partir de ces

valeurs on définit les valeurs adimensionnées suivantes:
- pour les coordonnées:

z) = Lz] = —zJ;

)
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h
TIq = L.’E; = S(E;,
— L * — ,l -
y - y - (Sy )
le t s:t =Tt Lt' h t
- pour le temps: ¢t = ==t"'= =
- pour la vitesse en I, : u;, = f“;x = Vug ;
: L, .
- pour la vitesse en zou,, = Tle = Vug,;
. Ry
- pour la vitesse en yu, = Ty =V

- pour la pression: p = pgp.;

- pour la viscosité: n = non*.

Les valeurs étoilées sont adimensionnées et d’ ordre un. On peut alors évaluer
I'ordre de grandeur des différents termes dans les équations. Ainsi on a:

- Pour I'équation de conservation de la quantité de mouvement, nAu~Vp+ f =0,
on a, dans la direction z, :

Op 0 (Oug, 0 [ Ouy, 0 (Oug, \ _
Ja = 0z, * "oz, (arl) +n62:2 <622) +n3_y ( Oy > =0. (22)

En prenant comme contrainte la condition d’incompressibilité divu = 0 on a
Ouy, + Oug, + Ou,
6:1:1 6132 3y

puis

o} (6u,l N du., N au,,) — 0
3221 6121 6:1:2 By S

Ce qui, ajouté a (2.2) fournit

dp 0 Ous, 3} Ouz,  Oug, 4, Our,  Ou, ) )
B A Z i} < T ) = q2.3
I 821+821(n8r1)+322 (n<3$2 +321)>+8y<<n Oy +le @23

ou f est la seule force extérieure, la gravité, sans vrientation a priori. On calcule les
ordres de grandeur des termes dans les équations. On obtient alors:

Op _ 9(pop”) _ pod Op°
3131 3:1:1 h 32{

qui a pour ordre de grandeur o [P;)L—d} = 0[10'%6];

3] Ou, o%u: oz} 2
- L =9 . V I
Oz, (27) 9z, ) o ( dzy’ ) (321)
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104.10~142
qui est d’ordre o [qu} = 0[10%7];
0 Ou,, AN oz3\?
—\nm=] =0V _2‘) :
61'2 3122 6.’132 81:2
1 4.1 —1£2
qui est d’ordre o [0—1(£6—6] = 0[10%7];
d , du,, A, 0%ul, \ Oz30x;
_31:_2(17 0z, ) = mom (V823§62:;> 0z, 0z
4 10-152
qui est d’ordre o [10%6—6] = 0[10%§7];
0 ( Ou,,\ . Vazu;) 6y‘)2
1 4. -1
qui est d’ordre o [ 0101_2 } =010
et
0 [ Ou . 9%u;, \ Oy’ Oz}
) = non' (Va2 ) T
Ay \ 0z, Oy*0zy ) Oy Oz
104101
qui est d’ordre o [%Gﬁl = o[10%62].
Comme § est assez petit, par exemple, on peut prendre o[d] = 107!, les termes
dominants dans (2.3) sont 9 et —(nauz‘ )- Donc en ne retenant que les termes
0x, 0Oy ' 0Oy '

dominants dans (2.3), on a:

o _ 0 ( u,
oz, Oy "ay '

De la méme fagon on obtient pour la direction z, :

o2 (0u)
oz, oy \ 8y )
Et dans la direction y :

f_@+__a_< (%+a_u!)>+_a_ (%.*.aun )
Y 8y O m 8y  Or, 8z, T\ 8z, By
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Dans (2.4) un calcul analogue au précédent donne les ordres de grandeur suivants:

P qui est d’ ordre 0[10'7],

6171
52—1 (nagy ) qui est d’ ordre o0 [10°¢],

5} Ou, 93
3_:5—1 ( 33:1) qui est d’ ordre 0[10963],
d ( Ou 9
5:1; ( 3:1:2) qui est d’ ordre 0 [10°4],
0 [ Ou, ' 953
92 (1; B ) qui est d’ ordre o0 {10%4°]
et enfin 9 (2 Ouy ui est d’ ordre 0[10%]. Ce qui conduit a:
ay ] ay q . q u .
9p
@ 0.
Finalement on a:
. Op 0 ( Oug, L
_= = = 2.
6z, ~ by (” 3y > .
Op 0 [ Ou,,
o _ 9 (,%n) 2.6
0z dy (n dy ) (20
9p
55 = 0 (2.7)

Proposition 2.1 Supposons que 1 est constant. Le probléme de Stokes (PS) posé
dans un domaine w X [~h, +h] avec des conditions:

- de Dirichlet homogéne sur w x {h} et w x {—h},

- de glissement le long de la frontiére de w i.e telle que un = 0 sur Ow x [~h, +h]

admet comme solution la solution du probléme (2.5)-(2.7) c’est-a-dire un écoule-
ment dont la vitesse verticale est nulle et dont les vitesses horizontales ont un profil
parabolique sutvant ’épaisseur.

Nous nous intéressons au comportement de u,, et u,, par rapport & la variable y
qui est la variable suivant 'épaisseur.

Proposition 2.2 En intégrant les équations simplifices (2.5)-(2.7) suivant
l'épaisseur on retrouve le profil parabolique de l'approzimation d’Hele-Shaw.
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Preuve
on a:
r o ro /o 5 8
p_ [0 [ Ou, _ Ous, Ougy
o /ay<”ay>dy Ty Moy )
h- h-
Ju, Op Oug, ,, _ dp , _
P B 8z -y 2 2y,
7 Oy ox) g Jy ( ) 0z,
Ou,, _ Op
et
10
Uz, (y)'__Ea—iyz-*_A(zl)mz)y_*_B(xlvx?)v

d’olt on obtient pour un écoulement entre deux plaques situées en —h et +h, par
symétrie et du fait que u;,_,, =0

Uz, (¥) = (y® —h). (2.8)

On montre que Ap = 0 et on en déduit que A, ;,uz, = OBy 2,8z, =0,
Soit @,, la moyenne de la vitesse dans la direction z, suivant y; on a

1 "
Uz Sl z d
u 1 h+ _— h_ /u 1 y
h-
_ -25 O0Op
Upy =
h+ — h._ 61:1

avec
- 2

h+
- | Lae
% 7
a2t
] h
h- /d_€
n
e

SR

Si 7 est constante et si les parois supérieure et inférieure sont situées en h et 0
respectivement alors on a
h3
- 247
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et
_ —h? Op
Uy, = ——=—.
1277 0z,
_ —h? Op
Up, = —— 7.
127] 8332

Remarque 2.2 Sous cette forme u,, etu,, peuvent étre considérés comme les com-
posantes de la vitesse d’un écoulement irrotationnel incompressible & deuz dimension
dans lequel le potentiel des vitesses ¢ serait:
h2

= —_—— 2.9

0=~ 1gP (2.9)

0 4. -9

avec Uy, = . Uy, = 5 [16].
] 2

Remarque 2.3 Avec la relation (2.9) la vitesse moyenne ﬁ de l'écoulement satis-
fait & l'éguation de Darcy, _

K
a=——gradp,
n

p étant constante sur la distance h le long de laquelle T aété définie.

Avec des conditions de Dirichlet homogéxies Uz, ,—on = 0 On obtient les équations
de la vitesse d’un écoulement de Hele-Shaw:

1 Op
f o= —— Ty (y - h); 2.10
R T e VA0 (2.10)
1 Op
uy = 0. . (212)
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En intégrant 1’équation de conservation de la masse entre h* et h~on a:

h* h+
_ Ouz, Ou,, Ouy
/V.udy = /(31:1 + o2, + By )dy
h~ K-
Rt 6 Rt 6 Rt 6 Rt
: = dy + — - —
/Vudy axl/u,,y+6I2/u,dy+ay/uy
k- h- h- h-
0 0
= 5 ((* —R") %) +——((h+—h‘)ﬂz,)
5 —25(%1 5 —25667”
—_— —_ + — - 1 4- — 2
 Ox (h h)h+ h- -+8:c2 (h h)h+ h-
a Jp a Op
= 20— (§E) -2 (852,
8131 <53I1) (9:62 (Saxz)
Ainsi on aura
: d (0p\ 8 (.0p\ _ -
oz, (Saxl) + 0z, (Saxg) =0
S'il n’y a pas de variation d’épaisseur, (S (z,y) = cte), on aura
a —
dz? 6:1:2 -
soit
Ap=0. (2.13)

(valable seulement si les variations d’'épaisseur sont trop faibles pour influencer les
caractéristiques de 1’ écoulement).
Une combinaison de (2.10) et (2.11) donne

6u-‘n aun 1 a2p 62})
- =—y(y—h) - =0,
Oz2 oz, 21 0z,0zy - Hz,0x,

d’ot
Ou.,  Oug,
(9.'132 3:1:1

=0,
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C’est-a-dire rof u = 0. Nous avons I'existence d'un champ irrotationnel ou potentiel
pour représenter la vitesse (écoulement de Hele-Shaw). Les mémes équations et
(2.13) donnent K ‘

O (Bun ;L?fﬁ_lia o,

Yo = dz, \ Oz, c?:cg 0z,
1 6 (8% o} 0*p

= —y(y—h
27 (y="h) (8' (63:1) + 0z, <6$18$2))
1 8 (d%p &%

) iﬁy(y g (azl (az%+6z%))

= —y(y h)—?—(AP) —0

i

soit
Aug, =0
De méme
. Au,, =0.

Au,, = 0 et Au,, = 0 impliquent que les minima et maxima de u,, et u, sont sur
la frontiére du domaine. Il s’agit 1a d’'une approximation qui indique que l'effet de
non glissement de la vitesse sur les murs vertlcaux a une portée réduite devant ce
méme effet sur les parois horizontales. .

En admettant donc que le frottement vertical est négligeable devant le frottement
horizontal, alors ’approximation de Helé-Shaw (2.10)-(2.12) est la solution du prob-
leme de Stokes sur un domaine de faible épaisseur.

Preuve de la propossition 2.1 _

On vérifie que la solution proposée vem" e les equatlons de Stokes.

1ap

Uz, = :'Jaxl (y "—h),
_ 1 8p

Uz, = . 8332 (y h)

Uy = 0’

p = 211_11121!1

oll p;,z, est la solution de

pl‘[l‘;‘

on

Ayiz,Pzz, = Odansw
0 surdw.
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La condition d’incompressibilité s’écrit:

1 9? 9?
= (y'l _ h) : P 4 D — O
2 0 I, 821:2
La conservation de la quantité de mouvement pour la solution en z; s’écrit:

8us, N 0?u,, N &*u,, Op 8 (82p aZp) 1 dp Op

— 2 p— —_—
0z}  0z3) 2 W= h) + 0z, O
1 0

—_ {2 _ — —
= 3 (y h) (51‘1 Arl:,p> 0.

0z} ozl 0y* 0z, dz,

On obtient un résultat similaire pour u,, et u,.
Opzy

on
de Stokes ayant une unique solution dans H!(Q) x L2(f), alors la solution donnée

par 'approximation de Hele-Shaw est cette solution.

La condition

= 0 sur 0w implique que u.n = 0 sur 90 x [—h, +h]. Le probléme

Conclusion 2.1 Pour obtenir l’approzimation de Hele-Shaw c’est & dire un écoule-
ment laminaire entre deuz plaques on peut tout simplement ne conserver gque les
termes dominants dans les équations (PS).

2.2.2 Réduction du probléme de Stokes

o - @ =
< >

Fig. 2.1: Domaine cylindrique

Dans ce paragraphe nous établissons que la solution du probléme de Stokes (PS)
peut étre approchée par une suite (u;,p;) ou (u;, p;) sont solutions du probléme de
Stokes posé dans le plan moyen w. Cette méthode de réduction de dimension par
projection permet également de considérer d’autres écoulecments que ceux entre deux
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plaques.

Sans entrer dans les détails, nous présentons succinctement la méthode de réduction
par projection développée par exemple dans [37] ainsi que les principaux résultats
qui nous intéresseront au paragraphe suivant.

Afin de simplifier I’étude, nous translatons le probléme (PS) pour n’avoir & manip-
uler que des conditions de Dirichlet homogénes. Soit Hp () défini par

Hp (Q) = {v e H'(Q); vjr, =0}.
Soit up € H(Q)? telle que

{V.uo = 0
Wir, = L

Posons u = u* + ug, nous en déduisons la formulation variationnelle suivante pour
la fonction u*:
trouver (u*,p) € Hf (Q)° x L2 () tel que:

/nVu'Vvdxdy—/vadxdy = /f'vd:cdy Vv € H,1~D(Q)3
0

o @ L (214)
/qV.u'dxdy 0 VYqe L*}Q)

0

Il

avec

. 6U0
/f vdzdy = — /T)VUOVVdmdy* <SM3nY “u-benpmien
Q Q

Nous voulons transformer le domaine {2 en un domaine cylindrique Q dont I’épaisseur
est constante, puis utiliser une méthode de Galerkin pour projeter sur une base
particuliére servant i approcher la solution dans la direction de 'épaisseur. On
considére une application T qui transforme le domaine quasi-cylindrique 2 en un
domaine cylindrique 2:

(2.15)

avec

~ 1 + -
y(z,y) = ) = b (@) (2?4 —h* (z) - h™ (z)) (2.16)

-~ ~ ~ ~\ 3 ~
et on pose Q = L} (Q), et V=H! (Q) , H! (Q) étant défini comme suit:

~

H! (ﬁ) - {v e L)), Vv e L?(ﬁ‘f}
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avec
0
_ _ V. + V?ﬁa—y
9y 9y
ou
T
v, = (2. 9Y)
0z, Oz,
1 .
V.Y = s (Voht + V.h™ + (VohE = Vh7)§) = H(z) + G (2) 7,
o9 _ 2 '
dy = ht—h-
Ainsi le probléme de Stokes devient:
trouver (u,p) € V x Q tel que:
I / (vT9) & (vr9) 9|vr-|azdg - /j_(VTV?) 3 |vT| dzdg
0 )
— — S -1 gz
(PS) : 4 .= ‘/fv (VT d2dg (5 17y
. a
—/ (vT9) ag|vT-'|dzdy =0

\ fi
En introduisant les notations

(vr9)a(vr¥) v |vr-!|dzdg,

a(u,v) =17

D)\

¢(vT9)¥ V7| dzdj,

<o)
=
=
!
:3)'\

<fe> = —/fV|VT“|dEd§I
i

{E(G,V)+3(V,@ = <[> wWwe?D (2.18)
- .

Ve
(@9 = 0! vgeQ
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-

Proposition 2.3 Le probléeme (53) a une unique solution (U, p)

Preuve T est un homéomorphisme lipschitzien. Le probléme (PS) a une solution

unique dans V (2) x Q(f2). Donc le probléme (7/33) a une solution unique dans

-

~\ N ~ ~
TWE) xT(Q(()) = H! (Q) x L2 (Q) = V x Q. Utilisons maintenant une
méthode de Galerkin pour représenter le comportement de i et § dans la direction
y. La solution (u,p) du probléme (7/73) est approchée par des polynémes en ¥

définis sur [—1, 1]. On note par 1); les polynémes de Legendre qui forment une base
orthogonale dans L2 (—1,1):

VfeL*(-1,1), f(y) = ijwj ®),

avec, f; = (. %5) P; (1) =1, ¥; (-1) = (=1Y. Les polynomes ; sont alors définis

- I3
1l

v; = Y; — P2 (2.19)

On remarque que ; (1) = 0 Vj.
Définissons les fonctions suivantes par:

J

W(EP) = 2 EE@e@; (2.20)
J; .

P (Z9) = ) B (2.21)
=0

Les polyndmes ; pour la vitesse sont de degré j+2, ceux pour la pression , ¥;, de
degré j. Ce choix reproduit les profils caractéristiques de la vitesse et de la pression
pour un écoulement de Hele-Shaw.

wo(®) = s (1-7%);
’J’o(y) =

Dans ce qui suit nous montrons que 'on peut approcher la solution (u,p) du prob-

=ootw

" léme (53) par (u?, p’). Afin de simplifier les notations nous supprimons le chapeau

sur la variable y et nous notons z = (z;,9) € w.
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Nous définissons les espaces Q; et V, par:

Q; = {qELg( ).E(QJ 1J6L2 etq*ZqJ

V, = {VEHI( ) \3 JIJEHémw etv—ZvJ
ol

Hpyp W) ={f€ H'(w)| f(z) =0Vz €yp=TpNdw}.

Nous avons les résultats suivants:

Proposition 2.4

U V; est dense dans V.
J=0

Proposition 2.5
m -
U Q; est dense dans Q.
J=0

Alors on introduit une forme réduite du probléme de Stokes:
Soit J < oo, trouver (u’,p’) € V, x Q; tel que:

—~

(pn{ﬂu%xﬂw(u%w) = <FVs o wey
b

(u’,q7) = 0 Vg’ € Q.

Le résultat principal de cette section s’énonce:

47

(2.26)

(2.27)

Proposition 2.6 Le probléeme de Stokes réduit (P7) a une solution unique (uJ,pJ)
dans Vj x Q; et cette solution converge vers la solution (4,p) du probléeme continu

(53) quand J — co.

Les preuves de ces différents résultats sont données dans [37] (propositions 1.5, 1.6,

1.7, pages 33 4 35 et théoréme 1.1 page 38).
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b

2.2.3 Discrétisation du probléme réduit

Soient Vy, <> V; et Q< Q; deux sous-espaces de dimension finie de V; et @,
respectivement et soit (uJ,pJ) € V; x Q solution de (P7). Les espaces Vy et Q4
sont construits a 'aide de la méthode des élément finis. Les éléments finis choisis
sont ceux du type Crouzeix-Raviart pour la vitesse et la pression. Le probléme réduit
discret est: trouver ( up,pn) € Vi x Qp tels que

5a a(u,,vp) +b(vi,ph) = < fave > Vv, € Vi
PSp) ~ 2.28
( D) { b(n, qh) = 0 Van € Q. (2.28)

Le probléme (ﬁp) étant une formulation mixte du probléme de Stokes, nous
introduisons la condition Inf-Sup suivante:

36 > 0, inf sup __b(_v,_q)__ > . (2.29)
0€Qun vevyy llgllg, IIvlly,

Proposition 2.7 Sila condition Inf-Sup (4.7) est satisfaite alors le probléme discret
(7/331)) a une unique solution (uy,py) € Vyp X Q.

Nous renvoyons & (37| pour la preuve de ce résultat.

L’approximation de Hele-Shaw étant une approximation physique largement utilisée,
nous allons comparer la méthode de réduction de dimension a cette approximation.
A la proposition (2.2) nous avons vu que la solution proposée par 'approximation
d'Hele-Shaw était solution du probléme de Stokes avec des conditions de Dirichlet
sur les bords supérieur et inférieur du domaine §2 et de non glissement le long de la
frontiére 9 x [—h, A].

Réciproquement, en considérant unc seule fonction dans I'épaisseur (cas de réduc-
tion de dimension au premier ordre) les inconnues du probléme de Stokes réduit
s'écrivent: u = ugwe,p = petPo (en fait 1y = 1). La condition d’incompressibilité
devient:

, Buos, s, 5
div (ugpo) = ( ;:l + ;‘;’2 )(zl,xz)wo(y)+uoy(z1,x2)ai;(y)=ovye[—1,1],

soit
aqul + auOIQ

81‘1 6122

on = 0.

0

L’équation de conservation de la quantité de mouvement s’écrit:

(32 (uoo) 1 9? (uoo)

2 p
oz Ors

)';— V (%opo) = 0.
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En z, ceci donne

O?ugz, 9oy, o () Opo
: = . = : 2.30
n(( B2 + 522 )wo(y)-i—uol 8y ) 82, (2.30)
En z,:
827—’-0:2 62u012 62(100 (y) BPO
77(( 633? + amg )‘Po(y)'*'uﬂz 6y2 31, ( )
En y:
o _, (2.32)
Oy
. . 3, ,
On sait que o (¥) = ¥o (v) — ¥2 (v) par la relation (2.19), donc pg (y) = 3 (v* - 1),
2
polynome de degré deux. Par suite 9 goiy) = cte, d’oli en utilisant (2.30) on vbtient
y

S Puos,  Fups, N\ 9p,
n(( 8.’1:% + 8222 )¢0(y)+cz|uﬁxiji 6_1:1‘ VRS [—1,1],

2 2
6 ‘qul 6 'U();,,l

=0,
oz} oz?
De méme
82u0I2 Bzuon -0
oz} dz2 '
Finalement, on a :
dans la direction z,
Op
Cxy U —_—,
n z) Y0z, a:l:l
soit
1 3dp
Ugy, = —.
021 7 c., Bz
De méme on a
1 Jp
quz

" 7cCs, 0z,
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et
’on = 0.
Il vient alors
1 Op
Ugr, = —
T e, 8z
Op
u —
Oz2 71Czxq 812
ugy = 0

Ce qui caractérise un écoulement de Hele-Shaw.

Terminons cette section par quelques commentaires. La réduction de dimension
au premier ordre (c'est-a-dire avec une seule fonction en épaisseur) correspond a
I'approximation de Hele-Shaw lorsque 1’épaisstur du moule est trés petite. Mais i
peut arriver que lors d'un écoulement ’approximation de Hele-Shaw ne convienne
pas, par exemple, soit parce que I'épaisseur est trop grande, soit parce que le fluide
n’est pas newtonien ou pour toute autre raison qui fait que I'écoulement est 3D.
Alors il convient d’augmenter dans ces cas la dimension des espaces V; et Q; et
d’utiliser la réduction de dimension.

La méthode de réduction de dimension par projection s’applique au probléme de
remplissage de moule. D’aprés les ordres de grandeur des dimensions de notre
moule nous pouvons ne retenir que les premiers polyndmes de V; et Q;, ce qui
correspond au profil parabolique suivant I’ épaisseur (écoulement de Hele-Shaw). 11
est donc cohérent de se limiter & une approximation du premier ordre c'est-a-dire
de ne prendre qu'une seule fonction de base, c’est ce que nous ferons au paragraphe 3.

2.3 Application de la méthode de réduction de di-
mension par projection

Nous allons appliquer au probléme de Stokes la méthode de réduction de dimension
par projection que nous avons décrite au paragraplie précedent. La figure 2.2 donne
les dimensions du moule. Lors du remplissage du moule la viscosité varie en fonction
de la position de l'interface correspondant au fait que nous sommes dans le fluide
remplissant le moule ou dans 'air. Le probléme s’écrit alors: trouver u(z;, 3, y,t)
et p(z), T2,y,t) vérifiant: :

—2V.(n(S(z1,22,y,t)) D(u)) + Vp 0 dansQp=Qx(0,T)
V.u 0 dans Qr (2.33)
u(zy, o, 9, t) = 0 sur 'y =T x (0,7T)

i

H
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La condition de conservation de la quantité de mouvement dans (2.33) s'explicite en

—2V. (n(S)% (Vu + (Vu)T)) +Vp = 0 (2.34)
V. (n(5> (Vu+(Vu)T>> +Vp = 0. (2.35)
(\ )

Fig. 2.2: Dimensions du moule en cm
On appelle w le domaine réduit qui est dans notre cas de figure défini comme

suit:
w={(z1,22); 0< 2, <360; 0 <zp <120} avec T = (T},T;) =z = (z),2) €t

7= ra— (2y + h* — h™), h* et h™ étant les positions respectives des deux
plaques et h* — h~ 'épaisseur du moule, invariable. On a alors {2 = 0 x [-1,1] et
(z,y) e Q.

Maintenant explicitons la transformation géomeétrique qui envoie §2 sur Q. Soit T tel
que T(2) = Q. T est lin¢aire et nous avons:

Soit u = (u;,us) € H! (Q)3 avec u; = (uy,,u),) tels que dans Q lon ait:

Uh = ulx (1'1»1'2,11)
U, = Uy, (11,1‘2, Y)

Uy = U9 ($1,$2,7J)
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On note
(’3u1] auh (’3u1l
0z, 0z, Oy V. u Ou,
A rW] T~
Vu +7 (Vu) = gt Ous, i, = 66!/
oz, Jz, Jy V._u gu2
Ous Ou, @ 242 By
ox, oz, Oy
Alors
15}
r 2V .0y a—u; + V,u,
et} LU it s
Oy ? Oy

On écrit la formulation variationnelle mixte (2.17) pour le cas du moule afin dc
déterminer les coefficients de la formulation variationnelle mixte réduite.

Pour I'équation de conservation de la quantité de mouvement on a pour tout

v = (vy,v) = (v1,, 015, v2) € H ()3

h/n(s){zvzulvzvl + (%% + V;@ a_av_;} — n/pvzvl =0

et pour £ =¥ ; w1 (2,€) = w10 (z) wo (€); u1, (2,€) = w0 (2) o (£);
ug (2,€) = uzp (z) 0 (€) ; p(2,€) = po(z) 1Yo (§) , on obtient

Bul aVl
/T’(S){2(v:ul + vzg'gg*) (vzvl + szgg—)
9]
€ Juy, Jdu, _(?é@vh
+ (53} ge T Veurt Vilg )}ay a¢
- / (vxvl + vzf%ﬁ) p=0
fl
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2.8.  Application de la méthode de réduction de dimension par projection

ou

1 1

9 60
/U(S){vaul_ovzvl'o/goa+2V:u1,0V1,0/ V€wo 3{0

w -1
1 1

+ 2u1,0VIV10/V e 6 /(V 6) (6320)

1

1
(9 55 0
+ ulx,O‘Ull,O/ <Po V:u2.0v110 5y =100 a‘Péo
e}
l:. 1

+ uz,ovh,o/ V€ £<aio) }—/(Vzvl:.opo/¢o¢o+V1,oPo/VI€%%O¢0) = 0.

-1 w -1 -1

L’épaisscur du moule étant invariable ona V€ = 0 dou

1 1 1

19, 1 0
/Q(S} 2VIu1‘0V:v1‘O/ +ul,ov1,o /(6(20) +V uaovhoh/(ﬁo gzo

1 -1

1

—/VIV1,0P0/900¢0 =0

w -1
Sachant que o =l et o == (1 —€*) ona

1 1 1

1
2_2/ do0\* _ / Bou _ / _
/%- £ B¢ =6, | ¢o i =0, [ wo=2

-1 -1 -1 -1

d’ou

24 6 co
/U(S){ s Vou oV, V10+h Ul,hl} —Q/VIVLOPO:O

w w
soit

19 3 L .
n(S) ?vzul,ovzvl.o + p2ll 0V1,,0 /val,opo =0 (2.36)

w w
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et

soit en passant dans 2 :

avz 6u2 6v2
S5)< V,uV, VouaV — + V, 6—V, V. E— —
/77( ){ u2Vave + Vaug £6§+ 685 U2+ Ed{ £ 5

fi

6’§ Ouy, ou, _aéauh v, 3{ Ou, O ng} _ [ 8¢ v,

Yovoe TV ayae <o 2oy oe oy o€ By ¢

f

ou

1 1 L
0
/ (SL{V U2V b20/900+v u20U20/V 5900 85 ® +upoVe vzo/ V€po 520

~1 -1 -1

1 1

2
+u2,ov2,o/(v &)’ ( f) +“*1-°Vr”2v0/6—£@0%?+ul,o 20/V 535 <3a‘120)

-1 -1 -1

1
9EN? /0 o
+2U2,0U2,0/ ((7?—5) ( ('00) } /Uz c»po/"‘!)o L.

-1
Ce qui donne pour les méme raisons que ci-dessus eé"en plus du fait que

0o
8¢

w

=0

2 d
/77(5){ VuzoVe U20+12Uz\=120} . -0

w

soit aprés simplification

1 1 o e
/Tl (S) {gvaQ,Ov:v'Z,O + Pk ovzo} = 0. (2.38)

R
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Les relations ( 2.36) et ( 2.38) étant vraies pour tout h non nul on a (polynome
identiquement nul)

12 .
/Efi(s)vzlh,ovx\’l,o - /Vzvl,opo =0 (2.39)
et
12
/—5’77(5) Veuz0Vevz0 = 0. (2.40)

w

Dans (2.39) et (2.40) comme n(S) # 0 et v, o quelconque, alors V,usq = 0 de sorte
qu’il ne reste plus que

1"’
/5 (S)VulOV\lo—/V.vl'OpO:O (2.41)

o W

qui est la formulation variationnelle de la condition de conservation de la quantité

de mouvement dans la dimension réduite avec une seule fonction en épaisseur et une

12 N
viscosité n' (S) = 57 (S).

La condition d'incompressibilité dans (2.33) devient pour u = ug () g (§) et ¢ =

g0 () Yo (§)-
1
Oou, 6{ 6u2 _
w -1

Ce qui donne

1 1
d@o

J
/ Vzul,OQO/@o%*FUx,oqo/ 3 £¢o+120(100—§ o -z Yo p =0
w -1 -1

soit apreés calcul et simplification

1

/ VzuloQO/ Yoo + U1 0qoV; 5/

w -1

g /&Pow -0
U2.0 08 i

/VIuLOquI =0 (243)

W
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<n
<

qui est la condition d’incompressibilité sous sa forme variationnelle dans la direction
réduite.
On retrouve donc le probléme de Stokes suivant:

(S)Vu)+Vp = 0 dansw x (0,T)
V.u = 0 dans w x (0, 7T) (2.44)
u = 0 sur la paro1 de w.

En définitive tout se passe comme si les viscosités du fluide et de I'air changeaient.
On obtient le probléeme de Stokes avec une autre viscosité dans le domaine w de la
dimension réduite 2-D. '

2.4 Expression de la formulation approchée du prob-
léme de stokes réduit

......

fonctions en épaisseur. On considére donc les quatre premiéres fonctions de base
w; pour la vitesse et §;, 7 = 0,3, pour la pression. Ainsi on a les décompositions
suivantes pour la vitesse et la pression:
an(z,8) = qlz)vw(é)
ui(z,8) = uy;(z)w;(€)
uz(z,€) = uz,;(z)e;(§).

Ainsi on obtient:
- Pour la condition d’incompressibilité

3
Z //V uy gy kdzds + // <€
=0

w -1

8£8u21

— —=qykdzdf) =
+//8y 3¢ qy If)
w -1

qn/;l dxd€

soit

[

1
Z (/V u,JQrd'r/(p];bkd& /ul]qldL/V {———wkdc
-1

=0
85 o0%,
+/u2,j‘11dI By agwkdf) =0

w -



2.1, Ezpression de la formulation approchés du probléme de stokes rédui! &

< i
dans laquelle V. € = 0 puisque D'épaisseur du moule est invariable et — = 1— ¢ oll
y I
3 1 1
1 [ Ov;
Z ( Vzlllqul'dli ng’l,,/)kdf + ;— UQ‘]'Q[dI/ 5(—’(/&(1{) = (. (245)
3=0 w -1 I w -1 >
On obtient alors le systéme matriciel
( u11,0 \
Uy, 1
By Bor Boz Boz Coo Cor Coz2 Coz Doo Doy Doz Dos Upy,2
U1,,3
By Bi1 Bi2 Bis Cig Chy Ci2 Ciz Dyg Dy Dy Dis U1,,0
| Uat | gy (2.40)
Byy By Bay Baz Cog Cay Cog Coz Dag D2y Doz Doy Uy, 2
U1y,3
By B3y B3y B3y Cyg Cgy Csp Csz D3g D3y D3g Dag Uz
Uz
S - Ug,2
U2z3
Les 1; sont donnés par
1 44 ) )
. —_ — J
Uy(z) = =55 (2~ 1P (2.47)

En calculant les intégrales intervenant dans I’équation (2.45) on obtient les hlocs de
matrice dans (2.46):

2 0 0 0
2
1 0 3 0 0
/1/):‘90]'(15 = -2 2 )
L
-1 i,j 5 —2 o] 2
2 — 0 =
7 7
1 0 0 0 0
g, 2 0 0 0
/ Ui“a'g_dg 0 -2 0 0|
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1 o g g
i, 3
| =] -4 -
/1 (e )6 B
—1 i o . 5 3
o = o =
7 7

- Pour I’équation de conservation de la quantité de mouvement, on considére toujours
quatre fonctions en épaisseur; alors pour tout vy € Vi, uvn(z,y) = u(z)wi(l) on a:
D’une part

1

3 - 1

. di
Z/n(S) (v,uuvzv,/Wkduvxul_j\,/ 3 kv, Ede
7=0

-1
1 I

Op; 8¢ . Byp; Bop
b | G [ o )

~1
1

— p]v V[/l,)](pkdé p]V Vy /L/}] fdgd //flvlcpkd de.

—~1 — w -1

: 1 :
Comme I’épaisseur h du moule est constante V. £ =0et V,y = 7 alors on obtient
3 1

5 0
Z/U(S) (V:uldvlv,/%(pkdg_*_uldv[ 6‘121 (;O;df)

J=0 =

w -1

1

i
- p,Vavy /@/ijgokdgz//flvlgakdfdl‘.
: w —1

-1

Et d’autre part

3 1 1

0
Z/T](S) (VIUQ,jVIV[/L,Dj(pkdf -+ Vqu._,vv,/—é%’iwvxﬁd{
j:Ow -1 -1

1
9¢., ()‘PJ Doy

1
a 2
4w, Ve, [—&*tpkvzfdf’*'uhv‘/[(vlgr (Ul/) ('9{ B¢ —d })

-1

1
. 6_5_@ \l/w]gﬂdﬁdj = //szkadde

w —1
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2.5 I omodéle bidimensionnel pour le ~cmnulissage de nou!

soit

1

3 1
2 /7}(S><VIU2J'V:\’1/Q—”)kdg“*” EUQ‘]\’;/ 6*51 azkdf)
i=0"

-1 -1

i !
1 dpx
- Zp.v 1 ——dédz = dEdT.
hPJ‘I/UJ ¢ {dz //fzvt@k £da
-1 w —1
On obtient alors un systéme matriciel de la forme
{ Aul -+ Bp = f]
AUQ + C'p = fg
ou
/ Uy .
A0 B ! fi
2 = . ( .
(0AC> ‘.‘;) (f2> (2.48)
Les matrices A, B et C sont composées de 4 x 4 sous-matrices similaires puiqu’elles
proviennent du méme maillage. Les vecteurs f; et f; sont dis aux conditions aux

limites relevées et transposées au second membre. Dans le systéme matriciel (2.48)
les intégrales qui interviennent sont

2
g 0o
2 -2
1 0 __9 0 -
/(%‘%df)i.j: 9 21 28 [
J = 0 = 0
— 36
0 ——2 0 :’.)'
7 [
/ 20 0 0
: 810088 F 8 0%00
Wi
dE) . = b ey, -
/(Q]Q,dé)‘,, 0 0 14 0 et /(% o€ de):, 0 ——S 0
5 00 0 18 -1 6
o 8 o 8
\ 7 7

2.5 Un modéle bidimensionnel pour le remplissage
de moule

On note v le frontiére du domaine réduit w de classe C' par morceaux.
Soit vy = w x (0, T), le probléme bidimeunsionnel & résoudre est donné par le systéme
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sulvant ot nous couplous le systéme de Stokes dans le domame réduit et U'équation
de transport:

[ —12/5 V. (n(S(z, 4, t))Vu) +Vp = 0 dans w
V.u = 0 dans o
u = 0 sur la paroi de w
6 s
-12/5 n(S(z, v, t))¥u + pn = 0 sur yn (2.49)
oS On
5{ +uVS = 0 dans wr
S = 1 sur 'entrée ..

\

En relevant les conditions limites dans le probléme de Stokes comme dans (2.14)
(ce qui revient a translater le probléme). on est conduit & la forme variationnelle
suivante de ce probléme, ou le temps est un paramétre. :

trovver fu.p) € Hy L0y L2 (w)? tel que:

12,"5/7}(S(I,y,t))‘7u‘Vvd$dy-/vadz:dy = /f'vdz:dy Vv € Hf (w)*

- f - (2.50)
/un‘dxdy

wr

I

0 Vge L¥w)

avec

/f‘vd:cdy = —12/5/U(S(‘E,y,t))VuOVvd:rdy

w! w
——, : .
’ t)) 8X1 ) Tt T{aw)dl é ()

Quant au probléme de tranport (cingiéme cquation de (2.49)), nous le transformons
pour le mettre sous forme d’un probléme diffusif dont la {formulation variationnelle
sera donnée dans un espace fonctionnel approprié, les variables d’espace et de temps
étant traitées de manicre équivalente. Ce sera l'objet du chapitre suivant [J



Chapitre 3

Le probléme de transport et la
méthode des moindres carrés.

3.1 Motivation

Dans ce chapitre nous nous intéressons a la résolution de 'équation de transport ou
les variables spaciales et temporelles ne sont pas distinguées et en utilisant unc méth-
odes des moindres carrés. L’équation d'Euler associée permet d’exprimer I’équation
de transport comme une équation elliptique de diffusion avec une diffusion non
isotrope [2]. Cette méthode, est appelé la méthode STILS (Space Time Integrated
Least Squares). Elle peut étre vue comme une variante des méthodes CSD (char-
acteristic streamline diffusion) [26], GLS (Galerkin least squares) [25] ou SUFG
(streamline upwind full galerkin least squares) [32], [23].

L’intérét de la méthode STILS est que son implémentation est plus facile ci nous
n’introduisons aucun parameétre dont le mauvais choix peut etre préjudiciable; de
plus elle permet de construire un schéma numeérique simple, stable pour la norme de
opérateur de transport. Sa faiblesse est peut-étre qu’ en norme L? elle augmente
Pordre du probléme puisqu’elle symétrise I'équation. Cela n’est pas un désavantage
pour un probléme d’ordre un mais peut 'étre pour des problémes d’ordre plus élevé.
La méthode STILS est a priori global en espace-temps, néanmoins, lorsque le pro-
duit scalaire du vecteur vitesse U et du vecteur représentant la direction associée au
temps est positif, on peut utiliser une méthode de marche en temps en formulant le
probléme "tranche de temps " par tranche de temps. Dans ce chapitre nous présen-
tons la méthode STILS en Pappliquant a 1'équatior: de transport advectif. Nous
montrerons ensuite que la formulation diffusive obtenue est équivalente a la formu-
lation advective dans un sens qui sera précisé. Enfin nous discrétiserons le probléeme
diffusif par la méthode de Galerkin et sur un exemple simple nous déterminerous

61
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......

faisant par tranches successives pour éviter les difficultés numéricques dues an cow
onéreux d’une résolution dans le domaine tout eatier, surtout en 3D.

3.2 La méthode des moindres carrés et le probléme
de transport.

L’idée est la suivante. On part d'une formulation au sens des moindres carrés du
probléme et on en déduit la forme différentielle.

3.2.1 Cadre fonctionnel.

On suppose que le domaine spacio-temporel g, avec Qr = Qx (0, T), est de frontiér e
C! par morcomnx Soient N Jn pormale extérieur: a la frontiere U de Qo T, et T Ls
frontiéres a tlux rentrant et sortant respectivement de mesures siricictinent posiiive.
et 'y la frontiére a Aux nul;

— I, = {(z,t)eT, UN<0} - — (3.1)
P, = {(z,t) €T, UN >0} (3.2)
Ty = {(z,t) €T, UN =0}. (3.3)

Soit V un voisinage ouvert de {r et soit U : V — R® un champ de vecteurs C'.
On définit (U, Q1) comme le complété de D (€27) muni de la norme du graphe:

ISP = IS + 11U v S (3.4)
ot || - || désigne la norme L*. On définit '
D(Qp,1,) ={2eD(Qr) |&=0surl,}
et on désigne par Hy (U, Qr, T, (resp. Ho (U, Q7,T,)) la fermeture de D (Qr, ')

(resp.D (Qr,T,)) dans H (U, Q).
On considére P'équation de tranport introduite au chapitre 2:

UVS =0 (3.5)

et pour Sy réguliére, on impose sur I', une condition de type Dirichlet 5 = Sy.
Une formulation au sens des moindres carrés dans L? de (3.5) s’¢erit a laide de la
fonctionnelle des moindres carrées

v HU Q) — R | (3.6)
x(8) = %/(U.VS)zdzdt — man, (3.7)

Qr
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le minimum y = 0 correspondant a la solution de 'équation (3.5). La condition de
stationnarité ou équation d’Euler de (3.7) se traduit par la forme faible:

oy = /(U.VS) S§(UNVS)dzdt =0,
Qr
ot dx est la dérivée de la fonctionnelle yx, soit
/ (U.VS) (U.V (6S))dz dt = 0.
Qr
Mais on sait que
(a.b) (a.c) = ([a®a].b)c.
D’ou

¢

/ ((U®U|VS).V(6S)dzdt = 0. (3.8)

U
En intégrant par parties dans I’expression (3.8) on obtient:
Sx = —/(5SV.([U ®U|VS)dzdt + /(55([U® U|VS).Ndo =0
0r r
et par la condition de type Dirichlet on a §S = 0 sur I, d'ou
Sy = — /65?.({U ® U]VS)da:dt + / 55( U & U] V.S)J\’do oy
Qr \ .
et conune 05 est arbitraire, on obtient au sens des distributions
v.( U® U]vs) = 0  dansQp

S = S sur I, (3.9)
([U@U]VS).N -~ 0 surD\T..

La condition de type Neumann (3.9) peut se réécrire
(veul vs).N = ([UeUIN)vS =0
soit

[UNJUVS =0 sur I, (3.10)



8.1 Chazotee - Lo piradlipie de iransport o la midthode des snenidoes corrds
et puisque (LN} U7 est paralléle & U cette condition signifie que U.¥ S = 0 sur I,
I'équation (3.9

diffusion anisotropicue. Ainst, on passe d'urte forme advective (¢quation (3.5)) & une
équation diffusive (équation (3.9)), la diflusion sc faisant dans la direction de .
Pour reproduire les effets advectifs et les conditions aux bords de Dirichlet (sur ia

) st une équation de type diffusion, U ® U ¢tant un tenseur de

frontiére a Aux entrant I'.) dans le domaine de 'écoulement, on impose des conditions
de Neumann homogeénes sur la frontiére & flux sortant I',. La solution du probléme
(3.9) consistera alors en une concentration constante le long des caractéristiques
spacio-temporelles et (3.5) sera implicitement satisfaite [34].

4

/ diffusion e N
y

apnisotropique

Fig. 3.1: Caractéristiques, normale extérieure et frontiere a flux entrant.

3.3 IKquivalence entre la formulation advective et la
formulation diffusive

On considere le proebleme advectif (3.5) dans le domaine (14 4 trois dimensions
pour 'espace-temnps. On suppose que la condition Limite peut é:ire relevee; ains par
translation on sc raméne a un probléme avec une condition limite homogéne sur I'..
On obtient alors le probléme avec un terme source f:

{UVS = f  dansQy (3.11)

S = 0 sur I'..

dont la forme diffusive est:
V. (U eUlVS) v (fU) dans {24
S 0 sur I, (3.12)
U@ UINVS = fUN sur I'\ T',.

1l
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On a respectivement les formulations faibles correspondantes sulvantes:
trouver S € Hy (U, Q1. I',) telle que:

/(U.VS]@dzdt = /f(bdz dt - V.= LQ(QT) (3.13)
Qr Qr '

et trouver S € Hy (U, Q7,7,) telle que:

/V.([U@U]VS) bdz dt =/V.(fU)<1>dzdt V& € Hy (U, Qr,T.).
Qr Q1r .

ou

/(U.VS)(U.V@)d:z:dt =/f(U.V‘1))dzdt Vo e Ho (U, Qr, ).  (3.14)
Qr Qr

Il est évident que si S est solution du problsme (3.11). aiors S satisfait crzer 1o
probleme diffusif (3.14) s1 fU est régulier.

En effet, il suffit de multiplier (3.11) par UV avec @ choisi dans
Hq (U, Qr,T.) quelconque. Or d’aprés la théorie des équations hyperbolijucs,
(cf. méthode des caractéristiques), le probléme (3.11) a une solution unique si

U est C'. Cette solution est aussi solution du probléme diffusif (3.14).
Nous avons la définition suivante:

Définition 3.1 On dit que le probléme (3.14) est bien posé dans Hy (U, Q7. 1,) st
pour tout f € L?(Qr), il eziste une unique fonction S € Hy (U, Qr,T.) solution de
(3.14) et de plus il existe C > 0 telle que |||S||| < C|f|l,-

Montrons que le probléme (3.14) est bien posé. Pour cela nous avons bLesoin de
linégalité suivante appclée inégalité de Poincaré courbe [4]:

(3C, > 0)(¥@ € Hy (U, Qr,T.)) (12]lo < C, UV Dl,) - (3.15)

Proposition 3.1 St f € L*(Qr) et si l'inégalité de Poincaré courbe est satisfuite,
alors le probléme (3.14) est bien posé.

Preuve On définit sur V = Hy (U, Qr,T,) la forme bilinéaire symétrique:
a(®,V) = /(U.Vs’v) (UNVY)dzdt
Qr

et la forme linéaire

1(®) = [ f(U.VE)dzdt.
/
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Le résultat que nous allons stablir sera une conséquence du théoréme de Lax-
Milgram si nous montrons que ces deux formes sont continues et que af.,.) est
[I].]}]-coercive.

En effet on a:

la(P,¥)] < UV [[U. VT ( par Uinégalite de Holder), et par définition de la
norme |||.]}] on a

la (@, ©)] < [l @I
de méme

(@) < (FIFHIL-
Donc, puisque f € L? (Q7)
1L(@)] < ClI2I-
D’ou la continuite.

On a aussi:

' 1
a(®, ) = UV 2 EﬁH@H?
P
ou C, est la constante trouvée dans (3.15), donc

1
2|{U.Ve|* > X el? + |U.vel?
P

1 . 1
HU.V<1>H2 > imm {—C—'?, 1} (}\@)\2 + HU.V{)HQ)

solt

a(®,®) > afll @l

1 1

ol a = émin {-52—, ]} . D’ot la coercivité de af.,.).
P

En appliquant donc le théoréme de Lax- Milgram, il existe une unique solution S

du probleme (3.14) et satisfaisant IS < C I fll avec C > 0.

De plus, par l'inégalité de Poincaré courbe, on a lexistence d’une constante C, telle

e |IS|l < CL|U.V S}j. De ces deux inégalités on dédmt que:
q P ! =

ISP = ISI2 + JUVSE < GAHUSSE + US|
CRU.VS|E+ CPfIE

<
< 2max{C,, C*}IfIP.
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~

On a donc l'existence d’une constante C telle que [[[S]ll < Clifil. D’ou la proposi-
tion.

Examinons maintenant 'équivalence entre les deux formulations faibles advective
(3.13) et ditfusive (3.14). La méthode STILS correspondant au probléme (3.11) re-
vient & chercher le minimum parmi les fonctions admissibles de

1 5
x(®) = 5/(U.V<I> — f) dzdt — min. (3.16)

Qr

On remarque que toute solution de (3.13) est aussi solution de (3.14). Et si le
probléme advectif (3.11) est bien posé dans L?(Q2r), alors on aura I’existence d’une
constante C telle que

1ol < ClfIl =CUVE|

c’est-a-dire que lUinégalité de Poincaré courbe est vérifiée. Ainsi 'inégalité de
Poincaré courbe est une condition nécessaire poui que le problémc advectif (3.11,
soit bien posé dans L?(Q27). Donc, si le probléme d’ advection (3.11) est bien posé
dans L*(Qr), le probléme de diffusion (3.14) I’est aussi et admet la méme solution.
Réciproquement le probléme (3.14) est & interpréter en un sens plus faible que le
probléme advectif original (3.5) de sorte que !'existence d'une solution éventuelle-
ment pour STILS n’implique pas forcément ’existence d’une solution pour I’équation
d’advection, le minimum de la fonction x n'étant pas nécessairement zéro. Ceci est
plutét un avantage pour STILS, qui peut éventuellement avoir une solution sans que
I'équation d’advection en ait [2]. Néanmoins sous une certaine hypothése, on montre
que I’équation d'advection (3.5) a une solution unique dans Hy (U, Qr, T.).

On a:

Définition 3.2 On dit que ['écoulement ou le champ de vilesse U es!
Qr—remplissant st les trajectoires issues du bord a flux entrant remplissent Qp sauf
peut-étre une partie négligeable, en une durée finie, bornée par un nombre fize T.

Proposition 3.2 On suppose que le champ de vitesse U est de classe C! et a
dwergence nulle. Alors si U est Qr—remplissant, le probléme d’ advection (5.5)
admet une unique solution dans Ho (U, Qr,T'.)

Preuve On veut montrer 'existence d’une solution pour le probléme (3.5). Pour

cela il suffit de montrer que {U.V® |® € D (Qr,T.)} est dense dans L? (1) c’est-
a-dire que {U.V‘i) “I’ e D (—QT,FC) }l = {0}.
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Soit donc ¥ €L (Qr) orthogonal a {U.VQ) ‘4’ €D (Q—q', I‘C) } Montrons que ¥ = 0.
L’orthogonalité se traduit par

/(U.V(I)) Ydzdt=0 vV eD(@p,T,). (3.17)

Qr

En particulier si ¢ € D (Q7), sachant que divU = 0 et U € C"' (§27) alors on a:

/(U.VCD)\I!d:c dt = /diu(w)wm dt —/(<I>divU) Ydzdt =0
Qr Qr Qr

soit donc en intégrant par parties

—/(U(D) V¥dzdt = 0, (3.18)

Qr

ce qui sigmile que < V¥, UP >== 0 dans D' ({ip) ou < U.VY, ¢ >= 0 (définic co
U € C'(Qr) et V@ est une distribution d’ordre un).

La distribution U.V¥ = 0 € L?(27), donc ¥ € H (U, Qr). D'aprés [17], (18]
(page 240 ct page 1026), on peut considérer sa trace sur le bord, supposé C! par
morceaux au sens de H‘%(GQT). En prenant donc ® € H (U, 27) non nul sur T'; et
en intégrant de nouveau (3.17) on a:

o
i

/(U.Vd>) Vdzdt = —/div(U\IJ)CI)da:dt+/¢)‘IJU.Nda
Qp

nT rl

~/(U.vqr)q»d:cdt+/q>q/U.Nda;

1r r,

ff

et comme U.V¥ = 0 dans L?(€7) et est -quelconque, on obtient enfin

/(IHI’U.Nda = (.

r,

OrUN > 0surI'y par déﬁnition de I'y; et ¢ étant quelconque on a ¥p, = 0.

Conclusion 3.1 ¢ = 0 et {U.V‘I’; e (_QT.FC)} est dense dans L*(Qr). Le
probléme d’advection (3.5) a donc une unique solution dans Hy (U, S1p,T'.). Cette
solution est la méme que pour le probléme diffusif (3.14). On conclut donc en disant
que les deuz problémes sont équivalents st le probléme d’advection est bien posé dans

Ho (U, Qp.T)




3.4{. Discrétisation du probléme de transport diffusif avec une méthode de Galerkin ¢

Remarque 3.1 On peut appliquer l'inégalité de Poincaré courbe. En effet (cf (1]}
on a le résultat suivant:

Proposition 3.3 Pour un écoulement Q1 —remplissant gouverné par un champ ¢
divergence nulle, il existe une constante C telle que

Ve € Ho (U, Qr,T.) [|2]) < CUVS;

c’est-a-dire que l'inégalité de Poincaré courbe est vérifiée.

3.4 Discrétisation du probléme de transport diffusif
avec une méthode de Galerkin

On discrétise le probléme diffusif (3.9) avec une méthode de Galerkin. La méth-
ode de Galerkin consiste a introduire un sous espace vectoriel de dimension finie
de Ho (U, Qlp,I'e) que nous noterons V. On projette ensuite 'équation (3.9) dans
Vi autrement dit, on cherche S, 1’élément de Vj solution de 'équation (3.9). La
construction du sous espace V}, se fait a 1'aide d’un maillage du domaine {21 par des
éléments finis K. Nous utiliserons des éléments finis quadrilatéraux de type Q, ou
@2 pour le probléme en 2D et des éléments finis parallélépipédiques rectangles a 27
nceuds dans le cas 3D. On choisit alors:

YV = {‘U S CO(GT); U € Pk} N Hy (U, Qr, Fe)

out P désigne 'espace des fonctions polynomes de degré inférieur ou égal a k, £ > 1.
On fait un changement d’échelle en temps en représentant le temps par la variable
d’espace z par:

z = jt. (3.19)

Alors 'opérateur gradient s’exprime par:

1
V = (V,0,=2d.).
(’ ﬂ)

Le facteur f est important dans le systéme. En effet, lorsque le domaine spacial
est subdivisé en ¢éléments finis, la face Az donnée aux éléments est fixe et peut
représenter arbitrairement le pas de temps. Pour préserver une métrique stable dans
les calculs des gradients spacio-temporels et des trajectoires il est nécessaire de
respecter la transformation (3.19) et de calculer

Az
F= A

avant l'assemblage des matrices élémentaires (condition de non dégénérescence en
éléments finis).
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3.4.1 Expression de la formulation variationnelle approchée

On choisit une base {yj)1<jen de Vi, N étant la dimension de Vi Sur chaque
élement K a 27 neeuds, la fonction inconnue S est approchée par:

N .
Sh=>_ S;p;;avec S; = Su(a;) 1 < 5 < N et p;(a;) = &y
j .
On reléve les conditions limites dans (3.9) et nous notons le second membre {*(i;). La

méthode d’approximation variationnelle du probléme (3.9) consiste alors a chercher
la fonction Sy solution du systéme

Mz

a(5 91)S; =1'(p) 1<i< N

j=1

Azt les équations de Galerkin correspondant a Péquation (3.9) conduisent aux
matrices de rigidité élémentaire suivantes:

. O0Si . mr. OSk .
te = Z b};U Uh[‘)z”

m TIK

(matrices de divergence élémentaires), m et 7 étant des indices relatifs aux coordon-
nées spacio-temporelles (m,n = 1,3) ou encore

% ={VSilU®UIVSA}

ol les accolades résument les opérations d'intégration élémentaires. Lassemblage
es matrices élémentaires A% en vue d’'obtenir la solution sur le domaine {p 1o

d t 1 t A Pobtenir la solution le d lp tout

entier conduit enfin au systéme

AS =0 (3.20)

dans lequel le second membre nul exprime 'absence de flux diffusif a travers les
frontieres du domaine. Dans l'équation (3.20) le vecteur S contient les solutions
inconnues en tous les nacuds de Qr ainsi que les valeurs iiuposées par la condition de
Dirichlet 4 la frontiére spacio-temporel du domaine Qp. Le probléme doit ¢tre résolu
entiérement en cherchant Punique solution du probléme (3.20). Mais ce systémc
spacio-temporel est trés onéreux a résoudre car le nombre d’inconnues est trés cleve,
surtout en 3D.
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3.4.2 La méthode de marche

Nous eévitons la difficulté précédemment décrite en faisant une résolution tranche
de temps par tranche de temps. En effet cela est possible si on suppose que U.e, >
0, e, étant le représentant de la direction associée au temps puisque ¢ = " est
une partie de la frontiére entrante. Alors nous calculons la matrice A du svstéme
(3.20) pour une seule tranche d’éléments finis de largeur Az = FAt, le vecteur §
comprenant seulement les solutions calculées au temps ¢ (prises comme condition
initiale ou condition sur le bord inférieur) et les celles inconnues au temps t + At.
Ces derniéres sont réinjectées dans le systéme (3.20) comme condition initiale pour
I’étape suivante. Ainsi de suite on procéde jusqu’a ce que 'on atteigne le temps final.
Sur chaque tranche correspondant & un pas de temps, on suppose que le champ de
vitesse est constant, et la matrice A est donnée par

t
as=[ 4 M) () =0 oo

Comme mentionné plus haut, l¢ vecteur S ne contient plus que les valeurs en tous
les nceuds connues au temps ¢ et les inconnues au temps t + At. Alors la solution au
pas-de temps At est obtenue en résolvant le systéme réduit

QSHAt = _pgSt. (3.22)
Notons que cette matrice @ est symétrique, définie positive.

Nous traitons ci-aprés un exemple de probléme de transport en 2D espace-temps et
nous en donnons la matrice de rigidité élémentaire sur une tranche quelconque.

3.4.3 Un exemple en 2D espace-temps.

On counsidére par exemple I'équation d’advection scalaire transitoire

vS:+S5 = 0 (z,t) € (0,1) x (0,1) = Qr
S(z,0) = g(zx) z€(0,1) (3.23)
S(0,t) = h(t) t €(0,1).

Remarquons d’abord que dans ce cas l'inégalité de Poincar¢ courbe est vérifiée
(proposition 3.3). On peut donc mettre en ceuvre la méthode STILS.

En élévant au carré P'opérateur différentiel 8, + J, ou en multipliant par 'adjoint
~(v9; + d,), on obtient la formulation difffusive suivante:

1/2\9:1 + QUSIg + ‘S‘tt = 0 (I, t) < (O, 1) x (0, 1) = g)[‘
S(z,0) = g(x) z € (0,1) (3.24)
S(0,¢t) = h(t) te (0,1)



(e Chapitre 5 Lo problcme de ivowsport of I méthade des mmomndres s,
lci la vitesse est U7 = (i 1) ot
. a v
K/@(qzzk N 1 (3.25)
)
z= Bt

SH-AT + AT A

. S.

31 -, 1

S A
S ! |
l/ ]
’
S Oz= [SAr
’ i
t St
o L 5. S
- j1 j j+1
e —— e T
X

Fig. 3.2: Exemple de tranche en dimension 2 d’espace-temps

Pour cet exemple 2D espace-temps, nous allons déterminer dans le paragraphe
suivant la matrice de rigidité élémentaire.

La résolution du probleme se fait alors dans le plan (z,€) avec £ = Jt. &z = AL
At v

On pose C, = L/E-x— = E
3.4.4 Le probléme variationnel

Pour la discrérisation on utilise la méthode de Galerkin, les éléments finis étant de
type Q. On prend

Wy = {v € C%kp); viw € Q1) (3.26)
er

Vh == M’h M II(U, QT, FC). (327)
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Le probléme variationnel s’écrit:
Trouver Sy € V), C Ho(U, Qp,T,) tel que pour tout ¢ € 14

/(UVS,I)(UVCIm)d Qr = /fUVq)hd Qr avec f =vg, + h,. (328)

Qr

~__ Fig. 3.3: Elément fini de type Q,

Soit (¢;i)1<i<n une base de Vy; Sy = Zf’;l S;p; avec Sj = Sip(a;). Alors on a:

N
a(Shl‘pi) = Za((p.n ‘Pz)SJ

<.
i
—

NE

Jwzawees,
Qr
N

1

[y
]

/UV(,DJ WU.NVy;)S;.

*M

-,

=1

Mais
_ (9¢; 08;\ _ (04; 9¢; (96) 5¢, 5¢,
Vi = (6:5’ 6t> (6:5 ac ot ) ﬁ '
Par suite
Oy Op;
UVyp; =1 % +55%.

Soit Fy la transformation qui transforme le carré unité K = (a;,az,a3,a4) en le
carré K.
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44 (xE+AL ) aq(x+ A, 5+05 )

|
n //
K
. al(xvé) az(x+ Ax,E)
” 1
a) 10.0) N
2
Fig. 3.4: Transformation du carré¢ unité
Ona

On calcule:
d¢; _ 04;0% 89; 0L _ »
3c - 9rox ' gron - DAPCUED)
d¢; 0¢; 0T 8¢, AE
— = —— 4+ = =DADG(K, 2).
o = wmaet groc DAPEKR)
Si on pose
3 a ey oz
_lta|. mn_|a|. _| oz |. _ | o .
D_i,D_é,Rl--»%,Rz-%,
o€ 0§ or 4 ¢
alors on a:

Do = [ B0 ),
! tR,Do, |’
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Donc
tp P t N
/(U.\"o])(U.W),-) - \dez‘BK|/U. tR‘Q% v Do
RzDQj R2D¢i
K 3
_ |detB;\'|/(u‘R15$j 4.-‘32[3&}]-) (utRID(S,-szf)&)
K
= |d€tBK|/V [VtRlﬁa)\itRl[j(’};j+tR15$,‘tR25$j+tR15$th2E$i]
K
+ ‘R2D¢,-‘R2D¢j.
Mais

h 0
BK_(O h)

et donc |dri By| = h2.
Par ailleur

|

G

Il
AN
o= =
—

<

%]

i
N

D'ol
P T 196,
/(U.Vcﬁ,)(U.Vd),) = h / [" (h 0% +0) o (0 TR 65)}
K K
ey 194,
l:u (E@? o O> + 0 (0 + E’,?)]
E/‘ 83, +ﬁ3<’1§i u% 8;;5\]
h* J oz o¢ 0z 35
K
Donc

. 06 08\ [ 0; ,00;

Comine fonctions de base nous avons

6130 = (1-2)(1-§)
$2(2,6) = F(1-§)
$:(3,6) = ZE

04(2,6) = (1-73)%
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-
o~
<,

de sorte gue pour ¢ = j = 1 nous avons

0 0
/d’f [U(EHJ,)+[3(5—1)1,'@§: —u? 4 aw-%ﬁi’
] 1
pour j = 1,1 =2,
0 0 .
~ -~ - ~ - ~ 1
/d:z/ [U(g 1)+ G - 1)] {u(l -9 -ﬁ(a:)] df = vt + <%
1 1
pour j =1,1=3,
0 0
R roo~ . o ~ N ~ 1 1 .
/dr/ [u(é - 1)+ B{z - 1)] [uf + ﬁ(I)] d€ = —éuz — §uﬁ— gﬁ“;
1 !
pour 7 =1 . -,
4] 0
~ . o - Q- 1,1
/(lxtf [u(§ - 1)+ 3z - 1)] [——uf + B(1 — :2:)] df = él/2 - 5,32
1 1

......

A A Y
3 2 3 3 6 6 2 6 6
2 ,Bl/ ﬁ2 v ﬁz 2 *_U,B ﬁ?
* _—— e — pu— — e — e b —— —
e _ 3 2 3 G 3 O 2 G
Af = I/'?—{ ,B ; 62 l/2+ﬁ2
* * — g — 4 — —— —
3 2 3 , 3 6
\ m * * v By + in
S _———— e -
Y 3 23

. . v .
En divisant par 47 et en introduisant le nombre courant C, = — on obtient la forme
£
adimensinnelle suivante:

croC L S N o RN % crool
-+ -t L = - =
3 2 '3 .3 6 6 .2 6 6 3

c: G 1 c? o1 ey . C. 1

A€ = | 3 2 3 6 3 6 .2 6
C? LG ] cr L1
* * — —_— - _—— -
32 3 3 6

ct . +1

. . b :

v i 5 23
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> p éléments les matrices (3= 11« {0 - 1) du systéme
St-=t = - PS"donnent la 3P équation typique:
B, 2y ot+At o ore Al
(1= 2070077 +4(L+ G577 + (1 - 20705

ro
O

= (14 3C, + CH)S'_, +2(2 - CHSt + (1 - 3C, + CH)S*_,

Ce schéma est implicite. Par un développement de Taylor on montre qu'il est du
second ordre. C'est un schéma stable, contrairemement aux schémas explicites clas-
siques qui sont, soit instables, soit conditionnellement stables. L’erreur de discréti-
sation est du troisiéme degré en Az et At [



Chapitre 4

Algorithme de résolution et résultats
numeériques

4.1 But

On se propose d’appliquer notre méthode de résolution a la simulation d’un procédé
industriel de mise en forme de matériaux composites: le procédé R.T.M. (Resin
Transfert Molding) [12], [30], [39] qui consiste & injecter une résine réactive liquide
dans un moule ou une préforme en fibres de verre a préalablement été disposée.
La réaction rapide de la résine a lieu dans le moule, ce qui permet d’obtenir une
piéce finie lors du démoulage. En pratique, les phases de remplissage du moule et
réaction sont séparées dans le temps. On peut donc simuler ces deux phénomeénes
séparément. Notre étude concerne la phase de remplissage du moule. La validation
de notre méthode de résolution numérique portera sur trois cas expérimentaux.

- Injection a température ambiante dans un moule vide ne contenant pas de renfort
en fibres de verre. La simulation de 'écoulement est alors basée sur I'équation de
Stokes.

- Injection a température ambiante dans un moule contenant un renfort en fibres
de verre. On utilise alors la loi de Darcy qui permet de modéliser 1’écoulement du
fluide dans le milieu poreux que constitue le renfort fibreux.

- Injection dans un moule préchauffé contenant un renfort en fibres de verre. On
doit alors tenir compte la variation de la viscosité du fluide au cours du remplissage,
variation due a I'élévation de sa température au contact du moule chaud.

Nous utiliserons les résultats expérimentaux obtenus dans le cadre d'une col-
laboration entre notre laboratoire, le Centre Thermique de L'ILN.S.A. de Lyon
(CE.TH.LL.) et le Laboratoire des Matériaux Macromoléculaires (L.M.M.) 3
I'ILN.S.A. de Lyon.

79
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Le probléme mathématique & résoudre pour notre remplissage de moule consistera
donc a faire un couplage du probléme de Stokes et du probléme de transport dif-
fusif dans lequel nous traitons de maniére équivalente les variables d’espace et de
temps. De plus le domaine est subdivisé en plusieurs tranches de temps successives
superposées les unes sur les autres et sur chacune desquelles on résout le probléme
résultant. Pour passer a la tranche présente, on utilise la solution obtenue sur la
tranche précédente comme condition initiale a l'interface entre les deux tranches.
Cette méthode est appelée la méthode de marche (voir chapitre 4).

4.2 Rappel du probléme modéle

On appelle 2 le domaine plan de I'écoulement et on note Qr = 2x(0, T'). On désigne
par 7 la viscosité du fluide qui est une donnée expérimentale. Rappelons a présent
le probléme mathématique & résoudre dans lequel on traite de maniére équivalente
les variables d’espaces et de temps. Il s’agit de résoudre les systémes couplés (voir
2.49):

-V.(7(§)Vu)+Vp = 0 dans §;
V.u =0 dans 2;
u = 0 sur la paroi de §2; (4.1)
—1;(5)@ + pn = 0 sur [,
dn

et

{ UvS =0 dans 7; (4.2)

S =1 sur I’entrée I,

ot les inconnues sont u, S et p et ot U = (u,1)7.

Remarquons que dans cette derniére relation, le temps apparait comme la derniére
composante et vaut 1. Le temps final est le temps nécessaire pour le remplissage du
moule.

Pour la résolution numérique du probléme de transport il est intéressant d'ajouter
de la diffusion dans la direction UU. En effet, la méthode de Galerkin appliquée au
probléme diffusif permet d’avoir un bon algorithme contrairement au probléme ad-
vectif pur 4 cause de l'instabilité des schémas classiques obtenus pour les problémes
hyperboliques. Moyennant donc I'inégalité de Poincaré courbe, et par une méthode
des moindes carrés on résout le probléme advectif en le remplagant par un prob-
léme diffusif dont la formulation faible est contrélée par une forme coercive dans
un espace fonctionnel approprié, 'espace et le temps étant considérés comme des
variables équivalentes (voir chapitre 4).
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Alors on obtient la formulation suivante du probléme:

-V.(n(S)Vu)+Vp = 0 dans ;

V.u =0 dans §;
u = 0  sur la paroi de Q; (4.3)
—n(S)g—E + pn = 0 sur I',

et

S = 1 sur 'entrée T,. (4.4)

{V.([U@U]VS) = 0  dansQr,

m Cadre fonctionnel Nous utilisons les espaces fonctionnels suivants:
Q = Lo();
HL,(Q) = {v€ H Q) vle, =0} W = (H},(Q))
H(U, Or) = {v € LXQr); UVe € LXQr)};
V = Ho(U, Qp,T.) = {cp € H(U, Q1); o, = o}.
En translatant les conditions limites on est alors conduit 4 la formulation variation-

nelle suivante de ce probléme (voir (2.14) et (3.14)):
trouver (u,p) € W x Q et S € V tels que:

/n(S)Vqudmdy—/V.vpdmdy = /f‘vdmdy Yv eW;
Q ot Q
/V.uqd:z:dy = 0 Vge g (4.5)
Q
/(U.VS)(U.V@)d:cdy - /f(U.Vcb)d:cdy Ve eV,
\ QT QT
avec
* 8[10
frvdzdy = — [ n(S)VueVvdzdy + (n(S)a—n,v)H_%(am;H%(am
Q Q
et
U=(u1).

Pour la résolution numérique de ce systéme, on sépare le probléme de Stokes et le
probléme de transport.
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La discétisation du probléme de transport de (4.5) par la méthode de Galerkin a été
étudiée au chapitre 4 et I’espace discret construit avait été noté V, et défini par:

Vi = {v € C%(Qr); vk € Q23 N Ho (U, Qr,Te).

On discrétise le probléme de Stokes par la méthode de Galerkin en introduisant un
sous-espace vectoriel de W, de dimension finie que nous notons W, et un sous-espace
vectoriel de @, de dimension finie noté Q. Ces deux sous-espaces vectoriels étant
respectivement définis comme suit:

Wi = {ve (), vk e PFinw
ou P est ’espace des polynémes enrichis par des bulles [11];
Qh = {UGCO(—Q); v|K€P1}ﬂQ

et construits & I'aide d'éléments finis de type Crouzeix-Raviart [41]. Sur ces sous-
espaces nous projetons le probléme de Stokes de (4.5).

La formulation variationnelle discréte du probléme (4.5) s’écrit alors:

trouver (Un, pr, Sn) € Wi x Qn X V4 tels que:

/n(S)Vuthth - /V.vhpth = /f‘vth Vv, € Wy,
Q Q Q
/Vuh gr dS2 = 0 Vg€ Qu; (4.6)
Q
/(Uh.vsh)(Uh.v<r>h)dQT — /f(Uh.V@h)dQT VP € Vi,
Qr Qr

\
ou Uh = (uh, l)T

Remarque 4.1 L’ élément fini de Crouzeiz-Raviart vérifie la condition inf — sup
de Babuska-Brezzi [11]:

V.v dfl
38 > 0, inf sup w > 0. (4.7)
IhECh yp eV, ”qh”Q”V’l“w

Remarque 4.2 Dans nos calculs nous avons imposé€ a l'entrée du moule un profil
parabolique pour le champ de vitesse, c’est-a-dire en faisant u = Q(ug(y),0) ot Q est
une fonction paraboliqgue pour y € I'e. Quant ¢ la fonction de pseudo-concentration,
la valeur imposée sur ', est 1. Sa valeur est transportée dans tout le domaine par le
champ de vitesse.
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4.3 Algorithme de résolution

Nous donnons maintenant l'algorithme de résolution du probléme discret (4.6).
Numériquement la résolution se faisant tranche par tranche, le domaine 1 est
remplacé par {1z, qui est le domaine cylindrique de hauteur (¢*7!,t") , de base Q et
de directrice I'axe des temps. On sépare les deux problémes (Stokes et transport).
On résout d’abord le probléme de Stokes avec une viscosité constante 7g et la vitesse
initiale imposée a l'entrée du moule. Sa solution u, est injectée dans le probléme
de transport que 'on résout ensuite; ce qui nous permet de calculer la valeur de la
pseudo-concentration et par conséquent la zone mouillée. On calcule ensuite la vis-
cosité n en chaque nceud que I'on réinjecte dans le probléme de Stokes qu’on résout
a nouveau. Ainsi de suite. On arréte le processus dés que le moule est complétement
rempli, c’est-a-dire dés que l'on a partout n = 7y.

L’algorithme discret de résolution du probléme est alors le suivant:

1. Pour ng, et u® données trouver uy solution du probléme de Stokes dans (4.6);
2. Pour uy, connue, calculer S, solution du probléme de transport dans (4.6);

g siSp=1

3. Calculer n = { na i Sp =0

4. Faire t =t, + At;

5. Aller en 1 tant que le moule n’est pas rempli.

1
La détermination pratique de n se fait en considérant l'isovaleur &¢;,, = 3 de la

fonction de pseudo-concentration. Ainsi:

on prend pour viscosité la viscosité du fluide: n = ny;

[ —

OSiSh>

e si Sy < 2 on prend pour viscosité la viscosité de l'air: n = n,.

Les cinq étapes ci-dessus résument une itération pour notre probléme de remplissage
de moule.

Remarque 4.3 Dans cette méthode de pseudo-concentration, le probléme de la
détermination de la partie "mouillée” de I’élément fini ne se pose pas.
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4.4 Cas d’un milieu poreux

Dans le cas d’un milieu poreux, le probléme mathématique revient a trouver u,S et
p vérifiant a la fois les deux systémes d’équations:

K
[ - - L Vp  dansQ
n(s) "
V.u = 0 dans §2;
¢ K (4.8)
——pn = 0 sur I'y;
n(S5) N
u 0 sur la paroi de {2
L u = g sur [,

et

(4.9)

S = sur I'entrée I',.

{U.VS = 0 dans Qr;
1

On fait ensuite un couplage entre la formulation variationnelle du probléme de
Stokes diffusif avec la vitesse obtenue avec le programme Z_soil. Dans ce cas précis
Ialgorithme de résolution demeure le méme qu’en milieu non poreux; on remplace
simplement le probléme de Stokes par le probléme de Darcy.

Remarque 4.4 Notons qu'une méthode adaptative serait particuliérment bien
adaptée pour le probléeme de remplissage de moule.

Avant de présenter les résultats numériques pour notre probléme de remplissage de
moule, décrivons d’abord la technique expérimentale utilisée.

4.5 Description de la technique expérimentale

La machine utilisée est une presse R.T.M. MATRASUR Vénus qui permet d'injecter
a débit constant. Le fluide contenu dans les réservoirs A et B est acheminé a 'aide de
deux pistons de pompes 4 "double effet" et passe & travers un mélangeur statique.
(dans la pratique on dispose dans A et B les composants d’un systéme réactif).
L’injection se fait au sein d’'un moule parallélépipédique (400%x120x3-6 ou 10 mm)
en acier, thermorégulé grace a un fluide caloporteur. Le moule, équipé de capteurs de
pression, dispose de deux moyens de fermeture: un contre moule classique en acier et
un contre moule en Plexiglas. Ce dernier est utilisé lors des expériences a température
ambiante. On peut alors visualiser directement 1’écoulement et effectuer le suivi du
front de matiére & Paide d’une caméra vidéo. Par contre, pour les expériences non
isothermes, qui nécessitent un préchauffage du moule, a des températures de I'ordre

—SOICrES, QUi hEcessien® Ui pricionTiage 7u mouTe, ° Oep tempbiatives e Torre
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de 80 degrés celcius, il est nécessaire d’utiliser le contre moule en acier. Dans ce cas
on effectue le suivi du front de matiére & I'aide de thermocouples judicieusement
placés a I'intérieur du moule, mettant a profit la baisse de température induite par
le passage du fluide dont la température est inférieure a celle du moule. Puisqu'on
connait la position exacte des thermocouples, cette baisse de température permet de
déterminer le temps de passage du fluide aux différentes positions des thermocouples.
Dans cette étude on utilise un fluide modéle: le dioctyphtalate (D.O.P). Il est non
réactif et sa viscosité ( environ 0.1 Pas a 20°C) est du méme ordre de grandeur que
celle des résines réactives qui sont couramment employées dans le procédé RTM.
Quant au renfort, il s’agit d’'un mat de verre commercialisé par la société Vetrotex
dont la densité surfacique est de l'ordre de 450g/m?. La résolution de la loi de
Darcy nécessite la connaissance du tenseur de perméablité du renfort. Cette grandeur
doit étre mesurée expérimentalement. Nous utiliserons ici les valeurs expérimentales
obtenues par nos collaborateurs [29], [28].
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/ Redirculation \

Pompes 2
double effet ¢

Mélangaur statique
[ S SO OIS SSSSSSSSN

Solvant

Fig. 4.1: schéma de la machine d’injection
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Fig. 4.2: schéma du moule d’injection

4.6 Reésultats numériques

4.6.1 En milieu non poreux

Nous présentons d’abord un résultat purement académique pour seulement valider
notre méthode. Le fluide utilisé est le D.O.P. & la température ambiante de 19
degrés Celsius. L’injection a lieu dans un moule muni d’un couvercle transparent
en plexiglass. Cela nous permet de suivre ’avancée du front de matiére a 1'aide
d’une cameéra vidéo. Les dimensions du moule sont celles données au chapitre 3. La
viscosité du fluide est constante au cours du remplissage du moule. Le tableau 4.1
donne la position suivant l'expérience et la position suivant la simulation du D.O.P.
a différents temps.
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Temps de passsage en seconde

Position expérimentale en cm

Position simulée en cm

]

0.65
0.85
1.1
1.3
1.7
2.0
2.3
2.71
3.2
3.6
3.9
4.1
5.0
5.7
6.4
7.6
8.1
8.3
8.7
8.9
9.2
9.5
9.8

3.45
4.2
4.95
5.7
6.45
7.2
8.45
9.45
11.45
12.45
13.7
14.45
17.7
19.7
22.45
26.7
27.7
28.7
29.7
30.41
31.47
32.54
33.60

3.66
4.33
5.6
7.0
7.3
8.33
9.6
11.6
13.1
14.0
14.8
16.1
19.5
21.6
243
28.8
30.0
30.33
3L.7
33.17
34.3
34.9
36.0

Tableau 4.1: Table de comparaison des résultats: cas sans fibres.
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Fig. 4.3: Profil parabolique. Isovaleurs de la pseudo-concentration & t=1s sur un
maillage 60 par 100 grilles.
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Fig. 4.4: Profil parabolique. Isovaleurs de la pseudo-concentration t=2s sur un mail-
lage 60 par 100 grilles.
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Fig. 4.5: Courbes comparatives des résultats.
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Fig. 4.6: Champ de vitesse au temps t
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Fig. 4.8: Champ de vitesse au temps t
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Fig. 4.9: Champ de vitesse au temps t
On constate bien a chaque instant ¢ le profil parabolique de ’écoulement imposé

a 'entrée du moule et qui a été transporté. Sur les graphiques l'interface entre le

fluide et 'air est la ligne de séparation de la zone claire et de la zone sombre; la zone

claire correspondant & la partie du moule déja remplie et la zone sombre étant celle

lair.

-

€encore occupee par
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Au vu de ces constatations nous pouvons affirmer que nos résultats concordent
avec les résultats expérimentaux. D’ou la validité de notre méthode.
Avant de clore ce paragraphe, il faut préciser que nous avons adapté a notre probléme
le code de calcul de A. M. Zine [41] illustrant la résolution numérique de I’équation
de Stokes et ’équation de Navier-Stokes.

4.6.2 En milieu poreux

Nous pouvons alors avancer pour parler du cas d’un milieu poreux. Ce cas correspond
a la réalisation de piéces composites par injection d’une résine ou d’un systéme
de résines liquides a travers un renfort préalablement disposé dans le moule. La
préforme utilisée ici est un tissu de fibres de verre. Sa perméabilité est déterminée
expérimentalement et est donnée par la matrice de perméabilité

Kx O
= (T k)
ou les coefficients de perméabilité sont Ky = 3.15 x 107°, Ky = 3.35 x 107°. Ky
et Ky sont les composantes de la perméabilté longitidunale déterminées suivant la
direction du plan du renfort. La viscosité de la résine est 1.3 x 107! pa.s, celle de
I’air 1.73 x 107% pa.s. Le débit au point d’injection est constant et vaut 0.665[/mn.

Toutes ces valeurs sont des données expérimentales. [l faut signaler aussi que le profil
de I’écoulement a été imposé plat a [’entrée du moule.
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(e e e
K

Fig. 4.10: De haut en bas: injection sur fibres de verre ou on a imposé un profil plat.
Profil de I'écoulement en début, en cours et en fin de remplissage (Selon des photos

prises en laboratoire).
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Fig. 4.12: Isovaleurs de la pseudo

Fig. 4.13: Isovaleurs de la pseudo-concentration aux temps t
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Fig. 4.14: Courbes comparatives des résultats en milieu poreux.

Remarque 4.5 Ces résultats numériques ont été comparés aux résultats erpéri-
mentauz qu’ont obtenus nos collaborateurs [29], [28]. Il est & signaler aussi que nous
avons €té amenés a raffiner le maillage @ l’approche de l’évent pour pallier des in-
stabilités que nous avons constatées a ce niveau (voir Fig. 4.6 a Fig. 4.9).

Convergence de la méthode numérique

Nous montrons a présent la convergence de la méthode numérique proposée. Le
tableau suivant donne l'erreur d’approximation en norme L? sur une séquence de
grilles uniformes, les pas de maillage étant hz = hy = h en dimension deux espace-
temps.

h e=erreur —Logh —Loge

.5 | 2.272317716543580E-02 | .6931471805599453 | 3.78436985487791
.25 | 1.134977457294049E-02 | 1.38629436111989 | 4.4785573966669
.20 | 8.317212952431101E-03 | 1.6094379124341 | 4.78942806194687
.1 ] 3.002895433862939E-03 | 2.30258509299405 | 5.80817831114566
.05 | 1.026189817207428E-03 | 2.99573227355399 | 6.88190254232047
.025 | 3.400751570937389E-04 | 3.68887945411394 | 7.98634391450638
02 | 2.373448894090795E-04 | 3.91202300542815 | 8.3459962450754
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Ce qui nous donne la courbe de convergence suivante:

LS T T

7.56 + 4

6.56 4

-Loge

5.56

4.56 L

3.56 L

0.69 1.69 2.69 3.69
-Logh

Fig. 4.15: Courbe de convergence.

Conclusion 4.1 Nous avons donc montré la possibilité de stmuler la phase de rem-
plissage du procédé R.T.M. en utilisant la mcthode des éléments finis, la méthode de
pseudo-concentration et la méthode de moindres carrés appliquée & l’espace-temps.
La méthode STILS permet égalemet de résoudre d’autres types d’écoulement comme
par ezemple l'écoulement en eau peu profonde [2]. Il faut signaler les travauz re-
marquables effectués par Perrochet sur la méthode STILS [2], [32], [33], [34] et
dont le code pour la résolution du probléme de transport nous a €été d’une grande
inspiration])




Chapitre 5)

Estimation d’erreur a posteriori

5.1 Motivation

Nous proposons un estimateur d’erreur de type résiduel pour deux formulations vari-
ationnelles de I'équation de transport, I’'une de Galerkin, I'autre de Petrov-Galerkin.
Nous montrons que chaque estimateur est équivalent & l'erreur dans une norme
qui sera précisée. Nous utilisons la L2-projection sur les constantes qui donne une
meilleure estimation de 'erreur [6], [35]. Nous montrons que 'un des estimateurs
est optimal pour une norme appropriée et enfin nous comparons notre estimateur a
celui proposé dans [24].

5.2 Formulation de Galerkin
Soit 1 un domaine borné, connexe de R* , (n=2 ou 3) de frontiére I' lipschitz-
continue, IV la normale extérieure a I". Soit
I'p={(z,t)eT; UN <0}; Ty ={(z,t) €eT; UN > 0}.
On considére le probléme de transport (P) suivant:

{U.VS = f dans {2

(P) S = 0 sur I'p

ou U est un champ de vecteur de classe C! borné et de gradient borné dans un
voisinage V' de Q1 et vérifiant: il existe une vecteur unitaire e; et un nombre a > 0
tel que

Ve, Uey > «a

103
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On résout le probléme (P) au sens des moindres carrés.

Soit
H,(Q,) = {ee H(Q); ¢, =0} (5.1)
Ho(U, Q,Tp) = {SeH(U, Q); S, =0} (5.2)

avec
H(U, Q) = {SeL*N);, UVS e L*(Q))}. (5.3)

(Une définition rigoureuse de ces deux espaces a été donnée au chapitre 4).
On munit I'espace H(U, ) de la semi-norme définie par:

1S o = / (UVS)U.VS) = |U.ISIE o

0
5 ilo, o désignant la norme L?. Sous des hypothéses adéquates sur U, cette semi-
norme est équivalente a la norme du graphe ||| ; ||| définie par
IIS1I1* = 1ISllo, @ + UV Siig,q. (5.4)

Ce résultat est une conséquence de I'inégalité de Poincaré courbe [4].
L’existence d’une solution pour le probléme (P) a été étudiée au chapitre 4.
La formulation diffusive du probléme (P) (voir chapitre 4) est

div(jlU @ U|VS) = UVf dans Q
(PD) S = 0 sur I'p
[U®UINVS = fUN=g sur [y = — T'p.
On pose
a(S,T) = /(U.VS) (U.VT) d9; (5.5)
0
<FT> = - /(U.Vf)TdQ + /gTdF. (5.6)
0 T

Nous nous proposons de déterminer deux estimateurs d’erreur pour I’équation de
transport scalaire (PD). Il est important pour la méthode de pseudo- concentration
de résoudre précisément cette équation de transport pour les champs de vitesse
LN H(Q) a divergence nulle. La formulation variationnelle classique du probléme
continu (PD) est:

trouver S € Ho(U, ,Tp) telle que

a(5,T) = <Fuv> VT € HyU, Q,p). (5.7)
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5.2.1 Discrétisation par éléments finis.

Soit h un paramétre de discrétisation, 7 une famille de triangulations de Uy, les
éléments finis étant des triangles ou des quadrangles rectangles de diamétre hg avec
hx < h pour tout K € Ty. Soit pg le diamétre de la boule inscrite dans I'élément

fini K. Posons og = Kot supposons que la famille 7, est réguliére, c’est-a-dire
PK

JBeER, ok <8 VYK €T,
On pose
Vy = {Sh € CO(Q—), VK € Th, Sh“( € P(K), k> 1} N Ho(U, Q,Cp) (5.8)

ou Py est ’espace des fonctions polynémes définis sur K de degré inférieur ou égal
a k. Alors le probléme discret s’écrit :
trouver Sy € V, telle que

a(Sh,Th) =< Ty > YT, € V. (59)

Soient donc S et Sy, les solutions des problémes (5.7) et (5.9) respectivement et soit
e = §— Sy 'erreur d’approximation. Nous voulons établir une équation pour I'erreur
e. On a:

/(U_VS)(U.VT)dQ = —/(U.Vf)TdQ—i—/gng VTI'eV = HO(U, Q,FD)
N Q I'n
et
/(UVSh)(UVTh)dQ = —/(UVf)Tth+/gThda VT, € V.
Q Q I‘N
Donc

/(U.VS ~UVSHUVT) AL =0 VYT, € Wy,

Q

c’est-a-dire

/(U.Ve)(U.VTh)dQ = 0. (5.10)
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Soit R(Sy) le résidu,
R(5,)=UVS—-UVS, = f—-UVS,,

pour tout 7' € V on a:

/(U.Ve)(U.VT) Q= /(U.VS —UVS)(U.VT)dQ
0 Q
= /(f—U.VSh)(U.VT)dQ
Q

= /R(Sh)(U.VT) dQ.
Q

Par a-orthogonalité du résidu a U.VT} on a

/(U.Ve)(U.VT) a0 = /R(Sh)(U.VT ~ U.VT,)d. (5.11)

9] N

On introduit sur H(U, Q) la norme |||S||]? , = a(§, S).
En effet, pour tout champ de vitesse U & divergence nulle, |||S||/i,a = 0 revient a
IU.VSllo,a = 0 ce qui entraine par I'inégalité de Poincaré courbe que S = 0. De

plus on a

NS+ T g=0a(S+T,5+T) = /(U.VS + UNVT)U.VS + UVT)d.
Q

D’on
NS+ T o < /(U.VS +UVTYUNVS) 4+ (UVS+ UNVT)(UVT)d
Q

ce qui entraine par I'inégalité de Holder

NS+ TN g < NU.VS+UVT|o, o (JUVSlo,a + IUVTlo,n)
solt

S +TI5 e < NS +Tla (S a + ITH, )

ou

WS+ Tllha < (Sl o + [T, o
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Posons
S
ISl = swp o(ST)=a(S, =) (5.12)
S, TSThs
HNTM,a <1
On définit ainsi une norme sur H(U, §1). En effet
IS =0 <= sup  a(S,T) =0 <= a(S, —2—) = 0 <= a(S5,S) = 0
Te H ) ST
NTh,e <1

et d’aprés ce qui précéde, S = 0.
Pour tout A réel on a:

HIASI. =

et
WS + Tl < ISHs -+ T,

Cette norme ne nous permet pas d’utiliser les résultats d’interpolation classiques.
Aussi nous introduisons une norme adaptée aux estimations d’erreur pour tout S €

Hp,(Q)

sup a(S, T) (5.13)
T € Hp (Q)
T, <1

5.2.2 Construction d’un estimateur d’erreur a posteriori
fondé sur le résidu

Pour tout élément K et tout bord intérieur F' de la triangulation 7, choisissons

OSh

ON
[U® UJVS,.N a travers F. L’erreur d’approximation étant deﬁme pare =S — S,

en intégrant par parties on a:

arbitrairement une direction normale N. Soit {[U@ Ul— J le saut du vecteur

/(U.Ve)(U.VT)dQ = /(U.VS)(U.VT) dQ —/(U.VSh)(U.VT) dQ

Q Q

= —/(U.Vf)TdQ+/gTdI‘

+ Z/ (U UIVS,T Z/ (U ® U]VS,.Ng)T.
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ou

/(U.Ve)(U.VT)dQ = /(UVf )T dQ + Z/ ([U @ UIVS,)T

KETI\K

+ /gT Z/[U@U]VS,J\K

KeThaK

1]

Pour tout élément K € Ty, soit £(K) et N(K) '’ensemble de ses faces et sommets
respectivement; on note
&na= J &K

KeT,

Si I'; désigne la réunion de toutes les faces intérieures de la triangulation 7, alors
on a:

/(U.Ve)(U.VT)dQ = /(UVf )T dQ + Z/ (U ® UIVS,)T
Q

KETh j¢
+ Y / ¢~ U eUIVS.N)T
FCln F
- —Z/[[U@U‘?S"} T
FCF
ou encore
/(U.Ve)(U.VT) = Z { /(U VAT _% Z /[[U@U 35}?
h KeTh e FCE(K)NT: 7
+ /(V.([U@U]VSh)T+ S /(g— [U®U]VSh.N>T}. (5.14)
% FCTn %
Ona
el = sup a(e,T)
T e HE ()
T|,n <1
c'est-a-dire
[llellf.r = sup (R(Sn), T)
T € HE ()

|T]1,0 <1
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ou
el = 1RSI gr-1(qy (5.15)

ou encore
el = I1f = U.V-Sulla-1(0)- (5.16)

La relation (5.16) nous donne une premiére approximation globale de ’erreur en
fonction du résidu. Toutefois, on ne sait pas calculer directement cette quantité, a
cause de la norme d’exposant négatif.

On introduit, pour tout élément K de 7y, (resp. toute face F de K), I'union Ag
(resp. Ar) des triangles K’ de 7), dont I'intersection avec K (resp. F') n’est pas vide.
On rappelle le lemme suivant,[2]:

Lemme 5.1 Pour tout K € Ty et tout F € &, q, il ezriste un opérateur ry de
projection L?-locale, défini de L*(Q) sur Ty tel que pour tout T € H'(R)

IT —ruTllox < CihglT|hags (5.17)

1
HT“rhT”O,F S Czll;‘\|T‘1'AF- (518)

ou C) et C, sont deux constantes strictement positives.
Si T}, est 'image de tout T € H!(QQ) par I'opérateur de projection ry, on obtient
grace a la relation (5.16) la proposition suivante:

Proposition 5.1 . Soit p(K) Uestimateur défini par:

p(K) = {WlU.Vf - V(U UIVS)IE«

2

1 OSh
+ = he ||| U ® UJZ22
)
FCI;nE(K) 0,F
1
vy thg—-[U®U]VSh.NH§‘F}2 (5.19)
FCTNNE(K)

alors, Uestimation suivante est valide:

lelll., < C (Z p(K)z) : (5.20)

KeTh
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Preuve En utilisant la relation (5.16) on a:

Helll.n = sup a(e, T)
T e H{ ()
IT),0a <1
= sup (f —UVS,T)
T e H (D)
[Th,a<1

= sup /(f — U.VS)(U.VT) dQ
T¢ H}D(Q) q
|T),a <1

= sup /(f —UVS)(UVT - UVT,)dQ,
T e Hy (9) ;
[Th,a<1

soit en intégrant par parties

lelle = s {3 [-@pE-mn)
TeH (Q) Kk
ITh,a<1

N XK:/V.([U®U]VSh)(T“Th)

+ % > /{[U@U]BS”J (T — Tp)

FCTinE(K)

+ Z /g—[U@U]VSh NNT - Th)}

FCUNNE(K) F

ou encore
ellla = s A [[-wIH+ VW e UTSIT - T)
TeHL(Q) K3
[T],a <1
1 0SSy
+ - U® U] (T = Ty)
e V05,

Y (g — [U®U]VS;,.N)(T—T,,)}<

FCTNOE(K) §
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Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a:

lellos < swp > {JU9S = VAU @UIVS)loxlIT = Tillox
T e H () K
IT,0 <1
1 as
+ 5 Z {[U@’U] h} T — Thllo,r
FCTinE(K) Fllo,F
+ > o= [URUIVSwNIoIIT = Tullor |-
FCTnNNE(K)

Les relations (5.17) et (5.18) nous permettent alors d’écrire

lelllor < sup > CihilTha UV = V(U ® UIVSh)llo.k
T € Hi (Q) ~ kem
T, a <1
1 a8
+ 5 Z Cohi T s (|[U ® Ul oom ]|
2 ON "ok
FCTiNE(K)
+ > GhilTha,llo - U@ UIYS, Ny }.
FCIONNE(K)

Par I'inégalité de Young on obtient

< max{C,Ca}  swp {57 RKIUVS - V(U UIVS)IE«
T € Hp (Q) ~ Kem,
IT] 0 <1

35},}

1 2
+§Z

FCLNE(K)

[[U@ U]

0,F

1

Y hele-WeUVSN, )
FCTNNE(K)

(S iThae+ 3 1Ths )

KeTy Fcliuly

X



112 Chapitre 5. Estimation d’erreur a posterior:

Finalement
lelll < €4 32 RENUVS ~ V(U @ UIVSIE .
KeTy

1 Sl |II?
Z h 7eh

+ 5 Z F {[U@U]ON}

PCTNNE(K) Fllo,Fp

S kel - WeUVS. N}

FCTNNE(K)

D’ou la proposition.

Remarque 5.1 . Dans le cas ou U est constant, si les éléments finis K sont P,
alors on a: V.([U @ UVS,) = 0.

On obtient alors

lelll.s < ©{ 3 RENUV IS &

KeTa
1 25,] |’
+ o5 ), he [[U@U]éﬂ |
FCINE(K) Fho,F
+ Y hrlg-UUVSLNIG,
FCTNNE(K)

L’estimation (5.20) ne donne qu’une majoration de l'erreur, or nous voulons obtenir
un estimateur qui soit équivalent a l’erreur. Pour cela on introduit les L2-projections
[l de U.Vf et IIg de g sur les constantes, respectivement définies par:

Mg (U.Vf) = I%I/U.Vfdz (5.21)
K

et

1
Hpg = — d 22
po= gy [ 9o (522)
F

On définit alors un estimateur d’erreur a posteriori par:

n(K) = {Rkllx(U.VS) = V(U@ U]VS)IE

1 NS :
+ = Y ke [[U@U]——}
2Fcr.-n£(K) ON g 0,F
£ helleg - U UITS.NIEA ) (5.23)

FCONNE(K)




/
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On se propose maintenant d’obtenir une minoration et une majoration de ’erreur
afin d’avoir un estimateur équivalent a 'erreur.



114

Chapitre 5. FEstimation d’erreur a posteriori

5.2.3 Equivalence entre 'erreur et ’estimateur

On suppose que U est constant et que nous avons des éléments finis Pj; alors en
intégrant par parties on a:

/(U.Ve)(U.VT)

N

—/(U-Vf)T+/( — [U®U]VS,.N)T

> / [[U@U]as"]

KEZTh{— [wvpr+ P / g~ U ®UIVSN
%FC%IHF/[U@U]BS"} T}
%{[[—HK(U-Vf)TWL[[(—U-Vf+HK(U.Vf))T
%pcgfznr/[wwaﬂ T / g*m 9)7}
FCE(L?MNF/ lFl/g_ U @ UIVSWN)T

:e‘:n K/ —Mx(U.V ) T+/<—U.Vf+HK(U.Vf))T
%chz FF/[U@U] ] T+FC£§OFN/(9—HN

S /Hpg—[U@)U]VSh )

FCE(K)NTN F
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D’ou en prenant T' =T — T} avec T), € V), on a, par Cauchy-Schwarz et en utilisant
les relations (5.17) et (5.18):

/(U.Ve)(U.VT) = /(U.Ve)(U.VT— U.VT})
Q
< o 2 [BInk UV AR s + BINU.V f = T (UV DI

KeT,
1 aSu1 |I°
+ 5D [{U@U} JF
FCE(K)NT; 0.F
2
+ % hp“Hpg— U ® U)VS,.N|
0.F
FCE(K)Ty
2 2 :
b helo—Tegli VS MR+ Y TR
FCE(K)NTn KeTh Fcluly
Par passage au sup sur les T € H}_(Q) tels que |T'|; o < 1 on a:
2 2 85,,
lel.a < ¢{ 3 [iIkUINR e+ > he|leg-Ue U2
KeTs, FCE(K)Tn
1 dSh ?
= he || IU®U
vy > we|we IBNLOF
FCE(K)NT ,

+ RNUV S -TgUV I«

+ Z hellg — HF.‘]”?).F]}%'

FCE(K)NTn
D’ou
2 2 6Sh
I < o X MWV nIEe+ Y he|leg- U UISE
KeTy, FCE(K)NT N
1 oSy,
tg 2 {lU@U]aN} I}
FCE(K)NT; 0.F
+ O X [MUVS TV + D hellg - Trglld ] b
KeTn Fce&(K)N'nx
soit

lle

W<C [}j P N RV - U+ S hpug—npgné,p} (5.24)

KeTy KeTn FCE(K)NTN
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On note
[[U@U]gf\';] si F C T
Jr = 2<Hpg—[U®U]85") st FC Iy
0 st F C FD-

Nous avons besoin du résultat suivant:

Lemme 5.2 On suppose que Ty, est une famuille de triangulations réguliére. Alors il
eriste une fonction w € Hy (Q) et une constante C telles que pour tout K € T, on

ait:
/ MUY = KLUV DIk (5.25)
2. /JF“’ = > |FIFIG - (5.26)
FCE(K)Y F FCE(K)
whe < Cn(K). (5.27)

Avant de donner une démonstration de ce résultat présenté dans [6] pour le cas du
laplacien, nous donnons une minoration de 'estimateur global que I'on définit par:

o = (Z U(K)2>

KeTsn
ou 7(K) est défini par (5.23).

Théoréme 5.1 Sous les hypothéses du lemme 5.2 et en supposant de plus que
UV, € HY(K); g € H'(F) alors on a:

1

m < Cfllelloa+ i (W) wnb( X k)] 628)

KeTh FCE(K)
Preuve du théoréme
On pose
sw)= 3 [ [N -vne+ S [dleg—g)
KeTh g FCE(K)NTn &

L S
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Alors

() = 3 {RUVSP+5 S IR @ UI9S.NIE

KeTh FCE(K)NT;
+ Y |Fl{llrg — [U @ UIVS,N)")
FCE(K)NTx
ou
- ¥ {|K|”HKU Vf“ SR ‘H[U@U]VS,I.N} ”2
KETs F CE(K)NT; FloF
+ > IFlMeg — [U®UIVSK.NI} p}.
FCE(K)NT N

En utilisant le lemme 5.2, il existe w € Hf_ (Q) tel que:

mp = > {[mwne+y 3 [[vevvs.y] v

KeTh i FCE(K)NT: 3

Y /HpQ-[U@U]VShN)}

FCE(K)NTw F

_ {/(U.Vf)w+% S /{[U@U]vsh.N]Fw

KET x FCE(K)AT, 1

+ ¥ /(g~{U®U]VSh.N)w}

FCE(K)NTN &

+ Z {/(HK(U.Vf)—U.Vf)w L /(HFQ—.‘J W]

KeTn k FCE(K)OTN

(01:1 [T]p = dext — Tine )

(ma)? = Z/UVe )(U.Vw) + /HKUVf) UV flw

KE’/';-.K K

+ Z /HFQ 9w

_ /(U.Ve)(U.Vw) +6(w).

Q
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D’ou

/ (U.Ve)(U.Vw)
6 N

L L5l
n no

En utilisant le fait que |w]; 0 < C g on a donc:

/(U.Ve)(U.Vw)
e Lo
|wli0 lwh.a
soit
na <C sup /(U.Ve)(U.VT) +C lléi'ci)—‘
T e HL_(Q) 7 “iha
|Thae <1
c’est-a-dire

16(w)]

lwlia

na < Clllelll. +C

Calculons |§(w)]-
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

Z/(HK(U-Vf)—U-Vf)w =S /(HK(U.Vf)—U.Vf)(w~HKw)

KeTn g KeTw g
< 3 /KHK(U.Vf) - U.Vf)(w ~ xw)
KeTn i
< STV =TV )loxllew = Trwlox
KeTx

et les résultats d’approximation standards de Ilx et Ilp [15] assurent I'existence
d’une constante C indépendante de § et de hx telle que:

SOV =T UV Dlloxle = Mxwllox < S Ch|U9 flix Chclwh.x

KeTy KeTy

< }: Ch3|UV fliklwli,k,
KEeT,




5.2. Formulation de Galerkin 119
d’oli

S / UNf) - MU o] < S CHEUT fklolk.
KEThK KeTy
De méme on a

> /(HFQ —gw| = > /(HFQ = g)(w — MFrw)

FCE(K)NTN & FCE(K)NTN |

< > i g - Tipw)
FCE(K)NTN 7
< Y g~ Trgllgpllw — Trwllg
FCE(K)OT
1
< Z Chilgh rhrlw|ir
FCE(K)NT N
3
= Y. Chilglirlohr
FCE(K)NT N

ol K est le triangle dans T}, tel que | C 0K.
On obtient finalement:

< Clle Zh UVfhklohg +C S hilghslwhr
O keT FCE(K)NTN
< Clllellls + [(ZhlUVfl f) (> AHele) |lwhia
1.2 KeTh FCE(K)NTn
< Cllle ..1+c[(zh¢<lU-Vf|f,K)f+( S rdele’) ]}
KeTh FCE(K)NT N
On a donc
ta < Clllell+ (30 pdUFEL) + (D0 rleis”)’] (5:29)
KeT FCE(K)NT

D’oti le théoréme 5.1 .

Corollaire Asymptotiquement lorsque h tend vers 0, les deux derniers termes des
relations (5.24) et (5.29) sont faibles devant |||e||[..1. Par conséquent ces relations
nous donnent I’équivalence entre I’erreur et ’estimateur, c’est-a-dire qu'il existe deux
constantes C3 et C4 indépendantes de A telles que:

Csna < |llell].,r < Cana. (5.30)
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Preuve du lemme 5.2
On cherche w € Hp () et satisfaisant les relations (5.25) - (5.27).
Pour cela on définit w sur chaque triangle de sorte que w soit globalement suffisam-

ment réguliére.
Pour tout coté F de la triangulation, on choisit une fonction continue ¥ r qui s’annule

1
sur les extrémités de F' et de moyenne cp = W /wp # 0.
F

On considére les fonctions w dont les restrictions a F sont multiples de ¥ et qui

satisfont & (5.26).
On choisit w telle que

JF
wir = (|F|—=)¢r.
cr
Pour définir w a I'intérieur de chaque triangle K, on introduit les notations suivantes:

r= (HK(U-Vf)v IU® U]—Vsh)”o.K,JFHJFQ,JFJ) € R’

B )
Alors aprés un calcul simple on obtient r*D?r = n(K)2.
Remarquons que

D = diag(| K|, | K],

KTk (UV )6, 0 = KT (U.V f)

\F||Trgll3 o = |F]2(Urg).

Soit

Fi\JF, .
| 'F'wpi,zzl,z,s}.

W = {u e Hy(K) /w = |KP(k f) et w]p, =

K

CF,

Alors pour tout w € WX on a:

KP(L95)) = |K|2,,§‘4(/w)2=1(/w-,,§|21(/w
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D’ou (5.26) et

> /Jpw = > /IFIJFdJFJ Y. / I} Je 1 —¥rJF

FCE(K FCE(K FCE(K) \FIfF Yr

F
- L3 / bedi= S |FPJR

Fce(K) fF Yr FCC(K)

c’est-a-dire (5.26). Il ne reste plus qu’a montrer (5.27). Soit donc wX € WX tel que

/lVUJK|2 = mm /leI2

Alors on a
K2 _ 2
/|Vwr[ —wrél‘}vij/Ile <su / ‘D2
K K K
D’ou
SN\ 2
[ 19
1
2 K 1
N E e S

c’est-a-dire
WK, < Ci(r'D?r)3
ou encore
Wiy < Cun(K)

fK varKIQ 2 .
avec Cyg = (supr?ﬁo T pn ) . Dot le lemme 5.2.
T
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5.3 Formulation de Petrov-Galerkin

On considére toujours le probléme continu (P) dans un domaine borné de RV |
(N=2 ou 3) de frontiére ' =T'p UTy.

(P) {U.VS = f dans Q2

S = 0 sur ['p.
On munit ’espace H(U, §2) de la norme du graphe |||.||| définie comme suit:
ST = 1515 o + IU.VSI[5, q» II-llo, o désignant la norme L*($2). Comme fonction

test, on chosit hRU.VT + T avec T € H(U, Q). Posons

an(S,T) = h/(U.VS) (U.VT) dQ+/(U.VS) TdSY; (5.31)
<FT> = RU.VF)TdU + | fTdQ + | hgTdr. (5.32)
] [

La formulation variationnelle de Petrov-Galerkin du probléme (P) est: trouver S €
Ho(U, 2, T'p) telle que

an(S,T) = <FT> YT e HU, Q). (5.33)
Sa formulation variationnelle approchée est: trouver Sy € Vy, telle que
ah(Sh,Th) = < F, T, > VTh € V. (534)

ou Vj est un sous-espace de H(U, 1), de dimension finie défini par (5.8). Si S est
la solution du probléme (P) et si Sy est la solution approchée du méme probléme
alors on a:

ah(S, Th) = < F, Th > VTh € V4. (535)
Donc pour e = § — Sy, Perreur d’approximation, on a:
/ (U.Ve) (hU.VT, +T}) = 0. (5.36)
Q
Posons

I = /(U.Ve)(hUVT+T _-h/ (U.Ve)(U.VT) +/ (U.Ve)T.
Q 9]

Q
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Alors on a
I = h/UVS UVT+/UVS
Q 0
-y h/(U.VSh)(U.VT)+/(U.VS,,)T
soit

I = —h/(U.Vf)T+Q/fT+hF{gT

Q

+ Z{ / ([U® U|VS,)T — h/([U@U]VShNKT /UVS;,) }

KeTn 8K

Si U est constant, on a:

I = ~h/(UVfT+/fT+h/gTdI“N— Zh/ (U ® U]V Sy.Ng)T

Q Cn KeTh 5k

- Z/(U.vsh):r

KeT i

ou

I = /UVf /fT Z/UVSh

KeTh i
85,
+ Z/ U®U]VS;,NKT——Z/ UeUl52]p T
1
= > {- h/UVf) -5 > / U@U
KeTh, FCTiNE(K) T
+ > / ~ (U UIVSW.N )T} + /UVS,,
FCINNE(K) KeT,,
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Finalement

I = Z/ hU. V)T Z( )/h[[U@U]g‘jV]FT

KeTh i Fcl" NE(K

T /h g~ [U®U|VSL.NK)T

FCTNNEK) 7

+ [ /(U.VS,,)T].

KeTh K
Remarque 5.2 En prenant la définition (5.51) on a a(S,S) > 0
Pour cela il suffit de remarquer que

/ (U.VS)S > 0.
0

En effet en raisonnant par densité on a:
1 . 1 [, 1 [,
(UVS)Sdz = 3 U.VSidz = -3 divU Sdz + 5 S“U.NdT.
Q Q Q

Et comme U est a divergence nulle, on a [, divU S*dx = 0 par suite

/(U.VS)Sda: - %/SQU.NdF + —;—/S:’U.Ndl‘.

Comme S =0 sur'pona

/(U.VS)Sd:c = %/SQU.NdI‘.
I“n
Or UN > 0 sur I'y. D’ou
/(U.VS)Sdm >0

Q

et

w(S,S) —h/UVD)?' /UVS)SZO.
0
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On définit alors une norme sur HY{(Q) N H(U, Q,Tp) par:

Nefllops = sup axn(e, T)
T € Hy (D)
ITh,a<1
- sup R / (U.Ve)(U.VT) + / (U.Ve)T S . (5.37)
T € H{ () A 2
Th,a<1

Remarque 5.3 S étant la solution approchée du probleme, on a:

/(U.Ve)(hU.VTh 4T =0YTh €T

Q

On pose:

2

PME) = {RRLNUVS = V(U @ UIVSWIE« + hENf = UV SIS
1
2

8Sh
2 —_—
+ > R [[U@U]aNL
FCLiNE(K) 0.F
+ > Rhellg - [UUIVSLNIE, } (5.38)
FCCNNE(K)

Alors si Ty, est I'image de T' par 'opérateur de projection ry, on obtient la proposition
suivante.

Proposition 5.2 Pour [’estimateur défini par (5.38), l’estimation suivante est

valide:

[lelll«n1 £C (Z ph(K)2> . (5.39)

KeTh
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Preuve On part de la relation (5.37), et par une intégration par parties comme
dans le cas de la formulation de Galerkin on a:

sup h Z/ (UNV T - Ty)

lllellepn =
TEH[{D( KE'rAK
[T o<1
1 JdSh
+ 3 > /[U@U] } (T — Ty)
FCLinE(K) §

+ Y / [U®UVShN)(T~Th)}

FCE(K)NTx &

+ D /fT T.) - /(U.VSh)(T—Th)}.

KeT, K

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient alors

< sup Z {/lHU-VfHO,K”T ~ Thllo.x
T e Hy () KeTs
IT|a<1
as
33 Wveu |, ir-mi
Fce(K)nr
% h“g ~Ue U]VS,JV“O T = Tillo.r
FCE(K)MTy ‘
+ 3 {1 = UVSillolIT = Tullo }-
KeTx

Les inégalités d’interpolations (5.17)-(5.18) nous donnent alors

leller < sup >~ {RIUflloxCibx|Than
T e H} () KeT,
|T|10<1
1 0S 1
v g 2 H[wevigg] ], commhe,
FCE(K)NT;

_—— h”g — [U @ UJVSAN
FCE(K)AT'y

S A{IF = UVSulloxCibal Tl §-
KeTn

1
o G

—+
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lellons < max{Ci,C2}  sup > {rhkllUV ok
T € H{ (Q) KeTs

T, <1

1 oS
i %FCE(ZK)OF; e [[U®U] h] HO’F
+ > mad [U@U]VShNHO,F

FCE(K)NTx

+ hgllf - U.vs,,uo,(}

{ZITIlAK+ Z ITIIAF}'

KeTh Fel;uly

X

D’ou

< ¢ Y (WIS«

KeT,
1 0Sk1 )2
5 whe|[[lV @ UI5g] |
+ 2 Z F [ ® ] 0,F
FCE(K)NT;
2
Y h%F“g—[U@U}vsh.N“
0,F
FCE(K)Tx

1

+ RS - UISAEK)

On obtient ainsi une majoration de |'erreur.
En vue d’obtenir un estimateur équivalent a 'erreur on définit 'estimateur n"(K)

par:
(k) = {RhIMU.V 1) = V(U @ UIVSW)E i + Wkl ] = UV Sallf
1 85,1 |
- h*h UeU
v g, 2 wneflwengy) |
FCTLNE(K) ,
+ Y hzhpllﬂpg—[U®U]VS,1.NH§,F}§. (5.40)
FCTNNE(K)

Nous montrons que dans ce cas 'estimateur est équivalent a l'erreur.
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5.3.1 Equivalence entre ’erreur et I’estimateur

Comme dans la méthode de Galerkin on peut supposer que U est constant, et que
les éléments finis sont de type P,. Alors une intégration par parties donne:

I = /(U.Ve)(T+hU.VT)

- / UVfT+/fT Z/UVSh

n KeTh g

+ /gT Zh/[U@U]VShNK)

Afin de pouvoir utiliser les résultats du lemme 5.2 nous projetons g et U.V f sur
les constantes, les opérateurs Ilg et IIg désignant toujours les projections sur les
constantes. Alors on a:

I = Z /UVfT+/fT /UVSh)T+h/gT

KeTy Tn

- Y h[(U®UIVS.N)T

FCE(K)NTN g

+ -;- S /{[U@U}ash] T}

FCE(K)NT;
. {h/HK(U.Vf)T+/(f— UNS)T
KET),
+ l/ lrg - [U ® UJVS,N )T

SRR
!

+ / V- HKUVf)> + > h/g Trg)T
FCE(K)NT N

K
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D’olt en prenant T' = T — T}, avec T\ € V, on obtient:

[ = /(U.Ve)((T—T,,)+h(U.\7T—U.VTh))

7}
< o ¥ [RREITk U N)IR + WM f — U920
KeTh
1 2y as,1 1I?
= U
0, 2 e lweuzy]
FCE(K)NT; 0.F
+ ) Rhelillrg ~ (U@ UIVS, N2,
FCE(K)NT

+ WU = MU IR e + R3S = T2
+ > Rhplg—Tipgl ]}

FCE(K)NTy

(S TR+ > e}

KeT, FCr;ul'y

X

En passant au sup sur les T € HL_ () tels que |T)1.q < 1 on a:

lelllons < {37 (W3 IMe (U £)]2

KeT,
] \ asy] |
FCE(K)AT, 0.F
2
+ > h2hFHHFg -U® U]VSh-N” }
FCE(K)NTx o
+ 30 I f = UVSB  +1f = Tl ]}
KeT,
+ O WUV - MU f)2
KeT,

>0 Rhelg-Tiegl, )

FCE(K)NTp
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c’est-a-dire
lelloar < {7 W REIMk(U. 1)1 4
KeTy,
a5 |2
+ S hp”Hpg U ® Ul
FCE(K)NT
1 S
+ 3 > ke [U@U}a "]
FCE(K)NT; £ OF
+ 3 BNk s — U9SHE  }
KeT,
A B SAVATER MUAZT
KeTh
3 - TkflBa+ D hele—Trglde] )
KeTh FCE(K)NTy
soit

lelllons < C{ 32 e+ 82 Y [BAUVS = Te(UV )]«
KeT, KeTs

+ RIS = Ox flg e + Z hellg — HFQH%,F] } T (541)

FCE(K)NT

On garde les mémes conditions. Alors pour la minoration de ’estimateur pour
Perreur, on a:

Théoréme 5.2 Sous les hypothéses du lemme 5.2 et en supposant de plus que
UVf, € H(K)etg, € H(F) alors on a:

th < Cllellen 2] 3 U]+ [ S Gl

KeT, KeTy

+ [Z(h"}<|u.v5h|1‘,<)2]%+h2[ > h%lglf,p}%} (5.42)

KeTxy FCE(K)NTn

Preuve du théoréme
Posons

) = 3 [RUIS - I e

KETAK

D SRRy (73 PR K/(f Mk fl.

FCE(K)ATN 1
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Comme on a choisit U constaQt et des éléments finis Py, VS, est constant, et alors
on a:

b = 3 BRI«

KeTx

+% S© IRV ® UJVSa.NIGII2

FCE(K)NT;

+ Y |Fleg - (U@ UIVSLNIE .}
FCE(K)NT

+ Y REIMIk(f = UVSW)IG -
KeTh

En utilisant le lemme 5.2, il existe w € H}_ () tel que:

= w5 { [ w9

KeTx K

1
: v
+ 3 /[U@U] ShNLw

FCE(K)NT;: §o

+ 3 /HpQ—[U@U]VSh N}

FCE(K)NTN o

i {/(ka)w—/HK(U.VSh)w}

KeTh K K

c’est-a-dire

) = w0 {/(U,Vf)w+% 3 /[[U@Uvah.N]Fw

KeTn FCE(K)NT; 1
+ L/ (Mg(UVf)=UVflw+ > /(g-—[U@U]VSh.N)w
KEeTh i FCE(KY TN B
DY / pg — glw Z{/(f—U.VSh)w

FCE(K)NTN 7 KeT.

+ 3 [t - po},

KE”;\K
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ou

ou encore

(nf)?

solt
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Z{h? UVfw+% > /[[U@U]VShN]F

KeTn ,‘(/ FCEK)NT; &
F

(9~ W e UIVS,. )] /(f~U.VSh)w}

FCE(K)Ta i

R [(Mpg — g)w+h? | (M(UVS) -UVSw
S J@ieg=gpe i [ )

/(HKf - f)w},

K
= 2 1 |
KETh h /(U Vfw + 2FC£(};)0F F/[[U@U]vgh N]pw
’ FCC(%O[‘NF/ 9 - e UV N) } K/(f*U.VSh)w}
+ [’12/(HK(U-Vf) —U.Vf)w
KeTn 4

+ /(HKf flw + Z /Hrg g)w

e FCE(K)NTN &

- ZT{hz[/(U.Vf)w+% 3 /[[U@U]VSh.N]Fw

KeTh, FCEK)NT:

+ /(g~ [U®U]V5h.N)w] +/(f—U.VS,,)w}
FCE(K)NTy 7 e

- d(w).

Et h étant plus petit que 1, on a:

(nh)? < /(U.Ve)(w + hU.Yw) + |6(w)].

N

Comme au lemme 5.2 on peut montrer I’existence d’une fonction w € Hf_(Q) et
d’une constante C > 0 telles que pour tout K € 7 on ait |w|; x < C n(K). Alors



5.8 Formulation de Petrov-Galerkin 188

on obtient
/(U.Ve)(w + hU.Vw)
‘w]l,ﬂ lwll.Q
Ainsi on a
e <C sup /(U.Vc)(T + hUVT) +C %Jll-
Wi,

Te€ H}D(Q) 2
ITh,a<1

C'et-a-dire:

ow)|

h< Clllelll. +C:
h < Cllelln + O

Calculons [§(w)]-

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et les résultats d’approximation de [Ix

et Ilg, on montre comme au-paragraphe précédent qu’il existe une constante C —
indépendant de B et hg telle que:

}: /(U-Vf—HK(U.Vf))w < Z Chi|UN fli klwlik;

KETh g KeT,

Z /(g —pg)w| < Z Chilglphrlw]yr
FCE(K)NIN FCE(K)NT

_ Z Chilglh rlwlir

FCE(K)NT'N

ou K est le triangle dans 7, tel que I C 0K.
De méme

S / (F-Tkf)| < 5 CRYfhrlolig.

KeTh i KeT,
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Donc
1 - e :
e < Cllelflonn + hia [Ch? D BRIV fluriwhox
L KETh
£ O Blfluxlelig +C Y0 Aokl
KeTn FCE(K) x
C
< Cllelllns + {3 H [0Sl
' Ke'rh e
H
3 .
+ |f|1,K] +h? > h;lglx.p} (Z |w|%,K> ;
FCE(K)NT KeTh
d’olt
:
mh < Cllellons +CH (S (R0 k)
\f\'-TTh
1 1
1L 2 . 3
v (S i) ver( S (klehe)?)’)
KETh FCE(K)NTN
soit

1

mh < C{llellnn + 2] - (RIUV )]
KeTn
i

P CUII LS S D DERCHEICY

KeTh FCE(K)N p

|-

}. (5.43)

D’otli le théoréme 5.2.

Asymptotiquement lorsque h tead vers 0 les relations (5.42) et (5.43) montrent
I’équivalence entre I'erreur et l'estimateur: il existe deux constantes Cs et Cy telles
que:

w1 < Cotly. (5.44)

05773 < |Hch
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Exemple. On consideére le probléme d’advection
UVS=f (ct)€(0,1)? (5.45)

avec f =0, U = (cos(n/6), sin(x/6))" et les conditions aux bords

u(z,0) = exp(—50z*) (5.46)
u(0,t) = 1. (5.47)

On note
I'p={(z,t) eR*} z=00ut =0} (5.48)

et on pose gp = ([U @ U]VS).N sur Ip.
Nous calculons les estimations d’erreur sur une séquence de grilles uniformes, les
éléments finis utilisés étant de type Q,. On obtient alors

y 1 35,1 |I?
m = { > {hg,”v.([v S UIVSiliw + 3 S he [[U ® UJH ] !
KeTh FCLNE(R) 0.F
+ Y ke[ UIVSLNI} . -
Fcr-Tp
+ > heleo - URUITSHNIGE] (5.49)
FCTpNnE(K)

lorsque nous considérons la fonction test U.VT. Ainsi on a une convergence uniforme
d’ordre % et

ot :{ 3 {hﬂhf([(v.([u®U]vsh)né,,< + W2 NUVSHI2 .

KeTy,
1 ) . as,1 ||
v 3 X whellUevigg] |
FCT.NE(K) .
+ > BEhp|[U®UIVSH-Ng p
FCcrr-rp
T hzhpl)go—[U@U]VS;..NHS'F]}E (5.50)
FCPpnE(K)

lorsque nous prenons comine fonction test hU.VT + T c’est-a-dire la formulation de
Petrov-Galerkin. Dans ce cas la convergence est toujours uniforme, mais d’ordre 3.
Nous avons montré que dans chacun des deux cas précédents I'erreur est équivalente
a lestimateur. Nous allons comparer les deux méthodes.
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Remarque 5.4 Le démonstration doniée n
Q, car VSy n'est pas constant si S;, € (K
les constantes ¢t utiiser le fait que

¢ pas velde pour des éléments finis
Mais on peut projeter ce terme sur

e
A
.

g (U.VSh) — UNShliox < hUVSh|1k.

Il faut alors controler le terme h|U.V S|, i. Pour cela on réutilise le fait que
hU.Y(S - S)1a < Chi. §i S € H(Q) alors on a

hU.VShlix < hUV(S = Sp)lia + h|U.VS|1a < Ch? + h.

5.4 Comparaison de 'ordre des estimateurs nqg et 1y

5.4.1 Comparaison

Nous comparons l'ordre de convergence cri norme L? des deux méthodes. Pour cela
donnons le résultat suivant:

Lemme 5.3 Supposons que S € H'*9(Q). Les indgaltés suivantes sont valides pour
les erreurs des problémes (5.7) et (5.35) respectivement:

leflo < Crllle

(L +R™DAYS g, lenllo < Csllie

',1,h(1 -+ h_l)’lq|8|l+q_ -

Preuve Considérons la premiére estimation. On peut écrire:
e=8—T, - Ty — 5.
Par I'inégalité de Poincaré courbe on a

e
llello, SCIH I, o < Cllle
lely, o le]1, a

ol
d’ot

llello, o < Clllellf

!
lle)1

(3|1'Q. (551)

Dans (5.51) cherchons a contréler

On a:

¢ly, @ en ntilisant les estimations d’erreur a priori.

leli,o =1S =Skl < |S —=Tul1, a0+ |Sk — Tili,a YTh € Vh. {5.52)
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Mais dans cette relation le premier terme est coutrolé comme suit:
1S = Thh, o < Ch%ST, 4 0 (5.53)

et en utilisant I'inégalité inverse [13| on peut contréler le deuxiéme terme par:
C =4
[Sh = Thl1,a < Elfgh ~ Thllo, - (5.54)

Estimons maintenant {|S, — Tyl{o, o. L'inégalité de Poincaré courbe fournit
1Sk = Tallo, @ < CI{ISk — Tallly, a-
Le probléme étant liniéaire on a:
a(Sh = Th,p) = (Fyon) — a(Th, on) = a(S — Th,pn) Von € Vh.
Il vient en prenant v, = S, — T}
1Sk = Thlili o < WS = Thin Sk = Twllli a

d’ot I'on déduit en utilisant la majoration de la norme ||| - ||y, o par la semi-norne
H' et les résultats classiques d’interpolation, puisque T} est quelconque:

NSk = Tullh, @ £ C"1S = Ti| < C"A%S|i4q,0:
d’ott a fortiori 'existence d'une constante C telle que
1Sk = Tullo, o < ChYS|iiq.n-
Cette relation avec la relation (5.54) donnent
1Sk = Tili,a S ChO7 S o (5.55)
Les inégalités (5.51), (5.53), (5.54) et (5.55) combinées donnent:

llello < C a1+ TN g e

le

La deuxiéme inégalité du lemme se démontre de la mdéime {agon.

Maintenant on montre optimalité de 'estimateur a posteriori nf défini par (5.42)
pour le cas n = 2. Supposons que la solution du probléme (PD) vérifie S € H:(Q)
mais S ¢ FH*(0), ce qui est vérifié par les données du probleme (5.45)-(5.47), alors
les résultats d’interpolation fournissent [13]:

. 3 . \ 1
2, 15 Tl < COIS i, 15 = Bl = GRSl 5

#in)
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Une estimation a priori pour le probléme (5.7 permet d’écrire pour tout Ty € V.

lleall < CahlliS = TulilEq < CobllS — Thli € Cul?SIZy o (5:56)

Nous en déduisons que

ST R~ UVSHR ¢ < Cah®lienllllq < Cish?,
KeTn

et nous pouvons conclure d’aprés la seconde inégalité de (5.44) que
3
| ”eh” |t'l,h S Cl‘lh z :
ce qui prouve l'optimalité de l'estimateur n}.

Remarque 5.5 On n’améliore pas l'estimateur en changeant de norme mais en
changeant la formulation du probléme.

Remarque 5.6 Dans le cas ou on ne perturbe pas la méthode par h, les estimations
a priori donnent h si S € H*(Q). Mais comme le domaine est C' par morceauz,
constante sur une partie du bord, on sait que S est continue et est dans H'(f,) et
HY(Qy), d'ou S € HY(Q), mais S ¢ H*(Q)

S=1 2

N
S=exp(-50x 7)

Fig. 5.1: Condition de type Dirichlet

Afin d’étre plus complet, nous donnons la démonstration e l'estimation d’erreur a
priori. "
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5.4.2 Estimation a priori

Notons
atore) = [(WIRUTI o) = [ 5070
19} N
on a
G(Sh - Sohl,d)h) = /f(Uvd)h) - a(@hw 2r'l)h) = a(Sa wh) - G(‘Phﬂf’h) = G(S - whawh)

n
d'ou I'on tire
Sk — @ullli o < S = eulll, alllSk — @nllls, a

et par suite

WSk = wallia NS ~ wulllia Von € Vi
Apres

S wndinn <Co — 5,0 < ChS a.

Par contre si S ¢ H%*(Q)) on dégrade 'ordre de l'estimateur, cela-est di au terme
|f = U.VShlio, a-

Dans ce qui suit nous comparons notre estimateur a l'estimateur proposé dans
[24] noté |||e*!|||n et qui est obtenu en utilisant une formule de représentation de
Perreur a ’aide d’un probléme dual. On distingue localement une partie de l'erreur
qui est transportée et une partie qui est créée. Mentionnons que l'estimateur
llle<®|||q est plus compliqué a calculer que ceux que nous proposons.

Le tableau 5.1 nous donne 'estimateur et son taux de convergence dans nos deux
cas de figure comparé a l'estimateur de P'exemple 1 de [24]. Précisons que unos
calculs unt ¢t¢ effectucs sur un maillage auiforme, les éléments finis étant de tvpes

Q-

T}L 70 iewnt‘_’e#f\ nnj‘ jm‘ pente k [ {[[e“®[lq | pente k |
1 | 4.04E-01 - 9.69E-02 | - [3.941E-01 -
357E-01 | 17 |357E-01] 1.15 [2.750E-01 | 0.51
16 | 2.55E-01 | 48 | 4.37B-02| 148 |[1.611E-01| 0.78
(32 TL79E-01| .50 | L56E-02 | 1.50 [8.415E-02| 094 |

I

2 B

P64 1 1.27E-01 00 1 5.50E-03 1.50 4.258E-02 0.98 |
5

ol

L 4

| 1287 8.98E-02

50 | 1.04E-03 | 150 | 2.136E-02 | 1.00 |

Tableau 5.1: Estimateurs et taux de convergence.

 Teblen Sk Bamatews ol bk decomvergence.
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En conclusion nous constatons que dans les deux cas nous avons une conver-

gence uniforme de lestimateur. Le taux de convergence est de 0.5 pour la méth-
ode de Galerkin, alors qu'il est de 1.5 pour la méthode de Petrov-Galerkin. Nous
améliorons ainsi les résultats de [24].
Nous représcntons ci-apres les solutions des deux problémes de Galerkin et
Petrov-Galerkin respectivement avant et aprés adaptation du maillage & partir de
'indicateur d’erreur sur chaque cellule. On remaille par exemple une cellule dés que
l'indicateur d’erreur correspondant dépasse le seuil de 0.01.
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Fig. 5.2: Solutions avant le remaillage pour les méthodes de Galerkin et
Petrov-Galerkin respectivement
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Iig. 5.3: Solutions aprés le premier remaillage pour les méthodes de Galerkin ot
Petrov-Galerkin respectivement.

Mentionnons que la formulation de Petrov-Galerkin rintroduit pas de surestimation
de la solutionl]




Conclusion générale et perspectives
.- |

Nous avons eu a résoudre le probléme de remplissage d'un moule parallélépipédique
par un fluide dans un milieu non poreux et dans un milieu poreux. Un modéle
mathématique a été proposé pour ce probléme. Nous avons montré que dans ce
modeéle, le probléme de Stokes qui gouverne I’écoulement peut étre projeté sur un
domaine dans un espace de dimension inférieure lorsque I’épaisseur du moule est trop
faible devant ses autres dirnensions. Ce qui nous a conduit & une équation du reéme
type écrite dans un espace de dimension inforieure lorsqu’on pren:d une seule fonction
en ¢épaisseur. Quant au probleme de trauspo: tadvectif couplé wu probléme de Stokes,
nous l'avons transformeé en un probleme ditfusif, la diffusion se taisant dans le sens
de 'écculement, tout en faisant un meéme traitement pour les variables spaciales
et la variable temporelle. Nous avons donné deux formulations variationnelles aux
deux problémes de transport advectif ¢t diffusif et montré que s deux formulations
conduisent & la méme solution lorsque celle-ci existe. Pour la résolution numérique
du probleme global, nous evons été amenés & e dicoupler pour treiver séparéinent les
équations qui interviennent, nous avons également adopté une methode de maiche
en découpant le domaine en plusicurs tranches successives sur chiacune desquedles
nous avons calculé la solution du probleme. La réduction de dimension et la méthode
de marche ont chacune pour intérét de réduire le coat numérique de ta simulation.
De plus la méthode de marche permet de suivre le front de mati¢re pas a pas. Nous
avons proposé également deux estimateurs d'erreur a posteriori pour le probléme
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de transport diffusif, P'un & partic de la formulicisn de Galerkin, eutre ¢ pariic o
i forinulation de Petrov-Galerkin, Nous avons Sgalement monire quiun des o
estimateurs est optimal.

Comme perspective, il reste & montrer que notre meéthode marche pour un probléme
de transport non linéaire. Dans notre modcle ¢t dans nos stmulations nous n'avons
pas tenu compte d’éventuelles réactions chimiques qul pourraient survenir surtous
lorsque le fluide est injecté sur la préforme dans le cas d’un milien poreux. Ceci nre
devrait pas constituer une difficulté majeure. Il suffiraic d’ajouter aux équations de
notre modele une équation de type chaleur et connaitre le comportement chimique
des matériaux qui interviennent.

Mentionnons pour finir que la méthode STILS peut étre utilisée pour simuler d’autre
type d’écoulement tels que la simulation d’'un bassin peu profond.
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