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Introduction

Comme le prévoyait Nicolle (1930), il y aura de nouvelles maladies infectieuses douées d’un
fort pouvoir de contagiosité qui apparaitront au fil du temps en faisant des ravages au sein des
populations. Depuis lors, il est apparu et réapparu plusieurs maladies telles que la Dengue
(1950), les grippes H2N2 (1957), H3N2 (1968), la maladie de Lyme (1975), la maladie a virus
Ebola (1976), le SIDA (1981) et plus récemment une nouvelle variante du coronavirus (Covid-
19). En épidémiologie, les maladies infectieuses disposent de deux concepts a savoir
I’infectiosité et la contagiosité (Guégan et Choisy, 2008). Ces maladies infectieuses
préoccupent de plus en plus les autorités et les responsables de la santé publique a cause de
I’évolution bactérienne, I’avénement de nouveaux pathogenes et la vitesse de propagation des
épidémies. De ce fait, la surveillance et la prévention de la transmission des maladies sont donc
devenues des points importants et indispensables dans le but d’éradiquer ces maladies (Younsi,
2016). C’est dans cette logique que différents chercheurs ont entrepris la confection d’outils
mathématiques (modeles) relativement a la propagation des maladies infectieuses. Les modéles
mathématiques sont largement utilisés en épidémiologie et ont été initiés au XVIlle siécle par
le mathématicien Daniel Bernoulli qui a publié un travail sur la variole. Ces modéles sont
capables de comprendre et prédire I'évolution de la propagation de virus au sein d’une
population avec plus de précision a court, moyen et long terme. Ils permettent aussi d’avoir une
certaine connaissance du nombre de personnes a vacciner pour éradiquer une maladie. Plusieurs
facteurs sont a prendre en compte afin d’arriver a 1'élaboration d'un modéle de propagation
permettant d’obtenir des résultats probants comme par exemple le taux de transmission de la
maladie, le nombre de naissances, etc. Plusieurs travaux ont été menés sur les propriétés
globales de certains modeles compartimentaux de maladies infectieuses, tels les modéles SIR
et SIER, ou il existe plusieurs stades infectieux paralleles (Korobeinikov, 2009). On peut
également citer les travaux de Korobeinikov (2006) qui utilise des fonctions de Lyapunov pour
des modeles épidémiques compartimentaux SIR et SIRS a deux dimensions avec un taux de
transmission non linéaire d'une forme trés générale contrainte par quelques conditions
biologiquement réalisables dans le but de déterminer la stabilité globale de ses modeéles. C’est
dans cet optique que nous utiliserons certains outils mathématiques afin de modéliser la
propagation de la pandémie de COVID-19 au sein d’un pays tel que la France. Nous avons
choisi ce pays compte tenu de la disponibilité des données et des parameétres intrinséques liés

au modele.

Notre travail consiste a étudier I’évolution temporelle de 1’épidémie a coronavirus (COVID-19)

au sein de la population francaise en considérant des applications de contréle de confinement
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et de vaccination. Pour cela, nous nous sommes fixés comme objectif principal de développer

un modéle dynamique traduisant la propagation épidémique de la COVID-19 dans le but

d’analyser, comprendre et de quantifier les effets des choix de politiques de santé publique.

Ainsi pour réussir a atteindre cet objectif il faudra :

Développer un modele continu qui prend en compte tous les compartiments de la
population apres 1’apparition de 1’épidémie ;
Procéder a une série de simulation visant a traduire les faits réels ;

Tester les effets des controles de confinement et de vaccination.

Ainsi nous subdiviserons le document comme suit

Dans le chapitre 1, nous donnons les généralités relatives a notre problématique. Tout
d’abord, nous commengons par définir quelques termes en rapport avec
I’épidémiologie, puis nous exposons le caractére épidémiologique de la COVID-19.
Ensuite, nous présentons les hypothéses et les idées générales qui ont permis a la
formulation des premiers modeles dynamiques des populations (les modéles de Malthus
et de Verhulst) que nous exposons. En plus des modéles exposés, nous rappelons 1’un
des premiers modeles mathématiques appliqués au domaine du vivant (modéle de
Daniel Bernoulli) et nous présentons aussi des modeéles classiques comme ceux de
Hamer (modele de type SI) et de Kermack -McKendrick (modele de type SIR). A la fin
de ce chapitre, nous allons nous inspirer de ces modeles énumérés dans cette partie pour
faire le choix et la formulation des modéles adaptés a notre problématique.

Dans le chapitre 2, nous exposons les matériels et les méthodes. Tout d’abord, nous
parlons des outils informatiques utilisés pour mener ces études. Ensuite, nous montrons
les étapes qui ont conduit au modeéle choisi, puis nous introduirons des nouveaux termes
(durée d’immunité, mesures de confinement et le contrdle de vaccination) dans ce
modele afin de le rendre plus réaliste et adapté a notre problématique. En plus de cela,
nous formulons le probléme de Cauchy, puis nous étudions les propriétés qualitatives
du modele continu. Pour terminer cette partie, nous avons exposé la methode
d’approximation numérique (Runge-Kutta) utilisée.

Dans le chapitre 3, nous faisons des simulations afin d’étudier la pertinence du modéle
développé dans le chapitre 2. Le modeéle validé est alors utilisé, pour étudier la
propagation de la COVID-19 en France.

A la fin du document, nous avons tiré les conclusions qui s’imposent. Ses conclusions

sont accompagnées d’éventuelles perspectives.
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1.1 Description de la zone d’étude

1.1.1 Présentation de la France

La France est située dans I’ouest du continent européen. La population frangaise compte environ
67.064.000 en 2020. La France possede egalement des territoires dispersés entre les tropiques
(Guadeloupe, Martinique, Guyane, Réunion, Mayotte, Nouvelle Calédonie et St-Pierre-et-
Miquelon) qui lui permettent avec sa langue, d’étre partout dans le monde. La France
métropolitaine partage ses frontieres terrestres avec 8 pays : la Belgique et le Luxembourg au
nord, I’ Allemagne et la Suisse a I’est, I’Italie au sud-est, Monaco, Andorre et L’Espagne au sud.
La France est localisée par les coordonnées suivantes: Latitude 46°13°39.497”° Nord,
Longitude 2°12°49.496°” Est et située a une altitude maximale de 4808,72 m (mont Blanc) et a
une altitude minimale de -10 m (Etang de Lavalduc, Bouches-du-Rhéne). Le pays présente une
superficie de 551695 km? (675417 km? avec 1’outre-mer) et s’étend sur 1000 km du nord au
sud et d’est en ouest. La figure 1 nous presente la carte de la France avec quelques villes qui la
composent. La France possede 26 régions administratives, 10ldépartements en tant
circonscriptions administratives, 93 départements en tant que collectivités territoriales et 34 970
communes. En 2021, elle est la 6° puissance économique mondiale, selon la Banque mondiale

et la 2° puissance économique en Europe derriére I’ Allemagne et devant le Royaume-Uni.
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Figure 1: Carte de la France
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1.1.2 Contexte sanitaire lié a la pandémie de Covid-19

La pandémie de Covid-19 en France est une crise sanitaire majeure provoquée par une maladie
infectieuse émergente apparue fin 2019 en Chine dans la province de Hubei. La maladie a
coronavirus 2019 (Covid-19), dont I’agent pathogéne est le SARS-Cov-2 s’est propagée dans
le monde entier avec une facilité favorisée par les voyages aériens des personnes tres
infectieuses. Cette propagation a été plut6t rapide dans les mois qui ont suivis pour atteindre le
stade de la pandémie, selon I'OMS (Roques et al., 2020). La pandémie s’est déclarée en France
le 24 janvier 2020. Elle est associée a une surmortalité journaliére de 33% entre le 1°" mars et
le 30 avril 2020 comparée aux valeurs moyennes des années 2000 a 2019. Cette épidémie est
plus meurtriere que les épidémies de grippe saisonniére du 21° si¢cle en France. L’épidémie de
Covid-19 est la plus dévastatrice de ces dernieres décennies en France depuis la grippe
espagnole de 1918. Elle présente également une incidence assez importante, favorisant ainsi la
facilité¢ de contagion par la maladie d’un individu a un autre. Le taux lié a cette incidence est
arrété a j-3 et calculé sur la somme du nombre de nouvelle personnes testées positives des 7
derniers jours [j-9 ; j-3] afin de mieux prendre en compte le délai de remontée des données. Il
est exprimé pour 100000 habitants et permet de comparer des zones géographiques entre elles
(figure2). Ce taux est disponible au niveau national (France entiere), au niveau régional et au

niveau départemental.
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Figure 2: Taux D'incidence pour 100000 habitants disponibles au 20/09/2021 (Source :
https://www.data.gouv.fr/fr/datasets/taux-dincidence-de-lepidemie-de-covid-19).

1.2 Définitions

Endémie : Une endémie désigne la présence habituelle d’une maladie dans une région ou une
population déterminée, soit de facon constante ou soit a des périodes particulieres. On peut citer

comme exemple la grippe saisonniére, le paludisme, etc.

Epidémie : Une épidémie désigne la situation sanitaire dans laquelle on constate une
augmentation rapide du nombre d’individus infectés en un lieu donné et pendant une période
de temps limitée. Elle est aussi liée a I’augmentation au-dessus d’un seuil relatif au nombre de

cas d’une maladie.

Pandémie : En médecine, une pandémie désigne une épidémie qui s’étend a une région tres

vaste et peut toucher une grande partie de la population mondiale.

Epidémiologie : C'est la science qui étudie les facteurs de risques et de propagation des
maladies dans des populations humaines, mais aussi par extension animales ou vegétales. Elle

vise en particulier la recherche des causes des maladies, de I'amélioration de leurs traitements
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et des moyens de prévention. Pour cela, elle cherche a comprendre comment les pathogenes et
les parasites se transmettent d'un individu & un autre afin d'étre capable de prédire les épidémies,
leurs ampleurs dans le temps et dans I'espace.

Dynamique vitale : C’est la dynamique qui inclut les naissances et les déces.

Infecté : Pour une maladie donnée, un infecté est un individu qui porte 1’élément responsable
de la maladie (des germes tels que les virus, les bactéries, les parasites, les champignons, les

prions).

Infectieux : Pour une maladie donnée, un infectieux est un individu qui peut transmettre la

maladie a un autre individu sain. Un individu infecté peut étre non infectieux.

Susceptible : Un individu qui n’est pas infecté mais pouvant contracter la maladie, est dit

susceptible.

Population naive : C’est la population des individus n'ayant jamais été infectés par une maladie

donnée mais qui sont susceptibles.

1.3 Quelques indicateurs en épidémiologie
1.3.1 Indicateurs de morbidité

1.3.1.1 La prévalence

11 s’agit du rapport entre le nombre de cas d’une maladie observée a un instant donné et la
population totale dont sont issus ces cas au méme instant.
Nombre de cas observés a un instant t

Prévalence = — — 1)
population a risque a cet instant t

1.3.1.2 L’incidence

L’incidence cumulée : De maniére explicite, I’incidence cumulée correspond au rapport entre
le nombre de nouveaux cas pendant une période de temps et la population totale exposée
pendant la méme période. L’incidence cumulée s’exprime en pourcentage, par mille, etc. Elle
correspond au risque moyen de contracter la maladie pendant une période donnée pour un

individus de la population.

Densité d’incidence (taux d’incidence) : La densité d’incidence impose de connaitre la
population a risque et le nombre de cas survenus pour chaque période. De maniére explicite,

elle se formule ainsi ;
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DI

“pxt &

Avec m le nombre de nouveaux cas sur une période d’étude (jours, semaines, mois, années), P

le nombre d’individus total de la population étudiée et T la durée de la période d’étude.

1.3.2 Indicateurs de mortalité

Taux de mortalité : 1l s’agit du rapport entre le nombre de décés survenus au cours d’une
période donnée (généralement une année) dans une population donnée et le nombre cumulé
d’individus atteints par la maladie a la méme période. Le taux peut inclure implicitement toutes
les causes de mortalité ou une cause particuliére.

Nombre de decés en rapport avec la maladie a la période t

Taux de mortalité = 3
Nombre total de cas a la méme période t 3)

1.3.3 Indicateurs de guérison

Taux de rémission : C’est le rapport entre le nombre cumulé d’individus guéris en rapport avec
la maladie a un instant donné et le nombre cumulé d’individus atteints par la maladie a la méme
période.

Nombre de guérison en rapport avec la maladie a une période t

Taux de rémission = 4
Nombre total de cas enregistré a la méme période t @)

1.3.4 Taux de reproduction R,

Le taux de reproduction noté R,, est un parametre dont la valeur détermine I'évolution
temporelle d’une épidémie. Il permet de déterminer le nombre de personnes infectées par un
individu ayant contracté le virus avant sa mort ou sa guérison.

Si le paramétre R, est inférieur a 1 alors la proportion d’individus infectés décroit. Par contre,
si R, est supérieur a 1 alors nous avons affaire a une épidémie. Compte tenu de ces
informations, pour enrayer une épidémie, il nous revient a faire chuter la valeur de R, soit en
vaccinant la population, soit en prenant d'autres précautions. Nous notons que la chute de la
valeur du paramétre de reproduction, fait baisser le taux de transmission de la maladie.

L’expression explicite de R, est donnée par

Taux de transmission
0 =

5
Taux de rémission )
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1.4 Présentation des modeles

De nos jours, nous constatons une répétition récurrente de I’apparition des maladies infectieuses
avec des probléemes majeurs de santé publique. Cette répétition récurrente est due aux
résistances des germes (les bactéries, les virus, les agents pathogenes, etc.), a I’apparition de
nouveaux germes et a la vitesse de propagation des virus. Face a ce constat, il convient de se
doter d’outils de prévention afin de réagir rapidement et efficacement. Ainsi, il est devenu
incontournable de faire appel a 1’outil mathématique en épidémiologie dans le but d’aider les
autorités sanitaires dans le contréle de la santé publique. Mais il est fort déplaisant de constater
qu’il existe bien souvent un décalage entre I’obtention des données épidémiologiques et leur

mise en pratique dans les politiques de santé publique.

Dans cette partie du document, nous présentons différents modeles dynamiques des
populations, utilisés en épidémiologie. Tout d’abord, nous commengons par des approches
classiques des dynamiques des populations. A savoir, 'un des premiers modeles, fut réalisé
par Thomas Malthus en 1798. Malthus a mis en équation 1’évolution d’une population au cours
du temps. A la suite de cela, nous retrouvons Pierre Frangois Verhulst qui s’est inspiré du
modele simple de Malthus afin de développer un modéle logistique. En plus de cela, nous
verrons les modeles dits structurés par classe. Ces modeles considerent une partition de la
population ainsi que les interactions possibles entre les parties. Enfin, nous aborderons les
modeles SI (Susceptible, Infecté) et SIR (Susceptible, Infecté, Retiré) qui décrivent I’évolution

d’une maladie au sein d’une population.

1.4.1 Modeéles dynamiques des populations

1.4.1.1 Modéle de Malthus

Le modéle initialement proposé par Malthus en 1798, permet de décrire I’évolution d’une
population dans le temps. Avec ce modéle, 1’évolution d’une quantité (la population) au cours

du temps en s’appuyant sur les hypothéses a savoir :

e La variation (ou I’accroissement) de cette quantité est proportionnelle a elle-méme ;

e Le coefficient de proportionnalité est constant au cours du temps.

Modeéle de Malthus discret : Dans cette partie, on s’intéresse a 1’évolution d’une certaine

quantité (population) que 1’on suppose non nulle et que 1’on observe de fagon périodique.
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On note n, la période d’observation initiale (souvent n, = 0) et pour n = n,, , on note B, la
quantité observée au début de la période n. Le modéle exponentiel de Malthus nous dit que la
variation de la quantité observée entre les instants n et n 4+ 1 est proportionnelle a la quantité

observée au temps n. C’est-a-dire :
Ppyy —P,=1"P, (6)
Avec r™ le coefficient de proportionnalité.

Notons que 1’on peut réécrire la relation (6). 1l suffit de poser

P,.1—P
m = n+;) n (7)
n

L’information importante dans [’hypothése de Malthus est que ce coefficient de
proportionnalité est constant au cours du temps. C’est-a-dire r™ = r € R pour tout n = n,.
L’évolution de la quantité observée au cours du temps est alors décrite par la suite (B)nsn,
définie par :

{Pnﬂ =1+r)P, Vn=ny; (8)
Py, > 0.

Ainsi, ce modéle discret est décrit par une suite géométrique de raison (1 + r;) ayant pour

solution.
VnZnO,Pn=(1+r)nP0 (9)
Nous avons les résultats suivants

e Si—1<7r<0,alorslasuite (P,)nsn, décroit vers 0;

e Sir =0, alors lasuite (P,)sn, Croit vers +oo.

Modele de Malthus continu : On considére 1’évolution d’une quantité (population) dans le
temps que I’on observe de fagon continue.
On note naturellement t la variable de temps et P(t) la quantité observée a I’instant t. A partir

du modeéle discret (1), nous posons :
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t=n.6t,P(t) =P(n.dt) =P, et (gn})(P,H1 —-P,)=P'(t) (10)

Avec 6t le temps infinitésimal d’évolution du systéme dont 6t = 1 dans le cas du modele (1).
Dans le cas continu, 1’évolution de la quantité observée est alors décrite par le probléeme de

Cauchy suivant :

{P’(t) =rP(t); a1

P(ty) =Py >0
Ce modeéle continu est une équation différentielle linéaire dont la solution est
Vt=>0, P(t) = Pyge™ (12)
Comme dans le cas du modele discret, nous remarquons

e Sir<0, VP, > 0,alors P décroitversO0;
e Si r =0,alors P estconstante et égale a P, ;

e Sir > 0,alors P croitvers +o

Remarque : Il est important de voir que les indices de la variable P entre les instants n + 1 et
n des modeles discret et continu sont différents. En effet, prenons par exemple un taux de
natalité r = 0,01 par an (cela signifie qu’en moyenne il nait un enfant sur cent personnes tous

les ans), alors

e Le coefficient de variation du modeéle discretest 1 +r = 1,01 ;

e Le coefficient de variation du modéle continu est exp (r) = exp(0,01) = 0,027.

Le modéle de Malthus est simple (la résolution est facile) et peut étre utilisé pour modéliser
les évolutions temporelles des germes. Cependant, ce modele décrit seulement deux types de
comportement tels que 1’extinction et I’explosion des germes. Dans le cas ou le taux de
croissance est positif, ce modele s’avere mauvais pour prédire 1’évolution a long terme,
puisqu’il suppose des ressources infinies et qu’aucun phénomene de régulation n’intervient.
D’ou la limite du mode¢le de Malthus. Pour pallier a ce probléme, Verhulst propose un

modele logistique.

10
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1.4.1.2 Modele de Verhulst

Le modele proposé par Verhulst en 1838 qui est appelé modele logistique, est une
représentation alternative a celle de Malthus. Il permet d’introduire un processus
d’autorégulation observé dont I’effectif (la population) ne peut pas dépasser la capacité
d’accueil du milieu. Dans ce mod¢le, la dynamique de croissance de la quantité observée P
correspond & une relation de proportionnalité. Mais le coefficient de proportionnalité n’est plus

constant et dépend linéairement de P. Il s’écrit ainsi

{P'(t) =R(P(1)).P(t);

13

Avec R(P(t)) =r (1 — %) , K est une constante qui représente la capacité maximale du
milieu.

Ce modele continu de Verhulst (Equation de Bernoulli) admet une unique solution maximale
au cours du temps définie sur R?, donnée par :

veso0  P(t) = —LoexpD (14)

1- % + Py exp(rt)

Le systéeme (S;) posséde les deux points d’équilibre P; = 0 et P, = K qui sont déterminés en
posant P'(t) = 0. Ainsi quelle que soit la condition initiale non nulle, on a toujours

lim P = K. Ce qui traduit tres bien le processus d’autorégulation de la population.

t—>+o00
1.4.1.3 Modeéles structurés par classe

Les modeles exposés dans les sections précédentes, s’intéressent a une évolution globale de la
population. Quant aux modeles structurés par classe, ils portent la dynamique interne de la
population et I’influence du milieu extérieur. En effet, ces modéles permettent de décrire les
interactions entre les étres vivants d’une méme espéce et avec le milieu extérieur. Dans cette
partie, on ne traitera que le cas des modeles structurés en age. Il s’agit des mode¢les continus en
temps, discrets en phase (1’age).

Considérons I’évolution d’une population définie sur R.. Celle-ci est représentée par

N@®) = (N1(D), .., Nu(®))" (15)

Avec m € N* correspondant au nombre total de classes.

11
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Pour un instant t > 0, I’accroissement de N; (i € {1, ..., N}) entre t et t + dt, dépend :

e Des individus vivant a la date t dans une phase j # i, qui passent dans la phase i a la
date t + dt. On note s;;(t) le taux associé. L apport des individus issus de la phase j a
I’accroissement de la phase i entre les instants t et t 4+ dt est alors :

s;j(ON;(®)dt

e Des individus qui naissent dans la classe i & la date t + dt d’un parent vivant dans une
classe différente j a I’instant ¢. Le taux correspondant est noté b;;(t). L’apport est donné
par :

b;j(t)N;(t)dt
e Des individus étant dans 1’état i a I’instant t et décédés a I’instant t + dt. Leur

contribution s’écrit alors :

—d;(ON;(£)dt

vo<i<m,ona:

dN, S N
dft) = z sij(t)Nj(t)+Z;bij(t)Nj(t)—di(t)Ni(t) (16)

j=1j=1 J
L’écriture matricielle nous donne :

dN(b)
dt

=AN() (17)
Avec A(t) est la matrice donnée pour tout i € {1, ..., m}etj # i, par:
Ay (t) = by — d; et Ay;(t) = 545+ byj .

En imposant une condition initiale N(0) = N, alors le probléme de Cauchy :

dN(t)_A
-~ AONQO, (18)
N(0) = N,,

possede la solution donnée par :

12
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t

Vtel, N(t) = Ny exp fA(r)dr (19)
0

1.4.2 Modéle mathématique en épidémiologie

L’épidémiologie est I’étude de la propagation des maladies chez ’homme et des paramétres qui
les influencent. En d’autres termes, il s’agit de 1’é¢tude des épidémies et des facteurs qui
pourraient les causer. Elle permet de mettre a 1’épreuve, sans perte de temps ni frais, les mesures
de lutte qui sont envisagées a savoir les mesures préventives, I’isolement des malades, les

traitements, les vaccinations, etc.
1.4.2.1 Premier modeéle épidémiologique

La modélisation en épidémiologie débute le 30 avril 1760, dans 1’un des travaux de I’ Académie
des Sciences de Paris. Le chercheur D. Bernoulli y présente un modéle concernant 1’épidémie
de la variole. Les travaux de D. Bernoulli donnent naissance a une discipline qui sera appelée
biomathématique. L’objectif de ces travaux était de savoir si 1’inoculation de la maladie
présentait plus d’avantages que de risques pour la population affectée. La variole était une
¢pidémie redoutable a cause de sa contagiosité et son caractére épidémique. Elle n’est plus
qu’un mauvais souvenir puisque cette maladie a fait [’objet de la premicre éradication
volontaire contrdlée par I’homme. Sa disparition officielle remonte a 1977. D. Bernoulli expose

ses travaux devant I’ Académie des Sciences en émettant les hypotheses selon lesquelles :

» Un individu infecté pour la premiére fois par la variole a une probabilité p de mourir et
une probabilité 1 — p de survivre a la maladie, et cela est indépendant de son age ;

» Unindividu a une probabilité g d’étre infecté dans 1’année indépendamment de son age
(la probabilité qu’un individu soit infecté au cours d’un petit intervalle de temps dt entre
I’age t et ’age t + dt est q.dt) ;

» Lorsqu’un individu survit apres avoir été infecté par la variole, il est immunisé pour le
reste de sa vie. Alors on note m(t) la mortalité naturelle a 1’age t, par conséquent la
probabilité pour qu’un individu meurt dans un petit intervalle de temps dt ([t ; t + dt])
est m(t).dt . On considére maintenant un groupe d’individus nés a la méme année.
Notons :

e S(t), laproportion d’individus encore en vie a 1’age t sans avoir été au préalable

infecté (ils sont donc susceptibles de I’étre) ;

13
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e R(t), la proportion d’individus qui sont encore en vie a I’age t et immunisés ;
e P(t) = R(t) + S(t), le nombre total d’individus qui sont encore en vie a I’age

t.
Le début de I’épidémie correspond a t = 0 et nous avons S(0) = P(0) = P,.

D. Bernoulli écrit qu’entre 1’age t et ’age t + dt (avec dt infiniment petit), chaque individu
n’ayant jamais été infecté, a une probabilité g.dt de 1’étre (infecté par la variole) et une
probabilité m(t). dt de mourir d’une autre cause.
Donc la variation du nombre d’individus non encore infectés est donnée par

ds(t) = —qS(t).dt —m(t)S(t).dt (20)
Les signes négatifs dans I’équation différentielle (20), signifient que la proportion d’individus

encore en vie a I’age t diminue au cours du temps.

On obtient 1’équation différentielle suivante
ds(t)
dt

Pendant le méme petit intervalle de temps, le nombre d’individus qui meurent de la variole est

= —qS(t) —m@®)S(t) = —(q +m(@®)) S(®) (21)

pqS(t).dt, le nombre d’individus qui y survivent et deviennent immunisés est :
(1—p)qS(t).dt. De plus, il y a m(t)R(t) individus déja immunisés qui meurent

naturellement. Tout cela nous conduit a une seconde équation différentielle :

dR(t)
dt

=q(1-p)S@® —m(ORE®) (22)

Puisque P(x) = S(x) + R(x), alors

dP(t) _dS(t) | dR(t) _

dt dt o = ~m®OS® - pgS®) ~mORE®) (23)
D’ou

dP(t)
dt

= -—m(t)P(t) —pqS(t) (24)

Posons le systéme suivant

DO _ (g +m®) s
ap(® =
2 = —m(OP() —pgS(t).

14
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Pour la résolution du systeme (25), nous utilisons la solution intégrale de la premiere équation
du systéme que nous remplagons dans la seconde équation. L’équation différentielle ainsi
obtenue, est résolue avec la formule de Duhamel. A partir des solutions obtenues, D.
Bernoulli montre qu’a I’age t, la fraction d’individus qui est susceptible de contracter la

variole est donnée par

S@® _
P(t) (1-pet+p

(26)

1.4.2.2 Modeéle déterministe simple de Hamer (modéle SI)

En 1906, il apparait le premier modéle dynamique de W. H. Hamer. C’est un modele
épidémiologique assez simple dans lequel on considére que la population étudiée N peut étre
décomposée en deux catégories telles que

» Les individus susceptibles d’étre infectés (S) ;

» Les individus infectés (1).
L’infection se propage par contact direct entre un individu du compartiment S et un individu du
compartiment I (infectés ou contagieux). Un individu, lorsqu’il est infecté, devient infectieux
et le reste jusqu’a la fin de sa vie. Cette hypothése est raisonnable pour beaucoup de maladies
dans les premicres étapes de 1’infection.
Dans le modele de Hamer, on suppose que la population est fermée compte tenu des taux
d’immigration et d’émigration faibles.

Pour toutt > 0,
Nit)=S®t)+1I(t) (27)

Avec N qui ne varie pas (population fermée) et correspond a la densité ou taille totale de la
population (soit 100% de la population).

Le modéle de Hamer est décrit par le systeme différentiel suivant
ds
2 ® = f®.1®);

(28)
dI
O =f (50, 1(D)).

Ou f(S(t),I(t)) est I’incidence de la maladie, le taux avec lequel I’infection se produit.
La fonction f est clairement croissante car le taux d’infection a tendance a augmenter. Dans le

modele le plus simple, I’incidence de la maladie est donnée par
f(s.D = BSI (29)
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Le paramétre [ exprime que tous les contacts possibles n’ont pas nécessairement licu, et que
les contacts qui ont lieu, ne sont pas toujours a 1’origine d’un nouveau cas (un contact
n’entrainant pas forcement une contamination). Il exprime également le paramétre de
transmission de la maladie (taux d’infection). La figure 3 présente le mode de transmission de
la maladie au sein du modele SI. On constate que le facteur B est celui qui détermine la transition
entre 1’état susceptible a I’état infecté. Les individus du compartiments S diminueront a mesure

que ceux du compartiment | augmenteront.

B
Susceptible |:>

Figure 3: Diagramme de transmission du modeéle SI.

Ainsi le systeme (28) devient

ds .
d¢§1 (30)
E = ﬂSI

Le signe négatif dans la premiére équation différentielle, signife que la proportion de
susceptibles diminue au cours du temps.

Le modeéle de Hamer est trop simpliste et ne correspond pas a la réalité en épidémiologie.
1.4.2.3 Modéle déterministe général de Kermack et McKendrick

Au début du XXe siecle, W.0. Kermack (médecin en santé publique) et A. G. Mc Kendrick
(biochimiste) publient un modéle simple de la propagation des épidémies par contact direct. A
I’époque, ils ont confonté leur modele avec les données réelles de la diffusion de la peste de
Bombay (1905-1906). Ils partagent la population en trois groupes a savoir les susceptibles S,
les infectés I et les retirés R. Leur modéle ne contient que deux paramétres tels
que B le taux de transmission et y le taux de rémission, dont les valeurs sont déterminées a
partir des données observées.
La densité (taille) de la population totale est supposée constante comme dans le modele de
Hamer.

NO=S®O+It)+R1t) =1 (31)
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La figure 4 présente la transition entre les différents compartiments du modéle. Apres le passage
de I’état susceptible a I’état infecté, on quitte 1’état infecté pour aller a 1’état retiré en faisant
intervenir le facteur y. Donc le compartiment de retiré ne fera qu’augmenter au cours du temps

comparément aux deux autres compartiments.

/
2D

Figure 4: Digramme de transmission du modéle SIR.

Le modéle de Kermack et McKendrick est un systéeme d’équations différentielles :

S'(t) = -=BSI®)
ra = ps@I) —yI(t) (32)
R'(t) = yI(D)

La variation d’individus susceptibles est décroissante ce qui explique le signe négatif dans la
premiére équation du systéme (32). En ce qui concerne la variation du nombre d’individus
d’infectés, elle dépend de deux termes dont le premier est identique a celui de Hamer et le
second fait I’objet de plusieurs options.
Avec ce modéle, on retient I’hypothése que dans un intervalle de temps dt, une proportion fixe
de sujets cesse d’étre considérée comme infectée. Cette proportion concerne les sujets guéris,
immunisés, isolés et décédés. Cette proportion est désignée par le parametre y.
Il faut noter que

e Siy = 0 on obtient le modele simple de Hamer ;

e Siy =1, les infectés sont tous sortis de leur compartiment durant 1’intervalle de temps

dt.

Le systeme est muni des conditions initiales S(0) = S,,1(0) = I, R(0) = 0 avec I, = 0 ainsi
So = N. Cela revient a considérer une population d’individu susceptibles dans laquelle on
introduit un petit nombre d’infectieux.

En divisant la deuxiéme équation du systéme (32) par yI(t),ona:

I'e) _Bs®
vI(t)

—1 (33)

Dans la suite de cette partie, nous exposons le théoreme de seuil relatif au modéle SIR.
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Pour II((?) >0="2 Sy(t) > 1 alors chaque individu infecté contaminera plus d’un individu
susceptible et que la maladie se propagera a un nombre toujours grandissant d’individus. Il en

(t)

sera ainsi jusqu’a ce que le nombre de susceptibles S(t), soit tel que —— < 1 (S(t) dimunue

au cours du temps).

Le rapport gse traduit comme le nombre de contact pouvant transmettre la maladie par les

individus infectés tout au long de leur période de contagion. Par conseéquent, en multipliant par
la fraction des individus susceptibles & chaque instant, on obtient le hombre de nouveaux
infectés causés par un seul individu contagieux.

Le systtme (S,) met en évidence I’importance des conditions initiales dans ce genre de

modeles.
e Si ﬁ:" > 1, il y aura forcément une épidémie ;
Si '850 < 1, seuls quelques individus seront infectés avant que la propagation de la

maladie ne s’arréte d’elle-méme.
Posons maintenant R, = BTN (car I, = 0). Ce seuil R, est appelé le taux de reproduction de base

et correspond au nombre cas secondaires produits par individu infectieux moyen au cours de sa

période d’infectiosité, dans une population entiérement constituée de susceptibles.
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Matériels et Méthodes

Cette partie du document, porte sur la description des différents matériaux informatiques
utilisés, le développement des modeles, I’approximation numérique des modéles développés et

les algorithmes associés aux modéles numeériques.

2.1 Matériels

2.1.1 Données

Nous avons utilisé une base de données journalieres de mesures du nombre de nouveaux cas
d’infection, du nombre de décés et du nombre de guérisons officiellement enregistres sur toute
I’étendue du territoire frangais. Ces données ont été collectées sur une période de 493 jours (24
janvier 2020 au 30 mai 2021). Nous avons utilisé 455 données journaliére de taux de
reproduction de 1’épidémie et 154 données en ce qui concerne les pourcentages de vaccination
journaliere du 27 décembre 2020 au 30 mai 2021.

Ces donnees ont été collecté sur des sites internet certifiés. Les données concernant les nombres
de cas, nombre de déces et nombre de guérison ont été collectées grace au site officiel de
coronavirus-statistiques.com.

Les données concernant le taux de reproduction ont été collectées sur le site

ourworldindata.com.
2.1.2 Matériel pour simulation

Dans nos travaux, le modéle épidémiologique déterminé et étudié, est non linéaire. Dans le cas
général, nous ne pouvons pas déterminer une solution exacte de ce modéle. Pour cela, nous
avons déterminé des solutions discrétes approchées du modele a I’aide des schémas classiques.
Ces solutions approchées sont traduites a 1’aide des instructions informatiques (les algorithmes)
et implémentées avec le langage python. Nous avons aussi utilisé le tableur Excel pour estimer
les valeurs des parameétres intrinseques du modéle a partir des données disponibles sur le site
de ’OMS.

Le langage Python nous a permis d’implémenter 1’algorithme itératif associé a notre systéme
non linéaire et ses variantes de maniere relativement simple. 1l est disponible gratuitement en
licence Open Source sur I’internet et bénéficie d'une importante communauté d'utilisateurs en
ligne. C’est un langage de programmation orienté objet permettant de concevoir et d'utiliser de
nombreux logiciels. 1l est exploité depuis les années 1990 et fonctionne sous une multitude de

plateformes telles que Windows, Java, .NET, Android ou Mac OS. Le langage comprend
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plusieurs packages et de nombreux modules ainsi que des bibliotheques. Nous avons utilisé les

packages de calcul numérique qui stockent les variables sous forme de matrices.

2.2 Méthodes
2.2.1 Modéles

A partir du modéle de Kermack et McKendrick (SIR) développé dans le chapitre 1, nous allons
développer un modéle dynamique adapté a notre probléme (COVID-19). Tout d’abord, nous

présentons de maniére plus détaillée, le modéle de Kermack et McKendrick.

2.2.1.1 Modele de départ (SIR)

Désignons respectivement par S(t), I(t) et R(t), les proportions d’individus sains, infectés et
rétablis au temps t. Le nombre d’individus dans chaque compartiment entre les instants t et t +
dt, est donné par le systeme discret suivant :

S(t+dt) = S(t) + f(t).dt
I(t+dt) =I(t) +g(t).dt (34)
R(t +dt) = R(t) + h(¢t).dt

Au regard de 1’évolution de I’épidémie de la COVID-19, nous pouvons dire que

e Les nouveaux infectés au temps t + dt, proviennent du compartiment S et y étaient
jusqu’au temps t. Avant d’€tre infectés, ces individus sains interagissent avec des
infectieux du compartiment I durant une période dt. Aprés ces interactions, s’ils
contractent la maladie alors ils sont automatiquement ajoutés au compartiment I. Le
passage de S vers I, est représenté par la fonction f (t) donnée dans le systeme (34) telle
que f(t) = —BS(t)I(t). D’ou le produit S(t)I(t) représente les interactions entre les
sains et les infectieux.

e Les personnes rétablies sont issues du compartiment des personnes infectées. Le groupe
des infectés est réduit entre les périodes t et t + dt. Par conséquent il faut retirer du
groupe des individus infectés I, cette portion d’individus rétablis et 1’ajouter au groupe
des individus rétablis. Le passage de I vers R, est représenté par les fonctions h(t)
données dans le systeme (34) telles que h(t) = yI(t). La fonction yI(t) représente la
force de rémission (force avec laquelle I’on guérit de la maladie avec ou sans
traitement).

A partir de ces résultats, pour que le systeme soit fermé, il suffit que

g = —f(&) = h(t) = BSOI() —yI(0).
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Alors le systeme (34) devient :

S(t+ dt) = S(t) + —BSI(L). dt
It +dt) =1(t) + (BSOI) — yI(t)).dt (35)
R(t+dt) = R(t) + yI(t).dt

Cela implique que
(- S(t+dt)-S(@t)

dt = —BS®OI(D)

U“*fﬁ‘“”=ﬁﬂnno—yxo (36)

L R(t + d;i — R(t) I

Nous remarguons que pour les petites variations de temps dt, le modéle du systeme (36)

converge en un modele continu que nous allons déterminer.

On considere la fonction X définie Vvt > 0 par dt — X(t + dt).
Le développement limité au voisinage de 0 a I’ordre n pour la fonction X supposée
indéfiniment dérivable s’écrit ainsi :

dtX'(t + o) N (dt)2X"'(t + 0) oy d™"X™(t + 0)

X(t+dt) =X({t+0)+ T T "

+ (dDe(dt) (37)

Cela implique que

2v/Ir n (n)
CORSOINCD (IO

X(t+dt) = X(t) +dtX'(t) + > n

+ (dt)"e(dt) (38)

Avec lim e(dt) = 0.
dt—-0
Considérons un développement limité a ’ordre 1 au voisinage de 0, on obtient :

X(t+dt) = X(t) + dtX'(t) + dte(dt) (39)

o X(t+dt) —X(t)
= lim
dt—0 dt

= X'(t)

X(t+dH)-X(t)

Pour des petites valeurs de dt, on a: "

~ X'(t) (40)
Appliquons larelation (40) au systéme (36) en posant respectivement X (t) = S(t), X(t) = I(t)
et X(t) = R(t). Alors le systeme (36) devient

§'(t) = -BSI)
e =pgs@I) —yIt) (41)
R'(t) =yI(D)
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Le systéme (41) est composé d’équations différentielles qui caractérise le modele SIR. La
stabilité globale des états d’équilibre endémiques de ce modele est établie a I’aide des fonctions
de Lyapunov (Korobeinikov et Wake, 2002 ; Melnik et Korobeinikov, 2013). Dans la suite du
document, nous allons ameliorer le systtme SIR obtenu afin de I’adapter aux réalités de
I’épidémie.

2.2.1.2 Ajout des nouveaux termes

Dans cette partie, nous modifions le modele (41) pour qu’il corresponde aux réalités de la
COVID-19. En effet, de nombreux facteurs rentrent en jeu lors de la propagation du virus qui
ne sont pas pris en compte dans le modéle (41). Alors nous allons modifier les équations en
rajoutant certains facteurs tels que la durée limitée de I'immunité, les taux de mortalité, le

confinement et la vaccination.

Nous remarquons que la question relative a la durée de I’immunité des personnes rétablies,
n’est pas traitée dans le modele (41). Puisque I’'immunité totale face au coronavirus n’a pas été
prouvée et méme ’efficacité illimitée d’un vaccin dans le temps. Alors les individus rétablis,
ont la possibilité d’étre infectés au bout d’une période non déterminée. Dans ce cas, nous
pouvons envisager un passage du compartiment des rétablis R au compartiment des individus
susceptibles S. Ce passage est représenté par uR(t) ou u est la proportion des individus rétablis
qui deviennent susceptibles dans le temps.

Les équations deviennent
§'(8) = —BS®I(®) + HR(®)
re)=ps@I) —yI(t) (42)
R'(t) = yI(t) — pR(¥)
Nous introduisons ensuite un nouveau compartiment (groupe) d’individus noté D(t) qui
représente le taux des individus décédés a cause de la maladie. Pour ce faire, il faut aussi
introduire un nouveau parameétre a qui correspond au taux de mortalité des malades. Plus ce
coefficient sera grand, plus la maladie est considérée comme mortelle. En suivant la logique il
va de soi que I’on doit en effet retirer du groupe des infecticux I une certaine proportion

d’individus décédés que 1’on ajoutera dans le compartiment des individus décédés D.

Alors le systeme (42) devient
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§'(t) = —BS(OI(t) + pR(t),
I'(t) = pS(I(t) — yI(t) — al (),
R'(t) = yI(t) — pR(0),
D'(t) = al(t);

(43)

On note pout temps t > 0, et N(t) la densite totale de la population, tel que :
N({) =S@®) +I(t) + R(t) + D(t) = Nge R (44)
Le modeéle obtenu (43) a partir SIR (41) est SIRD (plus réaliste que les modéles précedents).
On munit le systéme (43) des conditions initiales suivantes
S(0) = Sy, 1(0) = I,, R(0) =0,D(0) =0etS, + I, = N.

On suppose (certains cas) que I, = 0 = S, = N. Cela revient a considérer une population de

susceptibles dans laquelle on introduit un petit nombre d’infectieux.

2.2.1.3 Mesures de confinement

A partir du 17 mars 2020, la population francaise a été isolée (confinée) a cause de la
propagation incontrélable du coronavirus malgré les mesures de distanciation social, de lavage
des mains. Le confinement est une mesure drastique qui a été prise par les autorités dans le but
de freiner la vitesse de propagation du SARS-CoV-2 (COVID-19) vu son caractere de forte
contagiosité. Cette mesure de contréle de la maladie a été prise également dans pratiquement
tous les pays du globe.

Dans cette section, on s’intéresse principalement a 1’écriture mathématique des mesures de
confinement dans notre modéle d’étude.

Désignons par 1 —u la proportion d’individus confinés. En effet, le confinement a trois
particularités. 1l peut étre partiel, progressive ou total. Entre les périodes t et t + dt, nous

appliquons les mesures de confinement qui réduisent le taux de transmission de la maladie de
B aup.

Alorsona:

S'(t) = —upI(t)S(t) + pR(t)
') = —(a+ I + upl()S(t)
R'(t) = yI(t) — pR(1)

D'(t) = al(t)

(45)
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A premiere vue I’apport du confinement ne change rien aux deux derniéres équations du
systeme (45) mais en réalité si le compartiment des infectés est modifié alors cela impactera les

évolutions temporelles des compartiments R et D.

2.2.1.4 Contro6le de vaccin

La campagne vaccinale en ce qui concerne la France débute le dimanche 27 décembre 2020 en
Ile-de-France et en Bourgogne-Franche-Comté, avant de se déployer sur 1’ensemble du
territoire de fagon progressive des le mois de janvier. 1l faut noter que ce vaccin est a but
préventif car on I’administre aux personnes saines afin qu’elles soient immunisées contre la
maladie. Cela n’empéche pas le virus de muter et de s’adapter aux immunités acquises. Donc il
y a toujours la possibilité d’étre infecté aprés avoir été vacciné car 1’efficacité illimitée d’un

vaccin n’a pas encore été prouvé a ce jour.

Dans cette section, on va maintenant s’intéresser a 1’écriture mathématique du vaccin dans le
modele. En effet, la vaccination se traduit ici par le fait que certaines personnes passent du
compartiment des individus sains S vers le compartiment des individus rétablis R. On note p le
pourcentage d’individus vacciné au cours du temps. Il nous revient d’ajouter le terme associé a
la vaccination au modéle (43). Cela suppose que la vaccination est effectuée en absence des

mesures de confinement. Nous obtenons :

§'(t) = - BI®)S(t) — pS(t) + uR(®)
Ir't) = —(a+ I + pI)S(D)
R'(t) = yI(t) + pS(t) — uR(¢)
D'(t) = al(t)

(46)

2.2.1.5 Application de la vaccination et des mesures de confinement

En appliquant simultanément les deux contréles (la vaccination et les mesures de confinement),

on obtient le systéme suivant

§'(t) = —upI(t)S(t) — pS(t) + uR(t)
I't) = —(a+p)I) +upI(t)S(t)
R'(t) = vI(®) + pS(t) — pR(1)
D'(t) = al(t)

(47)

Ce systeme d’équations différentielles, a été établi afin d’observer les évolutions temporelles

des quatre compartiments des deux controles.
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2.2.2 Propriétés qualitatives et probleme de Cauchy

2.2.2.1 Propriétés qualitatives en adéquation avec une reéalité biologique

Nous admettons les propositions suivantes :
Proposition 1: Quel que soit I’instant, les densités d’individus sains et infectés restent
positives. C’est-a-dire

Vt=>0, S(t) =0etI(t) = 0.

Proposition 2 : Au départ de 1’épidémie, lorsqu’il n’y a pas encore d’individus rétablis ou
décédés, la somme entre le nombre d’individus susceptibles et infectés est égale au nombre
total d’individus (N,) de la population. Au fil du temps, cette somme devient de plus en plus
inférieure au nombre total d’individus puisqu’il y a maintenant des gens qui sont rétablis ou
décédés. Ainsi il est possible que le nombre d’individus rétablis ou décédés augmente jusqu’a
étre égal au nombre total d’individus de la population si toutes les personnes susceptibles sont
infectées ou vaccinées et si tous les infectés sont rétablis ou décédés. C’est-a-dire :
Vt>0, S(t)+I(t) <Ny, 0<R(t) <Nyet0 < D(t) <N,.

Proposition 3 : La densité d’individus susceptibles au cours du temps tend a étre de plus en
plus petite et est toujours inférieure a la densité d’individus sains a I’instant de départ de
propagation de la maladie. C’est-a-dire :

Vt>0, 0<S(t) <S,.

Proposition 4 : Au bout d’un temps assez grand, la densité d’individus infectés sera trés petite.

I(t) — 0, lorsque t — oo
2.2.2.2 Probleme de Cauchy
Le probléme de la propagation de 1’épidémie de la COVID-19 est représenté par le modele du

systéeme (46) donné par :

S'(@) = —upl(®)S(t) — pS(t) + uR(¢)
I'(t) = =(a + y)I(t) + uBI()S(t)
R'(t) = yI(©) + pS(t) — uR(t)
D'(t) = al(t)

Pour établir un systéme de Cauchy, posons :

T
y(®) = (S@®),1(t),R(®), D(V)) .
La derivée de la nouvelle variable y nous donne :
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y'(®) = (S'(O,1'®),R'(1), D'(D)) .

Soient O un ouvert de R* et considérons f une fonction continue sur 7 x O (7 c R) définie

par :

/ —upI(t)S(t) — pS(t) + uR(t)

| —(a+py)I®) +upI(t)S(t)

FEY®O) =\ s -urey | @0
al(t)

Nous obtenons I’équation différentielle ordinaire de premier ordre qui suit :
y(® =f(ty®) (49)

La fonction solution y est de classe C. On associe a 1’équation (49) la condition initiale
y(ty,) = yo avec t, € 7.
Le probleme de Cauchy associé au modeéle (47) est donné par

{y ®=fLy®): (50

y(to) = yo.

Dans la suite du document, nous envisageons résoudre numériquement le probleme de Cauchy
(50).

2.2.3 Méthode d’approximation numérique

2.2.3.1 Méthode Runge-Kutta

Pour déterminer la solution numérique du modeéle SIRD, nous utilisons la méthode de résolution
de Runge-Kutta, précisément, la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 qui est plus consistante que
la méthode de Runge-Kutta d’ordre 2.

Il est bon de savoir que les methodes de Runge-Kutta sont des schémas de différences finies
qui peuvent étre utilisés pour résoudre des systémes d’équations différentielles ordinaires. Elles
font parties des méthodes les plus populaires grace a leur facilit¢ de mise en ceuvre et leur
précision.

Considérions I’équation suivante :

d
y'(@®) = f(t,y(t)):& =f(ty®) (51

dt
Cela implique que

dy(®) = f(t,y(®))dt (52)
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La résolution de cette équation va se faire sur un intervalle de temps [0, T] avec TeR, fixé.

Pour cela, nous allons subdiviser I’intervalle [0, T] en plusieurs petits intervalles de temps.
On choisit un pas de temps dt = % (NeN™) et on prend les points de discrétisation
to :0,t1:dt,t2 :2dtettn:ndt,

Avec n € {0, ... N}. La figure 5 représente ’intervalle de discrétisation a un pas dt, ouonaT =

t,etondéduitquet; —t, =t, — t; = t3 — t, = dt.

Figure 5: Intervalle de discrétisation

Ainsi pour tout t € [t,; thy1] (Ene1 — tn, = dt), intégrons 1’équation (52) sur ’intervalle

[t,; the1] @lors

fnﬂdy(t) :fn+1f(t,y(t))dt;
tn tn
Y(tne1) —y(t) = f n+1f(t,y(t))dt.
tn

On pose ¥ (t,) = (S(ta), 1(t), R(t), D(t)) = y™ = (Sy, L, Rn, D), alors :
tht1

=y [ Urey@)de 653)

n

Calculons maintenant ftt"“f(t,y(t))dt. Pour cela, nous utilisons la méthode de Simpson
n

présentée par la figure 6 et qui consiste a remplacer la fonction a intégrer par une parabole

passant par les points extrémes et le point milieu.
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s (u :)- b)

1 f(h)

D e
°
e

Figure 6: Schéma illustrant la méthode de Simpson

On obtient ainsi :

a

| e ~ 228 (f(a) rar (U0 f(b)>

Par analogie, on a :

[ ey @)ae =5 (4 (1, 0™3) # £ ™)
t 2

d 1
= (1 447 (5,2"%)  Fn ™) ).

D’ou I’équation (53) devient :
n+1 n dt n n+1 n+1
Y=y Flay) +4f (£, 19"2) + ftn ™D | (59

1
Dans 1’équation (54), nous avons des nouvelles inconnus y™*! et y™*z. En appliquant la

méthode des rectangles et du point milieu, on obtient :
1 dt
Y=yt + = flty™

— n+l _ dt
ytl=yn +dt. f (tn_%,y z) =y +dt.f (tn+%,y” + 5t y™) )
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dt
Avect % =ty + 5

Finalement, la solution numeérique nous donne
n+l — ,n dt n 4 n dt n n d n dt n 55
Y=yt | [t y™) + 4f LY 5 fEny") |+ f| tasr, y" + dEf tody + 5t y™ (55)

On pose :
y"t=y"+ ks (56)

Avec

u n n dt
ko =5 Gy + 4y + ko) dy = [t ™) ko = f{t, 007 + Tk J
ks = f(tnsr, Y™ + dt.ky).

L’équation (55) nous permettra d’obtenir une solution approchée du systéme d’équations (47).

Application au modéle SIRD :

Lorsqu’on applique le probléme de Cauchy aux variables qui composent le modele SIRD

(S(©),1(6),R(),D(t)) ona:

I'®) = fi(t, 1(D))
| R'(t) = fx(t, R(D))
\D'(t) = f»(t, D(®)

Ainsi gréce a la méthode de Runge-Kutta 4 et a I’expression obtenue dans 1’équation (56), on

JS’(t) = fs(t,5(1)

obtient ;

SMH = S" + k3
"= 1"+ ky
R™1 = R"™ 4+ k§
D™t = D" + kf

Avec k¥ =% (ki + 4k¥ + kX)) ou kY = f(tn, X™), kf = f (tn+1,X” + %kl),
2

k¥ = f(tpe, X® +dt.ky) et X € {S,1,R,D}.
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2.2.3.2 Algorithme

Dans cette partie, nous développons un algorithme a partir de la solution numérique obtenue

dans la section précédente.

Début : on choisit

Yy «— vector(Sy, Iy, Ry, Dy)
Sol «— matrix(4,N + 1)
t — 0:dt: M = dt

For jallantde 1a N do

T —tj_, +dt/2
ky — f(tj—1,Sol(1:4,j — 1))
k, — f(T,Sol(1:4,j — 1) + dt * ky/2)
k3 — f(t,Sol(1:4,j — 1) + dt * k;)
k, —dt*(k,+4*k, + k) /6
v Sol(1:4,)) — Sol(1:4,j—1) + ky
v end do
Fin.
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Résultats et Discussions

Dans cette partie nous montrerons dans un premier temps les résultats issus des simulations
numériques mise en ceuvre en ce qui concerne 1’épidémie de Covid-19 en France. Ensuite, dans
un second temps, nous les discuterons en tenant compte de travaux menés dans la méme

optique.

3.1 Résultats

Cette section comporte deux parties. Dans la premiere, nous procédons a une série de simulation
comparative dans le but de déterminer la pertinence du modele et d’observer 1’influence des
différents parametres sur I’évolution temporelle du modele. Dans la seconde section, nous
étudions numériquement les évolutions temporelles de la COVID au sein de la population

francaise.

3.1.1 Simulations

Pour procéder aux simulations qui vont suivre, nous avons utilisé les conditions initiales I, =
0.015 %o, Sy = 99.99%, R, = 0 et D, = 0.

3.1.1.1 Pertinence du modéle

Cette section consiste a faire une étude comparée des modeles S, SIR ET SIRD dans le but de
déduire le modele le mieux adapté a la réalité de I’épidémie. On remarque que ces trois modeles
ont en commun les compartiments (variables) S et 1. Dans cette partie, il s’agit de voir les
évolutions temporelles des deux variables des trois modéles. Ainsi nous obtenons la figure 7
qui présente 1’évolution temporelle des densités d’individus dans les compartiments S et I. On

fait donc les observations suivantes :

e Dans le cas du modéle SI, on constate une baisse rapide de la proportion des individus
sains. Cette baisse induit une augmentation inversement rapide de la proportion
d’individus infectés. On observe qu’aprés 50 jours cette proportion d’individus sains
devient quasiment nulle. Cela veut dire que tous les individus susceptibles ont été
infectés et que I=N. Ces résultats sont loin de la réalité dans le cas d’une épidémie telle
que le coronavirus ou des soins sont apportés aux malades pour avoir des guérisons ;

e Dans le cas du modele SIR, on observe une diminution moins rapide de la proportion
d’individus sains en comparaison avec le modéle SI. En ce qui concerne la proportion
d’individus infectés, on observe un pic suivi d’une diminution progressive. Cette

diminution des individus infectés est le résultat des soins apportés aux malades. Mais la
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réalité du coronavirus est différente, car parmi les individus infectés, certains ne
guerissent pas de la maladie et meurt ;
e Pour le cas du modele SIRD, la diminution de la proportion d’individus sains est plus
lente comparée a la diminution observée dans les deux autres modeles précédents. Quant
a la proportion d’individus infectés, on observe un pic d’infection moins haut que dans
le cas du modéle SIR. Cela est d0 au fait les individus du compartiments | vont vers
deux compartiments a la fois (compartiments des R et D). Ce modeéle cadre mieux avec
les observations faites en ce qui concerne le coronavirus.
On peut donc affirmer que le modéle SIRD est le plus adapté et le plus pertinent pour mieux

mener notre objectif de simulation de la pandémie de la COVID-19.

1.0 — 5l 1.0 1
SIR
—— SIDR

0.8 0.8
— =
= =
@ -0
2 064 S 0.6
o £ — Sl
v c
] 5 SIR
b=
. o — SIDR

(a) & oa- 04 (b)

e a

0.2 1 0.2 1

0.0 4 0.0 1

T T T T T T T T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
Temps Temps

Figure 7: Evolutions temporelles des densités S et | avec les trois modeles. (a) : Evolutions
temporelles des densités des sains dans chaque modele. (b) : Evolution temporelle des infectés

dans chaque modeéle.

3.1.1.2 Influence des parametres sur le modéle

3.1.1.2.1 Taux de transmission

Pour tester I’influence du parameétre de taux de transmission, on choisit différentes valeurs de
B. Nous fixons les valeurs des deux autres parametres tels que le taux de rémission et celui du
déces. La figure 8 nous présente les variations de beta (8) obtenues aprés la simulation. On
observe ainsi que :

e Pour la densité des sains (S), on observe que lorsque le taux de transmission est plus

¢élevé, la proportion d’individus du compartiment S diminue plus vite contrairement a
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un taux de transmission relativement plus faible car pour f = 0.1, la variation de la
proportion des sains est infime. De ce fait on peut dire que pour des valeurs trés faible
du taux de transmission, le systéme évolue tres faiblement.

e Pour le bloc des infectés (1), on constate que le pic d’infection apparait beaucoup plus
vite et est beaucoup plus haut lorsque f est plus grand. Mais lorsque le taux de
transmission est trés faible (notamment pour 8 = 0,1), I’influence de S est quasiment
négligeable ;

e Pour le bloc des rétablis (R), on observe que pour de grandes valeurs de § la proportion
d’individus rétablis augmente trés vite en comparaison aux valeurs plus faibles de £.
Lorsque le taux de rémission est trés faible, cela n’a pas d’impact visibles sur ce bloc ;

e Pour le bloc des décédés (D), I’influence du paramétre 8 est équivalente a celle observée
sur le bloc R.

Compte-tenu des différents résultats obtenus, nous pouvons dire que le modele développé dans
ce travail, est assez proche de la réalité de la COVID-19 car si les mesures d’interventions
humaines ne sont pas entreprises, a savoir, les mesures d’hygiéne (lavage des mains, port du
masque, etc.), la distanciation sociale, alors nous pouvons assister une évolution significative

de la densité des infectés au détriment des sains.
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Figure 8: Influence du taux de transmission sur le modele. (a) : Evolutions des susceptibles

(b) : Evolution des infectés. (c) : Evolution des rétablis. (d) : Evolution des décédes.

3.1.1.2.2 Taux rémission

On s’intéresse maintenant 1’influence du paramétre y. On utilise différentes valeurs de gamma

(y) et on fixe les valeurs des autres parametres. La figure 9 nous présente les variations de

gamma obtenues aprés la simulation. On observe ainsi que :

considérable ;

Pour le bloc des sains (S), lorsque y est tres grand, cela a pour effet de ralentir
considérablement la diminution de la proportion d’individus susceptibles dans le temps.
On remarque que pour y=0,9, la proportion d’individus sains est sensiblement

constante. Par contre plus y est faible, plus la diminution de la proportion des sains est
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e Pour le bloc des infectés (I), on observe que le pic d’infection est moins haut et apparait

moins vite pour un y plus grand contrairement a celui d’un y plus petit. En effet pour

vy = 0,9 on a pratiquement aucune influence sur le compartiment de infectes.

e Pour le bloc des rétablis (R), on a une augmentation significative de la proportion

d’individus rétablis lorsque le taux y est plus faible, ce qui est le contraire lorsque la

valeur de y devient plus grande ;

e Pour le bloc des décédés (D), lorsqu’on a un taux de remission assez elevé, la proportion

d’individus décédés augmente trés faiblement. Au contraire lorsque ce taux est assez

faible 1’on a une augmentation plus significative de la proportion des individus décédés.

Un taux de rémission plus grand suppose que des interventions tels que 1’isolement ou le soin

des malades sont entreprises.
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Figure 9: Influence du taux de rémission sur le modeéle. (a) : Evolution des susceptibles. (b) :

Evolution des infectés. (c) : Evolution rétablis. (d) : Evolution décédés.
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3.1.1.2.3 Taux de déces

On procede de la méme maniere que précédemment. La figure 10 nous présente différentes

variations de alpha (a) obtenues apres la simulation. On observe ainsi que :

e Pour le bloc des sains (S), la proportion d’individus sains diminue proportionnellement
avec la valeur que prend a, c’est-a-dire que pour des valeurs plus faibles du taux déces,
on aura une diminution plus rapide de la proportion d’individus sains ;

e Pour le bloc des infectés (1), plus la valeur de « est faible, plus le pic d’infection apparait
vite et est élevé. Ainsi pour des valeurs de a trés grande 1’influence sur le compartiment
des infectés est négligeable ;

e Pour le bloc des rétablis (R), la proportion d’individus rétablis augmente graduellement
au fur et a mesure que le taux de décés diminue. Donc pour des valeurs tres faible de y

on aura une augmentation assez rapide de la proportion des rétablis ;

Pour le bloc des personnes décédés (D), on a une évolution similaire de la proportion des
individus décédés lorsqu’on la compare a 1I’évolution dans le bloc (R). Un taux de déces assez

grand signifie que la maladie est fortement mortelle.
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Figure 10: Influence du taux de déces. (a) : Evolution des sains. (b) : Evolution des infectés.

(c) : Evolution des rétablis. (d) : Evolution des déces.

3.1.2 COVID-19 en France

Dans tout ce qui suivra nous tenterons de modéliser la propagation du coronavirus dans au sein
d’une population réelle. La population francaise compte environ 67.064.000 en 2020 avant le
commencement de 1’épidémie. On considére cette population constante et close en négligeant
la dynamique vitale. En France, la maladie s’est déclarée le 24 janvier 2020 avec 2 cas
d’infection. Pour avoir une vision plus claire du probléme, nous utilisons les valeurs de
parametres donneées dans le tableau suivant et qui sont issus de I’exploitation des données

numériques collectées.
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Tableau I : Les conditions initiales et parameétres intrinséques au modele.

Paramétre Nom Valeur
Ro Taux de reproduction 2,9
B Taux d'infection 0,29
y Taux de rémission 0.10
a Taux de déces 0.05
N Nombre total d’individus 67.064.000
Proportion initiale d'individus
o infectés 3/N
Proportion initiale d'individus
SO - 1 - IO
sains
Proportion initiale d'individus
R, ot 0
rétablis
Proportion initiale d'individus
D, L s 0
déceédés
U Taux d'immunité 0

Concernant la Covid-19 en France, il y a beaucoup d’incertitude quant a la valeur du taux
reproduction R,. Certaines estimations tournent autour de 2,5, d’autres donnent des valeurs
plus importantes, entre 3 et 5. 1l est probable que R, ne prend pas la méme valeur dans des
zones peu peuplées, et en région parisienne par exemple ou beaucoup se pressent dans les
transports en commun. Par manque de certaines données nous avons estimeé approximativement
la valeur de R, grace a Salje et al. (2020). Cela nous a permis de déduire la valeur de 8 grace
la formule R, = B/y tout en connaissant au préalable celle de y. Les valeurs de « et y ont été
estimées a partir des données réelles a disposition et grace aux formules exposées dans le

chapitre 1 (section II). La valeur initiale I, = 3/N correspond au 27/01/2020.

3.1.2.1 Sans contrdle sanitaire

Dans cette section, nous présentons 1’évolution du modeéle SIRD lorsqu’aucune mesure de
controle sanitaire n’a été entreprise par les autorités, c’est-a-dire avant le 17 mars 2020. La
figure 11 présente 1’évolution des proportions d’individus dans chaque compartiment de la
population lorsqu’il n’y pas de mesure de controle. On constate que la maladie s’est propagée
sur une durée d’environ 50 jours avant le lancement des mesures de contréles sanitaires. Les
densités (proportions) d’individus dans chaque compartiment de la population ont d’abord une
évolution trés lente. Cette évolution commence a s’accélérer aux environs du 25°™ jour. Ainsi
en se référant aux résultats obtenus lors de la simulation et en procédant a des conversions grace
a la formule Ny = dy.M (Ny=nombre d’individus dans le compartiment X ; dy=densité
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d’individus dans le compartiment X ; M=nombre total d’individus au sein de la population), on

peut dire que juste avant le 17 mars, le nombre d’individus dans chaque compartiment étaient

d’environ :

e 64968714 pour les sains ;
e 994832 pour les infectés ;
e 733635 pour les rétablis ;
e 366817 pour les décédés.

Quant aux valeurs réelles obtenues sur le terrain, on a :

e 67057317 pour les sains ;

e 6683 pour les infectés ;

e 0O pour les rétablis ;

e 149 pour les décédes.
On constate qu’il y a une grande différence entre les valeurs prédites par le modéle et celles
obtenues réellement. Cela est di au fait que notre modéle ne prend pas en compte certains
facteurs réels tel que la distanciation sociale, le lavage des mains, le port du masque, la
résistance immunitaire de chaque individu, etc. Mais il faut noter que ce décalage entre réalité

et simulation n’affecte en rien la pertinence du modéle qui a été démontré a la section 1-1.).
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Figure 11: Modeles SIRD sans mesures de contréle. (a) : Evolution des sains ; (b) : Evolution

des infectés ; (c) : Evolution des rétablis ; (d) : Evolution des décédés.

3.1.2.2 Avec le confinement

L’interdiction de déplacement en France a été vulgarisée dans les médias sous différentes
expressions, tels que le confinement national et confinement partiel. Cette mesure sanitaire

(confinement) a été mise en place a trois reprises :

e Du 17 mars a 12h au 11 mai 2020 (non inclus, soit 1mois et 23 jours) ;
e Du 30 octobre au 15 décembre 2020 (non inclus, soit 1 mois et 14 jours) ;

e Du 3 avril au 3 mai 2021 (non inclus, soit 28 jours).

Le confinement s’insere dans un ensemble de politiques de restrictions de contacts humains et
de déplacement en réponse a la pandémie de COVID-19 en France.
Aprés une campagne sanitaire de recommandation des gestes barriéres, hygiéniques et la

distanciation physique, la décision d’un premier confinement national a été annoncée au soir
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du lundi 16 mars 2020 par le président de la république Francgaise (Emmanuel Macron), lors
d’une adresse a la nation. Ensuite un nouveau confinement est annoncé par le président
Emmanuel Macron le 28 octobre et précisé par le décret n°2020-1310 du 29 octobre 2020. Ce
deuxiéme confinement est moins strict que le premier, il laisse les établissements scolaires
ouverts ainsi que les classes préparatoires et les BTS. En revanche, les universités doivent
assurer les cours magistraux et les travaux dirigés en distanciel. 1l autorise également de
nombreux secteurs a poursuivre leur activité. Mais avec I’allégement des mesures de
confinement, 1’on observe une montée des cas COVID et une saturation des services
hospitaliers, les autorités décident d’étendre les mesures de confinement déja en vigueur dans
19 départements a tout le territoire métropolitain & compter du 3 avril au soir pour une durée de
quatre semaines.

11 s’agit donc maintenant de modéliser le phénomene de propagation de la pandémie de COVID-
19 en France en prenant en compte les mesures de confinement appliqués.

La figure 12 présente la variation des différentes densités d’individus dans chaque
compartiment du modéle SIRD lorsque le confinement est appliqué, tandis que la figure 13
nous montre comment auraient évoluées ses densités d’individus si le confinement n’avait pas
été appliqué.

Comme on peut I’observer en comparant les courbes des densités d’individus, le confinement
a eu comme effet majeur de ralentir la propagation de 1’épidémie pendant qu’il a été appliqué.
Le pic des infectés met assez de temps avant d’apparaitre quand le confinement est mis en place,
mais sans confinement on voit que la maladie se propage assez vite et le pic d’infection apparait
tres tét. Dans notre cas réel ou le confinement a été appliqué, on observe que ce pic apparait
lorsque le premier confinement a pris fin (u = 1) et un peu avant le lancement du 2°™
confinement (aux environs de 190°™ jour). Quand le confinement est total u = 0, quand il est
inexistant u = 1, ainsi plus u est faible plus le pourcentage d’individus confiné est grand. On
peut donc dire que I’allégement des mesures de confinement a favorisé la propagation de la

maladie au sein de la population francaise.
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Figure 12: Mesure de confinements. (a) : Illustration graphique du coefficient de confinement
confinements ; (b) : Evolution du modéle.
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Figure 13: Sans le confinement. (a) : Illustration graphique du confinement inexistant ; (b) :

Evolution du modeéle sans confinement

3.1.2.3 Avec le vaccin

Suite au 3°™ confinement, le taux de reproduction a baissé et a été estimé a environ 0.15. Cette

baisse du taux de reproduction R, induit que le taux e transmission de la maladie a aussi baisse.
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Suite aux avancees médicale, le taux de rémission a augmenté, ce qui implique une diminution

du taux de mortalité des individus infectés.

A la date du jeudi 12 ao(t 2021 (données consolidées), environ 45792392 personnes ont recu
au moins la premiére dose de vaccin contre le coronavirus en France, soit 68,20% de la
population francaise. Environ 38510140 personnes sont totalement vaccinées ce qui représente
prés de 57,40% de la population. On s’intéresse essentiellement aux personnes totalement
vaccinées et qui ont acquises une certaine immunité. La campagne vaccinale ayant débuté en
décembre (27 décembre 2020=339°™ jour). On a ainsi pour 225 jours de vaccination (en
commencant par le 27 décembre), 0,25% (p = 0,0025) de personnes qui se font vacciner
chaque.

Le tableau ci-dessous résume toutes les informations énoncées.

Tableau Il : Estimation des paramétres apres le confinement

Taux de reproduction R, 0,15
Taux de transmission 8 0,045
Taux de rémission y 0,3
Taux de déces a 0,001
Pourcentage de vaccination journaliére (estimation) 0,0025

La figure 14 présente la variation des densités d’individus dans chaque compartiment de la
population lorsqu’on pratique la vaccination. Comme on peut I’observer, avec I’application de
la vaccination la maladie suit jours aprés jours un processus d’éradication. La densité
d’individus rétablis augmente proportionnellement a la diminution de la densité d’individus
sains. D’apres les résultats obtenus nous pouvons dire que la vaccination semble étre le moyen
le plus efficace pour éradiquer la propagation de coronavirus. Cependant il ne faut pas oublier

le décalage entre les résultats réels et ceux issus de la simulation.
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Figure 14: Evolution graphique du modéle SIRD avec la vaccination

3.2 Discussion

3.2.1 Evaluation du modeéle choisi

Afin de comprendre et de quantifier la propagation d’une maladie telle que le coronavirus, nous
avons choisi un modele qui regroupe tous les compartiments de la population dans 1’optique
d’avoir des résultats satisfaisant et assez proche de la réalité. Pour atteindre cet objectif, nous
avons déterminé la pertinence du modéle SIRD en comparaison a des modeles utilisés dans
d’autres travaux.

Les résultats pour la pertinence du modéle montrent que le modéle SIRD est numériquement
plus réaliste en comparaison avec les modéles Sl et SIR. En effet dans un souci de conformité
avec la réalité, il est important d’inclure certains parametres et facteurs liés aux observations
que I’on fait de la maladie (Coulibaly, 2014). C’est dans cette optique que nous avons ajouté au
modeéle SIR un compartiment supplémentaire qui prend en compte les individus décédés suite
a la maladie tout en conservant le nombre total d’individus considérés (N = S + 1 + R + D).
En ce qui concerne I’estimation des parameétres a, 8 et y nous I’avons fait pour voir les réponses
du modeéle choisi face a ses différentes fluctuations de valeurs. Pour cause, Coulibaly (2014) a
souligné que de facon générale, les modéles compartimentaux permettent de modéliser une
grande variété de situations différentes tout en rendant possibles les variations dans le temps

des divers parametres qui les gouvernent. Cet argument a été démontré par les résultats que
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nous avons obtenu a la section 3.1.1.2). Coulibaly (2014) souligne ¢également 1’avantage
considérable d’étudié la dynamique de ses paramétres que la dynamique grace a une analyse de

L’influence de ceux-ci sur les changements majeurs dans le comportement du modeéle.
3.2.2 Modélisation de la COVID-19 en France

Dans le but d’¢étudier I’évolution temporelle de la propagation de la maladie a coronavirus, nous
avons fait I’historique de cette propagation en commengant par modéliser la période de naiveté
de la population au cours de laquelle la maladie venait d’apparaitre au sein de celle-ci. Ensuite
nous avons modéliser les mesures de contrdle survenu plus tard en commencgant par le
confinement que nous avons analysé d’un point de vue graphique en nous inspirant des travaux
de Bliman et al. (2021) qui ont mis en évidence la maniére d’appliquer le confinement partiel
ou total au modéle SIR pendant un intervalle de temps fini donné afin de minimiser la taille
finale de 1’épidémie, c’est-a-dire le nombre cumulé de cas infectés au cours de 1’évolution
compléte d’une épidémie. La meilleure politique consiste a appliquer I’effort de distanciation
sociale maximal autorisé jusqu’a la fin de d’un intervalle de temps considéré, en commencant
a une date qui n’est pas toujours la date la plus proche du début de propagation de la maladie
mais qui peut étre trouvée par un algorithme simple (Bliman et al., 2021). Nous avons résumé
ses efforts de distanciation maximale au confinement (partiel ou total) et constaté que les
simulations numériques démontrent bien que la taille finale de 1’épidémie a été
significativement amoindrie en imaginant comment aurait été cette taille finale si les autorités
n’avaient pas mis en place cette mesure de confinement de la population frangaise.

Pour ce qui concerne la vaccination, il s’agit d’une mesure qui est toujours d’actualités et dont
les résultats se font sentir au sein de la population. Ponz et al., 2010 ont montré 1’efficacité de
la vaccination lorsqu’on I’applique au modele SIRD, réduisant ainsi le pic du nombre
d’infectés. En effet, les statistiques récentes en France montrent 8 personnes sur 10 qui sont
hospitalisés en raison de la maladie a COVID-19, le sont parce qu’elles n’ont pas été vaccinées.
La vaccination demeure aujourd’hui le moyen le plus efficace pour pouvoir faire disparaitre

une maladie.
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Conclusion et Perspectives

Ce présent travail porte essenticllement sur la modélisation et 1’étude de la propagation de la
maladie transmissible COVID-19. Depuis des siecles, le constat est que les épidémies ravagent
un grand nombre de la population mondiale (SIDA, tuberculose, peste, Ebola, ...). Il est donc
devenu primordial pour I’homme d’avoir la maitrise sur la propagation de ces virus, tel que le
coronavirus dans notre cas. Pour faire face aux conséquences de ces maladies, les scientifiques
ont développés des modeles mathématiques afin de mieux comprendre les évolutions des

épidémies et proposer des solutions d’éradication a court, moyen et long terme.

Dans notre étude, nous avons développé des modeles dynamiques épidemiologiques SIRD qui
représentent les évolutions temporelles de tous les compartiments de la population au sein d’un
pays en prenant en compte les contrdles tels que la lutte anti infection (mesures de confinement)
et la lutte d’éradication de la maladie (vaccination). Ces mode¢les sont pertinents par rapport
aux deux premiéres versions existantes (Modeles Sl et SIR) et nous ont permis de comprendre
I’évolution de la COVID-19 au sein de la population francaise. lls peuvent étre utilisés dans le
cadre de la prévision comme un outil de support aux décideurs de santé publique.

En plus des études menées dans ce mémoire, nous pouvons envisager d’aborder de nouveaux
axes de recherches plus avancées dans le but d’avoir une conformité plus visible avec la réalité.
Ainsi il serait intéressant d’utiliser les modeles SIRD lorsque la population est de taille variable,
incluant des dynamiques vitales aussi bien naturelles que liées a la maladie. Il est aussi possible
de mener des études mathématiques rigoureuses sur le probléeme de de Cauchy et envisager
I’utilisation des schémas fractionnaires qui conservent certaines propriétés qualitatives des

modeéles.
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Annexes

CODE 1 : Pertinence du modéle

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

##valeurs des parametres

h=1

M=300

beta v=np.array([0.3,0.3,0.3])
gamma_v=np.array([0,0.1,0.1])
alpha v=np.array([0,0,0.05])

N=6.7e07
10=1e03/N
S0=1-10
RO=0

DO0=0

####Fonctions

def fn(Param,X) :
res=np.zeros (4)
res[0]=-Param[0]*X[0]*X[1]

res[l]=(Param[0]*X[0]-Param[l]-Param[2]) *X[1]
res[2]=Param[1]*X[1]
res[3]=Param[2]*X[1]

return res

###initialisation
YO0=np.array([S0,I0,R0,D0])

Soll=np.zeros ((4,M+1))
Soll[:,0]=Y0

Sol2=np.zeros ((4,M+1))
Sol2[:,0]1=Y0

Sol3=np.zeros ((4,M+1))
So0l3[:,0]1=Y0

T=h*np.arange (M+1)

Paraml=np.array([beta v[0],gamma v[0],alpha v[0]])
Param2=np.array ([beta v[l],gamma v[1l],alpha v[1]])
Param3=np.array ([beta v[2],gamma v[2],alpha v[2]])

#H#####Boucle

for n in range(1l,M+1):
Tau=T[n-1]+h/2
kll=fn (Paraml, Soll[:,n-1]
k21=fn (Paraml, Soll[:,n-1]+h*k11/2)
k31=fn (Paraml,Soll[:,n-1]+h*k21)
k41=(k11+4*k21+k31) *h/6

Soll[:,n]=Soll[:,n-1]+k41l

k12=fn (Param2,S0l2[:,n-17)

k22=fn (Param2, Sol2[:,n-1]+h*k12/2)
k32=fn (Param2,Sol2[:,n-1]1+h*k22)
k42=(k12+4*k22+k32)*h/6

Sol2[:,n]=S0l2[:,n-1]+k42

k13=fn (Param3,Sol3[:,n-11])

k23=fn (Param3, Sol3[:,n-1]+h*k13/2)
k33=fn (Param3,S0l3[:,n-1]1+h*k23)
k43=(k13+4*k23+k33)*h/6
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Sol3[:,n]=S0l1l3[:,n-1]1+k43

plt.figure (1)

plt.subplot(l,2,1)
plt.plot(T,S0l1[0,:],label="SI"
plt.plot(T,S0l2[0,:],label="SIR")
plt.plot(T,S0l13[0,:],label="SIDR")
plt.xlabel ('Temps"')

plt.ylabel ('Densité des sains S(t)"')
plt.title('(a)")

plt.legend()

plt.subplot(l,2,2)
plt.plot(T,Soll[1l,:],label="31I")
plt.plot(T,S0l2[1,:],label="SIR")
plt.plot(T,S0l3[1,:],label="SIDR")
plt.xlabel ('Temps"')

plt.ylabel ('Densité des infectés I(t)"')
plt.title('(b)")

plt.legend()

plt.show()

CODE 2 : Influence du taux de transmission

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

##valeurs des parametres

h=1

M=300

alpha=0.1

gamma=0.1

beta v=np.array([0.9,0.75,0.25,0.1])

N=6.7e07
I0=1e03/N
S0=1-10
R0O=0

D0=0

###4#Fonctions

def fn(Param,X) :
res=np.zeros (4)
res[0]=-Param[0]*X[0]*X[1]

res[l]=(Param[0]*X[0]-Param[1l]-Param([2]) *X[1]
res[2]=Param[1]*X[1]
res[3]=Param[2]*X[1]

return res

###initialisation
YO=np.array([S0,I0,R0,D0])

Soll=np.zeros ((4,M+1))
Soll[:,0]1=Y0

Sol2=np.zeros ((4,M+1))
So0l2[:,0]=Y0

Sol3=np.zeros((4,M+1))
Sol3[:,0]=Y0

Sol4=np.zeros ((4,M+1))
Sol4[:,0]1=Y0
T=h*np.arange (M+1)

Paraml=np.array ([beta v[0],gamma, alpha])
Param2=np.array ([beta v[1],gamma, alpha])
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Param3=np.array ([beta v[2],gamma, alpha])
Param4=np.array ([beta v[3],gamma,alpha]l)

#H#####Boucle

for

plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.

plt

plt.
plt.

plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
.plot (T,S0l1[3,

plt

plt.
plt.
plt.
plt.

plt

plt.
plt.
plt.

n in range(1l,M+1):

Tau=T[n-1]+h/2

kll=fn (Paraml,Soll[:,n-1])

k21=fn (Paraml,Soll[:,n-1]1+h*k11/2)
k31=fn(Paraml,Soll[:,n-1]+h*k21)
k41=(k11+4*k21+k31)*h/6

Soll[:,n]=So0ll[:,n-1]+k41

k12=fn (Param2,Sol2[:,n-11])

k22=fn (Param2,Sol2[:,n-1]1+h*k12/2)
k32=fn (Param2,S0l2[:,n-1]+h*k22)
kd42=(k12+4*k22+k32)*h/6

Sol2[:,n]=S0l12[:,n-1]1+k42

k13=fn (Param3,So0l3[:,n-1])

k23=fn (Param3, Sol3[:,n-1]+h*k13/2)
k33=fn (Param3,Sol3[:,n-1]+h*k23)
k43=(k13+4*k23+k33)*h/6

Sol3[:,n]=S0l3[:,n-1]+k43

k1l4=fn (Param4,Sol4[:,n-11])

k24=fn (Param4, Sol4[:,n-1]+h*k14/2)
k34=fn (Paramd4,Sol4[:,n-1]+h*k24)
kd44=(k14+4*k24+k34)*h/6

Sol4[:,n]=Sol4d[:,n-1]+k44

figure (1)
subplot(1,2,1)
plot (T,Soll[

0,:],label="beta=0.9"
plot (T,S012[0, :]
0,:]
0,:]

, label="beta=0.75")
,label="beta=0.25")
, label="beta=0.1")

plot (T, Sol3[
plot (T, Sol4 [
xlabel ('Temps"')
ylabel ('Densité des sains S(t)')
title('(a)")
legend()
subplot (1,2,2)
plot(T,Soll[1,:
plot(T,So0l2[1,:
plot(T,So0l3[1,:

,label="beta=0.9"
, label="beta=0.75")

]
1
]1,label="beta=0.25")
]

plot (T,S0l4[1,:]1,label="beta=0.1")
xlabel ('Temps"')

.ylabel ('Densité des infectés I(t)')
title('(b)")

legend()

figure (2)

subplot(1,2,1)
plot(T,Soll[2,:
plot (T,S0l2[2,:
plot (T,S0l13[2,:
plot (T,Sol4[2,:
xlabel ('Temps"')
ylabel ('Densité des rétablis R(t)"')
title('(c)")

legend()

subplot (1,2,2)

, label="beta=0.9"

, label="beta=0.75")
,label="beta=0.25")
, label="beta=0.1")

, label="beta=0.9"
,label="beta=0.75")
, label="beta=0.25")
, label="beta=0.1")

plot (T, S0l2[3,:
plot(T,S0l3[3,:
plot (T,So0l4[3,:

xlabel ('Temps"')

.ylabel ('Densité des décédés D(t)"')
title('(d)")

legend()

show ()
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CODE 3 : Influence du taux de rémission

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

##valeurs des parametres

h=1

M=300

beta=0.7

alpha=0.1
gamma_v=np.array([0.9,0.5,0.3,0.1])

N=6.7e07
I0=1e03/N
S0=1-I0
RO=0

D0=0

####Fonctions

def fn(Param,X) :
res=np.zeros (4)
res[0]=-Param[0]*X[0]*X[1]

res[l]=(Param[0]*X[0]-Param[l]-Param[2]) *X[1]
res([2]=Param[1]*X[1]
res[3]=Param[2]*X[1]

return res

###initialisation
YO0=np.array([S0,I0,R0,D0])

Soll=np.zeros ((4,M+1))
Soll[:,0]1=Y0

Sol2=np.zeros ((4,M+1))
Sol2[:,0]1=Y0

Sol3=np.zeros ((4,M+1))
S0l3[:,0]1=Y0

Sold=np.zeros ((4,M+1))
Sol4d[:,0]1=Y0

T=h*np.arange (M+1)

Paraml=np.array

([beta, gamma_v
Param2=np.array (

(

(

[0]
beta,gamma v [1]
beta,gamma_v[2],alpha
beta,gamma_v[3]

Param3=np.array
Paramé4=np.array

#H#####Boucle

for n in range(1l,M+1):
Tau=T[n-1]+h/2
kll=fn (Paraml,Soll[:,n-1]
k21=fn (Paraml, Soll[:,n-1]+h*k11/2)
k31l=fn (Paraml,Soll[:,n-1]+h*k21)
k41=(k11+4*k21+k31) *h/6

Soll[:,n]=Soll[:,n-1]+k41l

k12=fn (Param2,S0l12[:,n-117)

k22=fn (Param2, Sol2[:,n-1]+h*k12/2)
k32=fn (Param2,Sol2[:,n-1]1+h*k22)
k42=(k12+4*k22+k32)*h/6

Sol2[:,n]=S0l2[:,n-1]+k42

k13=fn (Param3,Sol3[:,n-11])

k23=fn (Param3, Sol3[:,n-1]+h*k13/2)
k33=fn (Param3,Sol3[:,n-1]1+h*k23)
k43=(k13+4*k23+k33)*h/6

Sol3[:,n]=S0l3[:,n-1]+k43
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k1l4=fn (Param4,Sol4[:,n-11])

k24=fn (Paramd4,Sol4[:,n-1]1+h*k14/2)
k34=fn (Param4, Sol4d[:,n-1]+h*k24)
kd44=(k14+4*k24+k34)*h/6

Sold[:,n]=So0l4[:,n-1]+kd4

plt.figure (1)
plt.subplot(l,2,1)
plt.plot(T,So0llI0, :
plt.plot(T,S0l2]0, :
plt.plot(T,S0l310, :
plt.plot(T,S0l4[0, :
plt.xlabel ('Temps"')
plt.ylabel ('Densité des sains S(t)"'")
plt.title('(a)")
plt.legend()
plt.subplot(l,2,2)
plt.plot (T,Soll[1,:]
plt.plot(T,So0l2[1, :]
plt.plot(T,So0l3[1, :]
plt.plot (T,So0l4[1,:]
plt.xlabel ('Temps"')
plt.ylabel ('Densité des infectés I(t)"')
plt.title('(b)")

plt.legend()

, label="gamma=0.9"
, label="gamma=0.75")
, label="gamma=0.25")

1
1
]
],label="gamma=0.1")

, label="gamma=0.75")
label="gamma=0.25")
, label="gamma=0.1")

, label="gamma=0.9"
4

plt.figure (2)
plt.subplot(l,2,1)
plt.plot(T,Soll[2,:
plt.plot(T,S0l2[2,:
plt.plot(T,S0l3[2,:
plt.plot(T,Sol4[2,:
plt.xlabel ('Temps"')
plt.ylabel ('Densité des rétablis R(t)"')
plt.title('(c)")

plt.legend()

plt.subplot(l,2,2)
plt.plot(T,S0ll[3,:],label="gamma=0.9"
plt.plot(T,S0l2[3,:],label="gamma=0.75")
plt.plot(T,S0l3[3,:],label="gamma=0.25")
plt.plot(T,S0l4[3,:],label="gamma=0.1")
plt.xlabel ('Temps"')

plt.ylabel ('Densité des décédés D(t)"')
plt.title('(d)")

plt.legend()

plt.show()

, label="gamma=0.9"

, label="gamma=0.75")
, label="gamma=0.25")
14

1
1
1
1,1label="gamma=0.1")

CODE 4 : Influence du taux de déces

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

##valeurs des parametres

h=1

M=300

beta=0.65

gamma=0.1

alpha v=np.array([0.9,0.5,0.3,0.1])

N=6.7e07

I10=1e03/N

S0=1-I0

RO=0

D0=0

####Fonctions

def fn(Param,X) :
res=np.zeros (4)
res[0]=-Param[0]*X[0]*X[1]
res[l]=(Param[0]*X[0]-Param[l]-Param[2]) *X[1]
res[2]=Param[1]*X[1]
res[3]=Param[2]*X[1]
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return res

###initialisation
YO=np.array([S0,I0,R0,D0])

Soll=np.zeros ((4,M+1))
Soll[:,0]1=Y0

Sol2=np.zeros ((4,M+1))
So0l2[:,0]1=Y0

Sol3=np.zeros ((4,M+1))
So0l3[:,0]1=Y0

Sold=np.zeros ((4,M+1))
Sol4d[:,0]1=Y0

T=h*np.arange (M+1)

Paraml=np.array (
Param2=np.array (
Param3=np.array (
Paramé4=np.array (

beta, gamma, alpha v
beta, gamma,alpha v
beta, gamma,alpha v
beta, gamma, alpha v

01l
111
211)
311

[
[
[
[

#H####4#Boucle

for n in range(1,M+1):
Tau=T[n-1]+h/2
k1ll=fn(Paraml, Soll[:,n-117)
k21=fn (Paraml, Soll[:,n-1]+h*k11/2)
k31=fn (Paraml,Soll[:,n-1]+h*k21)
k41=(k11+4*k21+k31)*h/6

Soll[:,n]=Soll[:,n-1]+k41l

k1l2=fn (Param2,Sol2[:,n-117)

k22=fn (Param2, Sol2[:,n-1]+h*k12/2)
k32=fn (Param2,S0l12[:,n-1]1+h*k22)
k42=(k12+4*k22+k32)*h/6

Sol2[:,n]=S0l2[:,n-1]+k42

k13=fn (Param3,Sol3[:,n-1]

k23=fn (Param3,Sol3[:,n-1]+h*k13/2)
k33=fn (Param3,S0l3[:,n-1]1+h*k23)
k43=(k13+4*k23+k33) *h/6

Sol13[:,n]=S013[:,n-1]+k43

k1l4=fn (Param4,Sol4[:,n-1])

k24=fn (Param4, Sol4[:,n-1]+h*k14/2)
k34=fn (Param4,Sol4[:,n-1]+h*k24)
k44=(k14+4*k24+k34) *h/6

Sol4[:,n]=So0l4[:,n-1]+k44

plt.figure (1)
plt.subplot(l,2,1)
plt.plot (T, Soll(0,
plt.plot(T,So0l2[0,
plt.plot(T,So0l310,
plt.plot(T,S0l4][0,
plt.xlabel ('Temps')

plt.ylabel ('Densité des sains S(t)"')
plt.title('(a)")
plt.legend()
plt.subplot(1,2,2)
plt.plot(T,Soll[1, :
plt.plot(T,So0l2([1,:
plt.plot(T,S0l3[1,
plt.plot(T,Sol4[1,:
plt.xlabel ('Temps"')
plt.ylabel ('Densité des infectés I(t)"')
plt.title('(b)")

plt.legend()

, label="alpha=0.9"
,label="alpha=0.75")
,label="alpha=0.25")
’

:]
:1]
:1]
:],label="alpha=0.1")

, label="alpha=0.9"
,label="alpha=0.75")
,label="alpha=0.25")

]
]
]
],label="alpha=0.1")
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plt.figure (2)
plt.subplot(l,2,1)
plt.plot(T,Soll[2,:
plt.plot(T,S0l2[2,:
plt.plot(T,S0l3[2,:
plt.plot(T,So0l4[2,:
plt.xlabel ('Temps"')
plt.ylabel ('Densité des rétablis R(t)"')
plt.title('(c) ")

plt.legend()

plt.subplot(l,2,2)
plt.plot(T,S0ll[3,:],label="alpha=0.9"
plt.plot(T,S0l2[3,:],label="alpha=0.75")
plt.plot(T,S0l3[3,:],label="alpha=0.25")
plt.plot(T,S0l4[3,:],label="alpha=0.1")
plt.xlabel ('Temps"')

plt.ylabel ('Densité des décédés D(t)"')
plt.title('(d)")

plt.legend()

plt.show()

,label="alpha=0.9"
, label="alpha=0.75")
, label="alpha=0.25")

]
]
]
],label="alpha=0.1")

CODE 5 : Avant les controles sanitaires

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

##valeurs des parametres
h=1

M=50
alpha=0.05
gamma=0.10
beta=0.29
N=67064000
I0=1e3/N
S0=1-I0
RO=0

DO=0

####Fonctions
def fn(Param,X) :

res=np.zeros (4)

res[0]=-Param[0]*X[0]*X[1]
res[l]=(Param[0]*X[0]-Param[l]-Param[2]) *X[1]
res[2]=Param[1]*X[1]
res[3]=Param[2]*X[1]

return res
Param=np.array ([beta,gamma,alphal)

###initialisation
YO=np.array([S0,I0,R0,D0])

Sol=np.zeros((4,M+t1))
Sol[:,0]1=Y0

T=h*np.arange (M+1)

#H#####Boucle
for n in range(1l,M+1):
Tau=T [n-1]+h/2

kl=fn (Param,Sol[:,n-11])

k2=fn (Param, Sol[:,n-1]+h*k1/2)
k3=fn (Param, Sol[:,n-1]+h*k2)
k4= (k1+4*k2+k3) *h/6
Sol[:,n]=Sol[:,n-1]+k4

print (Sol[:,M-1]*N)

plt.figure (1)
plt.plot(T,S0l[0,:],"'b")

plt.xlabel ('Temps"')

plt.ylabel ('densité des sains S(t)')
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plt.figure(2)

plt.plot(T,Sol[1l,:1,'g")

plt.xlabel ('Temps"')

plt.ylabel ('densité des infectés I(t)"')

plt.figure (3)

plt.plot(T,Sol[2,:]1,"'k")

plt.xlabel ('Temps"')

plt.ylabel ('densité des rétablis R(t)"')

plt.figure (4)

plt.plot(T,Sol[3,:1,'r")

plt.xlabel ('Temps"')

plt.ylabel ('densité des décédés D(t)"'")
plt.show()

CODE 6 : Evolution de I’épidémie sans confinement

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

##valeurs des parametres
h=1

M=500
alpha=0.05
gamma=0.10
beta=0.29
N=67064000
I0=1e3/N
S0=1-I0
RO=0

D0=0

####Fonctions
def fn(Param,X) :

res=np.zeros (4)

res[0]=-Param[0]*X[0]*X[1]
res[l]=(Param[0]*X[0]-Param[l]-Param[2]) *X[1]
res[2]=Param[1]*X[1]
res[3]=Param[2]*X[1]

return res
Param=np.array ([beta,gamma,alphal)

###initialisation
YO=np.array([S0,I0,R0,D0])

Sol=np.zeros((4,M+1))
Sol[:,0]1=Y0

T=h*np.arange (M+1)

#H#####Boucle
for n in range(1l,M+1):
Tau=T [n-1]+h/2

kl=fn (Param,Sol[:,n-11])

k2=fn (Param,Sol[:,n-1]+h*k1/2)
k3=fn (Param, Sol[:,n-1]+h*k2)
k4= (k1+4*k2+k3)*h/6

Sol[:,n]=Sol[:,n-1]+k4

print (Sol[:,M-1]*N)

plt.figure (1)
plt.plot(T,S0l[0,:],"'b")

plt.xlabel ('Temps')

plt.ylabel ('densité des sains S(t)')

plt.figure(2)

plt.plot(T,Sol[1l,:]1,'g")

plt.xlabel ('Temps')

plt.ylabel ('densité des infectés I(t)"')
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plt.figure (3)

plt.plot(T,Sol[2,:],'k")

plt.xlabel ('Temps"')

plt.ylabel ('densité des rétablis R(t)"')

plt.figure (4)

plt.plot(T,Sol[3,:1,'r")

plt.xlabel ('Temps"')

plt.ylabel ('densité des décédés D(t)'")
plt.show()

plt.plot(T,Soll[0,
plt.plot(T,Soll[1,
[2

:]1,label="Sains")
plt.plot(T,Sol[2,:
,

1
1,label="Infectés")
],label="Retablies"')
plt.plot(T,So0l[3,:],label="Décédés")
plt.xlabel ('Temps"')

plt.ylabel ('Densité

plt.legend()

plt.show()

s')

CODE 7 : Mesures de confinement

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

##valeurs des parametres
h=1

M=500
alpha=0.05
gamma=0.10
beta=0.29
N=67064000
10=1126/N
S0=1-I0
RO=0

D0=0

####Coefficients du confinement
M1=22
M2=53
M3=171
M4=44
M5=108
M6=26

###4#Fonctions
def fn (Param,X,uc):
res=np.zeros (4)

res[0]=-uc*Param[0]*X[0]*X[1]
res[l]=(uc*Param[0]*X[0]-Param[l]-Param[2])*X[1]

[
res|[
[

1
2]=Param[1]*X[1]
res[3]

=Param[2]*X[1]

return res
Param=np.array ([beta,gamma,alphal)
###initialisation

YO=np.array([S0,I0,R0,D0])

UC=np.block([[np.ones (M1l),np.zeros (M2),np.ones (M3),0.5*np.ones (M4) ,np.ones (M5),0.3*np.ones (M6)
,np.ones (M+1-M1-M2-M3-M4-M5-M6) ]11])

T=h*np.arange (M+1)

Soll=np.zeros ((4,M+1))
Soll[:,0]1=Y0

Sol2=np.zeros((4,M+1))
Sol2[:,01=Y0

T=h*np.arange (M+1)
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#####4#Boucle

for n in range(1l,M+1):

Tau=T[n-1]+h/2

ucl=1

kl=fn (Param,Soll[:,n-1],ucl)

k2=fn (Param,Soll[:,n-1]+h*k1/2,ucl)
k3=fn (Param,Soll[:,n-1]1+h*k2,ucl)
k4= (k1l+4*k2+k3)*h/6

S e e SE SE 3 S

Soll[:,n]=Soll[:,n-1]+k4

uc2=UC[:,n]

ll=fn (Param, Sol2[:,n-1],uc?2)
12=fn(Param,Sol2[:,n-1]1+h*11/2,uc?2)
13=fn (Param, Sol2[:,n-1]1+h*12,uc?2)
14=(11+4*12+13)*h/6

Sol2[:,n]=S0l2[:,n-1]+14

plt.plot (T,UC.T)

# plt.plot(T,S0ll[0,:],label="Sains sans conf')

plt.plot(T,S0l12[0,:],label="Sains"')

# # # plt.plot(T,Soll[1l,:],label="infectés sans conf')

plt.plot(T,S0l2[1,:],label="Infectés"')

# # # plt.plot(T,Soll[2,:],label="retablis sans conf')

plt.plot(T,So0l2[2,:],label="Retablis"')

# # # plt.plot(T,S0ll[3,:],label="morts sans conf')

plt.plot(T,S0l2[3,:],label="Décédés")
plt.legend()
plt.show()

CODE 8 : Mesure de vaccination

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

##valeurs des parametres
h=1

M=600
M1=22
M2=53
M3=171
M4=44
M5=108
M6=26
alpha=1
gamma=1
beta=1
N=67064000
I0=1126/N
S0=1-I0
RO=0

D0=0

####Fonctions

def fn(Param,X,a,b,c,uc,p):
res=np.zeros (4)
res[0]=-uc*b*Param[0]*X[0]*X[1]-p*X[0]

res[l]=(uc*b*Param[0]*X[0]-c*Param[l]-a*Param[2])*X[1]
res[2]=c*Param[1]*X[1]+p*X[0]
res[3]=a*Param[2]*X[1]

return res

Param=np.array ( [beta, gamma, alphal)
###initialisation
YO=np.array([S0,I0,R0,D0])

A=np.block([[0.05*np.ones (M1),0.05*np.ones (M2),0.05*np.ones (M3) ,0.05*np.ones (M4),0.05*np.ones (

M5),0.05*np.ones (M6) ,0.001*np.ones (M+1-M1-M2-M3-M4-M5-M6) 11)
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C=np.block([[0.1*np.ones (M1l),0.1l*np.ones (M2),0.1*np.ones (M3),0.1*np.ones (M4),0.1*np.ones (M5),0
.1*np.ones (M6) ,0.3*np.ones (M+1-M1-M2-M3-M4-M5-M6) ]1)

B=np.block([[0.29*np.ones (M1),0.29*np.ones (M2),0.29*np.ones (M3),0.29*np.ones (M4) ,0.29*np.ones (
M5),0.29*np.ones (M6) ,0.045*np.ones (M+1-M1-M2-M3-M4-M5-M6) ]])

UC=np.block([[np.ones (M1l),np.zeros (M2),np.ones (M3),0.5*np.ones (M4) ,np.ones (M5) ,0.3*np.ones (M6)
,np.ones (M+1-M1-M2-M3-M4-M5-M6) 11)

P=np.block([[0*np.ones (M1),0*np.ones (M2),0*np.ones (M3) ,0*np.ones (M4) ,0*np.ones (M5) ,0*np.ones (M
6),0.0010*np.ones (M+1-M1-M2-M3-M4-M5-M6) ]1])

T=h*np.arange (M+1)

Sol=np.zeros((4,M+1))
Sol[:,0]=Y0

T=h*np.arange (M+1)

#H#####Boucle

for n in range(1,M+1):
Tau=T[n-1]+h/2
a=A[:,n]
b=B[:,n]
c=C[:,n]
uc=0UC[:,n]
p=P[:,n]
kl=fn(Param,Sol[:,n-1],a,b,c,uc,p)
k2=fn(Param,Sol[:,n-1]+h*k1/2,a,b,c,uc,p)
k3=fn(Param,Sol[:,n-11+h*k2,a,b,c,uc,p)
k4= (k1+4*k2+k3)*h/6

Sol[:,n]=Sol[:,n-1]+k4

plt.plot(T,Sol[0,
plt.plot(T,Soll[1,
plt.plot(T,Sol[2,
plt.plot(T,Sol[3,
plt.xlabel ('Temps
plt.ylabel ('Densités
plt.legend()
plt.show()

,label="'Sains"')
,label="Infectés"')
,label="Retablies"')
, label="'Décédés")

T

:1]
:1]
:1]
:1]
")
e

)



Résumé

Dans le but de modéliser la propagation de la pandémie de COVID-19, nous avons développé
un modele mathématique qui traduit les évolutions temporelles de tous les compartiments de la
population humaine. Le modele développé vérifie toutes les propriétés qualitatives et a été
résume a un probleme de Cauchy. En plus des propriétés mathématiques vérifiées, nous avons
approché (discrétisé) le modéle continu avec un schéma de différences finies de Runge-Kutta
4. A partir du modele numérique, un algorithme a été écrit qui par la suite, a été implémenté
sous le langage python. Pour vérifier la pertinence du modeéle, des tests ont été effectués et ont
prouveé que le modéle développé dans ces travaux, est assez réaliste par rapport aux versions de
modeéles existants. Nos travaux se terminent par I’utilisation du modele développé, dans le cadre

de I’évolution de la COVID-19 au sein de la population frangaise.
Mots clés : épidémie, modele mathématique, Probléme de Cauchy, pertinence du modeéle.
Abstract

In order to modelize the spread of pandemic COVID-19, we developped a mathematical model
which describes the time evolutions of all the compartements of human population. The
developped model verifies all the qualitatives proprieties and is summarized in a Cauchy
problem. Also, the verified mathematical proprities, we approcahed (discretized), the
continuous model with a scheme of finite differences of Runge-Kutta 4. From a numerical
model, an algorithm was written which was implemented with python langage. To verify the
relevance of the model, the tests are carried out and proved that the developped model in these
works, is quite realistic compared to the existing versions. Our work is finished by using the

developped model of the evolutions of COVID-19 in the french population.

Keywords: epidemic, mathematical model, Cauchy problem, qualitatives proprieties,
relevance of the model.



