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ESUME

Résumé

Pette these traite de la technique de Bochner et de quelques résultats sur les sous-variétés

égénérées d’'une variété semi-riemannienne. Pourt le cas des variétés riemanniennes (cas par-
culier d’une variété semi-riemannienne), la technique de Bochner donne lieu & des théorémes
e caractérisations des champs de vecteurs particuliers (conformes, Killing, harmoniques . . .)

des formes hargoniques. Dans cette thése nous étudions cette technique dans le cas général
es variétés semi-riemanniennes. Nous revisitons les différentes formules liées & cette tech-
ique en semi-riemannien et donnons des résultats caractérisant certains champs de vecteurs

formes harmoniques. Nous appliquons cette technique aux sous-variétés maximales de
P
pe espace.

Nous généralisons ces formules aux hypersurfaces dégénérées. L’élément de volume sur
;hypersurface dégénérée d’une variété semi-riemannienne orientée a été déterminé. Ainsi
ous établissons sur ces hypersurfaces 'opérateur de type star de Hodge, la codifférentielle
I'opérateur de Laplace Beltrami. Un produit de dualité a été défini. Nous obtenons ainsi
es résultats de caractérisations des formes harmoniques semblables au cas des variétés

emanniennes. La détermination de cet élément de volume sur I'hypersurface dégénérée a

ermis de faire le calcul intégral et d’établir le théoréme de la divergence pour les variétés
‘mi—riemanniennes avec bord (spécialement avec un bord dégénéré). Enfin nous classifions

sous-variétés dégénérées qui admettent la réduction de leurs codimensions.

bstract

his thesis deals with the Bochner technique as well as some results on degenerate sub-
pnifolds of a semi-Riemannian manifold. For the Riemannian manifold (particular case of
ni-Riemannian manifold), the Bochner technique gives rise to characterizing theorems of
rticular vectors fields (conformal, Killing, harmonic...) and harmonic forms. In this the-

» we study this technique in the general case of semi-Riemannian manifolds. We revisit

flerent formulas of this technique into semi-Riemannian and we give some results of charac-
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erizing of vectors field and harmonic forms. We apply this technique to maximal spacelike

ubmanifolds.

We generalize these formulas to degenerate hypersurfaces. Indeed the.volume element on
degenerate hypersurface of oriented semi-Riemannian manifolds is determined. We esta-
lish on these hypersurfaces the Hodge star type operator, the coderivative and the Laplace
eltrami operator. A duality product was defined and we obtain results of characterizations
f harmonic forms similar to Riemannian manifold ones. The determination of volume ele-
ent on the degenerate hypersurface allows integral computation on this hypersurface and
e establish divergence theorem on semi-Riemannian manifold with boundary (especially
ith a degenerate boundary). Finally we classify degenerate submanifolds which admit the

eduction of their codimensions.




NTRODUCTION

Une structure pseudo-riemannienne sur une variété M de dimension n, consiste & la
onnée d’un champs de {0, 2)- tenseur symétriguc ¢ qui induit sur le fibré tangent TM les
ormes bilinéaires symétriques non dégénérées de signature (s, n—s) et telle que I’application
ui m — gm soit de classe C*.

a signature de g ne dépend pas de la base choisie sur T, M. Les cas les plus étudiés étant les
ignatures (n, 0) (le cas riemannien ) et (n—1, 1) (le cas lorentzien). Ce dernier revét un intérét
articulier en raigon de la théorie de la relativité générale et de son interprétation pour décrire
a mecanique quantique, les systémes dynamiques etc. .. (37, 43, 56], mais aussi parce qu’il
pparait comme une légére pertubation de la géométrie riemannienne. Il a été prouvé que de
ombreuses différences existent entre le cas riemannien et pseudo-riemannien, entrainant un
ntérét grandissant a I’étude de la géométrie lorentzienne et pseudo-riemannienne de maniére
énérale. A titre d’example on peut citer les faits suivants :

Faitl

i (M, g) est une variété riemannienne compacie, alors (M, g) est géodésiquement complet
t son groupe d'isométries Iso(M) est compact [|. De plus si la courbure de Ricci de (M, g)

st définic négative, le groupe d’isométries est discret[12, 13].

Dans le cas d’une métrique lorentzienne, ces propriétés ne sont pas assurées, la complétude
ans cc cas est obtenue moyennant des hypothéses supplémentaires portant soit sur la
onstante de la courbure sectionnelle [?, 7], soit sur 'existence d’un champs de vecteurs
onformes de type temps [?, ?]. De méme une variété ricmannienne homogene (M, g) est
omplete. En lorentzien cette propriété n’est pas vraie [10, p 206]. Rappelons qu’en lorent-
ien, une variété M est dite complete si toute géodésique peut-étre définie sur R contrai-
ement au théoreme de Hopf-Rinow qui en riemannien fait un lien entre la complétude des
Codésiques et la connexité par des géodésiques.

Exemple 1 (10, p.206]
N considere la surface M = {(z,y) € R?, /z + y > 0} munie de la métrique g = dz* — dy?
t G un groupe de Lie dont le produit est donné par

(a,t)(a’,t) = (a+a'e t+1).
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groupe G agit transitivement sur M par
(a,t)(z,y) = (zcosht + ysinht + a,zsinht 4+ ycosht — a).

a variété M est homogeéne, mais elle n’est pas.compléte. En effet la suite (;11-, %) eMla
imite (0,0) ¢ M. De plus si M est une variété lorentzienne compacte, le groupe d’isométrie,
so(M) n’est pas toujours compact.

emple 2

e tore (T?, h) muni de la métrique h = dz? + dz; ® dzz + dz, ® dx) — dz alors la matrice
1 2

A=
25

n note A~! l'inverse de A et A* = A.A¥-! pour k > 0. On peut constater que le sous-groupe

t une isométrie pour h de T2

ermé {A", n € fZ} est contenu dans Iso(T?, h), mais il n’est pas compact (les coefficients
e A™ tendent vers infini quand n tend vers infini).

ependant, si (M, g) est une variété compacte lorentzienne admettant un champ de Killing
ui en un point est de type temps et que Iso(M, g) est de dimension un, alors Iso(M, g) est
ompact [17]. Ainsi la caractérisation des champs de vecteurs de Killing de type temps est
lors nécessaire. Il en ait de méme pour les champs de vecteurs conformes de type temps.
wFait 2

‘ensemble des métriques riemanniennes Rem(M) sur une variété M est un cone convexe
ont on sait caractériser parfaitement la structure. Il n’en est pas de méme de I’ensemble
es métriques lorentziennes L(M) sur une variété. Il convient méme & noter que toute
ariété paracompacte peut-étre munie d’une métrique riemannienne alors que l’existence
'une métrique lorentzienne sur une variété connexe et fermée est subordonnée A la nullité
e la classe d’Euler x(M) [41].

insi la proximité de la géométrie lorentzienne par simple pertubation de la signature n’est
as en rapport avec la profondeur des changements que I'on peut noter sur les résultats
onnus en géométrie riemannienne. Un autre aspect interessant qui apparait en lorentzien est
‘existence de trois types de sous-variétés. Ainsi en lorentzien (semi-riemannien) on peut noter
es sous-variété de type espace, de type temps et de type lumiére. Les deux premiéres sous-
iétés sont respectivement des models des variétés riemanniennes et semi-riemanniennes.
a derniére est une hypersurface qui hérite d’une métrique induite dégénérée.

in d'8tre unc curiosité mathématique les hypersurfaces dégénérées sont d’une grande im-
ortance dans le dévéloppement de la relativité générale et de la physique gravitationnelle.
'étude de leur géométrie donne une base mathématique pour étudier les objets de masses
ulles. En relativité elles sont les modeles de différents types d’horizons : I'horizon évenement

t I'horizon de Killing. Une bonne présentation de ces horizons est donnée par Carter [16].
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Une autre curosité mathématique est 1’étude des sous-variétés dégénérées d’une variété

emi-riemanienne quelconque.

elle sous-variété r-dégénérée d'une vraiété semi-riemannienne de dimension m + n
n app . : :

M, g), la sous-variété (M, g) de M et de dimension m pour laquelle

Rad(TM) =TM NTM* # {0}

t l'application £ — Rad(T; M) définie une distribution de rang r.

Il existe quatre types de sous-variétés dégénérées

cas 1 (0 < r < min(m,n)), la sous-variété M est dite proprement dégénérée. Le fibré
Rad(TM) est strictement inclus dans TM et dans TM*.

cas 2 (1 < r =n < m), la sous-variété M est dite coisotrope . Le fibré Rad(TM) =
TM* et strictement inclus dans 1I'M.

cas 3 (1 < r =m < n ) la sous-variété M est dite isotrope. Le fibré Rad(TM) = TM
et stricterfient inclus dans TM*.

cas 4(1 < r = m = n), la sous-variété M est dite completement dégénérée. Le fibré
Rad(TM) =TM =TM*

‘objectif de cette thése est de comtribuer & la compréhension de la géométrie des sous-

variétés dégénérées.

Avant d’en arriver & ces objectifs nous allons, dans le premier chapitre de ce texte

donner un bref appercu des éléments géométriques des variétés semi-riemanniennes. Nous

rappelons les formules, les équations et les théoremes classiques a étudier dans ce texte.

e



HAPITRE 1

RELIMINAIRES

Dans ce chapitre nous donnons quéldues notions de base (élémentaires) de la géométrie
i-riemannienne qui seront utilisées dans ce texte. En fait elles vont permettre de fixer
es notations et de donner quelques définitions. Les résultats énoncés dans cette partie ne
ront pas tous &émontrés. Toutefois des indications ou des démonstrations partielles seront

ournies pour certains d’entre eux.

.1 Rappel sur la géométrie semi-riemannienne

On suppose que les variétés, les tenseurs, les champs de vecteurs, les fonctions et les
ormes sont tous de classe C™.

oit M une variété semi-riemannienne. On désigne par C*(}f) les fonctions de classe C>.
(M) I'ensemble des champs de vecteurs sur M, TTM ’ensemble des (r. s)-tenseurs, TM le
fibré tangent, T* M le fibré cotangent et T(TAf) 'ensemble des sections sur M.

1.1.1 Métrique semi-riemannienne

Définition 1.1.1 .

Soit M une variété différentielle de dimension m et g un (0, 2)-tenseur défini sur M. Le

lenseur g est dit métrigue semi-riemannienne si pour p € M,

G :T,MxT,M — R
(X,Y) +— g,(X.Y)

est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée de signature constante, (s,m — s) ou

sign(g) = (~...,—+...,+)
S m-—s

el 8 un entier naturel tel que (0 < s < m).
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Soit U un voisinage ouvert de Af. L’expression de g cn coordounées locales en un point

U est donnée par
9 = gw(p)dl'u ® dz®.

matrice constituée des éléments g,.(p) est non dégénérée et sa forme diagonale est
nstituée de s nombres réels négatifs et (m — s) nombres réels positifs. Cette configurs-
on ne dépend ni du point p ni du voisinage coordonné. Pour s = 0, nous retrouvons le cas

aturel du riemanien. Le cas s = 1 correspond au cas lorentzien.

Toute variété paracompacte, (comme c’est le cas pour les variétés étudiées dans ce texte).
eut étre munie d’une métrique riemannienne. Cette situation est totalement différente dans
cas des variétés lorentziennes. ’existence d'une métrique lorentzienne est liée a certaines
nsidérations topologiques sur la variété. En effet pour qu'une variété fermée et connexe
it dotée d’une métrique lorentzienne il faut que sa classe d'Euler soit nulle [41]. Les seules
urfaces lorentziennes fermées:sont le tore et la bouteille de Klein. Plus généralement, si on
ote la signature d’une métrique arbitraire par un triplet (/,p, q) ou ! est le nombre de zeros
nombre de dégénérescence), p le nombre de signe moins (—) et ¢ le nombre de signe plus
+) (l+p+q=m = dimAM). alors une variété fermée et connexe admet une métrique
e signature (1,0,m—1), (1,m—1,0), (0,m—1,1) ou(0,1.m — 1) si et seulement si sa
lasse caractéristique est nulle (x(M) = 0). Mais une variété non fermée peut admettre une
1étrique quelconque.

On note [¢7!] := (¢*?) ies élénienis de la matrice inverse de g et on note g 'extension

e g sur les tenseurs de M. Ainsi pour T et S respectivement un (¢,0)— tenseur et (0,7)—

enseur ’
g(T, T) = giljlgi2j2 .. .gitjtﬂlign.igq-}le..jt
g(S,S) = girgz . -gi'jrSi]i;...irSjljz...j,

Si (M, g) est une variété riemannienne alors I'extension est aussi une métrique riemannienne

et si g est semi-riemannienne d’indice (p,q) alors I'extension est aussi semi-riemannienne
mais d’indice différent.
1.1.2 Connexion

Définition 1.1.2 .
Une connerion linéaire est un opérateur

V:X(M)x X(M) — X(M)
(X)Y) — VyxY
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ant les propriétés suivantes :

§x1+x,Y =Vx,Y +Vx,Y, Vx(Yi4Ys)=VyY;+VxY,
' VyxY = fVxY

L Vx(fY) = fVxY + (XY

X2, X,Y € X(M) etV f €C®(Al)

Soit w une p-forme (ou un (0,p)-tenseur) sur M, Vw est une (p + 1)— forme (ou un
+ 1)-tenseur) sur M telle que pour X1,...,Xp et X des champs de vecteurs sur M.

(Vw)(X,Xl,. .. ,Xp)

(vxw)(xlv"' )Xp)
= VxWw(Xy,...,Xp)) - w(VxXy,..., Xp)— ... —
—‘lU(Xl,...,VxX,',...,Xp) - ...—'(U(Xl,...,VXXp)

position 1ha.
t (M,g) une variété semi-riemannienne. Il eriste une et une seule connezion linéaire

elée connexion de Levi-Civita sur M telle que pour tous X,Y,Z € X (M)
Vxg(Y.2) = X(9(Y.Z)) = 9{VxY,2) = g(VxZ,Y) =0
[X.Y]=VxY - VxY
formules expriment respectivement la compatibilté de la connexion avec la métrique et
ondition de nullité de la torsion.

Dans les cas des sous-variétés dégénérées les connexions linéaires ne sont pas toujours
triques ni uniques (voir les relations (5.27) et (5.28) de ce texte ). Pour plus détails sur

métriques et connexions, on peut consulter les résultats de Hayden [28], de Bochner et
o [13] et de Bitis [11]. -
.3 Le tenseur de courbure de Riemann

Le tenseur de courbure de la connexion de Levi-Civita V est appelé tenseur de courbure
Riemann et est défini par :

R: X(M)xX(M)xX(M) — T(TM)
(X,Y,2) — R(X,Y)Z

R(X, Y)Z = RXYZ = [VX,VYIZ - V[X,YIZ~
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P peut étre considéré comme un (0, 4)-tenseur,

’ R(X,Y.Z,V) = o(R(X,Y)Z;V) ot X,Y,ZV € I(TM).

I o tenseur de courbure vérifie les propriétés suivantes :
1. RX,Y)Z+R(Y,X)Z =0

9. R(X,Y)Z+R(Y,Z2)X + R(Z, X)Y =0.

3. R(X,Y,Z,V)+ R(X,Y,V,Z) =0

4. R(X,Y,Z,V)= R(Z,V, X.Y).

La contraction Cj de la courbure de Riemannan est un (0, 2)-tenseur appelé temsuir. qe Ricci

Ric défini par :

Ric = C}(R) = trace(Z — R(.Z).).

Ric(X,Y) = CH(R)(X,Y) = ¢YR(X,3,Y,3,).
On définit de méme la courbure scalaire s de A par :
s = trace(Ric) = ¢g" Ric(8;, 8;).

i Fixons p dans M et considérons deux vecteurs non colinéaires u,v dans 7,/ \, otons o le

[4 = 7 ’
iplan engendré par u et v. La courbure sectionnelle, K, de o est donnée seloz.  , ., par les

_expressions suivantes :

i 1. Si o est non dégdnéré

e a(RE.)
Kolw0) = )9 (0,0) — (g o)) (L)

2. si o est dégénéré c'est a dire u isotrope et v non isotrope

_ g(R(u,v)v, u)
Kq(u.v) = —_g(v,v) . (1.2)

La courbure sectionnelle K, ne dépend pas des vecteurs u et v mais du plaz » 4., point p

Théoréme 1.1.1 (F. Schur 1886)[63, p.240]
Si la courbure sectionnelle K, d'une variété M de dimension m > 3 ne déper,

Tuue du point
P (c’est a dire ne dépend pas de o) alors K, est constante sur M.

L2 Opérateurs différentiels

Dans cette partie, il s’agit de rappeler les définitions de quelques opérazs— d3ifiérentiels

$emi-ricmanniens tels que le gradient, le hessien, le laplacien et la diverger-
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2.1 La différentielle extérieure

Soit (M, g), une variété semi-riemannicnne. On considére les isomorphismes musicaux
b X'(M) — X (M)
X — X
1 que pour p € M, Xy = gp(Xp,.) et
XN M) — X(M)
W — Wt

el que pour p € M, gp(Xpa W,'}) = I""’;:(Xp)

éfinition 1.2.1 .

n définit sur les k-formes, Uopérateur différentiel donné par

d: QF (M) — QFY(M)
W — dW

el que pour tous X°,..., Xt e X(M)

k
dW(X® . XR) = S O(XVXO, L R X
1=0

Y (DHW(X X X0 R X, X5,

i<y
Pour k=0
d:C®(M) — X*(M)
fr— d
ou pour tout champ de vecteurs X, df (X ) =X.f = f.X et f, est la différentielle de f. Soit

f € C=(M), on appelle gradient de f le champs de vecteurs noté V f (ou gradf) défini par

ftout X e x(an)

X.f=df(X)=g9(Vf,X).

En coordonnées locales on a :

Vf = gYaif0; (1.3)
ol les g sont les éléments de la matrice inverse de g en coordonnées locales. On note souvent
la 1-forme df comme gradient de f. Avec la détermination de la métrique pseudo-inverse
au sens de [3] sur les hypersurfaces dégénérées, ces différents opérateurs peuvent étre définis

sur les hypersurfaces dégénérées. Mais le cas ot la dégénérescence est supérieure 1, reste non
} défini.

gradf = (df)! Comme ’opérateur est un isomorphisme, gradf est unique et en plus pour,

I
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.2.2 La codifférentielle
. Soit (M, g), une variété semi-riemannienne. Le produit intérieur d*une k-forme (k > 1) W

ar un champ de vecteurs X, € X'(M) est la (k—1)— forme ix W telle que pour X!,..., X*-!
ixW(XY . XY = WX, XYL xR,

our toute fonction f € C*(M), ixf=0.
oit X un champ de vecteurs sur Al et (;)¢er le flot local de X. La dérivée de Lie d'un
enseur ¢, par rapport a X est le tenseur Lx ¢ de méme type que ¢ défini par :

1. Si ¢ est un (0,r) tenseur
Ll
Lx¢=lim-(¢i¢~¢) . (1.4)
oll ¢z; est la transposée de ;.
2. Si ¢ est up (s,0)-tenseur
o1
Lxd= P—I% ?(‘Ft.ﬁf’ ) (1.5)
ol %, est la différentielle de ,.

olent X.Y, Z, Xy,.... X, € X(M). 1 une p—forme et B un (0, 2)-tenseur alors les équations
(1.4) et (1.5) sont données sous forme tensorielle par

LyY
(LxW)(Xy,..., X,)

[(X,Y]
X(W(Xy,.... X)) -
C =Y WXy Xeon X X X X)

(LxB)(Y,Z) = X(;B(Y, Z)) - B(LxY. Z) - B(Y, Lx Z)

fl

Définition 1.2.2 .
Soit X un champ de vecteurs sur (M, g).

1. Le champ X est dit conforme s'il existe une fonction A > 0 telle que Lxg = Aqg.
2. Le champ X esl dii de Killing si Lxg = .

Définition 1.2.3 .
?
L'opérateur star de Hodge est un opérateur de dualité qui associe a toute k-forme une (m—k)-
forme définie par
* Qk —_— Qm_k

W +—a *xW

S R AN L N R VL e RS
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ec
«W = kl(m( |f|3c)l i€ Gggn AL NG (1.6)
i o
Eu...tk optodm — gsjk+lel1...lka P

Bt |g| désigne le déterminant de la matrice associé 4 g.

bour une métrique dégénérée g on a |g| = 0, donc la formule (1,1) n’est plus vérifiée. Pour

{ ette raison, nous avons besoin d’une autre formulation qui sera donné au chapitre 2.

Définition 1.2.4 .

Koit (M, g) une variéié semi-riemannienne de dimension m et d’indice q. La codifférentielle

B est Uapplication définie
{

: §:QF (A1) — QM)

w — fw
telle que pour toute k-forme différentielle sur M, w = w;, _;, dr'* A... A da'*

dw = 89wy, 4 dr A ... AdU Adzie Ada adate 1 <L <k

1 st l=p
ot 8 g = 6 =
P 5 { 0. s [#p

_J La codifférentielle est 1'adjointe de la différentielle extérieure d et s’exprime en fonction de
{ Bl'opérateur star de Hodge par :

d=exdx ol &= (—1)""*lsign(det(g)) (1.7
Contrairement & la différentielle extérieure, la codifférentielle est un opérateur métrique.qui

dépend du déterminant de g.

La divergence des formes différentielles se définit & I’aide de la codifférentielle § comme suit :
pour toute 1-forme w sur M,

dw = div(w).

En coordonnées locales, pour tout X € I(TM),

divX = gijg(va.‘xa aJ) @

On peut généraliser cette divergence sur un (0, p)-tenseur. Ainsi soit un (0, 2)-tenseur A, on
ga:

(divA)(X) = g7(Va,A)(X,8;) _ (1.9)
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Remplagons dans la relation (1.8), X par V/ défini par la rclation (1.3). On obticnt alors

10/

divX = g¢79(VsX,0;) (1.10)
V[ = g9¢"9(V5,Va,[01,0) | (L11)
= ¢99"9;VaVa, f (1.12)
= ¢"Va,Va.f (1.13)
= —Af (1.14)

{ L'expression générale de l'opérateur de Laplace Beltrami sur les formes est donnée par
A = 6d + db.
Ainsi pour toute k-forme w,
¢ Aw = V*'Vw + f(w) (1.15)

ot V'V = g7V Vg, et f(w) est une fonction qui dépend de la courbure de la variété
(12, 64, 65].

Définition 1.2.5 .

Les p-formes vérifiant |’équation Aw = 0 sont dites harmoniques.

De méme un champ de vecteurs X est harmonique si la forme associée X° est harmonique.
Soient a et 3 deux p—formes sur M. On définit le produit de dualité par :

' (a,ﬁ)=/Mg(a,ﬁ)vM. T (1.16)

Ce produit, dans le cas particulier des variétés riemanniennes, est défini positif et permet
d’établir les résultats suivants qui ne sont plus vrais sur les variétés proprement semi-
riemanniennes (le produit 1.16 n’est pas défini positif).

Si w est une p-formc harmonique d’unc variété riemannienne compacte orientée sans bord,
alors

dw=0 et Sw=0.

En conséquence, 1’ensemble des k-formes sur M, se décompose comme suit

QF (M) = §Q*1 (M) @ dO*Y(M) @ Harm(M) (la décomposition de De Rham) (1.17)

% . ou Harm(M) est I’ensemble des formes harmoniques sur M.

De ces relations, vient un résultat qui a marqué la géomsétrie riemannienne. Il a permis-
d’établir un licn entre la géométrie ct la topologic de la variété.




o
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On note par I k(M) les k-formes fermées (o € QXM et da = 0) sur Al et B(AI) les k-
formes exactes (a € Q¥M, I € QF-1Af et dn = a)sur M. Puisque dod = 0 alors on a
3 k

1 BY(M) C F¥*(M). L'espace quotient [ k (M) = gkgﬁ; est appelé groupe de collomologie de
de Rham d’ordre k de M.

Théoréme 1.2.1 (de Hodge)[65, p.11].
Soit (M, g) une variété riemannienne orientée sans bord. La dimension de lensemble des p-

formes harmoniques est égale & la dimension du p**™e groupe de cohomologie HP(M) de M.

Définition 1.2.6 .

Soit (M, g) une variété semi-riemannicnne et V la connezion de Levi-Civita; le Ilessien de

:f', dérivée seconde covariante de f, est un (0,2)-tenseur symétrique noté Hessf = H et
défini pour tous X,Y € T,M par

‘ Hessf(X,Y) Vx(Vy[) = VeouxrS

= 9(Vx(V/)Y)

Contrairement au gradient le Hessien n’est pas métrique. Par un calcul trés simple on montre

que le Hessien est une forme bilinéaire symétrique sur T,1/.

Proposition 1.2.1 .
Soient (M,g) une variété semi-riemannienne, V la connezion de Levi-Civita sur M, f €

C®(M),pe M, veT,M ety une géodésique telle que v(0) = p, ¥(0) = v. Alors

Hessf(v,v) = WLO . (1.18)

Preuve

Soit -y une géodésique de classe C™ et h(t) = f(y(t)) ainsi.

R (t) = dfs3(t) = g(Pf(3(t)), 4(t))
R () = g(VeV F(H(8), %(1) + g(V (3(t)), Ver (D)),
Ol Vy = V¢
Comme v est une géodésique V,4(t) = 0.
Ainsi h”() = g(VV F((1)), 4(t))

R'(0) = Hessf(v,v)
Définition 1.2.7 .

Lo trace du Hessien par rapport & la métrique est égale au laplacien de f.On note Af =
traceg(Hessf).

{
i
:
{
{
;
:
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i 1. lo sous-variété M est mintmale si les vecteurs normauz de sont de type espace ou de

- “n
% type lumiere,

2. la sous-variété M est mizimale si les vecteurs normauz de sont de type temps.

I5x'euve

Pour faciliter les calculs nous allons supposer que (M, g) est une hypersurface de (M,3).
§ Pour le cas général il suffit de faire une itération. On considére l'immersion isométrique,
‘5: ¢ (M,g) — (M, ) et ¢, la variation de ¢ suivant le vecteur normal, pseudo-unitaire
N (§(N, N) prend respectivement la valeur -1, 0 ou 1 suivant que N soit de type temps,
lumiére ou espace) telle que ¢y = ¢ et p; = ¢ sur le bord de M (OM).

iﬁ': 22N (Mtagt) - (M1g)

-

¢‘ s'écrit alors localement
f

o=@+ tkN (1.23)

ot k est une fonction sur M telle que kjapr = O.

Soit {z',4 = 1,...,m} un systeme de coordonnées sur M alors
d O
gy = =t = 2L 4 t0kN + tkd;N
ozt ozt

et

(gij)t = < Oip:, 054 >
= g+ 2t <8, ;N > +£2((Bk) N + K?|B;N|?)

Considérons alors 1'élément de volume, voly(M,) de (A, g;) défini par :

voly (M) = / (Ve

L'extrémun de cette variation est obtenu par

dvol, (A1,
=0
Ainsi
3 Ovoly(M,) 1 ag _3
i P = [ (egtrace(ydet(a) H)lmovu
s = e/(trace(< 0;6,0;N >))uy

= /E(H.(p)vM
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ot € représente le signe du déterminant.
A travers la derniére équation on a

Ovol (M)
ot

Alors la fonction volume admet en ¢ = 0 un extremun si le vecteur courbure
nul (H = 0)'

Déterminons la nature de 'extrémun. On a -

I¢=0 = 0 Si II = 0

moyenne est

881)01‘( Aft

o= | Z(a BPIN Py

Comme (3;k)* > 0
" 90voly(M,)
iz o
est alors de méme signe que |N|? (car |N|? est de signe constant).

Ainsi I'extrémunk est un minimum si le vecteur N est de type espace ou de type dégénéré et
un maximum si le vecteur N est de type temps. a

Exemple 1.3.1 .

Ezemples d’immersions mazimales(44, 30).

1. Considérons la surface hyperbolique de Véronese, E*(V/3) immergée dans H3(1) et
définie par

¢:E(V3) CR} — EM1)CR}

(1.24)
(£,y,2) > (u.ug,uz, ug, us) ' (1.25)
o w= g = e e e (e -7
us = g(22 + y? + 222).
et
E;(r) ={z¢ Rgfll’g(:r,:c) = :c% +... +1:12n—p - xfn—p+l - = .'z:an — _rz}_

L'immersion isométrique ¢ définie une immersion maximale de H?(V/3) dans H 2(1).

. L’image de la sphére de dimension 2 quotientée par la relation d’

antipodie ( plan
projectif réel), obtenue de 'application :

]PQ(]R) — RS

(u,v,w) +— (auz,avz,awz,avw,awu,auv)




' 1.3. Sous-variétés d’une variété semi-riemannienne 21

on u?+ v+ w? = 1, définit une surface maximale de Vérondse sans singularité plongée

"dans R® ( puisque la somme des trois premiéres coordonnées donne une constante.
T+ Z2 + I3 =a).

R S Rl i e

Pour d’autres exemples de surfaces minimales ou maximales, on peut citer les catenocides
et les surfaces d’ Ennerper [34, 62].

-




e

CHAPITRE 2

APPLICATIONS DE LA TECHNIQUE DE
BOCHNER

Dans cette partie nous donnons des applications de la technique de Bochner sur les

f o2
formes harmoniques, les champs conformes et sur les sous-variétés de types espaces.

Soit (M, g) une variété semi-riemannienne connexe et orientée de dimension m, ou g est
une métrique semi-riemannienne de signature (m — ¢q,q). Soit (z!,...,z™) un systeme de

coordonnées sur M. On note §; := Iy ot §' = dx'. L'expression de I'opérateur de Laplace-
T

Beltrami {25, 49, 64, 65] agissant sur les formes différentielles en coordonnées locales est
donnée par

A= —-gleaka)l + gklejiakRajal (2.1)

2.1 Formule de Weitzenbéck

La formule de Weitzenbéck donne la différence entre le laplacien fort (V* V) et le laplacien
faible (ordinaire).

Définition 2.1.1 [10, p.47].

On appelle produit de Kulkarni de deux (0,2)-tenseurs symétriques h et k le (0,4)-tenseur
noté h Ok et défini par

h@k(X,Y,Z2,T) = h(X, 2)k(Y,T) + h(Y,T)k(X, Z) - (Y, 2)k(X,T) — (X, T)k(Y, Z)
Définition 2.1.2 .
On appelle produit de composition o l'application définie pour tout k € {2,...,m} par

o : QM) x QYM) — QF(M)

(¢, R)— do R
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telle que pour Xy,. .., Xx € x(M).
¢0 R(Xlz-.' "X ) = —gwg, Zsrg'l(o ¢(a 811X0(1)a . ng(k_Q))R(asy alv Xa(k-l)sxa(k))
o€A

ot A est Uensemble des permutations verifiant : A = {o;0(1) < ... < c(k—2) eto(k—1) <

a(k)}-

Lapplication o définit une action  gauche de Q4(M) sur Q*(M) pour tout k > 2. De méme

o est une action de I’ensemble des courbures de A sur Q*(A).

] Théoréme 2.1.1 .
| Soit ¢ une k-forme sur M (1 <k < dimM) alors

“

A =V"To+ dol; L - Ric By - 2R). (2.2)
Pour k=0, l,m'on a

Ap=\"Vé+ g“’f()“ Ao, Rao0 (2.3)
ou
V'V¢ = —¢7V;V,0

R la courbure de Riemann.

La décomposition du tenseur de courbure sur les sous espaces irréductibles de 'ensemble
des courbures sur (M, g) [10, p.4& f>rmule 1.116] est donnée par

®g+

*—___Qm(m — 1(Ric - %g) ®g +w - (24)

oll w est le tenseur de Weyl.

Corollaire 2.1.1 .

Soit (M, 9) une variété semi-riemarnienne et ¢ une k-forme sur M. Alors

N E(k - 1)¢ m — 2k
Ao =V"Ve¢ + (m—T)(m = )<p+ k= 1)(m )¢ (Ricg) —2¢ow (2.5)

L Qme formule de Weitzenbdck donns ’expression globale de la partie contenant les courbures
p MXame conséquence directe de la fcrmule (2.5), les formes harmoniques auto-duales ou anti-

WO-duales, par l'opérateur star de Hodge, d'une variété de dimension 2m, ne dépendent

:de la courbure scalaire s et du tenseur de Weyl w. Ainsi,

ms

Ad=V"V —_¢ — 2 .
=Vt g sé— 2ow (2.6)

Conséquences directes de ces formules sont données par les résultats suivants
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2.2 Les formes harmoniques

 pssinition 2.2.1 .

 50it (M™, g) une variété semi-riemannienne de dimension m. On dit que (M™, g) est conformément

plate st tout point de M™ admet un voisinage ouvert conforme & un ouvert euclidien.

Cette définition est équivalente & :
1. (M™,g) est conformément piaie s’il exisie localement une fonction u de classe C*°

telle que e*g soit une métrique plate.

2. Sim > 4, (M™,g) est conformément plate si et seulement si le tenseur de Weyl,
obtenu de la décomposition du tenseur de courbure, est nul.

Pour les cas particuliers des variétés riemanniennes, nous avons

Théoréme 2.2.1 .

Soit (M, g) une' variété riemannienne compacte conformément plate de dimension
2m (m > 2). §i M admet une courbure scalaire positive et non nulle en tout point,
alors le m**™ groupe de cohomologie H™(M), est trivial (H™(M) = 0).

Preuve

; [ Soit ¢ une m-forme harmonique sur M?™, En applicant ¢ 4 1’ équation (2.6) on obtient

12 ms 2 _

ce qui nous donne ¢ =0 a

Théoréme 2.2.2 .

Soit (M, g) une variété riemannienne d’Einstein compacte de dimension m(m > 2). Si M

admet une courbure scalaire positive et non nulle en tout point, alors H KM)=0

0<k<m).

Preuve

S

Si M est une variété d’Einstein (R = Wl_)g @ g) alors 1’équation (2.2) devient

e kim - k)s
Ap=VVg+ e (2.8)

pour tout k-forme (0 < k < m).
On suppose que ¢ est ha.rmonique sur M™, le produit de ¢ par I’ équation (2.8) donne

k(m—ks

e @9

Donc ¢=0 0
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‘ Théoréme 2.2.3 .

¥ coit (M,g) une variété semi-riemannienne compacte conneze et orientée. S'il eriste sur

(M,g) une 1-forme harmonique parulléle, alors la courbure de Ricci de (M, g) est indéfinie.

4 preuve

# De I équation (2.3), on a
; 1 2 1 . 2 it . &L #
_§A|¢l = -2—dw(V|o| ) = gJ < V6j¢,va.-¢ > +ch(¢ﬂ-v ¢ )
En intégrant on obtient
1 ‘ ii :
——/ div(V|g| vy = | ¢ < V5,6, Va,¢ > vy +/ Ric(¢*, ¢™)un
2 Jm M M

ol vy est 1'élément de volume sur (M, g). En applicant le théoréme de Stokes on obtient

ﬁ 0= gji < Vaj¢,Vai¢ > upr + / RiC(¢#, (ﬁ#)vu.
g M M .
Si ¢ est paralléle (V¢ =0 Vi=1,...,m). alors
[ Ric(o*, ¢*you = (2.10)
A
On en déduit le résultat. W]

Corollaire 2.2.1 .

Soit (M, g) une variété semi-riemannienne compacte connexe et orientée
Si (M, g) est une variété d’ Einstein avec Ric = cg et ¢ # 0, alors la 1-forme harmonique ¢
paralléle vérifie l'une des conditions suivantes :

a) ¢ est isotrope ( g(¢%,0%) =0 avec & #0)

b) Le signe de g(¢*,¢*) n’est pas constant.

La preuve vient de I’équation (2.10).

2.3 Champ de vecteurs conformes

L’ étude de la technique de Bochner sur les champs de vecteurs a permis d’établir
des théorémes d'annulation et d’obstruction. Le résultat originel de cette théorie vient de S.
Bochner{12]. Ce dernier montre qu'il n’existe pas de champ de Killing non nul sur une variété
Tiemannienne connexc a courbure définie négative [13]. Une conséquence de ce résultat est
Que le groupe, Iso(M) des isométries de la variété M, cst fini. Rappelons que le groupe des

isométries est le groupe de Lie dont I'algebre s'identific 3 I'algébre des champs de vecteurs
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de Killing complets.
Sbit X un champ de vecteurs sur M. En posant Axv = -V, X et A%v = Vg xX pour
veT,M et p € M. On montre que ( voir [33]).

Xdiv(X) = —Ric(X, X) + div(Vx X) — trace(A%). (2.11)

Cette relation est celle utilisée pour I'approche intégrale de la technique de Bochner en
géométrie semi-riemannienne.

Soit X est un champ de vecteurs de Killing (voir définition 1.2.2), on a
, 1
div(X) =0, trace(A%) = -|VX|?, et div(VxX)= §A|X|2,

ce qui donne finalement

‘ 1 - 2, = 2 .
i —-2-A|X|2 =_Z|VaiX| + Y Ve XP - Ric(X, X), (2.12)

} o X1 = g(x, X)

, Proposition 2.3.1 .

4 Soit X un champ de vecteurs sur (Al, g}, alors on a
div(Ax X — XdivX) = Ric( X, X) + trace(A%) — (trace(Ax))? (2.13)

4 Preuve

Pour établir cette formule il suffit de voir que

-

div((div( X)) X) = Xdiv(X) = (divX)? et div(X)= —trace(Ax)
On combine ces formules dans la relation (2.11), pour obtenir le résultat.

Théoréeme 2.3.1 .

Soit (M,g) une variété lorentzienne compacte et vy son élément de volume. Soit X un
champ de vecteurs de Killing sur M tel que

a) / Ric(X, X)upm <0 et

M
b) Vs, X =0 ( 8, est un vecteur unitaire de type temps)
alors X est paralléle.

De plus si Ric(X, X) < 0, il n’existe pas de champ de vecteurs de Killing qui soit paralléle
dans lo direction d'un vecteur de type temps.




2.3. Champ de vecteurs conformes . 27

Preuve
1  goit (M,g) une varieté lorentzienne compacte. En applicant le théoreme de la divergence a
1 1a relation (2.13), on a pour tout X € (T M)

{Ric(X,X) + trace(A%) — (trace(Ax))*}vpy =0 (2.14)
M
Gi X est un champ de vecteurs de Killing alors traceAx = divX =0 et
{Ric(X, X) + trace(A%)}vp =0 (2.15)
M

En développant cette relation on a

0= -22/ (< Vo, X, 8; >)ups + Z / (< Va.X,8; >) vy
i=2 /M i,j=2
—/ RiC(X,X)‘U)\{. (216)
, M |
Si V5, X =0 alors
/ (< Va‘)\ 8 >) UAS —/ RiC(X,X)UM.
1,j=2 M

Puisque Ric(X.X) < 0 donc V5 X =0 et Ric(X,X) =0, dol X est paralléle.
Si de plus Ric(X, X) < 0, on obtient une contradiction. 0

Corollaire 2.3.1 .

Soit (M, g) une variété lorentzienne compacte d’Einstein avec Ric = cg.

1. Sic <o, alors il nexiste pas de champ de vecteurs de Killing de type espace qui'soit

paralléle suivant un vecteur de typs temps.

2. Sic >0, alors il n’existe pas de champs de vecteurs de Killing de type temps paralléle

sutvant un vecteur de type temps.

8. Tout champ de vecteurs de Killing isotrope paralléle, dans la dzrectwn d’un vecteur de

type temps, est paralléle.
La preuve découle directement du théoreme 2.3.1

Corollaire 2.3.2 voir aussi [53, théoréme |.

Soit (M, g) une variété lorentzienne compacte et soit Z un champ de vecteurs tel que
12} = -1. Si s, = trace(A%) — (trace(Az))? <0, alors

/ (RidZ, Z)}um > 0. (2.17)
A :

& | 'L’égalité est réalisée si Z est paralléle
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§ La preuve découle de la relation (2.14).
Corollaire 2.3.3 .
Soient (M, g) une variété lorentzienne, et Z un champ de vecteurs de Killing tel que |Z] = -1
alors,
Ric(Z2.2) >0 (2.18)
De plus, il y a égalité si Z est paralléle.
Preuve
Si Z est un champ de vecteurs de Killing et ]Z| = —~1 alors 1'équation (2.12) devient
0=|VZ|* - Ric(Z,2) (2.19)
et comme VZ est de type espace alors on a Ric(Z,Z) >0 a
Remarque 2.3.1 .
Soient (M, g) une variété lorentzienne orientée et Z un champ de vecteurs tel que |Z| = —1 (

champ de reférence). En relativité générale le flot engendré par un tel vecteur est appélé un
observable. Dans lc cas ol Z est un champ de vecteur géodésique (VzZ = 0). il est appélé
champ de repeére de chute libre, et il est considéré comme un observable qui n'influence pas
le mouvement du systeéme [7] rélativité générale .

Les champs de vecteurs de Killing (conforme) ne sont pas intéressants seulement qu’en
physique..On peut noter contrairement au cas riemannien que si (A4, g) est une variété
lorentzienne (semi-riemannienne) compacte, le groupe des isométriques /so(M, g) n’est pas

toujours compact comme nous l'avons énuméré. en exemple 2, a I'introduction.

Cependant, si (M, g) est une variété compacte lorentzienne admettant un champ de
Killing qui en un point est de tyvpe temps.et que Iso(M,g) est de dimension un, alors
Iso(M, g) est compact [17]. Ainsi la caractérisation des champs de vecteurs de Killing de
type temps est alors nécessaire. Il en ait de méme pour les champs de vecteurs conformes de
type temps. 1l faut noter que si X est un champ de vecteurs conforme de type temps pour

une variété lorentzienne (M, g) alors X est un champ de Killing unitaire de type temps pour
la variété lorenzienne (M, g*) ot ¢g* = _

g.
9(X, X)
Théoréme 2.3.2 .

Soit (M,g) une variété lorentzienne de dimension m et X un champ de vecteurs de Killing
tel que | X| = ~1. Si Ric(X, X) <0 alors X est paralléle.

De plus, il n’existe pas de champ de Killing X tel que |X| = -1 et Ric(X, X) < 0.
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0 = |[VX|? - Ric(X, X). (2.20)

Si Ric(X,X) £ 0, alors VX = 0 car |VX|? = trace((A%)?). Donc X est paralléle.
De plus si Ric(X, X) < 0, alors I’équation (2.20) n’admet pas de solution. O

Théoréme 2.3.3 (Romero-Sanchez) [51]
 Soit (M, g) une variété lorentzienne conneze et compacte d courbure de Ricci plate admettant
B un champ de vecteurs de Killing K, de type temps. Alors I est paralléle, le premier nombre
rde Betti de M est non nul et la connezion de Levi-Civita de g est riemannienne.
De plus, (M, g) est isométrigue au m-tore plat,(ou d son revétement), si l'une des trois
conditions suivantes est réalisée.

(1) (M, g) est homogeéne.

(2) (M, g) est plat.

(3) m<4

2.4 Sous-variétés maximales et compactes de type espace d’une

variété semi-riemannienne a courbure constante

Une question intéressante qu’on se pose en géométrie des sous-variétés, est celle de la
rigidité des sous-variétés minimales ou maximales, selon les cas (énumérés dans le premier
chapitre). Ainsi, on montre que sous des conditions de pincement de la courbure, les sous-

variétés minimales ou maximales deviennent totalement géodésiques. Dans les deux cas de

nombreux travaux ont été éffectués.

Deshmukh [19] a étudié les sous-variétés compactes et minimales des sphéres rieman-
Riennes, S™*?, 4 courbure scalaire constante, s > m(m — 2). Pour p < 2 il montre que
Ces sous-variétés sont totalement géodésiques. Pour le cas p > 2 il obtient des résultats
Similaires en ajoutant des conditions sur la courbure normale. De méme il montre que les
80us-variétés minimales non totalement géodésiques, ont une courbure scalaire comprise entre
m(m — p — 1)(> 0) et m(m — 2).

D'autres études ont été faites sur ces sous-variétés minimales par Chern-Do Carmo-Kobayashi[15],
Lawson|38]....

Cependant, sans aucune hypothése sur la courbure, on montre que les sous-variétés

Compactes et maximales de type espace M™, d'une variété pseudo-riemannienne M,',"'*P, a

®urbure constante, sont totalement géodésiques. T. Ishihara [30] va plus loins en mouirant
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| ce résultat pour les sous-variétés de type espace completes. Ces résultats répresentent une
i g‘;'néralisation des résultats de Cheng et Yau qui ont montré que les hypersurfaces complétes
{ de type espace de 'espace de Minkowski de dimension (m + 1) sont totalement géodésiques.

On applique la technique de Bochner pour montrer que les sous-variétés maximales
compactes de type espace de dimension m de la variété M"*?(c) a courbure constante ¢ > 0
sont isométriques & la sphere S™.

Soit (M™, g) une sous-variété compacte (fermée) et maximale de dimension m, d'une variété
} semi-riemannienne (mﬂ(c),ﬁ) a courbure constante ¢, de dimension (m + p) et d'indice p.

¥ On note ¥ et V les connexions respectives de (M (c) g) et de (M™, g).

Considérons les relations (1. 20) et (1.21). L’ opérateur de forme de Wungartcn AN
& correspondant au champ de vecteurs normal N satisfait

FANX,Y) = G(h(X,Y),N) X,Y € (TM),N e I(TM*)
3 ou h est la seconde forme fondamentale.

Pour la sous-variété M, les relations de Gauss, Codazzi. et de Ricci sont respectivement.

RX,Y)Z = ofg(Y,2)X - g(X,2)Y} - AuryX — Anx)Y  (2.21)
(VAY(X.Y,Z) = (VR)(Y,Z, X)et (2.22)
RLX.Y,N;,Ny) = g([An,, An,)X,Y) (2.23)

pour tous X,Y,Z € T(TM) Ny, Ny € T(TM*) et ot R et R* sont les tenseurs de courbure
# des connexions V et V* respectivement avec

(VR)(X,Y, Z) Vih(Y, Z) - h(VxY, Z) - h(Y,VxZ)
(V2R)(X,Y,Z,W) = V4%(VR)(Y.Z,W) - (VR)(VxY,Z,W)-

Il

—(VR)(Y.VxZ,W) — (VR)(Y, Z,V xI¥)
ou XY, Z,W € T(TM).
L'identité de Ricci s’ écrit alors
(V2h)(X,Y, Z,W) = (V2h)(Y, X, Z,W) (2.24)
= RY(X,Y)WZ,W) — h(R(X,Y)Z,W) - h(Z, R(X,Y)W).

} 0'1 suppose que {04, ...,0m} est un systeme de coordonnées orthonormées de M.

Comme M est maximale alors,

h(8,05) =0y gU(VR)(X,0,0) =0; I(V)(X,Y,8,9;) =0  (225)
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}oposﬂ:lon 2.4.1 .

datt (M™, g) une sous-variété marimale de type espace de dimension m d’une variété semi-
] hemanmenne a courbure constante c. Alors

—A||h||2 = IVA|* + g7 g% g™ [R*(3,, &, h(ak, h), 105, 01))— (226)
R(Bs, 8:, Bk, Ana; 2)0n)] + 979" Ric(8:, Ans,.5.)0)

ot |Ih]] = g9 g*g(h(D:,8)h(3;, B1))
Preuve

Soit f une fonction définie sur M par [ = 1||h||% alors
Af = g"g" g {G((V*R)(8k, B, 0:, 85), h(B1, Bn)} + ||V A
En utilisant I'identité de Ricci (2.24), les équations (2.22) et (2.25), on obtient,

Af = |IVRI]® +g9g% g™ |R*(0s. 8:, h(Bk, Bn), h(85,8))) —
R(Bs,8:, 65, An(s,.0)0n)) + 97 g™ Ric(8i, Angs; 5,)01)

Larelation (2.26) reste aussi vraie dans le cas des sous-variétés minimales. Soient maintenant
K+ et ¢ deux fonctions définies sur Al par

K+ = (R*(0:. 85, Na, Np))?
3

i,j,¢.3

23 1| Al Agl®

a<fp

©
It

oll {N,} est un systéme de vecteurs normaux et 4, = Ap,.

Proposition 2.4.2 .

Soit M™ une sous-variété compacte et marimale de dimension m d'une variété semi-Riemannienne
de dimension (m + p) @ courbure constante. Alors,

1
A(§||h||2) = ||VAI[? + fme ~ [IRI)IAI? + (¢ — K*) (2.27)

Cette équation est celle utilisée dans le cas des sous-variétés riemanniennes minimales [19]

Théoreme 2.4.1 [19, Sharief].

Soit (M™, g) une sous-variété riemannienne compacte et minimale de dimension m d'une
Wriété riemannienne de dimension (m ~ p) & courbure constante c. Si la courbure scalaire

8 et lo courbure normale KL de M satisfont respectivement @ s > m(m — 2)c et @ KL < ¢,
tlors M est totalement géodésique.
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§ Preuve
3 Considérons les relations (5.11) et (2.27). Puisque s > m(m — 2)c alors mc — ||h]|? > 0 et
K+ < ¢. Donc A||h_||"’ > 0 d’aprés le principe de maximun de Hopf, la fonction ||1||? est alors

constante. Donc Aljh||* = 0. Ce qui donne ||VA[[? + (mc — ||A][*)||h]|* = 0, par conséquent
=0 o

Dans le cas des variétés semi-ricmannienncs, on a considere le résultat suivant.

Proposition 2.4.3 .

Soit M une sous-variété compacte marimale de dimension m d’une variété semi-riemannicnne

de dimension (m + p) a courbure constante c. Alors,
1 12
AGIIAIP) = IVA|P + mel|R]|* = || An]F = [[4ads — ApAall’ (2.28)
ap
Cette relation est trés facile a manipuler en semi-riemannienne et elle se déduit facilement
de (2.27)(et vice versa ). Pour la preuve on peut voir {19, Sharief].
Théoréeme 2.4.2 .

Soit (M™, g) une sous-variété compacte et marimale de type espace de dimension m d’une

variélé semi-Riemannienne (mﬂ](c)j) de dimension (m + p) et 4 courbure constante po-
sitive ¢. Alors (M™, g) est totalement géodésique.
Preuve
Considérons la relation (2.28), puisque nous avons par ailleurs
[IVAII® + nfh|* <0

et

HARIP + D 11AaAs — AsAdll® > 0,
af
alors

—Aljh||? > 0.
D'aprés le principe de maximum ||k]| est une fonction constante et par conséquent,
IVAIE + ml{Al? = [|Axl* = > 11 4aAs - AgAall® = 0.

af
Dovh=0 O

Théoreme 2.4.3 .

Soit YoM S;,"“’ une immersion mazimale d’une sous-variété compacte de type espace
dans Uespace de de Sitter Sptp,

Alors V(M™) est la sphére S™.
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La preuve découle du théoreme 2.4.2.

B'emarque 2.4.1 .
Dans le théoréme précédent on aveit considéré une variété semi-riemannienne dont l'indice
est égale a la codimension de la sous-vari€té considérée. Dans le cas général , il n’est pas

aisé d'utiliser les relations (2.27) et (2.28) pour obtenir le méme résultat. Dans ce cas on

peut introduire le premier espace normal N,.

Définition 2.4.1 .

Soit ¢ : (M™,g9) — (H;,"+p(c),§) une immersion isométrique, on appelle premier espace

normal de ¢ en un point z, le sous-espace Ny(z) de TiM engendré par la seconde forme
fondamentale h.

N(z)={rX,Y): X,YeT.M } (2.29)

Théoréme 2.4.4 .
Soit (M™,g) une sous-variété compacte de type espace et de dimension m, d’une variété
semi-riemannienne (ﬁ;nﬂ’(c),g) de dimension (m + p) et d’indice (¢ < p).

Supposons que Ny est une distribution paralléle de rang constant de type temps, si (M™,g)

est une sous-variété mazimale alors (AM™. g) est totalement géodésique.

Prcuve

Considérons la distribution N; de type temps. De la relation (2.28), nous avons

“[IVRI? + ml|h|* <0
et
HARIP + D1l Aads — AgAall® > 0,

af
ce qui nous donne

-Allh||> > 0.
D'aprés le principe de maximum ||k|| est une fonction constante. D'olt h = 0.0

D’autres caractérisations des sous-variétés completes et maximales de type espace des variétés

semi-riemanniennes sont I'oeuvre de T. Ishihara [30] et Nishikawa [44]. En effet si on pose
S=||h||, alors on a

Théoreme 2.4.5 .

Soit (M™,g) une sous-variété compléte et marimale de type espace de la variété semi-

Nemannienne M**?(—c) de dimension (m + p), d’indice p et & courbure constante ¢ > 0.
Alors nous avons 0 < S < mp
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;t;orollaire 2.4.1 .

Les S0US-variétés

Hmy,omp = ET (Vmy/m) x .o X H™(y/myyy /m)

{sont les seules sous-variétés, de ET'"P, complétes, connezes et mazrimales de type espace, qui

{soient telles que S=mp

¢
¥
b
¥
H ]
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: i
:
L
&
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CHAPITRE 3

OPERATEUR DE TYPE STAR DE HODGE

SUR LES HYPERSURFACES DEGENEREES

Dans ce chapitre nous nous proposons de construire des opérateurs tels que le star
de Hodge, la ¢odifférentielle, le laplacien etc, pour les hypersurfaces dégénérées. Pour la

construction de ces onérateurs il sera introduit I’ élément de volume sur ces hypersurfaces
cn suivant Sach et Wu [56].

3.1 Quelques résultats de la géométrie des hypersurfaces dégénérées

Soit (A7, g) une variété semi-riemannienne de dimension (m+2) et d'indice ¢ € {1,....m+
1} et M une hypersurface de (M.g).

Pour tout x € M, on note

TIML = {XI € TI—H@I (XI,YI) =0, VY, ETIM} .
et ‘
Rad(T; M) =T M ﬂT,,M‘L.

On dira que M est une hypersurface dégénérée si I'application z +—— Rad(T,M) est une

distribution de rang 1 sur M. Cette distribution est appelée distribution radicale du fibré
tangent TM et on le note Rad(T M).

La métrique semi-ricmannienne g induit sur M une métrique dégénérée g telle que
9(X,§) =0 VX €T, M. € Rad(T, M) pour tout = € M.

Proposition 3.1.1 [21].

Soit (M, g) une hypersurface dégénérée d’une variété semi-riemannienne (ﬁ, §) , de dimen-
ston (m + 2). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. M est une hypersurface dégénérée de M
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9. g est de rang constant m sur M

9. TAM* = UyepTo M+ est une distribution sur M.

On note S(TM) le complémentaire de Rad(TA{) dans TM, ona
TM =S(TM) L TM* (3.1)

Pour tout z de M, S(T;M) est appelé le sous-espace écran (“screen™) de T; M et la distri-
pution S{(T"M) est appelée distribution écran. Elle existe toujours pour M paracompacte. Le

fibré S(T M) est non dégénéré. En particulier il est riemannien si (_A/T ,7) est lorentzienne.

Le fibré S(T M) joue un role tres important dans la géométrie des hypersurfaces dégénérées.

{ Pour cela on les note (M, g, S(T'M)), (vior [21, p.79]). Le principe de normalisation suivant
1 dd & Duggal et Bejancu [21, p.79] est maintenant bien connu.

Soit U un ouvert de M. On considére une section £, du fibré normal TM+, définic sur

1 U. 1l existe un unique fibré vectoriel tr(T'Al) de rang 1 au dessus de A et une unique section
{ N de tr(T'M) définie sur U tels que

g(E,N)=1, g(NNN)=g(W,N)=0, YW eI (S(TM)). (3.2)

Soit 4" un ouvert de M tel que U’ NU # @. alors il existe une fonction a > 0 de classe

C* telle que la section &, du fibré normal TAf+, définie sur U’ et la section N', du fibré

transverse définie sur U’ soicnt lides par les relations

1
f’ =0 et N' = a[\’. (33)

i Le fibré TM se décompose comme suit

TM|y =TM @ tr(TM) (3.4)
jet
TMy = S(TM) L (TM* @ tr(TM)).

En général la distribution écran S(T'M) n'est pas unique et la géométrie des sous-variétés
dégénérées dépend du son choix. En effet donnons nous un autre fibré écran S(TM)'.
1 On considére {W;} un systéme orthonormal de S{T M), {W/} le systéme orthonormal associé
12 S(TM) et N’ la section de normalisation dans tr(TM)". Alors

: m-—1

m—1

Wi = D407 - eje) (3.6)
: j=1
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gvec & € D(TM*y), 1 € {1,...,m} ou ¢ et Af sont des fonctions définics sur U et g; =
g(w’,-, 1V;). Ce changement de coordonnées sera considéré toutes les fois qu’on serait amené

3 faire un changement de distribution écran.

3.2 Elément de volume sur une hypersurface dégénérée

Soient (M, g, S(T'A)) une sous-variété dégénérée de dimension m d’une variété semi-
riemannienne orientée (11,g) de dimension (m+p) et i : Af — M une immersion isométrique.
On suppose qu'il existe une submersion, f : M — RP ( le rang du jacobien de f est constant

en tout point de Af et égal A p) telle qu'il existe un point a € R? qui donne f~(a) = M.

Posons f = (f1,...,fp) et w=dfi Adfa AdfsA... Adf, une p-forme, puisque le jacobien
est de rang constant p alors w est nou walle cn tout point de M. De plus il existe sur M une
m-forme 7 telle que

(wAn)(z) = vig(x), z €A ; (3.7)

ou tyy est I’ élément de volume sur M

Proposition 3.2.1 .

S'il eziste une m-forme n sur M telle cue

(wAn)(z) = vip(x). x €M,

alors la m-forme de volume vy sur M est caractérisée par
vre(z) = 7°(n)(2)

Preuve

1. Existence de n

On peut prendre
n=ver((df1)*, ... . (dfp)*)

(df:)* est un champ de vecteurs tel que df;((df;)*) = &;;. Le champ de vecteurs (df;)#
est obtenu facilement (chapitre 1) pour le cas des métriques non dégénérées. Pour le

cas considéré ici, des métriques dégénérées, on utilise la normalisation de Duggal et
Bejancu donnée par la relation (3.2).

2. Unicté de vy,

On suppose qu‘il existe 7 et " qui vérificni I’ équation

VV/\‘I):H’/\T]’:UH




WA(—-1)=0, n—n=WAxy

ol v est une (m — p)-forme sar Al

Soit X un champ de vecteurs sur M, W(X) = 0. Ainsi
i*'n=1i"n = upy.
L' élément de volume vy est intrinséque.
Exemple 3.2.1 .
i On considére U hypersurface dégénirée de Monge (M, g) définie par la relation

f:Rlgy — R

(2%, 2! .27, 1% — 10 - F(z? 2%, 1)

ou
i -/ 1] / aF
(A= ()2 +(Fy)* =1, F = I (3.8)

M= f1({0}) alors
W=df = —ir° ~ Fldz! — Fyda® ~ Fyds®

est non nulle en tout peint x € \i. Scit n une 3-forme telle que W Ay = 157 = —da® 7. da' A
dr* ndr®. On suppose que ) = a.j 1x' 7 da? Adz*, alors ayyn + Flagas — Fyagia+ Fhaga = 1

et
= dut A di® A du® = Y,
ou
i: (Mg — (R},9)
(ul, v’ — (F(u!.d?d®), ul u? o)
Comme cas particulier, st on pren:
F(ul,u?u?) = —‘}—i(ul cost +ulsint +u®) teR

alors
_ 0 1 . 2 3
w = —¢r +costdz” + sintdr” + dr

et

n=—dz' Adz® Adz® + costdr’ Adr® Adz® - sintdz® Adz! Adz® + dr® Adz! A dz?

Pour un exemple sur le cone de lumidre (voir R. Sachs ct H. Wu (36, pg 148]).

!
3
i
i
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3.3 Algébre des formes différentielles sur les hypersurfaces dégénérées

Soit (M, g, S(T'M)) une hypersurface dégénérée d’une variété semi-riemannienne (A/,3)

de dimension (m + 2). Considérons la relation (3.2), on définit sur U une 1-forme 6 par

8(X) = G(N, X). (3.9)

On montre que § est une section de Rad(TAl)", duale algébrique de Rad(TAM). Clest a dire
g¢) =1, 6(X)=0, pour toutautre X € I'(T'Al). Sit’ est un autre ouvert d’intersection

avec U non vide, alors d’apres la relation (3.3) on a §' = o™'4.

On a alors la décomposition duale de la relation (3.1)
T"M = S(TM)* L Rad(TM)".

Remarque 3.3.1 .

Puisque S(TM) est non dégénérée, alors pour tout x € N la restriction h, de g, sur S(T, M)
est o1 dégénérée. Ainsi pour tout X € T(S(T'M)), h(X, X) #0.

On pew: défimir l'isomorphisme donnant la construction de S(TM)*

b: ST\ — S(T )"
.\ p— ‘\'b:/:!(k',.).

On peut construire ainsi ['algébre des formes différentielles sur S(T'M) .

On note Q(S(T)/)). ensemble des k-formes de S(T'M) définie sur M comme suit

7T QM — QFS(TM)
a — Ta=a-0Aia.
On désigne par Q"S(T'Ml) I'algebre graduée des formes différentielles sur S(T' M)
(X (S(TM)) = UpckcnQ(S(TAD)).

L'algebre graduée Q*(M) se décompose sur Al comme suit

QA = Q*S(TAl) ® 2 (3.10)
W EZ={8A8: BeQ-1S(TM)).
Alors Q2 = QF15(TA1), et Q9Z = {0} VE > 1.

Notons aussi i I'extension de h sur I'algebre graduée Q°S(T' M) et définissons sur Q5Z, une
forme bilinéaire p par

pla,B) = h(iga,ieB) o, 0cQZ k>2. (3.11)
pla, B) i a,feQZ

Il

(3.12)
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I

gur les formes & support compact de Q7 (A1), nous définissons le produit scalaire, :
|

(e, B) = /"(h,(ﬁnir‘ﬁ) + (T, T 0) ) , (3.13)

@ : M — QFZ. 81 S(TM) est nemannien alors le produit scalaire (.,.) est défini
poSitif.

Définissons sur S(T'M ) 'opérateur différentiel. @57/} comme restriction de la différentielle
extérieure d & S(TM).

dSTM) L QES(TA[) — QFHIS(TM)

(3.14) .
a ' s da ~§ Aida

Proposition 3.3.1 St S(T' M) est une distribution intégrable clors la différenticlle eatéricure
dSTAN | yérifie

dSTR) o gSTOD g

Lemme 3.3.1 .

La distribution S(TAl) est intégradle si ot seulement si

15 =0. ou df=6n~

oty est une 1-forme sur S(TAL).

Preuve de la proposition 3.3.1

Un calcul direct donne ﬁ

dSTRM) o gST(D (o) = gST(N) (dST(M)a)

it

—d9 N iEda + 8 A zng A igda

D’apres le leinme 3.3.1, on a @57 o gSTO = g,

Lemme 3.3.2 /21).

Toute hypersurface dégénérée de X7, admet une distribution écran intégrable.

Remarque 3.3.2 .

§i la distribution S(T'M) est intégrable. alors le couple (Q(S(TMY),dSTMYy constitue un
Complexre, nommé complexe "écran” de de Rham.
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3.4 Opérateur de type star de Hodge sur une hypersurface dégénérée

Soit (M,§) une variété semi-riemannienne orientée de dimension (m + 2). On rappelle
que l'opératur star de Hodge, =" est un opérateur linéaire sur Q*(A) qui a toute p-forme
de M, associe une (m + 2 — p)-forme. Cet opérateur peut se définir localement. Mais il est

indépendant du choix du systeme de coordonnées. Son carré,

WH A (’_l)p(m-i-l)-HJIQp

est plus ou moins I'identité. L entier g est le nombre de signe négatif dans I'expression locale
de la métrique 3.

| Proposition 3.4.1 .

Soit (M. g) une variété semi-riemannienne orientée. Alors Uhypersurface dégénérée (M, g, S(TM))
de (M.G) est orientée. Si vy est Uélément de volume sur (A1,9) alors vy = iviyy est I
élément de volume sur 3.

Preuve

On considére un systeme de repare pseudo-orthonoriné { N, €.V, .. Vin} sur A1 et son dual
{6.6,6%,....6™}. s

ot #(N) = 1. 85(1) = Jy; et tel que le svstéme {1,.... 1.} s0it ortho-

normal de S(T.1[). Nous avcns alors I élément de volunie sur (1/.g) qui donne
iy = GAONG A AT
et
it = 0N AL AT =0 A0 ARG
Cette égalité est indépende du choix de la distribution écran S(TM). O

La restriction h, de g sur la distribution écran étant non dégénérée et en tenant compte

de l'orientation sur Af, alors on pourra utiliser les éléments de I'inverse de h pour définir sur
la distribution écran, un opérateur star noté «* par

< QS(TA) — Q™ kS(TAD)

o r— *Sa

tel que 0 A a A x*a soit élément de volume sur A : pour a, 8 € Q(S(TM)),

Ao A« = h(a,F)ua. (3.15)

Théoréme 3.4.1 .
Soit (M,g,S(TM)) une hypersurface dégénérée d’une variété semi-riemannienne M. I’
opérateur de type star de Hodge «, est donné sur M par
xa=(-1)*0 Ax*a Va €M et ica=0 3
. .16
*a = +'lea Va e QM et Aa =0 ( )
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Preuve

'~ La relation (3.16) peut s’ écrire sous la forme

{ ig(xa) = (=1*+*a Va € QA et ica=0

(3.17)
*Q = **lex Vae QM et OAa=0
1l suffit de montrer que
a3 = (WTa,7T0) + p(F o, 7 B))un (3.18)
En cffet
e Si o une k—forme de M telle que 8 A a = 0. Alors
alAxa = aAx"io
- BN ea A iga
= h(iea,ica)ryy
= pla,a)vyy
* Sia une k—forme de )/ telle que ica = 0 alors
ahsa = (~1)*anf=a
= fAranN~a
= h{a.a)vyy
d'ou le résultat. O
Proposition 3.4.2 Ces opérateurs vérifient les relations d’identités suivantes
* = i”l)k(mH)[m(S(Tm) . (3.19)
o= (=1 quy. (3.20)

Preuve
La relation (3.19) est une conséquence directe de la définition de %*.

e Soit a € O*M telle que i¢a = 0. Alors

**xkQ =

(—1)* % (8 A%*a)
= (- 1) *° %
( 1)k+km k)

e Soit @ € Q"M telle que A = 0, alors

*xa = x(xig(o)
= 1™ AR ie(a)
- (_1)(m—k+l)+(k-l)(m—k+1)0Aif(a)
= (=) ()0
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1’ opérateur de type star de Hodge ne dépend pas d’un syvsteme de coordoundes particulier.
En effet, Soit U et U’ deux voisinages ouverts tels que U’ N 5 0. On leur associe respecti-

vement les bases de Duggal et Bejancu {N, £} et {N', €'} liées par les relations suivantes :

=X N=X\N (3.21)
S

On note *°* et *° les opérateurs star sur S(T M) associés a U et U’ respectivement. Soit
o€ OFM
0/ ans*a=0Aanxa.

Alors * = S,

On suppose que  iga = iga = 0, alors
xa = (~1)*0' A0 = (=1)*0' A Mo = (=1)*0 A <%0 = xa.
Si #Aa=MAa=0,alos il existe une (k — 1)-forme v telle que
=408 v
AlNst

~3

*O:*LZ—“/\xSl/:)\*G/\L/:*Q.

Exemple 3.4.1

Soit M une hypersuface de Monge cégénérée de E4 donnée par 1'équation : 20 = F(xt, 22, %),
ou F est définie dans I" exemple (3.2.1). précédent. Alors TAL = Rad(TAT) est engendré
3
0 , 0 oF
par £ = ﬁ—k;&% ou F,

T 3z
Puisque M est une hypersurface dégénérée, (1 - (F3)?)? # 0. Le fibré éeran S(TM) est alors
engendré par {1V}, W;} avec '

1 3 0
vV, = —_— (S » S
" (1-(F3)?):z {F38:cl d 6I3}

0 0 1%,
4, ] F/ Pl 2 Ff F\I
We (1 —(Fé)z)%{ 17291 (1=(F) )612 3 26x3}

L’expression de 8 est donnée par

0 = Fdu' + Fydu® + Fydv® (3.22)

s0it

1
6= S{ds® + Fldr' 4 Fyds® + Fyds®)
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iet

1
0 = BT (FI)Q)%{Fédul—F{dus}
- 2

1 : 2 !
P = i PR - (Rt - R
- 2

( On montre facilement que

O A0 AO? = dul Adu® A did
Ainsi,
= x%igh = «°1 = ' A §?

i et en coordonnées locales on a

*0 = x{Fldu' + Fdu? + Fidu®}
, = Fldu’ Ad® + Fydud A du? ~ Fldu' A du?

= gl nf
De méme.
*0' = —0 A+ = —f n B2
*0' = *W{Fédu’ — Fdu’}
i = (T_-_—:P?)Z—);{Fédﬁ/\dug— Fidu' A du?}
= —0.6°
et

*6° = —0 Ax°62 =9 A QL.

En coordonnées locales on obtient

1

K0 = x——— [ FIFldu 4 (1 = (F)2)di? — [ gy

*(1—(Fé)2)5‘ 17a0U ( (2))U 32“}
1

= 6A6.

Un calcul facile donne

BV N0 =G A0 A =0

44

(3.23)

(3.24)

= m{—p{ﬂ'duz ANdu® + (1 — (F))dud A du' — FyFydu' A du?}
- 2
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5 La codifférentielle sur une hypersurface dégénérée

La codifférentielle § est un opérateur linéaire du 1°" ordre qui diminue le dégré de la
};rme différentielle d’une unité.

§: PU — QP Y

W — do = (_1)(m+2)(p+1)+s+1 xdxw

Dans la suite, on supposera (T A’ intégrable mais 'expression de la codifférentielle

{uivante est donnée pour un S(T}/) quelconque.

e L S O S A A Tt St o,

;”roposition 3.5.1 .
§0n suppose que (M.a.S(TM)) es: une kupersurface dégénérée et fermée. D’aprés le lemme

?;.3.3.1 . la codifférentielle sur S(TA!) est donnée par l’expression suivante

. o st df € Q*(S(T M) ‘
Os(Tars = s . (3.25)
s*scdD"“)Ov’%-lL S1 dé =0 N~
ot ~ est 1-forme sur S(TA) et L est ur champ de vecteurs tel que yv(L) =1
i Preuve
Soient a € ¥~ 1\f et € Q*\[. ous avons
(d5TM)y 3) = / oA dSTMo A3 (3.26)
M
dOANaA~B) = d- AaAxF—0AdTTM (oA <)
= d>AnaA* B8-S TMan g
+ _l)m(k—l)g/\a/\*s*st(T]M)*sﬂ.
La preuve va se faire en deux étanes :
1. Sidb € O"S(TM) alors
d(()/\a /\*sﬁ) — —'}/\dS"T'\I)a A+0+ (_l)m(k—l)el\ a/\*s*’dS(TM)rSﬁ
et
dAnan3) = — [ 0AdTTMang
M M

+(—1)m-n / 0 Ao Axx*dSTMep,
M

St M est fermée, on a

/ OANE T g = = 1)'"“'-1)/ N o AxSx5dSTM) s g
A A
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Ainsi

(dS(TJ’U)a,IB) - (_l)m(k—l)/ eAaA*s*st(TM)*s’B
M

(O.’, (_l)m(k—l)*st(TA!)*s.B).

Il

et

ds(rany = (_1)m(k—1)+1*st(TM)*s‘
‘2v Si d9 (S Q‘Z, alors do = 9/\7 et

dOAaARB) = dONaAB —0AdSTMg A
+(=1)™ N0 Ao A xS % dSTMe 3
= —IAPTMGASE 0 Ao A (iLf)

+(_1)m(k—1)0 Ao A*s*st(TM)*sﬂ.

En intégrant, on a

(ds(T-\”a, 8 = (e ds(ran8)
ou
Bsiragy = (= 1)U+l sgSTM) s o

et

L) =1, vA#3=(-1)"Vei8 O

Proposition 3.5.2 .

46

La codifférentielle, sur une hypersurface dégénérée et fermée (M, g, S(TM)), d'une variété

lorentzienne, est donnée par

§ = (_1)(k+1)(m+1)+1 * dx

pour toute k- forme de Q*(Af).

Preuve

Soit o € QF-}(M) et B € Q%(A))

(da, 3) = /da A xf3.
Mais

danxf) = daAxB+ (1) land«p

= da Axf+ (1) DED G A xdxf3

(3.27)



3 5. La codifférentielle sur une hypersurface dégénérée

et
/d(al\*ﬂ) = /da/\*ﬁ—i—(—l)("‘"l)(k“l)/ aAxxdx[.
M TN M
AinSia
/d(a)A*(j) = (-1)"”*”“*”“/ o Axxdxf3
M Af
et
(do,B) = (2. 63)
ou

68 = (~1)m- DD, 4y 5. D
L'expression de la codifférentielle, sur une hypersurface dégénérée et fermée d’une variété
semi-riemannienne (A/.g) d’indice s, est donnée par

6 : (_1)(m+1)(k+1)+s *d* (328)

Cette relation reste vraie dans le cas ou la distribution écran est non intégrable.

Remarque 3.5.1 .

ll existe deux principaur intéréts . la détermination de la codifférentielle sur les hypersurfaces
dégénérées. Le premier est qu'elle permet d obtenir 'opérateur de Laplace Beltramg,

A =dod—~80od. Ce dernier permet en particulier 4’ établir un lien entre la topologie et la
géométrie de I’ hyperéurface dégénérée comme dans le cas non dégénéré. Le second intérét
est son application en électromagnétique. On établit la seconde équation -de Mazwell §F = Q.
Duggal et Bejancu avaient déterminé la forme électromagnétique induite sur I’ hypersurface

dégénérée et ils établissent la premiére équation de Marwell, dF =0 [21, p.248] o F est la
2-forme électromagnétique indutte.

3.5.1 La codifférentielle en coordonnées locales

Soit (A, g, S(TA!)) une hypersurface dégénérée d'une variété semi-riemannienne (M,q)
de dimension (7’" + 2) et {Vi, 1=0,..., m} un systeme de coordonnées PseUdo‘Ol‘thonormées

adapté sur M tel que Vp = £ et tel qu'il existe une connexion V & torsion nulle, sur A
vérifiant pour tout p € M

Vv V(p)=0  Vi,j=0,...,m (3.29)

On associe au systeme {V;,2 =0,...,m}, le systéeme dual {6*,7=0,...,m} avec §° = ¢,
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pyoposition 3.5.3 .

En coordonnées locales la différentielle extérieure et la codifférentielle sur S(TM) et M sont

respectivement données par les expressions suivantes.

dSTAM) OiAV\,-. 1=1,...,m (3.30)
(55(1‘1\1) = —'hkjivijk, st di =0 (331)

ot jyk=1,...,m et k" sont les éléments de la matrice inverse associée 4 h.

{d=9k/\ka, k=0,....m

o » | (3.32)
0=—?\2,V\h"h]?\/jv‘/k ],k:l,.‘.,m

Preuve
Soit & € Q¥(S(TM)), alors 5T¥a € QF1(S(TM)) et

k
TV, V) =Y (=) Va(Vy.. .. Vi V)
{

ou Vi, Vi e (Vi Vb et 3T =57 9iA Y,

La relation (3.31) vient du développement de ia relation (3:253). Dans la relation (3.32) la
premiére équation est équivalente a (3.30..

Pour la deuxieme. supposors a € Q¥(Af). D apres la décomposition (3.10), deux cas se

présentent :

o sia € Q5(S(TAT)) alors,

0 = exdwxou £~ (—1)mFhHks)
= exd((-1)*6 Ax'a

= (=1)*ex AT 45 o

C= (DR BT s

= (=1)F(=1)mHilk+) o gS(TA)

— ( 1)mk 1)+1 dS(TIM) a

= dsrana.

e Siae€ Q*Z alors,

ba = exdxa
= exd«*’iyq)
= £% (ds(TM) *° ivaa) +ex* (0 A iVod *5 ivoC!)

= E(—l)m—kg AN *st(TM) x4 'I:v0 + & ** ix'od *° ivoa.
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{ gn utilisant I'expression de d,

Sa = (_1)(m+l)(k+l)+(m—k)8 A*st(TM) &5 O‘ivo +

+ (_1)(m+l)(l:+1) %5 \7"0 5 'i!’\)o

= (=1)™gA K dSTHM) o (—1)mHDEHDHmE DA 3 7

= —0 Ndsranh,a — iy ViQ
d'apres la relation (3.31), on obtient

§ = —iyyViy — WiV, jk=1....m.0O
Comime conséquence des relations (3.30). (3.31) et (3.31), on a

Proposition 3.5.4 .

Les expressions locales des opérateurs de Laplace Beltrami de la distribution écran et de
Ihypersurface dégénérée sont données respectivement par
AS(T‘”) — _hkjv\,kvvj _ hkjei A ’i\‘JR\’iVK i=j~ L= 1....,m (3.33)

el

AM = —gkijkV\'j - gk'-'gi A i‘/jR\"i"'K l] k=0..... m (3.3-’1)

g =1et¢"=0pouri=1,...metg"=hr" kji=1l..m

On en déduit facilement la métrique pseudo-inverse obtenue dans [3].

Remarque 3.5.2 .

Lopérateur AM est un opérateur elliptique sur I’ hypersurface dégénérée d'une variété lo-
rentzienne. Lopérateur A5T est aussi elliptique. Si S(T M) est une distribution intégrable

alors ASTM) est yn laplacien riemannien sur chaque feuille de S(TAI).

3.6 Application de’opérateur de type star de Hodge en électromagnétisme

Dans cette section, on applique l'opérateur de type star de Hodge & travers la co-
différentielle a certaines classes de champs électromagnétiques pour obtenir les équations de
Maxwell qui viennent compléter celles obtenues par Duggal-Bejancu {21, p.248]. Ces derniers
ont étudié les hypersurfaces dégénérées invariantes sur lesquelles les champs électromagnétiques
singuliers et non singuliers induits existent. Ils montrent que ces champs, existent si et seule-

ment si 'hypersurface dégénérée est totalement géodésique et que ces champs sont fermés. La
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deuxi¢ie ¢équation a déterminer qui est la cofermeture du champ électromagnétique. vient

de Vexistence de 'opérateur de type star de Hodge sur les hypersurfaces dégénérées.
‘Le champ électromagnétique non singulier induit est donné par 'expression
F= MA@ (3.35)

ou A est une fonction lisse liée au champ scalaire de Maxwell [21].

Théoreme 3.6.1 .
 Soit (M, g,S(TM),F) une hypersurface dégénérée d’une variété d’espace-temps (M.g, F)

de dimension 4 ot F est un champ électromagnétique non singulier de M et F un champ
électromagnétique non singulier induit sur M. On suppose que la distribution écran, S(T A1)
est intégrable et que la connexion de Levi-civita V induite sur M est métrique. Alors, il

eriste une 1-forme k sur M telle que
1. V8 = k(X)6?
9. Vx8? = —k(X)§'
3. Vxt° =0

pour tout X € I'(TM ..

Preuve
Soit {£,V1.13} un systeme de cocrdonnées pseudo-orthonormées sur A et {69 6! 9%} le
systeme dual. Alors pour tout X € I'(T'Af) il existe une fonction lisse £(X) telle que
l. VxV = —k(X)15
2. Vxy = k(X)W
3. Vxt=0
(Voir théoréme 3.1 [21] p. 248). Ainsi en applicant ces relations au systéme dual, on a le

résultat. O

Corollaire 3.6.1 .
Sous les conditions du théoréme,

dF =0 si £(\) =0 (3.36)
En particulier si A = constant alors I’ équation de Mazwell est satisfaite.

Théoréme 3.6.2 .

Soit (M, g, S(TM), F) une hypersurface dégénérée d’un espace-temps (M, G, F) de dimension

4 0%, F est un champ électromagnétique non singulier de M et F un champ électromagnétique
non singulier induit sur M. Alors

dxF =G (SyF=90) += Vi.A=0 et VyA=0. (3.37)
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Preuve
Soit
F =)' A 6%
Ona
»F =)
et
d= F = d\°.
D’apres le théoreme 3.6.1
dxF=0 <= Vi.(\)=0 et Va(lambda)=0 O
Corollaire 3.6.2 .
Les équations de Mazwell, pour les champs élctromagnétiques induits,
dal = 0
(3.38)
d«F= 0 (0F=0)

sont obtenues pour les valeurs de A constantes.

Duggal et Bejancu montrent que la condition A constante est satisfaiie pour la classe des

variétés d’espace-temps homogenes qui admettent des champs électromagnétiques non sin-
guliers.

3.7 Formes harmoniques

Nous voulons ici déterminer les formes harmoniques sur les hypersurfaces dégénérées

(M, g.S(TM)) et son représentant dans la classe de cohomologie correspondante.

Rappelons le L2 produit (3.13) défini sur les hypersurfaces dégénérées compactes.

il

(a,3) /M(h{%’a,fﬁ) + p(Fa.7PB)) + 1

= /Mo A %3

ol a, B € QF(M)

Théoréme 3.7.1 .

Soit (M, g, S(TAI)) une hypersurface compacte d'une variété lorentzienne orientée et o une
k-forme sur M, alors

Aa=0 & da=0 el da

i
o

(3.39)
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Preuve

Soit a une k-forme harmonique, Aa = 0 alors

(Aa.o)

((db + éd)a. a)
(dder, @) + (8da. o)
(b, ba) + (da.da) =

I
o o o O

Puisque le produit (.,.) est défini positif, on a da =0 et da = 0. O

Corollaire 3.7.1 .

La 2-forme électromagnétique induite F est harmonigue.
La preuve vient de la relation (3.3%)

Remarque 3.7.1 .

Soit (M, g,S(TM)) une hypersurface compacte d'une variété lorentzienne orientée. Alors
0°(\) se décompose comme suit

QX (M) = dQF (A1) = §(QF (AN + Hamk(Ar1) . (3.40)

ot Harm* (M) est ’ensemble des ~-formes harmoniques /.
Ams

1. Harm*(Af) est de dimensior. finte.

2. Chaque classe de cohomologic de H* (M) 0 < k< n = dim(M) ) contient précisément
une k-forme harmonique.

to

dz'mHarmk(M) = dimH’“(;\[) = b ou by est le k™ nombre de Betti et la ca-

ractéristique d’Euler x(A), est donnée par y(M) = So(~1)*b,.

4. Soit (M, g, S(TM)) une hypersurface dégénérée fermée de dimension (2m + 1) dune
variété lorentzienne orientée. Alors x(M) =0

La preuve des différents points de la remarque vient des équations (3.39).(3.40) et résulte de
la dualité de Poincaré

HEAN) < HOm+D-k(apy R

(lal,(8]) — [ anB.

M
ol a, [ sont des représentants des classes de cohomologic [a], [f] respectivemnent. Cette
application est bien définie. Donc dimH* (M) = dimH*™1=k(M) = b,. Par conséquent
x{AL) =Y (-1)kb, =0

Comme exemple, le cone de lumiére, hypersurface de R¥+?

a sa caractéristique d’ Euler
nulle.
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| Théoréme 3.7.2 .

[l n'existe pas d’hypersurface de “Monge dégénérée et compacte sans bord de R} qui soit
{ minimale.

{ Preuve
{ On suppose qu'il existe sur R{ une kypersurface de Monge, (M?, g, S(TM)) compacte définie
par I’ exemple (3.2.1). Si I'immersion
f:(M3g.S(TM)) — Rj
W@t ) — (Fut, ), ut, P ud)

minimale alors la fonction

F:M* — R
(u', o’ u’) — F(u' )

| est harmonique (Pour les calculs veir [21] Théoréme 7.1 p. 131 ). D’aprés le théoréme 3.7.1,

i AF =0 implique dF = 0. Ce qui contredit la relation (3.8) et le fait que 8° = dF est non
nulle partout.

Remarque 3.7.2 .

Putsque la forme bilinéaire (...) est non dégénérée, i est possible de faire une extension

de cette forme bilinéaire pour défnir les normes de Sobolev [31], pour les hypersurfaces
dégénérées.

E_ - “l
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CHAPITRE 4

'THEOREME DE LA DIVERGENCE POUR LES

|VARIETES SEMI-RIEMANNIENNES (AUX
|BORDS DEGENERES

L’ un des domaines de la recherche, en rélativité générale, est 'étude des systemes isolés

i tels que le soleil, les étoiles et notre univers.

i Il est bien établi qu’on peut avoir une bonne compréhension de ces systémes isolés si on

se refere & la géométrie des espace-temps qui sont asymptétiquement plats. C’est-a-dire a

; une grande distance du centre, la métrique d’un tel systeme est de Minkwoski. La solution

! (équation d’Einstein) de Reissner-Nordstrém, (A1,g) en est un example avec

_ 2m &\ 2m € )0 i  2p02
g——(l——?—kﬁ)dt +(1——r—+;-2-)“ dr® 4+ r*(d6* + sin® 6d¢*)

i ol m. e et r sont la masse, la charge et le rayon entre le centre et le bord de M. Le quadruplet

(t,r,6,0) constitue un svstéme de coordonnées locales.

Dans l'étude de ces variétés d’espace-temps asymptdtiquement plats ( scindées en deux

classes, les bornées et les non bornées), Penrose [45, 46] donnent les résultats suivants :-

1. Si M satisfait aux ¢quations d’Einstein jusqu’a I'entame du bord M, alors AT est
de type isotrope. De plus si la matiére est présente pres du bord &M alors Iénergie au

repos est nulle.

2. Si le tenseur de Weyl est nul sur M, alors M est asymptotiquement plate.

3. Le bord isotrope M est constitué de deux parties disjointes M+ et M — qui sont

(chacune) homéomorphes & R x S?. Le bord AT+ borde M au future et M — borde
M au passé.

Ainsi ces résultats montrent l'existence du bord dégénéré considéré comme hypersurface
dégénéré de M.
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4.1 Théoréme de la divergenc mp de vecteurs

Soit (A, ) une variété semi-rismannienne orientée connexe avec un bord M. On pose

i M= AM . Alors lé bord M est une hvpersurface de M. Dans cette partie nous allons établir
{les formules traduisant le théoreme de la divergence en semi-riemannien tout en mettant un

iaccent particulier sur le cas des variétés aux bords dégénérés.

fDéﬁnition 4.1.1 Soient OM ., 0[_ et OM, les régions de OM ot les vecteurs normaux

1sont respectivement de type espace. temps et lumiére.

{Le bord &M est vu comme la réunion de 9, OM _ et M,

oM, = {pe 6'M_,g|mL > 0}
P
OM_. = {pecdM, 9t < 0}
oM, = {pecdM, 9, st dégénérée}.
: P

La normale sortante N de la surface est donnée par :

‘\T+ sur 6A_{—+
N = N_ sur OM_ (4.1)
No sur dM,

Le vecteur Ny est appelé vecteur transverse dans le cas de la surface dégénérée iy,

i Lemme 4.1.1 .

Soit (M,g) une variété pseudo-rierannienne orientée et vgy son élément de volume clors le

bord OM est orienté et son €lémen: de volume est donné par n = iNty;.

{ Lemme 4.1.2 .

| Soient (M,g) une variété pseudo-riemannienne orientée, vyy son volume avec bord M et
. soit X un champ de vecteurs de M & support compact. Alors

/ div(X) vy = / ditrace(X ® vyy)) = / trace(X @ vyy). (4.2)
M M aM
{ Preuve

On suppose que (M, ) une variété semi-riemannienne de dimension m et {(Vi.i=1,...,m}

i un systéme de repéres sur M. Ce systéme peut contenir des champs vecteurs isotropes [21].

Alors nous avons
div(X)vg = Lxvyy
= dixvgy

= d(@Vg(X, W)iv,ugp) car X =3g(X, Vi)V,
= d(trace(X @ v47)).0
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éoréme 4.1.1 .

j vient (M, ) une variété semi-riemannienne avec bord M et X un champ de vecteurs sur

& support compact, alors

/ dv(Xyr = [ GOCNme — /_ (X, N -+ [ X (43)
M OM_

M, Mo

loth 1= = IN, V37, Mo = N, U7 et € est telle que (&, No) =1

iPreuve

On considére le systéme de reperes {V;,i=1,...,m} pscudo-orthonormé. On a alors
trace(X @ vyy) = 779(X, Va)ivyvrr

| = gYG(X, Vi)n;

1Ainsi

: trace(X ® vﬁ)laﬁ = trace(X ® T.‘A_l")la'M_+ + trace(X ® vﬁ)laﬁ_

! +trace(X ® vir)aw,

= (X, No)ny — g(X, N)n- +3(X, €)no

'Cecx est du au fait que si Vi = N alors g7F = 4, si Vi = N_ alors g7F = —djk et sl Vi = Ny

falors V; =€ et g% =g(Ng, &) = 1.

? D’aprés le lemme 4.1.2 et la proposition 3.4.1, on a

©
i

/div(X)vﬁ = / trace(X ® vgp)
! ) M oAf

-A_jkjEj o —M_(X, Vk)nj
aM;

}jOUE(Ol)—l ,_12—1 ]k—"*l 0 191‘/( 11)—N( 1,1) etVQ—é.
i D’on le résultat. 0

Corollaire 4.1.1 .

. Soit (M,g) une variété semi-riemannienne avec bord OM et X un champ de vecteurs sur M

. & support compact. On suppose satisfaite l'une des conditions suivantes

1. M, est de mesure nulle dans A

2. X est tangent & OM en tout point de IM,
Alors

@xyg= [ g N+ [ G0N (4.4)

M oM,
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Corollaire 4.1.2 .
Goit (M. ) une variélé semi-riemanncenne avee bord ONI et X un champ de vecteurs sur M
3 support compact. Si l'une des conditions suivantes

o X est tangent ¢ &M auz points de OM , et M _,

o OM, =0M_ =0,
est vérifiée, alors

[ @wxys = [ ax.om (45)
¥, 830
Exemple 4.1.1 .
Soit M = S x [~1, 1] avec la métrique
G= %[dé) ®dt + dt ® df) +.(1 — t)df @ db ou 6 est une coordonnée polaire de S*, t € [-1,1]
oM = (S* x {1}) U (8! x {—1}) est dégénéré c’est-d-dire OM = OM,
1

Soit X = t— et vzy = —df A dt, alors /__divaﬁ =2

ot 8 v Al
1
Onamng= §d0 et = 50 alors
gxom= [ gxem- [ gxem=or
oMo Six{1} Sx{~1}

Exemple 4.1.2 .

Soit (M.g) une variété de Minkowski de dimension 3 telle que le bord OM est défini par
b= F(y.z) ou F est une fonction de classe C* telle que (F))? + (F})? =1 (F, = o).
. Alors il etiste une submersion [ telle que [~'(0) = OM. La fonction f: M — R est donnée

. par la relation f(zr,y,2) =z — F(y,z) et df = —dx + F,dy + F,dz # 0. On constate que le
bord OAI est dégénéré (OM = OM,).

1, 0 0 0 b, 0 0
No=r(-a g By gL p2  p 2
: 2(‘ oz y8y+ 182) ST B; Yoy + *0z

constituent la base de Duggal-Bejencu . On a ['élément de surface du bord qui donne,
oy 1
n=1 [—a(dy Adz+ Fidz Ad: — Fdzr Ady)] = dul A du?
ou 1 est l'immersion
i(u',u2) = (F(u',u2), u! ).

Le champ de vecteurs X = (X', X2, X3) est d support compact sur M et
/ div(X)vpy = / d(X'dy A dz) +/ d(XdeAdx)/ d(X3dz A dy)
M M M M
= / *(Xdy A dz + Xz A dz + X3dz A dy)
8Mo

= / (X' - X*F, - X3F,)oi du'du?
IMq

= /3‘%9(){,6)0
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142 Théoréme de la divergence pour un champ de (0, 2)-tenseurs
symétriques

Dans cette partie nous allons étendre le théoréme de la divergence aux champs des (0, 2)-

tenseurs symétriques sur une variété semi-riemannienne & bord (dégénéré ou non). Ce travail
{ généralise le lemme 2.3 de J. P. Ezin [24].

Soit T un champ de (0, 2)-tenscurs symétriques sur (M, 3), la divergence de T est une 1-forme
telle que pour tout X € T(TM) on a

div(T)(X) = 79(Vv,T(X, V;)

1 Lemme 4.2.1 .

{ 50it T un champ de (0, 2)-tenseurs symétriques sur M alors

divT(X) = di(TX)] %g(Lxg, T) (4.6)

4 Preuve

{ On considére un systéme de repéres {V;, j = 1,....n}. Pour des raisons de simplification

4 du calcul, on suppuse que les vecteurs V; sont paralleles (VV; =0, j =1

)
div(T)X) = (Vi ) Vi)
= Y[V ( Vi) =T(Vv. X, V;) = T(X, YV, V;)

= §“W (X V)) 773 "IV X WT(V;, Van)
= PIVGTX, V) - 53T, Lx)
= FIVREUTXY, V) - 58(T, Lxd)

{ or dir{(TX)| =YV, g((TX), V;). d'on le résultat O

1 Proposition 4.2.1 .
1 Soit (M,3) une variété semi-riemannienne orientée de volume vir et de bord OM orienté.

§ Soient T un champ de (0,2)-tenseurs symétriques et X un chamyp de vecteurs alors

/_ div(T)vgy + % /_g(T, LxG)vg = /__trace[(TX): ® v (4.7)
MM M oM

Pour la preuve il suffit d’utiliser les relations (4.6) ct{4.2).

Théoreme 4.2.1 .

Soient (M,3) une variété semi-riemannienne a bord et T un champ de (0,2)—tenseurs
symétriques sur M. Alors

) 1
J_div@uig+ 5 [ 0, Lo = [ meeNom-
M M 8
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[T+ [ Toem (18)
L1y Mo

' Ls preuve vient de I'équation (4:7) et du théoréme 4.1.1

{Exemple 4.2.1 .
i i T =7 alors divg = 0 et (3, Lx3) = 2div(X) donc de ({.8), on obtient

/_diuXvH= _9(X, N, — /_ §(X,N_)n_+/_ 9(X, E)mo
M M. oM _ IMo

14.3 Quelques conséquences du théoreme de la divergence

Soient (M, g) une variété semi-riemannienne a bord, T un (0, 2)—tenseur symétrique sur
M et N la normale sortante selon la relation 4.1.

SiT = pg et X = V4 alors de (4.8) on obtient le théoreme de Green généralisé sur les

i variétés semi-riemanniennes.

[ wav-vagum = [ glove-yve N,
7 oM,

~ | GV -V, N (4.9)
OAT_

B

XY

scal

Théoréme 4.3.1 .

O A ot s P 4 e o o AP

1 §iT = Ric — —7, m > 3 alors, pour un champ de vecteurs conforme sur M,
m

2m scal
Lx(scalvyy = —— Ric - —3g)}{(X,v
/ﬁ ( Yugz m2— 5 aﬁ+( mlg)( )y
m . scal _
- 2 [ (e g (110
2m . scal_
| t o aﬁo(Rw - —T—n—g)(.X,V)Tlo
Si 8M = M, et X € T(TOM) alors
2m
Lx(scal)vg = —— Ric(X, 111
[ ixtseatiog = 25 [ Ritx, (111

Il n'existe pas, sur une variété semi-riemannienne de Einstein compacte sans bord & courbure

Preuve
Le Hessien H? de la fonction ¢ nous donne [24]

| divlI*(X) = /

| (—d(A¢)(X) + Ric(V, X)) vy
A M '
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1 r
= 5 [ 3 L)y [ BN - [ HOOG N
~“~JM GM 4 M _

+ [ HY(X,&w.
Mo

;En particulier si X est un champ de vecteurs de Killing et M = 0, alors

/ divH*(X) =0
M

| (~d(88)(X) + Ric(V 6, X)) vg = 0,
A

Hd(A¢)(X) =0.

| Ric(Vé, X)vp =0.
M

‘. Si M est d’Einstein et X = V¢ alors on a fﬁg(qu, Vo) var = 0. Ce qui contredit le fait
que |V¢| est de signe constant. 0

i4.4 Applications

Soit X un champ de vecteurs sur Af. Le champ X est dit solenoidal si divX = 0 et X
lest dit concirculaire spéciale si Ax = —(div X)Ly, 58]
iSoient w une (m—1)— forme sur Af. 2 un élément dubord IM et X, = V,+AN;,a=2....,n

{(m — 1) vecteurs linéairement independants sur M ol A est une fonction définie sur OM.
{Alors on a

m
w{Xa, . Xn) =we =y (=1 A (wn)(Var -, Ve, Vi)
=2

[~

f;oh w; = w(Va,. .., Vi) est la partie tangente de w sur oM,
fwn(Vay . Vay oo, Vi) = w(N, Va

o3 Ve .., Vi) est la partie normale de w et V, signifie
iqu'on ote la ai*™ composante.

Proposition 4.4.1 [26, 58/.

Soit M une variété semi-riemannienne orientée avec bord M et
X € T(TM) d support compact
/_{Ric(X, X) + trace(Ax)? - (traceAx)*}vy = /

_ UtraceAx—Ax X)Vg (4.12)
1Y g

15i X est un vecteur tangent & OM alors de (4.12), on a

/_{I{ic(X, X) + trace(Ax)? — (traceAx )}y = /__ B(X, X)n (4.13)
M oM
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| : B est la seconde forme fondamentale de 9M

.‘)( est vecteur concirculaire spéciale et tangent ¢ OM en tout point z € M alors

*

/ {Ric(X,X)—m_l(div_X)z}vg= / B(X,X)n (4.14)
M m aM

B gi X est vecteur concirculaire spéciaie et transverse @ OM en tout point z € OM alors

| {Ric(X, X) — m—T;——l-(divX)z}vy— __rod _ f(divX)n (4.15)
A

m aM

w X =2+ fN avec Z' + fN € T(GM) et f une fonction sur OM

Ces différentes équations restent vraies dans le cas des variétés semi-riemanniennes aux bords
dégénérés ou non.

Théoréme 4.4.1 [58].
Soit (M, ) une variété orientée de dimensionm (m > 2) et soit w une (m — 1)—forme de
Killing normale & M. ‘
1. Si pour tout X € T'(TM) et pour X' € T(TOM) tous deuz & support compact, on a
Ric(X,X) <0 et B(X',X') <0, alors Vu = 0.

2. Si pour tout X € T(TM) et pour X' € T(TOXM) tous deuz & support compact, on a
Ric(X,X) <0 et B(X’,X’) <0 et s’il eziste au moins un point T € M ot
Ric(X, X)) < 0 alors w ne peut étre que nulle.

Théoréme 4.4.2 .

Soit (M,g) une variété lorent:zienne orientée de dimension m et ¢ bord dégénéré. Si € est
un champ de vecteurs isotrope conjorme tel que Ric(£,£) < O alors € est paralléle. De plus

il n'existe pas un tel champ de vecteurs conforme qui satisfait é la condition Ric(€,€) < 0.

Preuve

§i X = £ est un champ de vecteur isotrope , alors B(£,£) = 0 (cela vient du fait que la

scconde forme fondamentale d'une hypersurface dégénérée est dégénérée). Puisque £ est un
champ de vecteurs conforme alors

trace(A¢)* — (traceA¢)® < 0.

D’apreés la relation (4.13) on a la contradiction avec la condition Ric(€,£) <0 O

Théoréme 4.4.3 .

Soit (M, ) une variété semi-riemannienne orientée de dimension m et & bord dégénéré. Si
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s yn champ de vecteurs concirculaire spécial de norme constante sur OMy et transverse
F d M en tout point, alors

/ Ric(X, X)‘UM _>_ 0

M

"ﬁve
Bt X € I'(T'M) concirculaire spécial & support compact et transverse au bord M. On a
¥ < 1a relation (4.16),

m—1 m-1

L{Ric(X,X) - (divX)}upy = — _ f(divX)n
M

m m Mo

; @aX=2'+fN, Z' e T(6M). Comme f une fonction constante sur OM, alors

_ fdivX)n=0. i

Mg

i Corollaire 4.4.1 .
{l Il Weziste pas sur une variété semi-riemannienne d’Einstein (M,g), un champ de vecteurs

il concirculaire special de type temps et de norme contante sur oM.

La preuve vient de théoréme 4.4.3
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\(CHAPITRE 5

F

REDUCTION DE LA CODIMENSION DES

SOUS-VARIETES DEGENEREES

Une généralisation du travail de Gauss en géométrie différentielle est I'étude de sous-
variété M™ définie par des immersion isométrique, f : M™ — M™*" de codimension

arbitraire n, d’une variété Af™"" de dimension (m + n). De nombreuses extensions de ce

i travail ont été éffectuées (6, 18, 21] . Parmi ces travaux on peut citer la réduction de la

codimension des sous-variétés (2. 23, 60]. La réduction de la codimension d’une sous-variété

{ est un processus qui consiste a dérerminer la codimension substantielle d’une sous-variété.

En effet soit f: A/'™ — M une immersion isométrique d’une variéte connexe de dimen-

sion m dans une variété complete et connexe de dimension (m + n) et & courbure constante.

¢ Le probleme de la réduction de ia codimension va alors consister a déterminer une sous-
| variété propre Q totalement géodésique dans MT*™ et telle que f(M™) C Q.

. Cependant la plupart des travaux dans ce domaine sont limités aux cas pour lesquels la

¢ métrique induite est non-dégénérée [2, 23, 18, 60].

Pour le cas des sous-variétés dégénérées, le seul travail, en notre connaissance sur ce
domaine vient de Atindoghé, Ezin et Tossa [4]. Ces derniers ont montré que les sous-variétés
complétement isotropes, non totalement géodésiques munies d’une connexion transverse
métrique et d'une distribution de rang constant du fibré transverse, paralléle par rapport a
la connexion transverse ct contenant le premier espace normal, admettent une réduction de
leurs codimensions.

Nous allons étendre ce résultat aux sous-variétés proprement r-dégénérées. De plus nous al-

lons établir des conditions sous lesquelles une sous-variété coisotrope ombilique d’un espace
pseudo-euclidien admet une réduction de sa codimension.
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5.1 Quelques résultats généraux sur la géométrie des sous-variétés

dégénérées d’une variété semi-riemannienne

Rappelons les notations et les équations fondammentales des sous-variétés dégénérées.

i Elles viennent de Duggal et Bejancu [21].
i Soient (M, §) une variété semi-riemanienne de dimension (m+n) avec une métrique g d’indice

{ constante ¢ € {1,...,m +n — 1} et (M, g) une sous-variété¢ de codimension n.

Soit u € A, on définit I'orthogonal T, M* de ’espace tangent T; M par :

T.MY = [V, € T,M,5(V,, W,) =0 ¥V W, € T,M} (5.1)

On rappelle, .
RadT M = RadT M* = M NT,M*.

On dit que la sous-variété M de M est r-dégénérée si 'application
RadTM :- z € M+ RadT M (5.2)

définie une distribution différentielle sur M de rang r > 0. Le fibré vectoriel RadT M est
appelé distribution radicale de A{.

11 existe quatre types de sous-variétés dégénérées
e casl. 0 <r < min(m,n)

ecas2. 1<r=n<m

ecas3. 1<r=m<n

ecasd. l<r=m=n.

5.1.1 Les sous-fibrés vectoriels

e Cas 1 (0 <r < min(n,m)) M est dite sous-variété proprement dégénérée.

Soit S(TM) le complémentaire orthogonal de Rad(TM) dans TA!. Le sous-fibré S(T M) est

¢ une distribution non dégénérée et

TM = Rad(TM) L S(TM). (5.3)

Soit S(TM+) la distribution complémentaire de Rad(TM) dans TML, ce qui donne la
décomposition suivante :

TM* = Rad(TM) L S(TM*). (5.4)

Le sous-fibré vectoriel S(TM*) est appélé fibré vectoriel écran transverse. Comme S(TM )s
S(TM+) joue aussi un role important dans I'étude de la géométrie des sous-variétés dégénérées.

On denote trés souvent ces derniéres par le quadruplet (M, g, S(TM), S(T M*)).



{  On cousidére le complémentaire orthogonal S(TA/)* de S(TM) dans TM. Les sous-
fibrés S(TM)*L et S(TA*) sont non dégénérés et vérifient

‘ S(TM)t = S(TAY) L S(TMH)*. (5.5)
ie sous-fibré S(T ML)+ est le complémentaire orthogonal de S(TM*) dans S(TM)*.
Théoréme 5.1.1 (21, p.144]

Soit (M,g,S(TM),S(TM?*)) une sous-variété r-dégénérée (r > 1) d’une variété semi-

riemannienne (M,q) et U un ouvert de M. Alors il existe un unique sous-fibré lir(T M)
icomplémentaire de Rad(TM) dans S(TM*)t de rang r tel que

9(N;, &) = 6, et g(N;, N;) =0 h (5.6)
{&]} et {N:} sont respectivement des systémes de repéres sur I'( Rad(TM,,)) et I'(ltr(T M},,)).

~ Le fibré vectoriel [tr(T'M), appelé fibré transverse dégénéré de M dépend du couple
S(TAL).S(TML)).

iLa décomposition de T M donne alors :

Ty = TM & tr(TM) = S(TAL) L S(TM*) L (Rad(TM) & lir(TAf)) (5.7)

‘Soient U’ un voisinage ouvert de Vf et {&;, N;, X,, W,} un systéme quasi-orthogonal relatif
tal, ou

1. {&ret {N:}ie{1...., r} sont des bases dégénérées de I'( Rad(T M|y)) et L(tr(TMy))
respectivement.

2. {X.},a€ {r+1....,m} est une base orthonormée de I'(S(TM)y),
3. {W,}, a € {r+1....,n} est une base orthonormée de I'(S(TM*)y).
e Cas 2. Dans ce cas Rad(T M) = TM*. M est alors dite coisotrope et S(TM*') =

{0}. Les hypersurfaces dégénérées sont des examples de cette catégorie de sous-variété.
La relation (5.7) devient '
TMp =TM € ltr(TM) = S(TM) L (Rad(T M) & ltr(TM)) (5.8)

e cas 3. Rad(TAf) = TM. M est alors dite isotrope et S(T'M) = {0}.

Les courbes nulles sont des examples de cette catégorie de sous-variétés.
La relation (5.7) devient alors
TMs =TMetr(TM) = (TM @ Utr(TM)) L S(TM™Y). (5.9)
e cas4. Rad(TM)=TM =TM*, M est dite totalement isotrope. Alors

TMy = TM ® ltr(TMM). (5.10)

Comme example de cette catégorie, nous avons les géodésiques nulles d’une surface
lorentzienne. :

§.1. Quelques résultats généraux sur la géométrie des sous-variétés dégénérées d’une variété semi-riemannienne65
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i5.1.2 Les connexions induites

Soit V la connexion de Levi-Civita de M. Alors on retrouve les relations (1.20) et (1.21)

jpour les sous-variétés dégénérées qui donnent

VxY =VyY +h(X,Y), V XY e(TM) (5.11)
et

UxV = -Ap X + VLV V X € (TM), V € D(tr(TM)) (5.12)
§ou {VxY, Ay X} et {h(X.Y), V5V '} appartiennent a D(TAf) et T'(¢r(T M)) respectivement.

%On suppose que S(TA ) # {0} et on note L et S les projections respectives de tr(TM) sur
HEr(T M) et S(TMYL).

L:tr(TM) — Ur(TN)

S:tr(TM) — S(TM?).

s Alors la relation (5.11) devient

VxY =VxY + W Y) =R (X,Y), ¥ X,Y € (TM) (5.13)

ol XYY = LI(X.Y)). (X Y) = S(h(X.Y)).
1 De méme la relation (5.12) est donaée par

VxV = ~AvX + DV = D4V, ¥V X € I(TAD). V € T(tr(TM)) (5.14)

[ ot DV = L(V4V); DLV = S(Vi V)
Les copérateurs D' et D* sont app:lés des connexions (non linéaires) d’Otsuki sur le fibré

vectoriel transverse par rapport aux morphismes de fibrés L et S [21, p. 27].

De ces connexions, on définit les opérateurs différentiels suivants : Pour tout X € [(TAD)
Ve : T(Utr(TM)) — C(itr(TM)). V4 (LV) = DY (LV) (5.15)
et
V% T(S(TM*Y)) — D(S(TMY),  V5(SV) = D%(SV) (5.16)
pour tout V € T(tr(TM)).

Proposition 5.1.1 .

i Les connezions V! et V¢ sent des connerions lindaires sur WUr(TAI) et S(TAMY) respective-
i ent. On les appelle connezions isstrope et éeran transverse.

i5.1. Quelques résultats généraux sur la géométrie des sous-variétés dégénérées d une variété semi-riemannienneGe
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5.1. Quelques résultats généraux sur la géométrie des sous-variétés dégénérées d 'une variété semi-riemannienneG7

Dn définit les aplications bilinéaires suivantes :

H
i

D' :T(TM) x T(S(TM*1)) — T(itr(TM)), D'(X,SV) =D (SV) (5.17)

D* : T(TM) x T(itr(TM)) — T(S(TMY)), D*(X,LV) = D%(LV) (5.18)
jpour X € I(TM) et V € T'(¢tr(T'Mf)). Ainsi la relation (5.14) s’écrit
VxV = —AvX + D(X,SV) + D*(X,LV) + Vi (LV) + V5(SV) (5.19)

Ces différents objets géométriques vérifient les relations suivantes :

GR(X,Y), W) +3(Y,D"(X,W)) = g(AWX,i/) (5.20)
gR(X,Y),6) +3(Y, hY(X,€)) + F(Y,VxE =0 (5.21)
g DMX,N)) = g(AwX,N) (5.22)

AKX, N) = G(AnX,Y) (5.23)

g(ANX.PY) = G(N,VxPY) (5.24)

h(X.&) = R(X,&) (5.25)

ou X,Y € I(TM), N € T(ltr(TM)), & € T(Rad(TM)), W ¢ T(S(TAM™)) et les h; sont
1 telles que

hi(X,Y) = g(VxY.&) VX,Y € T(TM). (5.26)

{ En considérant I'équation (5.26), on en déduit que les h!{ ne dépendent pas de S(TA!) ,
S(TM*) et de lir(TAI). De plus ils s'annulent sur le radical Rad(TAI).

i Proposition 5.1.2 .

i La seconde forme fondamentale isotrope h! est tdentiquement nulle. pour les sous-variétés
completement isotropes et totalement isctropes.

: Preuve

¢ En considérant les relations (5.21) et (5.25) et en posant X = &,Y = £ et £ = &;, on en
| déduit

| hi(6 &) + P5(6,6) = 0 et Ri(&.&) = RL(&;,6).
X AlOI'S hi({n{]) = h;({:,,{;) =0 pour 21.7 = 17 e, 0
Il est & noter qu’en général les connexions V induite sur M et transverse V! de tr(TM)

ne sont pas métriques. Ainsi

(Vxg)(X,Y) =g(W{X,Y),2Z) + glhi(X, Z),Y) (5.27)
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Vi@V, V') = —(@(AvX, V') + g(Av X, V)) (5.28)

i En conséquence, nous avons

] Proposition 5.1.3 .

1. Les connezions induites sur les sous-variétés complétement isotropes et totalement iso-
tropes sont métriques.

2. Les sous-variétés r-dégénérées et coisotropes admettent des connextons induites métriques

.. si et seulement si h! est identiquement nulle sur M. -

3. La géométrie des sous-variétés coisotropes est indépendante de la distribution écran.

Preuve

1. Si M est complétement isorrope alors d'aprés la proposition 5.1.2, k! = 0. Ainsi la
relation (5.27) nous donne Vg = 0.

2. Il se déduit directement de la relation (5.27).

3. La preuve vient de la relation (5.26).0

Théoréme 5.1.2 (21, p. 159]

Soit \I™ une sous-variété proprement r-dégénérée ou une sous-variété complétement isotrope

i de M. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

i) Vt est une connerion linéeire métrique sur tr(TM).

i) D° est une connezion d’Otsuki métrique sur tr(T M)

iii) Aw est un-opérateur linéaire @ valeur dans T(S(TM)) pour W € T'(S(TM-)).
iv) D*(X,LV) =0 pour X € T(TM) et V € T(tr(TAL)).

v) Le fibré transverse dégénéré ltr(T' M) est paralléle par rapport 4 V*.

Définition 5.1.1 .

Soit f : M™ — M™*" une immersion isométrique d'une variété r-isotrope (1 < r < min(m,n))
de dimension m dans une vari€té semi-riemannienne de dimension (m+n), le premier espace
transverse de [ est défini par

Ti(z) = span{h'(X,Y) + h*(X,Y), X,Y¢ T:M} Ve M
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i

Lemme 5.1.1 .

Si la connerion induite V sur M et la connexion transverse sont métriques, alors le premier
lespace transverse Ty(z) de f se caractérise par :

Ti(z) = {W € S(TuMY) C tr(T,M),D'(,W) =0 et Aw =0}

‘pour tout T € M

iPreuve

i Notons que V est métrique si et seulement si ' = 0.

! Posons N(z) = (W e S(T-M*Y) Ctr{T:M),D'{.,W) =0 etAw =0}*. Soit V € Ty(z) tel
ique V = h*(X,Y) et soit W € N*+(r) .

_g(V,W)=§(hs(X,Y),W) = g(AWXY) --g(Dl(XvW)aY)
= 0.

YVeTh(z)gV,W)=0,VWe Nt(z)etVr e M.
i ce qui implique que V € (N*(z))* = N(z) .
Reciproquement soit V € Tj(z) tel que V X,Y € T, M

F(R°(X,Y), V) =3(4v X, Y) = g(DY(X,V).Y) = 0.

| SiY € Rad(T, M), alors G(DHX.V..Y) =0 et D'(X,.) = 0 pour tout X.

1 SiY € S(T,M), alors g(AvX,Y)=0et Ay =0.

: Ainsi V € N*(z) et N(z) = (NSt z) C Th(x) O

. Corollaire 5.1.1 [21].

1 Si M est complétement isotrope et que V* est métrique, alors M est totalement géodésique

i siet seulement si D'(.,W) = 0 pour tout W € T(S(TM*4)).

i Preuve
i Si V! est métrique alors d’apres le theoreme 5.1.2 Ay € T(S(T'M)) et M est completement
| isotrope implique que S(T'Af) = {0}. Donc Ay = 0 YW € I'(S(TAML)).

i De plus M est complétement isotrope implique que V est métrique. D’aprés le lemme
i précédent on a le résultat. O

5.2 Les résultats obtenus

5.2.1 Les sous-variétés r-dégénérées

Théoréme 5.2.1 .

. —m+4n . . . L.
Soit f: M™ — M une tmmersion isomélrique d'une sous-variété r-dégénéréc
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:{1 <r<m, r#n)(M,g,S(TN),S(TAM"Y)) dans une variété semi-riemannienne (WM,E)

compléte, simplement conneze et @ courbure sectionnelle constante c. On suppose que

1. La connerion linéaire induite V sur M et la connexion linéaire transverse V! sur le

fibré transverse tr(T M) sont métriqués.

f 2. Il existe un sous-fibré écran transverse P de S(TM*) de rang constant p (p < n),
’ paralléle par rapport ¢ la corinezion V° sur S(TM?L), tel que

Ti\(x) C P(z) VxelM

ot T\(xz) est le premier espace transverse de [ enz € M.

iAlors la codimension de f peut étre réduite a p.

Preuve

iLe théoreme comporte deux parties. La premiere partie est celle du cas completement isotrope
i(r = m # n). Cest le théoréme 1 de [4]. La deuxiéme partie est le cas proprement r-dégénéré
i(r < m) mais les preuves des deux parties sont similaires.

1€ partie r = m # n, M™ est complétement isotrope. Pour ce cas S(TM) = {0}, V est
“metrxque et Aw =0, W € T(S(TAIY)). Ce qui montre que les hypothéses du théoreme
ise ramenent aux hypotheses du cas complétement isotrope.

2¢ partie r <m

Rappelons que P est dite parallele par rapport a V* si VX € I'(TM) et VW € I'(P),
175 W e T(P).

Comme c est supposée constante, ia preuve se fera en trois étapes.

1Cas ¢c=0

jLa considération de ce cas permet d'identifier en chaque point ’espace tangent et la variété.
i Donc pour tout Z, le vecteur f(z() sera considéré comme vecteur de 7, M.

i Soit o un point quelconque de M. 1l s’agit ici de montrer que f(M) C T, M & P(zq). Soit
{7 un vecteur du complémentaire orthogonal P*(zg) de P(x0) dans S(T'M™*) et 7 le vecteur
| obtenu par transport paralléle du vecteur i dans I'(P1) le long d’une courbe quelconque
: v:{ — M (I est un intervalle de R) passant par z;.

Comme g est non dégénérée sur S(TAf) alors si PP cst paralltle, P cst aussi paralléle.
{ Ainsi g, = Vin € T(PH(y(t))) vt e |

i—’—‘ﬂh = —Am;Y + Dl("y'n Ut) + Vﬁ;nt
me = Vi € D(PY((1))) = A& =0 et Dy,m) = 0.

Comme 7, est obtenu par transport parallele de 7 le long de v dans T(P1) alors Vin. =0
vte I

On a alors V4, = 0 == 7, = 1 = cste dans R™*"(car ¢ = 0 et M™*" = R™+m),

%@Uhﬂ)—ﬂmxmn=ﬂﬁmm=o




; Ainsi V* est une connexion métrique
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1
= f(v(1)) = f(zo) € (PH(v(t))™ = P(~(t))
1 Comme -y et 1 sont arbitraires alors
f(AM) C T (M) ® P(zq) = R™P
i et R™*P est totalement géodésique dans R™+",
1Casc>0
j La sous-variété M™ est isométriquement immergé dans la pseudo-sphéere S™*" par I'immer-

ision f: M™ — S™". Notons i : S&*" — R7*™1 Pinjection canonique de S+ dans

R7*™*1. On considére alors 'immersion isométrique f =0 f : M™ —s Ry+71,

t On a alors les fribrés correspondants qui donnent pour tout x € M :

tr(ﬁM ) = tr(T:M)® < f(z) > o < f (x) > est le sous-espace engendré par le vecteur
position { f(z)} dans S(TMYL).

i i i

| On en déduit alors que

o~

h(z)=TN(=)e < f(z) > C P@)® < f(z) >= P(z).

Les sous-espaces complémentaires de P(z) dans S (T M 1) et de P(z) dans S(T, A 1)

€gaux et paralléles par rapport a §fS(TI a1y = VS.

Comme < f(z) > C ﬁ(z) et que ﬁ(ﬂ:)l C S(f.\[l) est paralléle par rapport a % alors
¥ X € T(TM) et W € T(P(x)*)

sont

bl

GVS@) W) = Txg(f(z), W) - §(f(z), SXW) (car §(J (), W) = 0)
= 0.

Donc 63{[(15) € ﬁ(z). D’ou ﬁ(z) est parallele par rapport a V5.

+ Comme ltr(T, M) = ltr(i[\{) est parallele, alors VN ¢ Itr(T, M)

Vx < f(z),N > =0

= <Vxf(r),N >+ < f(2),VxN >
= - <gf(I)X.N >

. Comme au cas ¢ = 0 on obtient

J(M)CT.Me Pl@) = LM © P() & f(z) = RTP+
f(M) C SP*P A RT+PHL,

Ce qui acheve la preuve pour le cas ¢ > (.
Cas c<0

La preuve de cc cas est identique & celle du cas ¢ > 0. Op utiise I'immersion de M™ dans
R;n++1"+1 (cas ¢ = 0) On considere immersion f = Arm R4 telle que f=io[ ol
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-1
8]

. Trm+n N m+n+l
E z:ﬂ Rq+1

est U'injection canonique de l'espace pseudo-hyperpobilique H™*" dans
{ g™ Ona
IR

f(M) C TM & P(z) = TM € P(z) & f(z) = R™+P+!
f(M) C H'Z‘l*l-n a) ]Rm+n+l.

“q+1

{ Ce qui achéve la preuve du théoreme. a

Théoréme 5.2.2 .

Soit f: M™ — M™" une immersion isométrique d’une sous-rariété r-dégénérée

(r<m, t#n) (Mg ,S(TM),S(TNM-)) dans une variété semi-riemannienne (ITI?.‘".Z;)
compléte, simplement conneze non totalement géodésique et a courbure sectionnelle constante

¢. §iV et V' sont métriques, alors il existe un entier naturel p (p < n —r) tel que M[™
admet une réduction de sa codimension d p.

Preuve

Si V et V¢ sont métriques alors ltr(TM) est paralléle par rapport 3 V*. Donc S(TML)
est paralléle par rapport & V¢, en particulier paralléle par rapport & V*. Puisque T(z) C
S(T.M*1) et S(TM?L) est de rang constant n —r alors s'il existe une distribution P paralléle
par rapport a V* de rang constant p et telle que Ty (z) C P(x) C S(TAf-) (La distribution P

peut étre égale 2 S(TAMN). Alors f admer une réduction de codimensiona p (0 < p < n—7).
G

Corollaire 5.2.1 .

Si [ est une immersion 1-réguliére. et que Ty = S(TA %) alors la codimension de f peut
étre réduite ¢ (n —r).

Exemple 5.2.1 .

On considére la surface A de RS, espace euclidien de R* muni d 'une métrique semi-riemannienne

de signature (—, —, 4+, +), définie par les équations[21. p.151] :
((pl = !
2 = o
2 = -1—_(:cl +1?) (5.29)
v2©
t = %log(l + (! — 21)?)

i TAM = vect{V, V2}

ot
0 0 1 3 z! — 72 o)
Vl = a1 = LYY + e a3 T 11 ovo o d
dv orl ~ /202° 14 (2! - £2)2 9zt
G, 0 1 9 zt — 1?2 a
v2 a— —_— === p + ——

s
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it TM*L = vect {111, 115},

vec

H@ = i1+\/§i

H, 2(:;2—1:1) +\/—(:z: )883+(1+(

1
De plus H1 Vl + ‘/2, et

Rad(TM)=TM NTM?!' = vect{¢ = H,}
;’fst une distribution de rang constant égal a 1.

Alors la surface M est une surface 1-dégénérée de RS. Le sous-fibré S(TM*1), complémentaire
vdu radical rad(T M) dans TM L est engendré par H,.

S(TM*) = vect{H,}.
4La construction du fibré transverse dégénéré, ltr(TM) donne 3
: 19 18 1 8
WTM =vedd{N = —=— + - — + ——
r veclf! 28z1+2819+\/§8x3}
javec g(N,N) =0, g(N,&) =1
(Posons Hy = &, Hy =W, et U =V2(1+ (2! — 22))V5.
{Ainst
tr(T M) = lir(TM) L S(TM*1) = vect{ N, W}.
1Par un calcul direct on a :

VoU =2(1 + (2® — ") {2(2? - :cl)—a—

57t V2’ - M2 —}

: Or® Ozt
ViU =Vx§=VxN=0 VX<I(TM)

{ En utilisant les relations de Gauss et de Weigenten, on obtient

h'=0, h(X,6)=0, KU U)=W

2\/_(2 _1: 2 ’ 1 2
mXUavec /\—X&"‘X UGF(T]\I)

LAg=0, DX,W)=0,  Awf=0 et AglU = ~2U

+ Conclusion

(VU =

La surface M est non totalement géodésique et les connezions induites V et transverse V¢
| sont métriques. Le premier espace transverse est donné par

Ti(z) = {*(X.Y),X,Y e (TM)} = S(T, M*).

{ La distribution T} est de rang conslant 1. Donc la codimension de M peut étre réduit a 1
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S

ontrexemple

ous construisons un exemple qui montre la pertinence de 'hypothése sur la connexion

ransverse métrique. On considere une surface A de l'espace semi-eucludien R} muni de la

imétrique g de signature (—, —, 4+, +, +). La surface M est définie par I'immersion isométrique

““QW

jsuivante.
3
M — R}
(W'07) — (2}22, 2524, 2
ou
(21 = oyl 2
| 22 = cosh(t! + v?)

¢ 23 = 2

z4 = sinh(o! +v?)
L = v

{ Le fibré tangent T'Af est donné par TAl = span{V}, V,}

: ol

Vi
Vy

(1,2%,0.22.0)
(1.2%,1.2%,1)

et le fibré cotangent est donné par and TAL = span{H,, Hy, H3},

{ out

H1 = (0,0,-1,0,1)
H, = (2%,0,0,1,0)
Hy = (-2',1,0,0,0).

On obtient alors le fibré radical
Rad(TM)=TM NTA* = span{€ = Vi = 2°H, + z*H,).

Il est de rang constant égal & 1.

; La surface M est alors une surface 1-dégénérée de R3. Le sous-fibré vectoriel S(TM*),
; complémentaire du radical rad(T'M) dans TM* est engendré par

S(TM'L) = span{Wl, ‘Vg}

ou
\/50\/5 1

Wi=100.0.=570.37), Wa=(-75,5.0.0,0)




et GIN,N) =0, G(N,€)=1.

H
3

H
H
i
1
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La construction du sous-fibré transversal {(r(T A/) donne :

1 (I4)2 .’E4 . 1 — (I4)2
1 = = - —— —-3,-2 —-x, -2, —— -2
trTAl = span{N = (2 ey e }

Alors

tr{THM) = lir(TM) 1 S(TM?*) = span{N, W,, W,}.

Un calcul tres facile donne

4
ViVs = SV + W

_ 1 4 o2 _ (£2): — 9 ((£2)2 — 9
R WA ) L I oo (Cad it )
T\ (a2)3 (22)3 (z2)2

En utilisant les rélations de Gauss Weingarten on obtient

W =0, h(V,,V;) =W,

(z%)? + 2 o

DS(V:‘,N) = —m—a ?(VV.»-Vf VJ) = “';2.2 ?(VVfN’ N) =0

4
= — o — = 1 4
g(Vx W, 1) = GV N, W) =giVx N, N) =0, g(VyIVy, N) = 1 (2(—::—,_,)2 - 3).
Conclusion

: T . . 1 o )
§ A}\'Vi = _F‘/Q, D ()&,W) = 0. AW2‘,- = Q(F) -3 Vl + ‘/2 and

La surface A n'est pas non totalement géodésique. La connexion induite V est métrigue.

\ais la connexion transverse V' r.'est pas métrique. Le premier espace transverse est donné
par

Ti(z) = {F*(X. V), XY e T(TAM)} = {(W,}.
La distribution T} est de rang corstant égal a 1. Conséquence la codimension de M ne peut

pas étre réduite a 1.

Corollaire 5.2.2 .

La variété obtenue aprés réduction, Q™ contenant f(M™) et totalement géodésique dans
S 7mtn c i 3s e s . rwaithat
Al est une sous-variété dégénérée de ANl .
De plus
e Sip<n—r, alors Qm™*P est r-dégénérée.

e Sip=n—r, alors Q™*? est coisotrope.

Preuve

Puisque h! = 0 et Ty(z) C P(z) = S(TML), onaalorsVze M, T,M P(z) contient
r-vecteurs dégénérés. D'ou Q est r-dégénérée.

Puisque

T,Q = T:M & P(z) = S(T M) & Rad(T,M) ® P(z), ¥z e M.
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De plus

T.M =T, M @ P(z) ® PL(z) e tr(T M) = T.Q + tr(T: M), VzeM.

W tr(Te M) = PL(z) & ltr(T, M).

Bi p < n —r, alors le rang de P-(z) est non nul. Donc @ est une variété r-proprement
Hégénérée.

51 p = n —r, alors le rang de P1(z) est nul et tr(T M) = ltr(T;M). Donc @ est alors une
yariété coisotrope.O

5.2.2 Les sous-variétés coisotropes

béﬁnition 5.2.1 .
Soit f : M™ — M™*" une immersion isométrique d’une variété coisotrope (AI™,S(T'\), g)

de dimension m dans une variété semi-riemannienne de dimension (m+n). On suppose que

la connezion induite V n'est pas métrique. Le premier espace radical de f est défini par
R,(r) = Span{€ € Rad(T, M), 3X € ToM et A X # 0}

fThéoreme 5.2.3 .

iSoit f: M[™ — RT™" une immersion isométrique non totalement géodésique d’une sous-
variété dégénérée coisotrope (M.g.S(TM)) dans une variété semi-riemannienne (R7*",7)
compléte, simplement connexe et a courbure sectionnelle constante c. On suppose qu’ il eriste

jun sous-fibré radical ¥ de Rad(T Al) de rang constant p (p < n), paralléle par rapport a la
connezion V¢ sur Rad(TM), tel que

Ri(r) C P(z), Vz e N

let que tout complementaire de P(z) dans Rad(T. M) est paralléle par rapport ¢ V. Alors la
i codimension de f peut étre réduite a p. '

iPour la preuve du théoreme nous allons avoir besoin des lemmes suivants.

iLemme 5.2.1 .

181 M™ est une sous-variété coisotrope non totalement géodésique, alors pour tout r € M,
i Vensemble Ry(z) caractérise le premier espace Ti(z).

{ preuve
| Soient = € M et w; la projection de T, M sur S(T-M). Si U € Ti(z); alors il existe
’ X,Y € T, M tels que U = h,'(‘n',Y, )() et £ € T(I(I(TIJM) tel que g(hl(n’:Y, ,\')){) # 0.
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Donc g((X, (7:Y)),€) = g(A¢X,7:Y) # 0 (voir la relation (5.21)). Ainsi AeX # 0, o
* € Ry(x). Réciproquement, si § € Ry(x) alors il existe X € T, M tel que AEX # 0. Donc
Y(AeX, AeX) = g(h(X, AcX),€) # 0 et U = h(X, A¢X) € Ti(z). O

beﬁmtlon 5.2.2 Les sous-fibrés P de Rad(T M) et P de ltr(T M) sont dit correspondants si

ipour toutx € M, € € P(z),IN € P(z) tel queg(N,€) # 0 et pour tout N € itr(T, M)\ P(z),
G(N,&) = 0 et vice versa.

§Lemme 5.2.2 .

iSi P(z) est paralléle par rapport @ V* alors son correspondant ﬁ(:c) D Ty(x) est aussi paralléle

ipar rapport V'.

Preuve
Soit £ € M, on note P(x) un complémentaire de P(z) dans Rad(T;A). Si P(z) est paralléle.

P(x) est aussi paralitle. Si & € P(x), alors Ac = 0. Donc VU € f’(x), g, U) = 0 et
VX € T M,

Vxg(€,U) =0 < G(VKEU)+5(E,V5U) =0
= GV4EU)=—3(5,T4U) =0

196, V4 U) = 0 = ViU € P(z). D" ot P(z) et parallele O

Preuve du théoreme 5.2.3
i Soit £ € M. Nous allons montrer que f(\[) C T,,M@ﬁ(r) et que TI.M@];(I) est totalement
géodésique dans RT*™ ou P(z) est le correspondant de P(z) contenant Ty(x).

Soit n un vecteur de P(r) = Rad(T, A )\ P(z) lc complémentaire de P(x) dans Rad(T,M)

iet n, le transport, parallele de  dans P le long d’une courbe v:I —. M (I CR) passant
i pat z. La relation (5.11) donne

v~'177t =Vine + h’("y,nt) Vtel.
{ La relation de Weingarten conformément 4 la décomposition (5.2) donne
Vine = _Anﬁ + vﬁ’h

n € T(P) = A,h ¥ = 0. Comme 7; est obtenu par transport paraliéle de 7 le long de v dans
i T(P) alors Vi tme=0,Vt e I. On aalors Vi = 0.

D’aprés la relation (5.21), A(7,,4) =0, d’ ou V, s =0 = 1, =n = csle.

S EUOW) = F@),n0) =5 = 0
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— () - f(x) € P(x(1))

Comme 7 et 7 sont arbitraires alors

f(M) C To(M) ® P(z) = R™

iet R™*? est totalement géodésique dans R*+™

Ce qui achéve la preuve du théoréme. O

Corollaire 5.2.3 Si [ est 1-réguliére avec Ry de rang p et tel que R, et tout complementaire

1de Ry dans Rad(T M) sont chacun paralléles par rapport a Vt alors la codimension de | peut
| étre réduit a p. '

{Corollaire 5.2.4 .
18i f est une immersion 1-réguliére et que
Ry(z) = Rad(T,M) Vz e M,

1 alors [ n'admet pas de réduction de sa codimension.

: Exemple 5.2.2 .

On considére la sous-variété M de R3, espace euclidien de R® muni d’une métriguc semi-

riemannienne de signature (—, —, +, +, =), définie par les équations [21, p.152] :
; (! = u
\ 2 = () = ()
ﬁ ¥ = o >0, 28 > 0. (5.30)
= u
L 2 = 2

| Le fibré tangent est donné par TM = vect{U,, U, Us} ot

0 0 0
=% = @ ar
H K]
O _Fo 4
v? 12012 Q18
Gl _ PO 5
3T 902 T 2022 ' 9

et le fibré cotangent est TM* = vect{€&; = Uy, & = 23U, + 25Us).
On a le fibré radical Rad(T A1) = TMNTM*Y = TM*. Alors la sous-varicété M est coisotrape.

La construction du fibré transverse dégénéré, lir(TM) donne :

s il

EE—

UrTM = vect{N,,N;} ot



i
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1, 8 8 R 4 8
M=5taatem) ¢ Mt aet s T s

javec (N, N;) =0,  G(Ni,§) =05, 4,5 =1,2

1On considére alors que TM = vect{€1,&,V} ou V = 22U;. Par un calcul direct dans R3,
on obtient

8 48 0

val = 65251 = 65152 = VQV B 0, vvfz = V

_ - ~ 5 ]
e V€2€2 = 62’ Vf2v = Va VVV = I26—1:2‘ + 1‘5'8—:—1:—5-.

: Ainsi les formule de Gauss et de Weingarten donnent

IVvE =V, Vb=V V=0, Vgl =8, VoV =V,

V=16, Vx6=0, VXeDl(TM):.

let

RUX,Y) =0, By(X,6)=0, Ry(V,V)=—(a*)*#0, VzeM

i Alors lo connexion induite. V sur M, n’est pas métriqgue, donc M n’est pas totalement
i géodésique. De plus on a

AaX = AgE =0 AgV =-V, VX e (TM) et £ € T(TMY).

} On a dlors le premier espace transverse dégénéré et le premier espace radical qui donnent,

H
3
b

Ti(z) = vect{h' (V. V)} = vect{ N2} et Ri(z) = vect{,}.

1 9(Vy&. Ny) = 0. Ce qui impligue que Ry(z) est paralléle Vz € M. La distribution R, est de
{ rang 1 donc f admet une réduction de sa codimension a 1.

: Déﬁnitionvr5.2.3 .

1 Soit (M.S(TM).g) une sous-variété dégénérée d’une variété semi-riemannienne (M,3). La
| sous-variété M est dite totalement ombilique dans M, s’ il existe un champ de vecteurs,

i N € tr(TM) de classe C¥(M) tel que h(X.Y) = g(X.Y)N avec X,Y € T(TM) et h la
i seconde forme fondamentale.

i Théoreme 5.2.4 .

Soit f : M™ — RT*™ une immersion isométrique non totalement géodésique d’une sous-
variété dégénérée (M, g, S(T'M)) coisotrope et totalement ombilique (i.e h'(X,Y) = g(X, YN,
VX,Y e [(TM) et N € T'(tr(TM)) ) dans une variété pseudo-euclidien (R7*",7). On sup-

pose que N est paralléle par rapport d la connerion V¢ sur ltr(TM). Alors la codimension
de f peut étre rédutte a 1.

Preuve

La sous-vari¢té Al est Lot.alemcng ombilique donc 7}(z) = span{N;}, Vz € M. Or N est un
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jchamp de vecteurs global et parallele alors T; est une distribution de rang 1, donc il en est

de méme pour le premier espace radical R;. On utilise alors le théoréme 5.2.3 pour conclure
la preuve O

Remarque 5.2.1 .

| La condition sur le vecteur N peut étre réduite d la condition

{VEN = of&)N ot a(&;) est une fonction de classe C°(AM), car VLN =0,VX € T (S(TM))
i (K. Honda [29]).

Théoréme 5.2.5 [29].
{ Soit (M™,g) une sous-variété coisotrope totalement ombiligue (h(X,Y) = g(X,Y)N ) de

. . oy o. " L. T
dimension m(> 3) d’une variété semi-riemannienne (M~ ", G) a courbure constante c. Alors

Ti(€k) — Te(N)Ti(N) =0

POvRN

| ot (N = G(N, &), 7i(X) = G(V' N, &) et & € Rad(TM). De plus

7,(X) =0 pourteut X eI(S(TM)), Vi=1,...,n

Définition 5.2.4 .

i Soient E et F deuz espaces vectoriels de dimensions m et n respectivement et

B : FE x E— F une application bilinéaire symétrique sur E.

Pour tout u tel que 1 < u < n et pour tout sous-espace U* C F de dimension u, on définit
By« (X,Y) =7 0 B(X,Y) ot 7pw : F — U* est la projection orthogonale.
On appelle u-nullité de B la gquantité

v = Umueé);{dimN(B'{])}
ou N est le sous-espace annulateur de ' application bilinéaire
N(By«) = {X € F;B{(X,Y) =0,VY € E}

Théoréme 5.2.6 .

Soit f : M™ — RF*™ une immersion isométriqgue d’une sous-variété (M, g, S(TM)) coiso-
trope et totalement ombilique d’un espace pseudo-euclidien RF*™. Siv, < m — u pour tout
1 <u<nalors f admet une réduction de sa codimension & 1.

Preuve

Si M est coisotrope alors L'équation de Codazzi dans ce cas est donnée par

0= R(X,Y)Z + Anx,2)Y — Ay X + (Vxh)(Y, Z) - (Vyh')(X, 2) (5.31)
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(Vxh)(Y, Z) = Vi (K'Y, Z)) = K(VxY, Z) = K(Y.Vx Z)

ipour X,Y,Z € T(TM), R désigne le tenseur de courbures sur M. Comme M est totalement
: o;nbilique donc il existe un champ de vecteurs global N tel que A'(X,Y) = g(X,Y)NVX,Y ¢
[(TM). De méme il existe un champ de vecteurs § de Rad(T'M) = TM* tel que g(N,€) = 1.
$La preuve consiste & montrer que pour tout 1o € M, ¢(X) = V‘xf =0, VX € T;,M. On
jpose v’ = Imy. Ainsi pour tous X.Y,Z € T M

g

1
H

0 = g(R(X,Y)Z

(
— (VY (X, 2),6) +7 (H(VyX,2).6) +7 (B(X,Vy 2),€)
)/a Z)y(Na Vtxf) - g(xa Z)g(j\rv vi’g)

1S X € ker¢ avec X € S(T,,M) (voir théoréme 5.2.5) alors g(X, Z)g(N,VL€) = 0, donc
1gh(X,2), Vi€ =0et 1 <u <n. D obg(h'(kery, ToyM), Img) = 0. Ce qui implique
que ker¢ = m — ' < v,. Ce qui contredit les hypotheses du théréeme. D’ ot u' = 0 et £

parallele, par consquent N est parallele. On utilise alors le théoreme 5.2.4 pour achever la
i preuve. O
: Théoréme 5.2.7 .

{ Soit f : M™ — RP™™ une immersion isométrique d ‘une sous-variété coisotrope (M, g, S(T M))
dans un espace pseudo-euclidien IR’Q"“L". On suppose que

1. 1l eziste £ € T(Rad(TM)) un champ de vecteurs global omblique (i.e AcX = MX,
VX € T(TM) ou X # 0 est une fonction partout non nulle sur M et = est la projection
de TA sur S(T M).

2. vy <m—u pour toutl <u<n.

Alors f(M™) est contenue dans une hypersurface ombilique de R7*™ (ie f admet une
réduction de codimension d’ordre 1).

Preuve.

La technique de la preuve est la méme que le théoréme précédent. Soit zo € M, posons
P o(X) = V&, VX € Ty el considérons !’

¢guation de Codazzi (5.31). Alors pour
Ze STy M)et XY €T M, 0n a

0 = F(R(X,Y)Z,€) =g (Vxh)(Y, 2) - (Vyh)(X, 2),€)

= (VY. 2)),€) -3 (K(VxY, 2),£) — gAY, Vx Z),6)—
— (VX 2) ) + 5 (W(Vy X, 2).€) + 5 (X, Vy 2),€)

L KR et et i st T fme e
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0 = -3 (h,'(Y, Z),%f\.g) + X. (GR(Y, 2),8) +7 (VxY, AeZ) +
+ 3(Vxz Ar) +3 (H(X.2),945) - Y. (3(1(X, 2),6) -
~ 3 (vyx;Aez) ~G(Vy Z, AX)

0 =3 (z, Ags, EY) ~3 (z, Asy ex) — X.(NG(Y, 2) + Y.(\F(X, 2)

Sion pose Y = Z € S(Ty,M) Nkerp et X € kery, S(TzoM) Nkerc # @ (voir théoréme
1 5.2.5), alors

Age Y = X.(NY = Age X +Y.()X (5.32)

{ et X.(\) = 0. Donc pour X € ker¢, X.(A) =0.

X(A
i De plus si on pose § = @(X) — E\ )§ alors. pour Y € ker ¢ on a,
. . O
AsY = AyY - ; Liy

= AWY + XY
= AV“YEX + Y(M\)X (d’ aprés la relation 5.32)
= 0.

] X(A .
Soit J = {6 = p(X) — f\ )§,X € Img} = Inmp alors, on a g{AsY, X) = g(h!(X,Y),8) = 0.
Donc g{h'(ker ¢, Too M), Img) = 0. Ce qui implique que kerp =m — v’ <y orl <u' <n.
D’ ou la contradiction avec les hypothéses du théréme. D' ou v’ = 0 et £ parallele.

Soit v une courbe de M passant par zg.

d .
& < TOU0),€ > =< furn(t),€ >=0

alors < f(7{t)),€ > est constante.

Pourlecasc = 0,ona f(x) = f(xo)+kN ol k est une constante et N est tel que g(§, N) = 1.
De plus si € est ombilique alors N l'est aussi. On peut voir '

g(R'(X,7Y),€) = G(A X, 7Y) = Ag(n X, zY) = A\G( X, Y).
D’ ol f(M) est inclu dans une hypersurface totalement ombilique de R7**". O

Remarque 5.2.2 .
De maniére générale s'il existe pour tout xq € M, k vecteurs non colinéiares et non nuls,

E1,-. 2 &k € Rad(Te M) (k < n) tels que Ag, X = \aX, VX € T,,M et vérifiant les condi-

tions du théoréme 5.2.7, alors f admet une réduction de sa codimension a& 'ordre k.
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|CONCLUSION

Le travail entrepris dans cette these est loin d’étre fini. D’ou la possibilité d’étendre les

{ différents résultats contenus dans celle-ci.

i quelques extensions possibles a court terme

1. Avec la détermination des opérateurs de type de star de Hodge et de Laplace Beltrami,
pour les hypersurfaces dégénérées, on peut étudier la théorie de Hodge et établir des
théoremes d’obstructions sur I'existence de tel type d’hypersurfaces.

2. Dans le chapitre 4, nous avons donné le théoreme de la divergence pour un champ
de (0,2)-tenscurs symétriques. Nous pouvons envisager le théoreme de la divergence
un champ de tenseurs queiconques et pour une 2-forme symplectique d'une variété

semi-riemannienne de signature (p. p).

3. Pour nos résultats sur la réduction de la codimension des sous-variétés r-dégénérées.

nous avons faire L'hypothése des connexions induite et transverse métriques. Nous
envisageons le cas des connexions induites et transverses quelconques. On cherche a

s v 5 e 5 b e RS 18 P L e € A R T £ kb

déterminer les conditions nécessaires ct suffisantes pour que le premier espace trans-
verse (radical) soit parallele. Enfin nous envisageons étendre les résultats aux sous-

variétés coisotropes d’une variété semi-riemannienne a courbure constante non nulle.

Les extensions possibles a long terme
1. Visiblement les fornuies (2.2) et (2.5) sont insuffisantes pour caractériser les harmo-

niques pour les variétés proprement semi-riemanniennes. D’ol1 la nécessité de trouver

une autre approche (soit par le théoréme de divergence pour les formes différentielles
quelconques) ou une autre théorie.

2. Avec la détermination de I'élément de volume sur les hypersurfaces dégénérées, on

pourrait établir la formule de Gauss-Bonnet pour ce type d’hypersurfaces.

3. On pourrait faire unc étude globale de la géométrie des sous-variétés dégénérées en

utilisant les groupes de Lic munis des métriques indéfinies bi-invariantes.
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