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" "ESUME

ette thèse traite de la technique de Bochner et de quelques résultats sur les sous-variétés

égénérées d'une variété semi-riemannienne, Pour le cas des variétés riemanniennes (cas par­

culier d'une variété semi-riemannienne), la technique de Bochner donne lieu à des théorèmes

e caractérisations des champs de vecteurs particuliers (conformes, Killing, harmoniques ...)

des formes harjnoniques, Dans cette thèse nous étudions cette technique dans le cas général

~ es variétés semi-riemanniennes. Nous revisitons les différentes formules liées à cette tech-î
J ique en semi-riemannien et donnons des résultats caractérisant certains champs de vecteurs
i

~ formes harmoniques. Nous appliquons cette technique aux sous-variétés maximales de
~.,
~pe espace.

1 Ih Nous gfénérda~is~n~ ~esd~ormules .~~ hyp.er~urfac~ dégéné~ées., L'él~~endt, de v~l~mAe.su~
! ypersur ace egeneree une vanete semi-nemanmenne onentee a ete etermme. msi
~

~ ~us établissons sur ces hypersurfaces l'opérateur de type star de Hodge, la codifférentielle

.~IJ ll'OPérateur de Laplace Beltrami. Un produit de dualité a été défini. Nous obtenons ainsi

s résultats de caractérisations des formes harmoniques semblables au cas des variétés

l femanniennes. La détermination de cet élément de volume sur l'hypersurface dégénérée a

1 Lrmis de faire le calcul intégral et d'établir le théorème de la divergence pour les variétés

.j.... Imi-riemanniennes avec bord (spécialement avec un bord dégénéré). Enfin nous classifions. tsous-variétés dégénérées qui admettent la réduction de leurs codimensions.

1 ~
!
1

J bstract
~

1 i",thldesis deais with the Bochner technique as weIl as sorne results on degenerate sub-

4 nuo s of a semi-Riemannian manifold. For the Riemannian manifold (partieular case ofl i-Riemannian manifold), the Bochner technique gives rise to characterizing theorems of

* ticular vectors fields (conformaI, Killing, harmonie...) and harmonie forms. In this the-

, we study this technique in the general case of semi-Riemannian manifolds. We revisit

. erent formulas of this technique into semi-Riemannian and we give sorne results of charac-
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erizing of vectors field and harmonie forms. We apply this technique ta maximal spacelike

ubmanifolds.

We generalize these formulas ta .degenerate hypersurfaces. Indeed the.volume element on

degenerate hypersurface of oriented semi-Riemannian manifolds is determined. We esta­

lish on these hypersurfaces the Hodge star type operator, the coderivative and the Laplace

eltrami operator. A duality product was defined and we obtain results of characterizations

f harmonie forms similar ta Riemannian manifold ones. The determination of volume ele­

ent on the degenerate hypersurface allows integral computation on this hypersurface and

e establish divergence theorem on semi-Riemannian manifold with boundary (especially

ith a degenerate boundary). Finally we classify degenerate submanifolds which admit the

eduction of their codimensions.

f

•
l.



INTRODUCTION

Une structure pseudo-riemannienne sur une variété M de dimension n, consiste à la

~onnée d'un champs de (0,2)- tenseur symétrique 9 qui induit sur le fibré tangent TM les

ormes bilinéaires symétriques non dégénérées de signature (s, n- s) et telle que l'application

~ui m t-----t gm soit de classe C'",

uasignature de gm ne dépend pas de la base choisie sur TmM. Les cas les plus étudiés étant les

ignatures (n, 0) (le cas riemannien) et (n-l, 1) (le cas lorentzien). Ce dernier revêt un intérêt

particulier en raison de la théorie de la relativité générale et de son interprétation pour décrire

a mecanique quantique, les systèmes dynamiques etc ... [37, 43, 56], mais aussi parce qu'il

~pparaît comme une légère pertubation de la géométrie riemannienne. Il a été prouvé que de

nombreuses différences existent entre le cas riemannien et pseudo-riemannien, entrainant un

ntérêt grandissant à l'étude de la géométrie lorentzienne et pseudo-riemannienne de manière

générale. A titre d'example on peut citer les faits suivants:

~:Fait1

Si (M,g) est une variété riemannienne compacte, alors (M,g) est géodésiquement complet

~t son groupe d'isométries 1so(M) est compact Il De plus si la courbure de Ricci de (M, g)

rst définie négative, le groupe d'isométries est discret[12, 13].

Dans le cas d'une métrique lorentzienne, ces propriétés ne sont pas assurées, la complétude

dans cc cas est obtenue moyennant des hypothèses supplémentaires portant soit sur la

constante de la courbure sectionnelle [?, ?], soit sur l'existence d'un champs de vecteurs

onformes de type temps [?, ?]. De même une variété riemannienne homogène (M,g) est

ornplètc. En lorentzien cette propriété n'est pas vraie [10, p 206]. Rappelons qu'en lorent­

ien, une variété M est dite complète si toute géodésique peut-être définie sur lR contrai­

crncnt au théorème de Hopf-Rinow qui en riemannien fait un lien entre la complétude des

~éodésiques et la connexité par des géodésiques.

Exemple 1 [10, p.206]

:>n considère la surface A1 = {(x, y) E R,2, lx + y > O} munie de la métrique 9 = dx 2 - dy2

t G un groupe de Lie dont le produit est donné par

(a,t)(a', t') = (a+a'et,t+t').
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e groupe G agit transitivement sur M par

(a, t)(x, y) = (x cosh t + ysinh t + a, x sinh t + ycosh t - a).

7

. .
I.a variété M est homogène, mais elle n'est pas .complète. En effet la suite C!·)·) E M la.... n n
Imite (0,0) fi. M. De plus si M est une variété lorentzienne compacte, le groupe d'isométrie,

so(M) n'est pas toujours compact.

~emple 2 c:::1
~e tore ('['2, h) muni de la métrique h = dx~ + dx1 ® dX2 + dX2 @ dx 1 - dx~ alors la matrice

A= C~)
~t une isométrie pour h de T 2

•

pn note A-1 l'inverse de A et Ak = A.Ak-l pour k > O. On peut constater que le sous-groupe

cnné {An, n EfZ} est contenu dans Iso(T2 ,h), mais il n'est pas compact (les coefficients

e An tendent vers infini quand n tl:'nn vers infini).

~ependant, si (M, g) est une variété compacte lorentzienne admettant un champ de Killing

~ui en un point est de type temps et que 1so(M, g) est de dimension un, alors 1so(M, g) est

pompact [17]. Ainsi la caractérisation des champs de vecteurs de Killing de type temps est

~lors nécessaire. Il en ait de même pour les champs de vecteurs conformes de type temps.

.•Fait 2

",'ensemble des métriques riemanniennes Rem(M) sur une variété M est un cône convexe

:l.ont on sait caractériser parfaitement la structure. Il n'en est pas de même de l'ensemble

:les métriques lorentziennes L(M) sur une variété. Il convient même à noter que toute

l1ariété paracompacte peut-être munie d'une métrique riemannienne alors que l'existence

:l'une métrique lorentzienne sur une variété connexe et fermée est subordonnée à la nullité

'e la classe d'Euler X(M) [41].

I\.insi la proximité de la géométrie lorentzienne par simple pertubation de la signature n'est

>as en rapport avec la profondeur des changements que l'on peut noter sur les résultats

onnus en géométrie riemannienne. Un autre aspect interessant qui apparait en lorentzien est

'existence de trois types de sous-variétés. Ainsi en lorentzien (semi-riemannien) on peut noter

Jes sous-variété de type espace, de type temps et de type lumière. Les deux premières sous­

rariétés sont respectivement des models des variétés riemanniennes et semi-riemanniennes.

~a dernière est une hypersurface qui hérite d'une métrique induite dégénérée.

JÜin d'être une curiosité mathématique les hypersurfaces dégénérées sont d'une grande im­

ortance dans le dévéloppement de la relativité générale et de la physique gravitationnelle.

./étude de leur géométrie donne une base mathématique pour étudier les objets de masses

ulles. En relativité elles sont les modèles de différents types d'horizons: l'horizon évenement

t l'horizon de Killing. Une bonne présentation de ces horizons est donnée par Carter [16].
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Une autre curosité mathématique est l'étude des sous-variétés dégénérées d'une variété

emi-riemanienne quelconque.

n appelle sous-variété r-dégénérée d'u~e vrai~té semi-riemannienne de dimension m + n

M,li), la sous-variété (M,g) de M et de dimension m pour laquelle

Rad(TM) = TM n TM1. =1= {O}

t l'application x I--t Rad(T:r;M) définie une'distribution de rang r.

Il existe quatre types de sous-variétés dégénérées

• cas 1 (0 < r < min(m, n)), la sous-variété M est dite proprement dégénérée. Le fibré

Rad(TM) est strictement inclus dans TM et dans TM1. .

• cas 2 (1 ~ r = n < m), la sous-variété M est dite coisotrope . Le fibré Rad(TM) =

TM1. et strictement inclus dans 'l'M.

• cas 3 (1 ~ r = m < n ) la sous-variété M est dite isotrope. Le fibré Rad(TM) = TM

et strictement inclus dans TM1..

• cas 4(1 < r = m = n), la sous-variété M est dite complètement dégénérée. Le fibré

Rad(TM) = TM = TM1.

'objectif de cette thèse est de comtribuer à la compréhension de la géométrie des sous­

variétés dégénérées.

Avant d'en arriver à ces objectifs nous allons, dans le premier chapitre de ce texte

donner un bref apperçu des éléments géométriques des variétés semi-riemanniennes. Nous

rappelons les formules, les équations et les théorèmes classiques à étudier dans ce texte.



HAPITRE 1

RELIMINAIRES

, ,

Dans ce chapitre nous donnons quelques notions de base (élémentaires) de la géométrie

'-riemannienne qui seront utilisées dans ce texte. En fait elles vont permettre de fixer

es notations et de donner quelques définitions. Les résultats énoncés dans cette partie ne

font pas tous démontrés. Toutefois des indications ou des démonstrations partielles seront

ournies pour certains d'entre eux.

Rappel sur la géométrie semi-riemannienne

On suppose que les variétés, les tenseurs, les champs de vecteurs, les fonctions et les

ormes sont tous de classe C?',

oit M une variété semi-riemannienne. On désigne par coo(.\1) les fonctions de classe ex>,
(AI) l'ensemble des champs de vecteurs sur M, T;A! l'ensemble des (r.sj-tenseurs, TM le

"'
fibré tangent, T* M le fibré cotangent et r(TM) l'ensemble des sections sur M.

1.1.1 Métrique semi-riemannienne

Définition 1.1.1 .

Soit M une variété différentielle de dimension m et 9 un (O,2)-tenseur défini sur M. LE

tenseur 9 est dit métrique semi-riemannienne si pour p E M,

gp : TpM x TpM -----+ :R

(X, Y) I---t gp(X, Y)

est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée de signature constante, (s, m - s) où

sign(g) =~, j- ..; ,+)
rn-a

et 8 un enlier naturel tel que (0 :s s :s m).

, ,



Soit U un voisinage ouvert de AI. L'expression de 9 en coordonnées locales eu un point

U est donnée par

1
. Rappel sur la géométrie semi-riemannienne 10

matrice constituée des éléments 9ul,'(P) est non dégénérée et sa forme diagonale est

nstituée de s nombres réels négatifs et (771: - s) nombres réels positifs. Cette configura­

on ne dépend ni du point p ni du voisinage coordonné. Pour s = 0, nous retrouvons le cas

aturel du riemanien. Le cas s = 1 correspond au cas lorentzien.

Toute variété paracompacte, (comme c'est le cas pour les variétés étudiées dans ce texte).

eut être munie d'une métrique riemannienne. Cette situation est totalement différente dans..
cas des variétés lorentziennes. L'existence d'une métrique lorentzienne est liée à certaines

nsidérations topologiques sur la variété. En effet pour qu'une variété fermée et connexe

it dotée d'une métrique lorentzienne il faut que sa classe d'Euler soit nulle [41]. Les seules
f

urfaccs lorentziennes fermées, sont le tore et la bouteille de Klein. Plus généralement, si on

ote la signature d'une métrique arbitraire par un triplet (l, p, q) où l est le nombre de zeros

nombre de dégénérescence), p le nombre de signe moins (-) et q le nombre de signe plus

+) (l + P + q = m = dim!l1). alors une variété fermée et connexe admet une métrique

c signature (1,O,m-1), (l,m -1,0), (0, TIl -1,1) ou (0, 1,m-1) si et seulement si sa

lasse caractéristique est nulle (X(M) = 0). Mais une variété non fermée peut admettre une

iétrique quelconque.

On note [g-1] := (y....!I) les éléments de la matrice inverse de 9 et on note 9 l'extension

e 9 sur les tenseurs de M. Ainsi pour T et 5 respectivement un (t,O)- tenseur et (0, r)-

Si (M, g) est une variété riemannienne alors l'extension est aussi une métrique riemannienne

et si 9 est semi-riemannienne d'indice (p, q) alors l'extension est aussi semi-riemannienne

mais d'indice différent.

1.1.2 Connexion

Définition 1.1.2 .

Une connexion linéaire est un opérateur

V : X(M) x X(M) ---+ X(M)

(X, Y) f----+ V X Y
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ant les propriétés suivantes :

V'Xl+X2Y = V'X1Y + V'X2Y' V'x(YI + Y2 ) = \7XYI + V'XY2

V'/xY = f\7x Y

. V'x(fY) = f\7xY + (X.f)Y

,X2,X, y E X(M) et V f E COO(M)

11

Soit w une p-forme (ou un (O,p)-tenseur) sur M, V'w est une (p + 1)- forme (ou un

+ l)-tenseur) sur M telle que pour Xl,'." X p et X des champs de vecteurs sur M.

(V'w)(X, Xl,' .. , Xp) - (V'xw)(XI , , X p)

- Vx(w(X1, ,Xp))-W(V'XXl,""Xp)-,,,-

-w(XI , ... , \7XXi: ... ,Xp) - ... - w(Xll ... , \7xXp)

position 1.1.1 .
t (M, g) une Va7iété semi-riemannienne. Il existe une et une seule connexion linéaire

eiée connexion de Levi-Civita sur M telle que pour tous X, Y, Z E X(I\f)

vxg(Y.~) = X.(g(Y. Z)) - g(vx Y, Z) - g(V'xZ, Y) = 0

[X, Y] = \7xY - vxY

formules expriment respectivement la compatibilté de la connexion avec la métrique et

ondition de nullité de la torsion.

Dans les cas des sous-variétés dégénérées les connexions linéaires ne sont pas toujours

triques ni uniques (voir les relations (5.27) et (5.28) de ce texte ). Pour plus détails sur

métriques et connexions, on peut consulter les résultats de Hayden [28], de Bochner et

o [13] et de Bitis [11] .

.3 Le tenseur de courbure de Riemann

Le tenseur de courbure de la connexion de Levi-Civita \7 est appelé tenseur de courbure

Riemann et est défini par :

R: X(M) x X(M) x X(M) -+ f(TM)

(X, Y, Z) ~ R(X,Y)Z

R(X, Y)Z = RxyZ = [V'x, \7yjZ - V'{X,YjZ.



tenseur de courbure vérifie les propriétés suivantes :

R(X, Y, Z, V) = g(R(X, Y)Z; V) où

"" ~.

~,~-'

..'o~rateurs différentiels

peut être considéré comme un (0,4)-tenseur,
~.
'l'

1. R(X, Y)Z +R(Y, X)Z = 0

2. R(X, Y)Z + R(Y, Z)X + R(Z, X)Y = O.

3. R(X, Y,Z, V) + R(X, Y, V, Z) = 0

4. R(X, Y, Z, V) = R(Z, V, X, Y).

x, Y,Z, V E r(TM).

12

La contraction Ci de la courbure de Riemannan est un (0, 2)-tenseur appelé terJ~JL:' de Ricci.

Riedéfini par : ' ,

Ric = CHR) = trace(Z~ R(.Z).).

f
Ric(X, Y) = CJ(R)(X, Y) = ljR(X, Bi, Y, Bj ) .

On définit de même la courbure scalaire s de AI par:

l Fixons p dans M et considérons deux vecteurs non colinéaires u, v dans Tp,',; \',otons (J le

~ plan engendré par u et v. La courbure sectionnelle, Ka de (J est donnée selo: ~ 1 cas par les

. expressions suivantes :

1. Si (J est nan dégénéré

1

1
j

. [( ( ) = g(R(u, v)v, u)
a u,V g(u,u)g(v,v) _ (g(U,V))2'

2. si (J est dégénéré c'est à dire u isotrope et v non isotrope

K ( . )
_ g(R(u, v)v, u)

CT u.V - g(v,v) ..

(1.1 )

(1.2)

La courbure sectionnelle Ka ne dépend pas des vecteurs u et v mais du plar i- d-l
i

. t' - pom p.

'Théorème 1.1.1 (F. Schur 1886)[63, p.240j

Si la courbure sectionnelle K_ d'une variété M de dimension m > 3 ne db'-i/' m, d . t
v - r-'_ f~Ue u pom

p (c'est à dire ne dépend pas de (J) alors Ka est constante sur M.

1.2 Opérateurs différentiels

Dans cette partie, il s'azit de rappeler les définitions de quelques opéra:..·- ,l.:::-,-·ff' t' 1
0' '.,. U-l\ eren le s

scmi-ricmanniens tels que le gradient, le hessien, le laplacien et la divergea»



2. Opérateurs différentiels

.2.1 La différentielle extérieure

13

Soit (AI,g), une variété semi-riemannienne. On considère les isomorphismes musicaux.. .

b : X(M)

X

f

1 que pour p E M, x; = gp(Xp,.) et

t: X-CM) ~ X(M)

H' f--+ W~

éfinition 1.2.1 .

n définit sur les k-formes, l'opétuieur différentiel donné par

d: nk(M) ~ nk+1CM)

W f--+ dW

cl que pour tous Xo, ... .x» E X(M)

k

dW(Xo, .... X k
) = I:(-l)iXiW(Xo, ... .x.. .... .x k )

i=O

~ O",k+L)-lt"-jW([Xi 1 Xj], X ..... Xi, .... x; .... X ).
i<j

Pour k = 0

d: COO(M) ~ X·(M)

f f--+ df

où pour tout champ de vecteurs X, df(X) = X·f = f*X et [; est la différentielle de f. Soit
----+f E C=>O(M), on appelle gradient de f le champs rl~ vecteurs noté 'Vf (ou gradJ) défini par

grodf = (d!)U Comme l'opérateur Üest un isomorphisme, gradf est unique et en plus pour.

tout X E X(l\-t)

x.t = df(X) = g(\1 I, X).

En coordonnées locales on a :

(1.3)

où les gi
j

sont les éléments de la matrice inverse de 9 en coordonnées locales. On note souvent

la. l-Ionne df comme gradient de f. Avec la détermination de la métrique pseudo-inverse

au sens de [3} sur les hypersurfaces dégénérées, ces différents opérateurs peuvent être définis

sur les hypersurfaces dégénérées. Mais le cas où la dégénérescence est supérieure 1, reste non
. défini.
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.2.2 La codifférentielle
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..Soit (M, g), une variété semi-riemannienne. Le produit intérieur d'une k-forme (k ~ 1) \V

ar un champ de vecteurs X. E X(M) est la (k -.1)- forme i x Hf telle que pour Xl Jo••• , Xk-l

our toute fonction f E= C:lO( M), i.x f = O.

oit X un champ de vecteurs sur M et (lPt)tEI le fiat local de X. La dérivée de Lie d'un

enseur </>, par rapport à X est le tenseur Lx</> de même type que <P défini par:

1. Si <> est un (0, r) tenseur

où Cr'i est la transposée de ;Pt·

2. Si 4> est up (s,O)-tenseur

.. (104)

. 1
Lx6 = hm -(Cft.</> - </»

t-O t (1..5)

où Yt. est la différentielle de 'ft.

oient X, Y, Z, Xl"", X p E X(M). 1\ une p-fonne et B un (0, 2)-tenseur alors les équations

(1.4) et (1.5) sont données sous forme tensorielle par

LxI" = [X,Y]

(L xW)(Xll ... ,Xp) = X(W(Xl, ... ,Xp))-

- L lV(X l , · · . , Xi-l, [X, Xi], Xi+l,'" ,Xp)

(LxB)(Y,Z) = X(B(Y,Z)) - B(LxYZ) - B(Y,LxZ)

Définition 1.2.2 .

Soit X un champ de vecteurs sur (M, 9).

1. Le champ X est dit conforme s'il existe une fonction>' > 0 telle que L)(g = >'g.

f. Le champ X esi dii de Killing s·i Lxg = O.

Définition 1.2.3 .

L'opérateur star de Hodge est un opérateur de dualité qui associe a toute k-forme une (m-k)­
[orme définie par
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ee

ù

t Igi désigne le déterminant de la matrice associéà g.

15

(1.6)

our une métrique dégénérée 9 on a Igi = 0, donc la formule (1,1) n'est plus vérifiée. Pour

ette raison, nous avons besoin d'une autre formulation qui sera donné au chapitre 2.

éfinition 1.2.4 .

oit (M, g) une variété semi-riemruinieuue de dimension m et d'indice q. La codifférentielle

est l'application définie
(

W I----t 8w

telle que pour toute k-fortne différentielle sur M, W = lL'i1 ...i"dri1 1\ . . . 1\ d1-· i k

où -k -1 {l
Ô glk = Ô =

p p O.
S2

si

l=p

l=lp

La codifférentielle est l'adjointe de la différentielle e~térieure d et s' exprime en fonction de

l'opérateur star de Hodge par:

(1.7)

Contrairement à la différentielle extérieure, la codifférentielle est un opérateur métrique.qui

dépend du déterminant de g.

La divergence des formes différentielles se définit à l'aide de la codifférentielle 8 comme suit:

pour toute I-forme w sur M,

ôu: = div(tJ).

En coordonnées locales, pour tout X E r(TM),

@
On peut généraliser cette divergence sur un (0, p)-tenseur. Ainsi soit un (0, 2)-tenseur A, on
a:

(1.9)
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Remplaçons dans la relation (1.8), X par \i'J défini par la relation (1.3). On obtient alors

divX = giig('\7aiX, Ôj)

div\i' f - giillg('\7ai \i'aJÔl, Oj)

= gij ligl/Vai\i'ôJ
= li\i'ai'\7akf

- -6.f

(1.10) 1
(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

L'expression générale de l'opérateur de Laplace Beltrami sur les formes est donnée par

6. = bd + db.

Ainsi pour toute k-forme w,

f
Ôw = '\7*\i'w + f(w) (1.15)

où '\7*'\7 = gii'\7a
i'\7aj et f(w) est une fonction qui dépend de la courbure de la variété

[12, 64, 65].

Définition 1.2.5

Les p-Jormes vérifiant l'équation 6.w = 0 sont dites harmoniques.

De même un champ de vecteurs X est harmonique si la forme associée X~ est harmonique.

Soient a et {3 deux p-formes sur M. On définit le produit de dualité par:

(a,{3) = r g(O,{3)VM'lM (1.16)

Ce produit, dans le cas particulier des variétés riemanniennes, est défini positif et permet

d'établir les résultats suivants qui ne sont plus vrais sur les variétés propret.TIent semi­

riemanniennes (le produit 1.16 n'est pas défini positif).

Si west une p-formc harmonique d'une variété riemannienne compacte orientée sans bord,

alors

dw = 0 et bw = O.

En conséquence, l'ensemble des k-formes sur M, se décompose comme suit

nk(M) = Ônk+1 (M ) œdnk-1(M) œHarm(M) (la décomposition de De Rham) (1.17)

. où Harm(M) est l'ensemble des formes harmoniques sur M.

1 De ces relations, vient un résultat qui a marqué la géométrie riemannienne. Il a permis'

tl d'établir un lien entre la géométrie et la topologie de la variété.

1
II
~I
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(1.18)

On note par Fk(M) les k-forlllcs fermées (o E nk M et da = 0) sur M et 13k(M) les k­

forIlles exactes (o E nk!lf, 37] E nk
- 1M et dTJ = a::)sur M. Puisque do d = 0 alors on a

Bk(M) C Fk(M). L'espace quotient Iik(M) = ~:~Z~ est appelé groupe de cohomologie de

de Rham d'ordre k de M.

Théorème 1.2.1 (de Hodge)f65, p.I l].

Soit (M,g) une variété riemannienne orientée sans bord. La dimension de l'ensemble des P:

formes harmoniques est égale à la dimension du pieme groupe de cohomologie JIP(M) de M.

Définition 1.2.6 .

Soit (M, g) une variété semi-riemannicnne et 'iJ la connexion de Levi-Civita; le JIessieti de

j~ dérivée seconde covariante de f, est un (0,2)-tens~ur symétrique noté Hessf = Hf et

défini pour tous X, Y E TpM par

f Hessf(X, Y) - 'iJx('\7y J) - \lvxY J

- g('iJx(\l f), Y)

Contrairement au gradient le Hessien n'est pas métrique. Par un calcul très simple on montre

que le Hessien est une forme bilinéaire symétrique sur Tp.\f.

Proposition 1.2.1 .

Soient (M, g) une variéU semi-riemannienne, \1 la connexion de Levi-Civita sur 11/ J f E

COO(M), p E M, v E TpM et 'Y une géodésique telle que -y(0) = p, i'(0) = v. Alors

Hessf(v, v) = cf2(f~~(t))) It=o

Preuve

Soit 'Y une géodésique de classe CCXl et h(t) = fb(t)) ainsi.

h'(t) = df.,(t)i'(t) = g(\7' f(,Ht)), i'(t))

h"(t) = g(\1t\1 f(i'(t))/y(t)) + g(\1 f(i'(t)), \là(t)),

où 'iJt = 'iJt(t)

Comme 'Y est une géodésique \là(t) = O.

Ainsi h"(t) = g(\1t \1 f (1'(t)), i'( t))

h" (0) = Hessf(v, v)

Définition 1.2.7 .

La trace du Hessien par rapport à la métrique est égale au laplacien de f .On note ts] =
traceg ( Hess f) .
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.:îi
id. la sous-variété M est minimale si les vecteurs normaux de sont de type espace ou de
;..:
·1 type lumière,

2. la sous-variété M est miximale' si les vecteurs normaux de sont de type temps.

.
Preuve
pour faciliter les calculs nous allons suppos:r que (M, y) est une hypersurface de (M, g).

pour le cas général il suffit de faire une itération. On considère l'immersion isométrique,

If: (M,g) ---+ (M,g) et 1ft la variation de 'P suivant le vecteur normal, pseudo-unitaire

. l\" (g(N, N) prend respectivement la valeur -l, 0 ou 1 suivant que N soit de type temps,

lumière ou espace) telle que 'Po = lp et '{Jt = ip sur le bord de A1 (âM).

j.:r:.". , ,...

'Ft s'écrit alors localement,
'Pt = ip + tkN

où k est une fonction sur M telle que kl au = O.

Soit {Xi, i = 1, ... , ml un système de coordonnées sur Arf alors

(1.23)

Of
-â. + tâikN + tkâiN

x'

et

(Yij)t < âilpt. Ôjlpt >

gij + 2t < âi''''t, âjN > +t2«âik)2INI2 + k2lâiNl2)

Considérons alors l'élément de volume, volt(Af t ) de (Mt, Yt) défini par:

volt(Mt ) = r(Jldet(gt)l)vM1.\1
L'extrémun de cette variation est obtenu par

âvolt(Mt)1 -
8t t=O - 0

Ainsi

";J'.:".

{ 1 agt _~JM (c "2 trace(at )det·(gt) 2)It=OVM

- e!(trace« aiCf,ajN »)VM

= Jc(H.lp)VM
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OÙ é représente le signe du déterminant.

A travers la dernière équation on a

ôvolt(Mt) 1 - 0 SI Il = O.
ôt t=O -

20

Alors la fonction volume admet en t = 0 un extremun si le vecteur courbure moyenne est

nul (H = 0).

Déterminons la nature de l'extrémun. On a .

ôôvolt(Mt) 1 - J~(Ô'k)2INI2 .ôt2 t=O - L.J t 'L.\[ .

i

..
ôôvalt (Mt) 1

ôt 2 t=O

est alors de même signe que INI2 (car INI2 est de signe constant).

Ainsi l'extrémucl est un minimum si le vecteur N est de type espace ou de type dégénéré et

un maximum si le vecteur N est de type temps. u

Exemple 1.3.1 .

Exemples d'immersions maximalesf44, 30].

1. Considérons la surface hyperbolique de Véronèse, JE 2(-J '3) immergée dans 1H[~(1) et

définie parJ

1
cp: IE

2 (J3) C R~ ----+ E~(l) C lR~

(x,y,z) 1----+ (U1. U2,U3,U4,U5)

où U1 = ..!ïyz, U2 = ~zx, U3 = ~xy, . U4 = 2~(X2 _ y2),

Us = ~(X2 + y2 + 2z 2 ) .

et

(1.24)

(1.25)

r n( ) _ { 1lllm+1 ( ) _ 2 + 2 2 2 2}
"-p r - xE !A. p+1 ,9 x,x - Xl '" +xm _p - xm _ p+1 - •.• - x

m
+

l
= -r .

L'immersion isométrique cp définie une immersion maximale de E[2(V3) dans 1lI~(1).

2. L'image de la sphère de dimension 2 quotientée par la relation d'antipodie ( plan

projectif réel), obtenue de l'application:

1P2(R) ---+ ]R6

(u,v,w) 1----+ (au2,av2,aw2,avw,awll,auv)
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où u
2 +V2 +W2 = l, définit une surface maximale de Véronèso sans singularité plongée

.dans RS ( puisque la somme des trois premières coordonnées donne une constante.
Xl + X2 + X3 = a).

Pour d'autres exemples de surfaces minimales ou maximales, on peut citer les catenoïdes
et les surfaces d' Ennerper [34, 62].

.. . .
t ;} \ .....



CHAPITRE 2

ApPLICATIONS DE LA TECHNIQUE DE

BOCHNER­., .,

Dans cette partie nous donnons des applications de la technique de Bochner sur les
t

formes harmoniques, les champs conformes et sur les sous-variétés de types espaces.

Soit (M, g) une variété semi-riemannienne connexe et orientée de dimension m, où 9 est

une métrique semi-riemannienne de signature (m - q, q). Soit (x!, ... , xm ) un système de

coordonnées sur M. On note ai := -aa. ct ei= dx', L'expression de l'opérateur de Laplace­
Xl

Beltrami [25, 49, 64, 65] agissant sur les formes différentielles en coordonnées locales est

donnée par

(2.1)

..
2.1 Formule de Weitzenbôck

La formule de Weitzenbôck donne la différence entre le laplacien fort (\7.\7) et le laplacien

faible (ordinaire).

Définition 2.1.1 [10, p.47J.

On appelle produit de Kulkarni de deux (0,2)-tenseuTs symétriques h et k le (0,4)-tenseuT

notéh (f)k. et défini par

h~(X, Y, Z, T) = h(X, Z)k(Y, T) + h(Y, T)k(X, Z) - h(Y, Z)k(X, T) - h(X, T)k(Y, Z)

Définition 2.1.2 .

On appelle produit de composition 0 l'application définie pour tout k E {2, ... , m} par

o : nk(M) x n'CM) -+ nk(M)

(4J, R) ~ 4J 0 R



.• k(k-1)t m-2k .
/:::.0= V' Vt/J+ (m-1)(m-2)<i'+ (k_1)(m_2)4>o(Rtc 09)-2<,!>OW (2.5)

(2.6)
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(2.4)

(2.3)

(2.2)

6cP = V·"VcP + 2(2:~ 1) 4> - 2,p 0 w

COnSéquences directes de ces formules sont données par les résultats suivants

Corollaire 2,1.1 .

Soit (M,'g) une variété setni-riemannienne et cP une k-forme sur M. Alors

s 1 s
R= C )g09+--(Ric--g)09+ w

2m m-l rn -1 m

où w est le tenseur de \Veyl.

R la courbure de Riemann.

où

'.

La décomposition du tenseur de courbure sur les sous espaces irréductibles de l'ensemble

des courbures sur tM, g) [10, p.48 formule 1.il6] est donnée par

Pour k = 0, l, m,on a

<t&te formule de Weitzenbôck donne l'expression globale de la partie contenant les courbures

e conséquence directe de la fcrmule (2.5), les formes harmoniques auto-duales ou anti­

uales, par l'opérateur star de Hodge, d'une variété de dimension 2m, ne dépendent

;dela courbure scalaire s et du tenseur de Weyl w. Ainsi,

Théorème 2.1.1 .

Soit 4> une k-forme sur M (1 < k < dimM) alors

1
64> = V'·V'o + 4> 0 (-k-Rie ®9 - 2R).. - 1

L'application 0 définit une action à gauche d~ n4 (M ) sur nk(M) pour tout k: ~ 2. De même

o est une action de l'ensemble des courbures de Al sur nk(.M).

où A est l'ensemble des permutations verifiant: A = {a; a(1) < ... < a(k - 2) et a(k - 1) <

o-(k)}.

telle que pour Xl,'" , Xl: E x(M).

cP 0 R(XI.-' . , Xl:) = ~giSgil L sign(a )4>(Ôi. Ôj, Xa(l),- .. , Xa(l: -2»)R(Ôs,al, Xa(l:-l)' Xa(k»)
aEA ,

2.1. Formule de Weitzenbock
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2.2 Les formes harmoniques

Définition 2..2.1 .

Soit (Mm, g) une variété semi-riemannienne de dimensionm. On dit que(Mm, g) est conformément

plate si tout point de Mm admet un voisinage ouvert conforme à un ouvert euclidien.

Cette définition est équivalente à :

1. (Mm, g) est conformément plate ~'il existe localement une fonction u de classe C'"

telle que eUg soit une métrique plate.

2. Si m ~ 4, (Mm, g) est conformément plate si et seulement si le tenseur de Weyl,

obtenu de la décomposition du tenseur de courbure, est nul.

pour les cas particuliers des variétés riemanniennes, nous avons

..

(2.7)

o

.2 ms 2

l\lepl +2(2m-l)I4>1 =0,

Théorème 2.2.1 .

Soit (M, g) une: variété riemannienne compacte confonnément plate de dimension

2m (m ~ 2). Si M admet une courbure scalaire positive et non nulle en tout point,

alors le m ieme groupe de cohomologie Hm(M), est trivial (Hm(M) = 0).l
~

ll ' Preuve

11 Soit Q une rn-forme harmonique sur M 2
m . En applicant 1J à l'équation (2.6) on obtient

l .
~
1 :

lice qui nous donne 4> = 0

Théorème 2.2.2 .

Soit (M,g) une variété riemannienne d'Einstein compacte de dimension m(m 2: 2). Si M

admet une courbure scalaire positive et non nulle en tout point, alors H.k(M) = 0

(O<k<mj.

Preuve

Si M est une variété d'Einstein (R = (S )g ® g) alors l'équation (2.2) devient
2m m-l

6.c/> = \l*\lc/> + k(m - k)s </>
2m(m -1)

(2.8)

pour tout k-forme (0 < k < m).

On suppose que </> est harmonique sur Mm, le produit de </> par l'équation (2.8) donne

IV</>1 2 + k(m,.- k)s 1</>12 = O.
2m(m -1) (2.9)

Donc </> = 0 0
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Théorèr.ne 2.2.3 .

Soit (M, g) une variété semi-riemannienne compacte connexe et orientée. S'il existe sur

(/II,g) une 1-forme harmonique pa11111èle, alors la courbure de Ricci de (M,g) est indéfinie.

Preuve

De l'équation (2.3), on a

1 2 1 2 .. ' -u: #
-2.6.1tPl = 2div(v \o\ ) = g'\ < '\7Ô;tP,'\7ÔitP > +Ric(tPTr,tP ).

En intégrant on obtient

_~ r div('\71<t>1 2)vM= r gii<'\7ô;<p,'\7ÔitP>VM+ r Ric(</J#,tP#)VM
2 JM J~l i.

OÙ VM est l'élément de volume sur (M,g). En applicant le théorème de Stokes on obtient

Si cP est parallèle ('\7ôitP = 0 Vi = I, ... , m). alors

j Ric(tP#, </J#)VM = O.
.\f

On en déduit le résultat. 0

(2.10)

Corollaire 2.2.1 .

Soit (/I[,g) une variété semi-riemannienne compacte connexe et orientée

Si (111, g) est une variété d'Einstein avec Ric = cg et c =1= 0, alors la 1- forme harmonique 4>

parallèle 1Jérifie l'une des conditions suivantes:

a) 9 est isotrope ( g(tP# ,<1>#) = 0 avec (}) =1= 0)

b) Le signe de g(</J#, </J#) n'est pas constant.

La preuve vient de l'équation (2.10).

2.3 Champ de vecteurs conformes

L'étude de la technique de Bochner sur les champs de vecteurs a permis d'établir

des théorèmes d'annulation et d'obstruction. Le résultat originel de cette théorie vient de S.

Bochner[12].Cf; dernier montre qu'il n'existe pas de champ de Killing non nul sur une variété

riemannienne connexe à courbure définie négative [13]. Une conséquence de cc résultat est

que le groupe, l so(M) des isométries de la variété M, est fini. Rappelons que le groupe des

isométries est le groupe de Lie dont l'algèbre s'identifie à l'algèbre des champs de vecteurs
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. de Killing complets.

S~it X un champ de vecteurs sur M, En posant Axv = -V"X et Alv = Vv"xX pour

tJ E T'PM et p E M. On. montre que ( voir (331).

1 Xdiv(X) = -Ric(X,X) + div(VxX) - trace(A1J (2.11)

~

Cette relation est celle utilisée pour l'approche intégrale de la technique de Bochner en

géométrie semi-riernannienne.

Soit X est un champ de vecteurs de Killing (voir définition 1.2.2), on a

div(X) = 0,

ce qui donne finalement

trace(Ai) = -IVX12
,

1
etdiv(vxX) = 2~IX12,

, .

q m

_~~IXI2 = - LIVô;X\2+ L IVô.XI2- Ric(X,X),
. i=l i=q+l

OÙ IXI2 = g(X,X)

Proposition 2.3.1

Soit X un champ de vecteurs sur (M, g), alors on a

(2.12)

div(AxX - XdivX) = Ric(X,X) + trace(Ai) - (trace(A x))2 (2.13)

Preuve

Pour établir cette formule il suffit de voir que

div((div(X))X) = Xdiv(X) -'- (divX)2 et div(X) = -trace(Ax)

On combine ces formules dans la relation (2.11), pour obtenir le résultat.

Théorème 2.3.1 .

Soit (M, g) une variété lorentzienne compacte et VM son élément de volume. Soit X un

champ de vecteurs de Killing sur Ai tel que

a) lM Ric(X, X)VM ~ 0 et

b) \lal X = 0 ( 81 est un vecteur unitaire de type temps)

alors X est parallèle.

De plus si Ric(X, X) < 0, il n'existe pas de champ de vecteurs de Killing qui soit parallèle

dcns la direction d'un vecteur de type temps.
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preuve
. Soit (M,g) une variété lorentzienne compacte. En applicant le théorème de la divergence à

la relation (2.13), on a pour tout XE f(TM)

r{Ric(X,X).l. trace(A~) - (trace(Ax » 2}VM= ° (2.14)lM
Si X est un champ de vecteurs de Killing alors traceAx = divX = °et

{ {Ric(X, X) + t;ace(A~ )}VM = 0lM
En développant cette relation on a

,,0 = -2t 1« VaIX,Ôi >?VM + t 1« \!a)\,.Ôj >?VM
i=2 M i,j=2 M

- r Ric(X, X)VM'lM
Si \lal X = 0 alors

Puisque Ric(..X. X) ~ 0 donc \!a,X = 0 et Ric(X, X) = 0, d'où X est parallèle.

Si de plus Ric(X, X) < 0, on obtient une contradiction. 0

(2.15)

(2.16)

Corollaire 2.3.1 .

Soit (M,g) une variété lorentzienne compacte d'Einstein avec Rie = cg.

1. Si c < 0, alors il n'existe pas de champ de vecteurs de Killing de type espace quisoit

parallèle suivant un. vecteur de typ,= temps.

2. Si c > 0, alors il n'existe pas de champs de vecteurs de Killing de type temps parallèle

suivant un vecteur de type temps.

3. Tout champ de vecteurs de Killing isotrope parallèle, dans la direction d'un vecteur de

type temps, est parallèle.

La preuve découle directement du théorème 2.3.1

Corollaire 2.3.2 voir aussi /53, théorème J.
Soit (M,y) une variété lorentzienne compacte et soit Z un champ de vecteurs tel que

IZ\ =-1. Si Sz = trace(A~) - (trace(Az » 2 ::; 0, alors

if {Ric(Z, Z)}VM ~ O. (2.17)

L'égalité est réalisée si Z est parallèle..



2.3. Champ de vecteurs conformes

La preuve découle de la relation (2.14).
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Corollaire 2.3.3 .

Soient (M, g) une variété lorentzienne, et Z un champ de vecteurs de Killing tel que \Z\ = -1

alors,

Ric(Z: Z) ~ 0

De plus, il y a égalité si Z est parallèle.

Preuve

Si Z est un champ de vecteurs de Killing et IZI = -1 alors l'équation (2.12) devient..

0= IVZI2
- Ric(Z, Z)

(2.18)

(2.19)

et comme VZ est de type espace alors on a Ric(Z,Z) ~ 0

Remarque 2.3.1 .

o

Soient (M, g) une variété lorentzienne orientée et Z un champ de vecteurs tel que IZI = -1 (

champ de reférence). En relativité générale le fiot engendré par un tel vecteur est appélé un

observable. Dans le cas où Z est un champ de vecteur géodésique (\7zZ = 0). il est appélé

champ de repère de chute libre, et il est considéré comme un observable qui n'influence pas

le mouvement du système [7] rélativité générale .

Les champs de vecteurs de Killing (conforme) ne sont pas intéressants seulement qu'en

physique. .On peut noter contrairement au cas riemannien que si (M, g) est une variété

lorentzienne (semi-riemannienne) compacte, le groupe des isométriques 1so(M, g) n'est pas

toujours compact comme nous l'avons énuméré. en exemple 2, à l'introduction.

Cependant, si (M, g) est une variété compacte lorentzienne admettant un champ de

Killing qui en un point est de type temps' et que 1so( M, g) est de dimension un, alors

1so(M, g) est compact [171. Ainsi la caractérisation des champs de vecteurs de Killing de

type temps est alors nécessaire. Il en ait de même pour les champs de vecteurs conformes de

type temps. Il faut noter que si X est un champ de vecteurs conforme de type temps pour

une variété lorentzienne (M,9) alors X est un champ de Killing unitaire de type temps pour

la variété lorenzienne (M,g·) où gO = g(~,1X)g.

Théorème 2.3.2 .

Soit (M,g) une variété lorentzienne de dimension m et X un champ de vecteurs de Killing

tel que IXI= -1. Si Ric(X, X) ~ 0 alors X est parallèle.

De plus, il n'existe pas de ~hamp de Killing X tel que IXI = -1 et Ric(X, X) < ~'



Théorème 2.3.3 (Romero-Sànchez) (51J
Soit (M, g) une variété lorentzienne connexeet compacte à courbure de Ricci plate admettant

un champ de vecteurs de Killing K, de type temps. Alors J( est parallèle, le premier nombre

de Betti de M est non Tl:~l et la connexion de Levi-Civita de 9 est riemannienr:t~.

De plus, (M, g) est isométrique au rn-tore plat, (ou à son revêtement), si l'une des trois

conditions suivantes est réalisée.

(1) (M, g) ~st homogène.

(2) (M, g) est plat.

(3) rn s 4

o= IVXI 2
- Ric(X, X).

Si Ric(X, X) ~ 0, alors V X = 0 car IVXI 2 = trace«A~ )2). Donc X est parallèle.

De plus si Ric(X, X) < 0, alors l'équation (2.20) n'admet pas de solution. 0
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(2.20)

2.4 Sous-variétés maximales et compactes de type espace d'une

variété semi-riemannienne à courbure constante

Une question intéressante qu'on se pose en géométrie des sous-variétés, est celle de la

rigidité des sous-variétés minimales ou maximales, selon les cas (énumérés dans le premier

chapitre). Ainsi, on montre que sous des conditions de pincement de la courbure, les sous­

variétés minimales ou maximales deviennent totalement géodésiques. Dans les deux cas de

nombreux travaux ont été éffectués.

Deshmukh [19] a étudié les sous-variétés compactes et minimales des sphères rieman­

niennes, sm+p
, à courbure scalaire constante, s > m(m - 2). Pour p ~ 2 il montre que

ces sous-variétés sont totalement géodésiques. Pour le cas p 2: 2 il obtient des résultats

similaires en ajoutant des conditions sur la courbure normale. De même il montre que les

8Ous-variétés minimales non totalement géodésiques, ont une courbure scalaire comprise entre

m(m - p - 1)(> 0) et m(m - 2).

D'autres études ont été faites sur ces sous-variétés minimales par Chern-Do Carmo-Kobayashi[15] ,

Lawson[38] ....

Cependant, sans aucune hypothèse sur la courbure, on montre que les sous-variétés

COmpactes et maximales de type espace Mm, d'une variété pseudo-riemannienne M;+P, à

COurbure constante, sont totalement géodésiques. T. Ishihara PO] va plus loins en mo.urant. .
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ce résultat pour les sous-variétés de type espace complètes. Ces résultats répresentcnt une

généralisation des résultats de Cheng et Yau qui ont montré que les hypersurfaces complètes

de type espace de l'espace de Minkowski de dimension (m + 1) sont totalement géodésiques.

On applique la technique de Bochner pour montrer que les sous-variétés maximales

compactes de type espace de dimension m de la variété M;:+P(c) à courbure constante c ~ 0

sont isométriques à la sphère sm.
Soit (Mm,g) une sous-variété compacte (fermée) et maximale de dimension m, d'une variété

semi-riemannienne (M;+P(c), 9) à courbure constante c, de dimension (m + p) et d'indice p.

On note V et V les connexions respectives de (M;I+P(C), g) et de (Mm, g).

Considérons les relations (1.20) et (1.21). L'opérateur de forme de Weingartcn AN
1. • •

correspondant au champ de vecteurs normal N satisfait

g(ANX, Y) = g(h(X, y), N) X, Y E r(TM) ,NE r(TM.L)

où h est la seconde forme fondamentale.

Pour la sous-variété /11, les relations de Gauss, Codazzi. et de Ricci sont respectivement.

R(X, Y)Z = c{g(Y, Z)X - g(X, Z)Y} - Ahn"z)X - Ah(x,z)Y (2.21)

(Vh)(X,Y,Z) = (vh)(Y',Z,X)et (2.22)

Rl.(X, Y, Ni, N2 ) = g(lA",!: AN2]X, Y) (2.23)

pour tous X, Y, Z E r(TM) NI, N2 E f(TM.L) et où Ret Rl. sont les tenseurs de courbure

des connexions V et V't respectivement avec

(Vh)(X,Y,Z) = Vih(Y,Z)-h(VxY,Z)-h(Y,VxZ)

(V2h)(X, Y, Z, W) = V~(Vh)(Y, Z, W) - (Vh)(VxY, Z, W)-

-(Vh)(y, V xZ, W) - (Vh){Y, Z, V xlV)

OÙ X, Y, Z, W E r(TM).

L'identité de Ricci s' écrit alors

(V2h)(X, Y,Z, IV) - (V2h)(Y,X,Z, W)

= R.L(X, Y)h(Z, W) - h(R(X, Y)Z, W) - h(Z, R(X, Y)W).

Çn SUppose que {al, ... , am} est un système de coordonnées orthonormées de M.
~.

Comme M est maximale alors,
,

(2.24)
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'~
-tI".,
ioposition 2.4.1 .

1~ (Mm, g) une sous-variété marimale de type espace de dimension m d'une variété semi­

,..kmannienne à courêure constante c. Aiors

(2.26)

Preuve

Soit f une fonction définie sur AI par f = ~llhI12, alors

En utilisant l'identité de Ricci (2.24), les équations (2.22) et (2.25), on obtient,

~f = IIV'h112 + iJgicig3lllRl.(os,8i,h(8k,8n), h(8j , 81) ) ­

R(8s , 8i , Ô<, Ah(ô,,8d8n)] +giiliRic(8i , Ah(aj .ak)81) C

La relation (2.26) reste aussi vraie dans le cas des sous-variétés minimales. Soient maintenant

J(.L et cP deux fonctions définies sur Al par

K.L = L (R.L(8 i • 8j , ,Vo , NfJ))2
iJ.û.J

</J = 2L IIAoWIIAt3 W
o<t3

où {No} est un système de vecteurs normaux et 04 0 = ANQ.

Proposition 2.4.2 .

Soit Mn une sous-variété compacte et maximale de dimension m d'une variété semi-Riemannienne

de dimension (m + p) à courbure constante. Alors,

(2.27)

Cette équation est celle utilisée dans le cas des sous-variétés riemanniennes minimales [19].

Théorème 2.4.1 [19, Sharief].

Soit (Mm 1 g) une sous-variété riemannienne compacte et minimale de dimension m d'une

1IClriété riemannienne de dimension (m ...:.... p) à courbure constante c. Si la courbure scalaire

1 et la courbure normale [(.L de Al satisfont respectivement à s ~ m(m - 2)c et à K.L ~ cP,

alors M est totalement géodésique.
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preuve
Considérons les relations (5.11) et (2.27). Puisque s > m(m - 2)e alors me - IlhW ~ 0 et

K1 ~ cP. Donc 6.llhW :2: 0 d'après le principe de maximun de Hopf, la fonction IlhW est alors

constante. Donc 6.llhW = O. Ce qui donne II\7hW + (me -llhW)llhW = 0, par conséquent

h == 0 0

Dans le cas des variétés scmi-ricmannienncs, on a considère le résultat suivant.

Proposition 2.4.3 .

Soit !If une sous-variété compacte maximale de dimension 171 d'une variété semi-riemonnicnnc

de dimension (m +p) à courbure constante c. Alors,

6.(~llhW) = II\7hW + mellhW -IIAhrr· - L IIAoA{J - A/3AoW
o{J

(2.28)

1
1
1

Cette relation est très facile à manipuler en semi-riemannienne et elle se déduit facilement

de (2.27)(et vice versa ). Pour la preuve on peut voir [19, Sharief].

Théorème 2.4.2 .

Soit (Mn,g) une sous-variété compacte et moxunale de type espace de dimension m d'une

variité semi-Riemonnienne (i\J;+p(c),g) de dimension (m + p) et à courbure constante po­

sitive c. Alors (Mm, g) est totalement géodésique.

Preuve

Considérons la relation (2.28), puisque nous avons par ailleurs

et

IIAhW + L IIAoA{J - A/3Ao 11
2 2:: 0,

o{J

alors

-llllhl1 2 :2:0.

D'après le principe de maximum 11h11 est une fonction constante et par conséquent,

IlvhW + mllhW - \IAhW - L IIAQAo - A/3AoW= O.
0/3

D'où h = 0 0

Théorème 2.4.3

Soit 1/J : Mm --+ S;'+P une immersion maximale d'une sous-variété compacte de type espace

cfans l'espace de de Sitter s~n+p.

Alors t/J(Mm) est la sphère sm.
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La preuve découle du théorème 2.4.2.
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Remarque 2.4.1 .

Dans le théorème précédent on avait considéré une variété semi-riemannienne dont l'indice

est égale à la codimension de la sous-variété considérée. Dans le cas général, il n'est pas

aisé d'utiliser les relations (2.27) et (2.28) pour obtenir le même résultat. Dans ce cas on

peut introduire le premier espace normal NI'

Définition 2.4.1 .

Soit cp : (Mm,g) --+ (M;1+P(C),9) une immersion isométrique, on appelle premier espace

normal de cp en un point x, le sous-espace N1(x) de T;-M engendré par la seconde forme. . ' .

fondamentale h.

N1(x ) = {h(X, y): X, Y E TxM } (2.29)

1

1

1
1

Théorème 2.4.4 .

Soit (Afm, g) une sous-variété compacte de type espace et de dimension ni, d'une variété

semi-riemannienne (M;+P(C),9) de dimension (m + p) et d'indice (q::; p).

Supposons que 1\'1 est une distribution parallèle de rang constant de type temps, si (Mm,g)

est une sous-variété maximale alors (.Um
. g) est totalement géodésique.

Preuve

Considérons la distribution NI de type temps. De la relation (2.28), nous avons

et

IIAh l1
2 + L IIAoAtJ - AtJAoW ~ a,

o{3

cequi nous donne

D'après le principe de maximum 11h11 est une fonction constante. D'où h = 0.0

D'autres caractérisations des sous-variétés complètes et maximales de type espace des variétés

&emi-riemanniennes sont l'oeuvre de T. Ishihara [30] et Nishikawa [44]. En effet si on pose

s; 11h11. alors on a

Théorème 2.4.5 .

Soit (Mm, g) une sous-variété complète et maximale de type espace de la variété semi­

riemannienne M;'+P(-c) de dimension (m + p), d'indice p et à courbure constante c > O.

A.lors nous avons a ::; S ::; mp

\
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5 sous-variétés
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les seules sous-variétés, de 1E;"-P, complètes, connexes et maximales de type espace, qui

telles que S = mp
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CHAPITRE 3

OPÉRATEUR DE TYPE STAR DE HODGE
~ ~ / /

SUR LES HYPERSURFACES DEGENEREES

Dans ce chapitre nous nous proposons de construire des opérateurs tels que le star

de Hodge, la codifférentielle, le laplacien etc, pour les hypersurfaces dégénérées. Pour la

construction dp. ces opérateurs il sen'l introduit l'élément de volume sur ces hypersurfaces

en suivant Sach et 'Vu [56].

3.1 Quelques résultats de la géométrie des hypersurfaces dégénérées

Soit (M, g) une variété semi-riemannienne de dimension (m+2) et d'indice q E {l, .... m+

I] et M une hypersurface de (lV[.g) .

Pour tout x E M, on note

et

On dira que M est une hypersurface dégénérée si l'application x 1--+ Rad(TxM) est une

distribution de rang 1 sur M. Cette distribution est appelée distribution radicale du fibré

tangent TM et on le note Rad(T.\f).

La métrique semi-riemannienne 9 induit sur M une métrique dégénérée 9 telle que

g(X,Ç) = 0 pour tout x E M.

Proposition 3.1.1 [2J}.

Soit (M,g) une hypersurface dégénérée d'une variété semi-riemannienne (M,g) , de dimen­

sion (m + 2). Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

J. M est une hypersurface déçénérëe de M



3.1. Quelques résultats de la géométrie des hypersurfaces dégénérées

2. 9 est de rang constant m sur M

S. t u» = UzEMTxAI.l. est une distribution sur M.

On note SeT AI) le complémentaire de Rad(TA1) dans TAI, on a

TM = S(TM) 1. TA[.l.
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(3.1)

pour tout x de M, S(TzM) est appelé le sous-espace écran ("screen") de TzM et la distri­

bution SeTM) est appelée distribution écran. Elle existe toujours pour M paracompacte. Le

fibré SeT AI) est non dégénéré. En particulier il est riemannien si (M, g) est lorentzienne.

Le fibré S(TM) joue un rôle très important dans la géométrie des hypersurfaces dégénérées.

Pour cela on les note (M,g,S(TM)), (vior [21, p.79]). Le principe de normalisation suivant

dû à Duggal et Bejancu [21, p.79] est maintenant bien connu.

Soit U un ouvert de M. On considère une section ç, du fibré normal TM.l., définie sur

U. Il existe un unique fibré vectoriel tr(TAl) de rar:g 1 au dessus de Al et une unique section

N de tr(TM) définie sur U tels que

g(ç,N) = 1, g(N:N) =g(W,N) = 0, V W E f(S(TAf)). (3.2)

Soit [,l' un ouvert de /1'[ tel que U' nV =f:- 0. alors il existe une fonction 0' > a de classe

ex telle que la section ç/, du fibré normal TAI 1-, définie sur U' et la section N', du fibré

transverse définie W~· VI soient liées pa, les relations

é,' = nç

Le fibré T M se décompose comme suit

et N' = .!.N.
ex

(3.3)

TMlu = TM EB tr(TM)

et

TMlu = S(TM) .1 (TM.l. œtr(TM)).

(3.4)

En général la distribution écran SeTM) n'est pas unique et la géométrie des sous-variétés

dégénérées dépend du son choix. En effet donnons nous un autre fibré écran S(TM)'.

On considère {Wi } ua système orthonormal de S(T M), {Wa le système orthonormal associé

à SeTM)' et N' la section de normalisation dans tr(TM)'. Alors

m-l

N' = N+~{Léi(Cï)2}ç+ 2:CïWi

;=1 i

m-1

W; - L Ai(Wj - éjCjO

j=l

(3.5)

(3.6)



, .

3.2 Elément de volume sur une hypersurface dégénérée

Posons f = (fI,' .. , fp) et w = dh A dh A dh A ... A dfp une p-forme, puisque le jacobien

est de rang constant Jl alors 'W est n011 nulle en tout point de AI. De plus il existe sur M une

rn-forme TI telle que

3i

(3.7)(w A ry)(x) = vM(x), x E M

où t1J est l'élément de volume sur M

Soient (M,g, S(TAf)) une sous-variété dégénérée de dimension m d'une variété semi­

riemannienneorientée (oU, 9) de dimension (m+p) et i : Al -- M une immersion isométrique.

Onsuppose qu'il existe une submersion, f : M -- jRP ( le rang du jacobien de f est constant

en tout point de Al et égal à p) telle qu'il existe un point a E JRP qui donne f-l(a) = M.

~\-ec ~ E r(TAJl.lu), i E {1, ... , m} où Ci et Af sont des fonctions définies sur U et fi =

g(n'i, \Fi)' Ce changement de coordonnées sera considéré toutes les fois qu'on serait amené

à faire un changement de distribution écran.

3.2. Elément de volume sur une ilnJersurface dégénérée

Proposition 3.2.1 .

S II existe une m -jornie 1] sur M telle eue

(w A 1')) (x) = v:v(x) , x E M,

alors la rn-forme de volume VM sur M est caractérisée par

VM(X) = z(ry)(x)

Preuve

1. Existence de Tl

On peut prendre

TI = l1M((dfl)#"" ,(dfp)#)

(dfi)# est un champ de vecteurs tel que dfi((dh)#) = ~ij' Le champ de vecteurs (dh)#

est obtenu facilement (chapitre 1) pour le cas des métriques non dégénérées. Pour le

cas considéré ici, des métriques dégénérées, on utilise la normalisation de Duggal et

Bejancu donnée par la relation (3.2).

2. Unicté de VM

On suppose qu'il existe TJ et r/ qui vérifient l'équation

W A Tl = \\' A TJ' = vt:



----_._~-

3~

TJ - '7}' = 1\' /\ Î'W 1_ ("1 - 11') = 0,

où 1 est une (m - p)-forme sir M.

Soit X un champ de vecteurs sur M, W(X) = O. Ainsi

alors

,iEléJllent de volume sur une 1l.,?ersurface dégénérée

L'élément de volume VA! est intrinsèque.

"* ". 1
l 1] = z 1] = 'UM·

1,
1

Exemple 3.2.1 .

• On considère l' hypersurface dégin~réc de Monge (M, g) définie p!J.r la relation

f: (R~.g) ~ R.

où

l'st non nulle er.. tout point x E ,\1. Sei! ') ~/'TIP 1-flJrme telle que W 1\ '1 = 1.::: = -d,rD (, dx: /\

d 2 1\ d 3 0 - l' i ( d .j f\ d kiF' F.' 'F' 1r .T. n suppO" e que 1] = () ,Ji: .1'.7, "T, a ors 0123 -r- 10023 - 2n013 T - 3 QCH2 =

M=j-1({O}) alors1
l
1
!
j

1
", ct

(F' )2 _ (-:::')2 -'- (p')2 = 1 F: = fJF
1 - 2 '3 l \ fJx i

\ r • d ' .. 0 F' 1 1 F'd 2 F'd 3\ = J =-'.I.r - '1(.1: - 2:r -'3 x

(3,8)

ou

i : (M. 9 ---+ (lR~, g)

(u 1,u2. u3
f----+ (F(u1,u2,u3),u1,u2,u3)

Comme cas particulier, si on preti:

alors

et

Pour un exemple sur le cône de lumière (voir R. Sachs ct H. Wu [56, pg 1-18]).



T- Al = 8(TMt 1- Rad(TM)".

On a alors la décomposition duale de la relation (3.1)
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(3.9)O(X) = g(N, X).

Remarque 3.3.1 .

puisque S(TM) est non dégénérée, alors pour tout x E !If la restriction hx de gx sur S(TxJ~1)

est 1:01: dégénérù. Ainsi pour tout X E r(S(T.H)), h(>:, X) i- O.

On pe~.: définir l'isomorphisme donnant la construction de S(TM)*

On montre que (J est une section de Ro.d(TMt, duale algébrique de Rad(TM). C'est à dire

0(0 = l, e(X) = 0, pour tout autre X E r(TAl). Si U' est un autre ouvert d'intersection

avec U non vide, alors d'après la relation (3.3) on a (J' = 0:- 18.

Soit (M, g, S(TM)) une hypersurface dégénérée d'une variété semi-riemannienne i»: gJ
de dimension (r» + 2). Considérons la relation (3.2), on définit sur U une l-Iorme 0 par

3.3 Algèbre des formes différentielles sur les hypersurfaces dégénérées

3.3. Algèbre des formes différentielles sur les ilypersurfaces dégénérées

b : S(TI.\fi S(Tr.l!)*

X f-~ Xb=I,(X,.).

On peut construire ainsi l'algèbre des [ormes différentielles sur S(T i\f) ,

On note nk(S(T.\f)), l'ensemble des k-formes de S(TM) définie sur M comme suit

Q: 1----+ Ka = 0: - e1\ -[(o:,

On désigne par 0." S(TAf) l'algèbre graduée des formes différentielles sur S(TM)

( 0:(S(TM)) = UO::ok::onS1k(S(TAf))) ,

L'algèbre graduée 0:(M) se décompose sur M comme suit

0- Al = no S(TAf) 60;jZ (3.10)

où n~z = {B /\/3: (3 E nk-IS(TM)}.

Alors n~z == Ok-IS(T!If), ct O~z := {O} Vk ~ 1.

Notons aussi ft l'extension de ft sur l'algèbre graduée n'S(TM) et définissons sur O~Z, une

forme bilinéaire p par

p(o:, (3) '- h(i{o:, i ç(3 ) Q, {3 E O~Z k ~ 2.

p(0:, {3) '- i{o:i{(3 a, {3 E o,1,Z.

(3.11)

(3.12 )



3.3. Algèbre des formes différentielles sur les hypersurfaces dégénérées

Sur les formes à support compact de O' (M), nous définissons le produit scalaire.
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(3.13)

OÙ 1f' : OkAl ---+ nk ,2 . Si SeT1\/) est riemannien alors le produit scalaire (.,.) est défini

positif.

Définissonssur SeTM) l'opérateur différentiel. dST(M) comme restriction de la différentielle

extérieure d à S(TM).

é(TJf) : 0..kS(T .\! ) ----+ nk+lS(TM)

Cl .....- da - () 1\ it;da
(3.14) ..

Proposition 3.3.1 Si S(TM) est une (hsfriblltion intégrabLe alors La difj'ércnticlic extérieure

dST(M) , vérifie

Lemme 3.3.1 .

La distribution S(T:\I) est intéqroble si (' seulemen: 51

,if) = O. ou dfJ = e1\ ~:

oit 'Y est une 1-forme sur S(TAf).

Preuve de la proposition 3.3.1

Un calcul direct donne

éT(M) 0 éT(Af) (a) = dST(M) (éT(lIf)a)

= -de 1\ ieda + () 1\ iedB 1\ iedo:

D'après le lemme 3.3.1, on a dST(.\f) 0 d~T(.\l) = O.

Lemme 3.3.2 [21/.

Toute hypersurface dégénérée de ~~, admet une distribution écran ùitéçroble.

Remarque 3.3.2 .

Si la distribution SeTM) est intégrabLE. alors Le couple (O-(S(T M)), dS(TM)) constitue un

complexe, nommé complexe "écran" de de Rham.
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3.4 Opérateur de type star de Hodge sur une hypersurface dégénérée

Soit (M, g) une variété serni-riemannienne orientée de dimension (m + 2). On rappelle

que l'opératur star de Hodge, ..".H est un opérateur linéaire sur n*(M) qui à toute p-forme

de M, associe une (m + 2 - p).forme. Cet opérateur peut se définir localement. Mais il est

indépendant du choix du système de coordonnées. Son carré,

est plus ou moins l'identité. L 'entier q est le nombre de signe négatif dans l'expression locale

de la métrique g.

Proposition 3.4.1

Soit (M. g) une variété semi- riemannienne orientée. Alors l 'hype7·surface dégénérée (M, g,S(TM))

de (ft.!.g) est orientée. Si t'TI est l'élément de volume sur (M,g) alors V.u = i.vt'IJ est l'

élément de volume sur ,\{.

Preuve

On considère un système dl' repere pseudo-orthonormé {.\',~. \Tl ..... \lm} sur li! et son dual

{&.6',e 1, .... gm}. où &(S) = 1. ek(\j) = rSk j et tel que ie svsrème {l/i, .... \~} "oit. ortho­

normal de S(T.\fî. :\ou~ avc:» .1.101'::: l élément de volume sur (.\J. Yi qui donne

é : e \ Di /\ 'IJTT>l::r= .\ 1 U ... /\V

et

i N 'l1ï = e/\ el /\ ... /\ gm = e1\ el r. *5g1.

Cette égalité est indépende du choix de la distribution écran S(Tl\!I). 0

La restriction h, de 9 sur la distribution écran étant non dégénérée et en tenant compte

de l'orientation sur ft.!, alors on pourra utiliser les éléments de l'inverse de h pour définir sur

la distribution écran, un opérateur star noté *5 par

a I-----t ....
5 a

tel que 01\ a 1\*$0 soit élément de volume sur M : pour a, /3 E nk(S(TM)),

éJ l\o.l\*5{j = h(o.,P)VM' (3.15)

Théorème 3.4.1 .

(3.16)
i€a = 0

Bl\o=O

Soit (M,g,S(T.\f)) une hypersurface dégénérée d'une variété semi-riemonïuentie M. L'

opérateur de type star de Hodqe «. est donné sur /If par

{
*a = (-l)lce 1\ *$0. Va E nk M et

*a = *"1€0 VA E nk.H et
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preuve

La relation (3.16) peut s'écrire sous la forme

{
i(*o.) = (-ll'" *5 a 'Va E o.kA!

*0. = *5i(o. 'Va E o.kAf

Il suffit de montrer que

et i(o. = 0

et 01\0. = 0
(3.17)

a 1\ */3 = (h(7fo.,7f{3) + p(7f'cc,7f'{3))VM

Eu effet

• Si a une /':-forme de M telle que e1\ cc = O. Alors

a 1\ *0. = a 1\ *51:{ a

= fi /\ i{o.1\ *5i{o.

= h(i{o., i{o.)l'A[

= p(a,o:)vM

• Si a une k-forme de .H telle que i{a = 0 alors

(3.18)

a 1\ 1<"0:

= 1I(0.0:)1.'.\[

d'où le ré-ult at. 0

Proposition 3.4.2 Ces opérateurs vérifien: les relations d'identités suivantes

1 l)k(m+l) I
\ - nk(S(TM))

(-1) knl
n kM '

Preuve

La relation (3.19) est une conséquence directe, de la définition de *5.

• Soit 0: E Ç1k ~\1 telle que i{o = O. Alors

**0. (_1)k *(0 1\*50:)

(-1)k *5 *50:

(_1)k+k(m-k)a.

• Soit 0: E nk M telle que 01\0. = 0, alors

**0. *(*Si{(o:))

_ (_l)m-k+lg 1\ *S *5 i(o.)

(_1)(m-k+l)+(k-I)(m-k+l)O 1\ i((o:)

(-1 )k(m-k+l) (0:).0

(3.19)

(3.20)
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L'opérateur de type star de Hodge Ile dépend pas cl'un système de coordonnées particulier.

En effet, Soit U et U' deux voisinages ouverts tels que U' nU =1= 0. On leur associe respecti­

vement les bases de Duggal et Bejancu {N, 0 et {N', Ç'} liées par les relations suivantes :

(= ).ç (3.21)

On note *" et ;$ les opérateurs star sur S(TM) associés à U et U' respectivement. Soit

a E nkM

On suppose que i,o = iç/Q = 0, alors

Si R' /\ 0: = ).() /\ 0: = 0, alors il existe une (k - l j-forrne v telle que

ct = (J'.' Il

ainsi

-.:0: = -'\-' ~ = ,\ ,," LJ = À -1< & fi LJ = -.:ü.

Exemple 3.4.1

Soit .U une hypersuface de Monge èégénérée de Et donnée par l'équation: xO= F(:r1, r 2 , x3),

où F est définie dans l'exemple (3.2.1), précédent. Alors T AIl- = Rad(TM) est engendré
3

a ~ F' a 'FI er
par ç = oxo + L...J Qoro ou Q= ox

Q
'

0=1

Puisque M est une hypersurface o0génc'réc, (1- (F~)2)2 i= O. Le fibré écran S(TM) est alors

engendré par {WI , W2} avec

L'expression de 0 est donnée par

(3.22)

soit



4·1

(3.23)

(3.24)

* 1 1 {F~du l - F{ du3 }
(l - (F~)2) 2

1 1 {F~d1l2 /\ du3 - F{dul /\ du2}
(1 - (F~)2) 2

= -e:\ g2

=

1 { F.'du 1 _ F' du3 }
(1 - (F~)2)~ 3 1

1 1 {-F;F~d1Ll + (1 - (F~)'2)d1l2 _ F~F~d1l3}
(1 - (F~)2)2 -

Dé même,

En coordonnées locales on obtient

Un calcul facile donne

*e - *{F{du1 + F~du2 + F~d1l3}

= F;du2
/\ du3 + F~d1l3 /\ du' - F;du' /\ du2

= gl(\,{J2.

et

· 3.4. Opérateur de type star de Hodge sur une hypersurface dégénérée

#

i On montre facilement que

.~

1Ainsi,
'!
l

l ct en coordonnées locales on a

f
l
.'11
li

il
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1h. La codifférentielle sur une lJypersurface dégénérée
1
~

ls La codifférentielle sur une hypersurface dégénérée
1

-15

1 La codifférentielle 8 est un opérateur linéaire du I'" ordre qui diminue le dégré de la
l

}rnle différentielle d'une unité.

8 : npu ---+ f2 P - 1lU

",,' ---+ 8,..: = (-1 )(m+2)(p+l)+5+1 * d * w

1 Dans la suite, on supposera S(TAI' intégrable mais l'expression de la codifférentielle
l
iuh'ante est donnée pour un S(T.H) quelconque.
1

proposition 3.5.1 .

kJn suppose que (Iv!. 9, 8(T M)) es: 1J.ne i.upersuriace dégénérée et fermée. D'après le lemme
\~

13.3.1, la codifJérentielle sur S(TA!) est donnée par l'expression suivante

St

St

dO E 0:(S(TM))

dO = 0 /\,

OÙ~: est I-forme sur S(TAf) et Lest 11'r champ de vecteurs tel que 1'(L) = 1

Preuve

Soient Q E Qk-l,\[ et (3 E nk .\1. :~ous a','OIlS

(dS(™l0., a) = r e/\ é(TM)O' /\ *5(3
lu

de- 1\ Q /\ *5{3 - 0 /\ dS(TM) (a /\ *5(3)

d;' 1\ Q /\ *5(3 - e/\ dS(TM)Q/\ *5(3

+ _l)m(k-l)o /\ 0' /\ *5*5é(TM)*5(3.

La preuve va se faire en deux été.les :

1. Si dO E ftS(TM) alors

(3.26)

et

Si Ar est fermée, on a

rO/\é(™l n / *'.[J
lM

- r e/\ dS(TM)Q/\ *s{3
lM

+( _1)nt(k-l) lM e/\ 0' /\ *5*SdS(TM)*s(3.

...:-(_ l)"'(k-l) r O/\a/\*s*sé(TM)*SfJ.

lu



Proposition 3.5.2 .

La codifférentielle, sur une hypersurface dégénérée et fermée (AJ,g, S(TM)), d'une variété

lorentzienne, est donnée par

~5' La codifférentielle sur une hvpersurface dégéoérée
~,;

Ainsi

(d S(TM)o:,{3) (_1)m(k-l) re/\o:/\*s*sdS(TM)*s{3

lM
= (0:, (_l)m(k-l)*sdS(TM)*s {3).

et

r _ (_l)m(k-l)+l*sdS(TM)*s(JS(T.\f) - .

2. Si de E n* Z, alors de = 0/\ r et

d(O/\o:/\*S{3) = de/\o:/\*s{3-o/\é(TM)o:/\*s{3

+( _l)m(k-l)e /\ 0: /\ *s*sdS(T.M)*s (3'

- -0/\ dS(TM)0: /\ *S{3 + e /\ 0' /\ *s(iL{3)

+( _l)m(k-l)o /\ 0: /\ *s*sdS(TM)*s{3.

En intégrant, on a

où

f _ ( l)m(k-i)+l*sdS(TM) s + ;(JS(T.\[) - - "* <L

et

pour toute k- forme de nk(M).

Preuve

Soit 0: E nk-1(M) et {3 E nk(M)

(da,~) = Jda /\ *{3.

Mais

d(o:/\*{3) = dal\*{3+(-1)k-10:I\d*{3

= dO:I\*{3+(-l)(m-l)(k-l)o:/\**d*{3

..J.G

(3.27)



La codifférentielle sur une hypersurface dégénérée

1d(o: 1\ *13)
u

1-------------"
-li

= 1do: 1\ *f3+ (_l)(m-l)(k-l) r Cl 1\ * * d * f3.
Al JA!

Ainsi,

et

r d(a) 1\ *(3)lM

oÙ

(do:,f3) = (o,c5t3)

rSf3 = (-1 )(m-l)(k-l)+l "'" d * (3. 0

L'expression de la codifférentielle, sur une hypersurface dégénérée et fermée d'une variété

semi-riemannienne (lU. 9) d'indice s, est donnée par

(3.28)

Cette relation reste vraie dans le cas où la distribution écran est non intégrable.

Remarque 3.5.1 .

II existe deu: principtiur intérêts c la détermination de 10 codifférentielle sur les hypersurfaces

diqénérées Le premier est qu'elle permet d 'obtenir l'opérateur de Laplace Beltrami,

6. = do 8 - 80 d. Ce dernier permet en particulier d' établir un lien entre la topologie et la

géométrie de l' hypersurface dégénérée comme dans le cas non dégénéré. Le second intérêt

est son application en électromagnétique. On établi: la seconde équation de Maxwell rSF = O.

Duggal et Bejancu avaient déterminé la forme électromagn étique induite sur l' hypersurface

dé.générée et ils établissent la première équation de Maxwell, dF = 0 (21, p.248) où F est la

2-forme électromagnétique induite.

3.5.1 La codifférentielle en coordonnées locales

Soit (M, 9, S(TAt)) une hypersurface dégénérée d'une variété semi-riemannienne (M, 9)

de dimension (T'1 + 2) et {\~, i = 0, ... , m} lJ11 système de coordonnées pseudo-orthonormées

adapté sur Al tel que Vo = ç et tel qu'il existe une connexion "V à torsion nulle, sur M

vérifiant pour tout p E M

V'vYj(p) = 0 Vi,j = 0, ... ,m. (3.29)

On associe au système {V;,i = 0, ... ,m}, le système dual {Bi,i = 0, ... , m} avec BO = e.
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proposition 3.5.3 .

En coordonnées locales la différentielle eztérieure et la codifJére71tielle sur" S(T M) et .'1 sont

respectivement données par les expressions suirant~s.

dS(TM) = (JÎ /\ vv, i = 1, ... ,m (3.30)

Î 8S(TM ) = -hkiiv;\7Ilk , si dO = 0 (3.31)

1 oùj,k = 1, .. . ,m et hki sont les éléments de la matrice inverse associée à li,
~

k=O, ...• m.

j,k=l, ...• m
(3.32)

t

1
1

1
4
1
1
4

l
4
l

1
1
!
{
l

Preuve

Soit 0: E D,k(S(T!If)), alors dS(TM)o: E D,k-l(S(T.M)) et

k

dS(TM)a("'il" .. , \!;k) = I) -1)'\!;la("'i
1

, · ... \i1, ... , \!;k)
1

OÙ \~l' ... , Vi k E {\Il ... ·, Vm } et dS(T·\[)O = 2:~~1 Bi /\ 'Vv,

La relation (3.31) vient du développement de la relation (3.2.5). Dans la relation (3.32) la

première équation est équivalente à (3.30 .

Pou la deuxième. supposons 0 E Ok(M). D'après la décornp osi t ion (3.10), deux cas se

présentent :

• si 0: E Ok(S(T;\f)) alors,

= c*d«-1)kB/\*5o

= (-1)kéyB/\d~(TM)*50:

= (- lYé yS dS'T.'.!) *5 0:

= (_1)k(_1)(m+ll(k+l1 *5 dS(TM) *5 Q

= (_1)m(k-l)+1*'d S (TM)*5a

= 8S (T M )O .

• Si 0: E n-z alors,

80: = e *d*o

= E:*d*5ivoQ)

E: * (dS(TM) *5 iVoQ) + E: * (B /\ ivod *5 iVoQ)

c( _l)m-ke /\ *5dS(TM) *3 ivo + C *5 i\"od *5 ivoo:.



3.6. Application de l'opérateur de type star de Hodge en électromagnétisme

En utilisant l'expression de d,

80. = (-1 )(m+l)(k+11+(m-k)8 f\ *5dS(TM) *5 aivO+

+ (_ l , (m + l )(k+ l ) *5 U~ ....5 il' ()
J • 'U .• () .

= (_1) mk8 f\ *5dS (T M ) *5 i vO- (_1)(m+l)(k+l)+(m+l)(k+l)i\.0 \7\'0 0

= -8/\ 8s (T M )i \ Qu - i\·o \7vou

d'après la relation (3.31), on obtient

·19

j, k = 1 .... 171.0

Comme conséquence des relations (3.30). (3.31) et (3.31),. ~n a

Proposition 3.5.4 .

Les expressions locales des opérateurs de Laplace Beltrami de la distribution écran et de

l'hypersurface dégénérée sont données respectivement par

\ S(TH) hkjn n hkj {Ji . R"-.l. • = - v\' v V - u /\ t\· \'V .k ] ) ir ). i, j.]: = 1, ... , m

i, J. l: = O..... m

(3.33)

00 0' O' kj hk j k' loùg =1 etg'= pourt=l, ... ,m et q = ,',)= .... ,m

On en déduit facilement la métrique pseudo-inverse obtenue dans [3].

Remarque 3.5.2 .

L'opérateur t,..H est un opérateur elliptique sur l' hypersurface dégénérée d'une variété lo­

rentzienne. L'opérateur DoS(T.U) est aussi d liptique. Si S(TAI) est une distribution intégrable

alors f::,S(TM) est un laplacien riemannien sur chaque feuille de S(TM).

Application de l'opérateur de type star de Hodge en électromagnétisme

Dans cette section, on applique l'opérateur de type star de Hodge à travers la co­

différentielle à certaines classes de champs électromagnétiques pour obtenir les équations de

Maxwell qui viennent complèter celles obtenues par Duggal-Bejancu [21, p.248J. Ces derniers

ont étudié les hypersurfaces dégénérées invariantes sur lesquelles les champs électromagnétiques

singuliers et non singuliers induits existent. Ils montrent que ces champs, existent si et seule­

ment si l'hypersurface dégénérée est totalement géodésique et que ces champs sont fermés. La

l,'\'
~



-~
"j!deuxième équation à déterminer qui est la cofcnncturc du champ électromagnétique. vient

1de l'existence de l'opérateur de type star de Hodge sur les hypersurfaces dégénérées.
Cf

~ 'Le champ électromagnétique non singulier induit est donné par l'expression
1

r
'-if
1
j
J3.6. Application de l'opérateur de type star de Hodge en électromagnétisme
t

50

(3.35)
,

iOÙ À est une fonction lisse liée au champ scalaire de Maxwell [21].
,~

1Théorème 3.6.1 .

Soit (M, g, S(TM), F) une hypers'urface dégénérée d'une variété d'espace-temps (M. g, F)

de dimension 4 où F est un champ électromagnétique non singulier de At et F un champ

électromagnétique non singulier induit sur M. On suppose que la distribution écran, S(TM)..
f est intégrable et que la connexion de Levi-civita V' induite sur M est métrique. Alors, il

existe une 1-forme K. sur M telle que

1 1. V' 01 = K.( X)B2t X ..
1
1 2. V'x02 = -K.(X)t11

i 3. yxeO = 0
!
~ pour tout X E r(TM':
j

Preuve

Soit {Ç,VI . \ 2} un système de coordonnées pseudo-orthonormées sur !II et {8°,81,82 } le

système dual. Alors pour tout X E r(T!II) il existe une fonction lisse K:(X) telle que

1. V'XVI = -K.(X)\2

2. V'xV2 = K(X)VI

3. V'xç = 0

(Voir théorème 3.1 [21] p. 248). Ainsi en applicant ces relations au système dual, on a le

résultat. 0

Corollaire 3.6.1

Sous les conditions du théorème,

dF = 0 si ç.(À) = O.

En particulier si À = constant alors l'équation de Maxwell est satisfaite.

(3.36)

Théorème 3.6.2 .

Soit (M,g,S(TM), F) une hypersurface dégénérée d'un espace-temps (M,9, F) de dimension

4 où F est un champ électromagnétique non singulier de !vi et F un champ électromagnétique

non singulier induit sur M. Alors

ci * F - 0 (Jflf F = 0) (3.37)



Soit

3.7. Formes harmoniques

JO: preuve.s

On a

51

*F = )..()O

et

D'après le théorème 3.6.1

Corollaire 3.6.2 .

Les équations de Maxwell, pour les champs élctromagnétiques induits,

sont obtenues pour les valeurs de ).. constantes.

(3.38)

Duggal et Bejancu montrent que la condition X constante est satisfaire pour la classe des

variétés d'espace-temps homogènes qui admettent des champs électromagnétiques non sin­

guliers.

3.7 Formes harmoniques

Nous voulons ici déterminer les formes harmoniques sur les hypersurfaces dégénérées

. (.H, g, S(T.U)) et son représentant dans la classe de cohomologie correspondante.

Rappelons le U- produit (3.13) défini sur les hypersurfaces dégénérées compactes.

(0:,3) = r (h(;;cx,1f/3) + p(7f'a,7f'f3)) * 1lM
- lM 0 f\ *f3

Théorème 3.7.1

Soit (Al, g, S(TM)) une hypersurface compacte d'une variété lorentzienne orientée et 0: une

k-formc sur AJ, alors

,6.0: = 0 {:=> do: = 0 et 80: = 0 (3.39)



3. ï. Formes Iuumoniqnes

preuve

Soit a une k-forme harmonique, fJ.a = 0 alors

(fJ.a. a) = 0

«d8 + 8d)a. a) 0

(d60, 0) + (8da. 0) = 0

(ba,iSa) + (da. da) O.

Puisque le produit (.,.) est défini positif, on a 6a = 0 et da = O. 0

Corollaire 3.7.1 .

La 2-forme électromagnétique induite Fest harmoniqu.e.

La preuve vient de la relation (3.38)

52

Remarque 3.7.1 .

Soit (M, 9, S(TM)) une hypersurface compacte d'une variété lorentzienne orientée. Alors

0.~ (-'1) se décompose comme suit

(3.-10)

où Harmk(M) est l'ensemble des <-jormes harmoniques .\/.

Ain si

1. Harnl(M) est de dimensior; finie.

2. Chaque classe de cohomoloqie de Hk(M) (0 ~ t: ~ n = dim(M)) contient précisément

une k-forme harmonique.

3. dimHarmk(M) = dimHk(M) = Ok où bic est le kiem e nombre de Betti et la ca­

ractéristique d'Euler XP!), est donnée paT' X(}\f) = L(-l)kbk .

4. Soit (M, 9, 8(TM)) une hypusurface dégénén!.cferrnét de dimension (2m + 1) d'une

variété lorentzienne orientée. Alors X(M) == 0

La. preuve des différents points de la remarque vient des équations (3.39),(3..!O) et résulte de
la dualité de Poincaré

Hk:.(lIf) X H(2m+l}-k(M) -+ IR

([0],[{3]) f----> j a/\~ .
.\1

où Q, {3 sont des représentants des classes de cohomologie [a], [{:i] respectivement. Cette

application est bien définie. Donc dimHk(M) = dimH2m+l-k(M) = b
k

• Par conséquent

xt/lf) = L:(-l)kbk = 0

Comme exemple, le cône de lumière, hypersurface de Rî,,+2 a sa caractéristique cl' Euler
nulle.
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Théorème 3.7.2 .

[/ fi 'existe pas d 'hypersurface de .',[ange dégénérée et compacte sans bord de JR~ qui soit

minimale.

Preuve

On suppose qu'il existe sur 1R~ une hypersurface de Monge, (M 3
, g, SeTM)) compacte définie

par l'exemple (3.2.1). Si l'immersion

f: (M3,g.S(TM)) -- JR4
1

(ul . U: . U3 ) f---t (F(u l
, e,u3

) , u l
, u2

, u3
)

minimale' alors la fonction

F:M3 -- IR

(uJ
, U

2
, U

3
) f---t F( u l

1 u2
, u3

)

est harmonique (Pour les calculs Y0Ïr [21) Théorème 7.1 p. 131 ). D'après le théorème 3.7.1,

~F = 0 implique dF = O. Ce qui contredit la relation (3.8) et le fait que eO = dF est non

nulle partout.

Remarque 3.7.2

Puieque la forme bilinéaire (.,.) est. non dégénérée, il est possible de faire une extension

dé cette forme bilinéaire pour défnir les normes de Sobolev [31J, pour les hypersurfaces

dtgénérées.



3. Le bord isotrope ô M est constitué de deux parties disjointes ô M + et aM - qui sont

(chacune) homéomorphes à R x 52. Le bord aAl+ borde lE au fut ure et aM - borde

Al au passé.

r
1
!
1
1
'1

1
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!THÉORÈME DE LA DIVERGENCE POUR LES

1VARIÉTÉS SEMI-:-RIEMANNIENNES@
, / / / /

BORDS DEGENERES

1
l L'un des domaines de la recherche, en rélativité générale, est l'étude des systèmes isolés
1,
it
l tels que le soleil, les étoiles et notre univers.
#

i Il est bien établi qu'on peut avoir une bonne compréhension de ces systèmes isolés si on
l
~

1se refere à la géométrie des espace-temps qui sont asyrnptôtiquement plats, C'est-à-dire à
f
, une grande distance du centre, la rr.étrique d'un tel système est de Minkwoski. La solution

(équation d'Einstein) de Reissner-Xordstrom, (M, g) en est un example avec

.1

~,

j' où m. E et r sont la masse, la charge et le rayon entre le centre et le bord de M. Le quadruplet

î (t, r, e, 9) constitue un système de coordonnées locales.
,l

Dans l'étude de ces variétés d'espace-ternps asymptôtiquement plats ( scindées en deux

classes, les bornées et les non bornées), Penrose [45, 46] donnent les résultats suivants :.

1. Si AT satisfait aux équations J'Einstein jusqu'à rentame du bord aM, alors aM est

de type isotrope. De plus si la matière est présente près du bord aM alors l'énergie au

repos est nulle.

2. Si le tenseur de Weyl est nul sur aM, alors M est asymptôtiquement plate.

1

1
i Ainsi ces résultats montrent l'existence du bord dégénéré considéré comme hypersurface

1 dégénéré de M.

~



Le vecteur No est appelé vecteur tr ansversc dans le cas de la surface dégénérée aMo.
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(4.1)

sur aM+

sur eu:
sur aMo

aM+ - {PEaM,91_.l>O}
8Mp

aM_ = {p E aM,91_.l < ü}
8M p

aMo = {p E aM,9j _.l est dégénérée}.
, . 8Mp

!
1La'normale sortante N de la surface est donnée par:
i,

Lemme 4.1.1 .

Soit (M,g) une variété pseudo-rienannienne orientée et'lJM son élément de t'olume clors le

bord aM est orienté et son élémen: de volume est donné par 7J = iNt'M.

Lemme 4.1.2 .

Soient (M,9) une variété pseudo-riemannienne orientée, 'lJM son volume avec bord aM et

soit X un champ de vecteurs de :\1 à support compact. Alors

~ div (X)t.'M = ~ d.iracei X @ vxr)) = r_trace(X e vrr). ' (4,2)hl IX! JaM

.1. Théorème de la divergence diu: champ de vecteurs

4.1 Théorème de la diVergenc~~;:e vecteurs
j

1 Soit (M, 9) une variété semi-riemannienne orientée connexe avec un bord aM. On pose

Il'M := aM . Alors If! bord M est une hypersurface de M. Dans cette partie 'nous allons établir

•• les formules traduisant le théorème de la divergence en semi-riemannien tout en mettant un

t8ccent particulier sur le cas des variétés au:'( bords dégénérés.

l _

l'.'.Définition 4.1.1 Soient aM+, e»: et aM0 les régions de aM où les vecteurs normaux

sont respectivement de type espace. temps et lumière,
j
1

ILe bord aM est vu comme la réun.on de aJI+, aM _ et aMo

)

Preuve

On suppose que (M, g) une variété semi-riemannienne de dimension m et {Vi: i = 1, . , . , 77l}

un système de repères sur M. Ce système peut contenir des champs vecteurs isotropes [21],
Alors nous avons

div(X)1JM = Lxt'M

= dix~M

d(gkig(X, \ldivJ 1JM) car X = gkjg(X, \tk)\tj

= d(trace(X 01JAT))'O
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éorème 4.1.1 .

oient (M, 9) une variété semi-riemannienne avec bord aM et X un champ de vecteurs sur

à support compact, alors

r div(X)1JM = (_ g(X, N+)7]+ - r_ g(X, N_)7]- + r_g(X, 0710 (4.3)
! ll.! J8M+ Jalo1- laMo
î
;

loù f/± = iN±1J}J, 7]0 = iNo'!JM et ç est telle que g(ç, No) = 1
j
1

- gkig(X, Vd iv
i VX7

= gkig(X, Vk)rli

trace(X ~ v:V-)

1

!
p r euve

.. On considère le système de repères {~, i = l, ... ,m.} pseudo-orthonormé. On a alors
j

1
1

j

JAinsi
~
$

trace(X 69 vM-)lôM = trace(X 0 t'M),ôM+ + trace(X 691lM),aloL

+trace(X 691lM)lôMo

= g(X, N+)7]+ - g(X, N_)T/- + g(X, ç)T/O

Ceci est du au fait que si Vk = N+ alors gik = ~ik, si Vk = N_ alors gik = -~ik et si Vk = No

alors "J = ç et v: = g(No,ç) = 1.

D'après le lemme 4.1.2 et la proposition 3.4.1, on a

{ div(X)lJ}J =

OÙ E(O,l) = l, ~-l = -l, i. k = -1,0,1 et \1(-1,1) = N(-l,l) et Vo = ç.
D'où le résultat. 0

Corollaire 4.1.1

Soit (M,g) une variété semi-riemannienne avec bord aM et X un champ de vecteurs sur M

à support compact. On suppose satisfaite l'une des conditions suivantes

1. aM0 est de mesure nulle dans aM

2. X est tangent à ô M en tout point de aMo

Alors

(4.4)
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(4.5)

Corollaire 4.1.2 .

Soit (Af,g) unt val~iélé semi-riemaunietnu: û'Vcc bord aAI et X un champ de vecteurs sur !If

à support compact. Si l'une des conditions suivantes

• X est tangent à aM aux points de âM+ et aM_,

• aM+ = âM_ =0,

est vérifiée, alors

1 Exemple 4.1.1 .

1
Soit M = 51 x [-1,1] avec la métrique

; 9= ~[dB ® dt + dt 1&> dB] +.(1 - t)dB ® dO où 0 est une coordonnée polaire de SI, t E [-1,1]

·"1' aM: (S' x {Il) U (Si x {-Il) ost dégénéré c'est-à-dire aM =aM,
Soit X = t

â

a
et 1JM = -~de /\ dt, alors ~ divX'lJ}f = 211"

t 2 l;..;
1 1 e
ï On a 7]0 ;:=. idB et ~ = âB alors

{ _ g(X, ~)7]0 = { g(X. 0170 - { g(X, 0170 = 211"
JaMo JS1X{1} JS1Xl-1}

Exemple 4.1.2 .

Soit (M. g) une variété de Minkvwski de dimension 3 telle que le bord ô M est défini par

! .r = F(y. z) où F est une fonction de classe ex: telle que (F~)2 + (F~f = 1 (F~ = ~~) .

. Alors il existe une submersion f telle que J-l(O) = âM. La fonction J : AI -+ 1Ft est donnée

i par la relation f(x, y, z) = x - F(y, z) et df = -d:r + F~dy + F;dz =1= O. On constate que le
l

, bord aM est dégénéré (âM = aM']).
v - ~ _~ F'~ ,~) c _ a .i, ,'8 1~
1 0 - 2( ax + y ây + Fzaz et.., - ax ' Fy oy + Fz8z
constituent la base de D1}.ggnl-Rejr.nr.lI. . On a L'élément de surface du bord qui donne,

17 = i·[-~(dY /\ dz + F~dx /\ d: - F~dx 1\ dy)] = du1 1\ du2

où i est l'immersion

i('l?,u2
) = (F(1.1 1,u2),u1,u2

) .

Le champ de vecteurs X = (Xl, ),,'2, X 3 ) est à support compact sur M et

{ div(X)VM = ( d(X ldy r; dz) + ( d(X2dz /\ dx) ( d(X3dx /\ dy)
JM JAl JM JM

= ( i"(X ldy /\ dz + X 2dz /\ dx + X 3dx A dy)
JaMo

= { (Xl - X 2 Fy - X 3 Fz) 0 i du1du2

JaMo
= { g(X,O"i:



4.2. Théorème de la divergence pour un champ de (0, 2)-tenseurs symétriques 58

4.2 Théorème de la divergence pour un champ de (0,2)-tenseurs

symétriques

Dans cette partie nous allons étendre le théorème dé la divergence aux champs des (0,2)­

tenseurs symétriques sur une variété semi-riemannienne à bord (dégénéré ou non). Ce travail

généralise le lemme 2.3 de J. P. Ezin [24].
Soit T un champ de (0, 2)-tenseurs symétriques sur (/II,9), la divergence de T est une I-forme

telle que pour tout X E r(TM) on a

Lemme 4.2.1 .

Soit T un champ de (0, 2)-tenseurs symétriques sur !Il alors

divT(X) = dit'[(TX)~l- ~9(LXg, T) (4.6)

Preuve

On considère un système de repères {Vj, j = 1, ... , n}. Pour des raisons de simplification

du calcul, on suppose que les vecteurs \tj sont parallèles (V'Vj. = 0, j = 1, ... ,n)

dir(T)(X) = gki(V"i:T)(X, Vj)

= ?/i[V',JT(X, Vj)) - T(\J,·"X, Vi) - T(X, V'vk Vi)

gkjV'V, (T(X, Vj)) - gkjg'ffig(V'VkX, \!l)T(Vj, Vm )

gkJ V'Vk (T(X, Vj)) - ~g(T, Lxg)

= gkiV'v.(g((TX)=, Vj)) - ~g(T, Lxg)

or dit'[(TX)=] = gki \7 Vkg((TX);, Vj), d'où le résultat 0

Proposition 4.2.1 .

Soit (.\1,9) une variété serni-rternunntenne orientée de volume t'M et de bord aM orienté.

Soient T un champ dl! (0, 2)-tense!!r~ ~'!1mp.triqul".s et X un champ de vecteurs alors

~ div(T)vxr + -2
1

~g(T, Lxg)VJJ = r_tracereTX)= ® t'MllM lM IBM
Pour la preuve il suffit d'utiliser les relations (4.6) ct(4.2).

(4.7)

!

J

1
1

1
1.

Théorème 4.2.1 .

Soient (M,g) une variété semi-riemannienne à bord et T un champ de (0,2)-tenseurs

symétriques sur 111. Alors

~ div(T)'lfM + ~ ~g(T, Lx g)t7:i = {~ T(X, N+b+-hl 2 h4 lsu,
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- {_ T(X, N_)1]- + (_ T(X,ç)1]o (4.8)
t hM_ h~

JLa preuve vient de l'équation (4:7) et du théorème 4.1.1,
jExemple 4.2.1 .

JSi T =9 alors dit'g = 0 et g(g, Lxg) = 2d-iv(X) donc de (4.8), on obtient
~

! '-divXtlM = l: g(X, N+)1]+ - l: g(X, N_)1]- + l: g(X, ç)1]o
1 lM 1a.\1+ lou: laMo
i
1
1!4.3 Quelques conséquences du théorème de la divergence

(4.9)

+

= {_ g(r.p\JtJ; -1f;\J y , N+)1]+
l8M+

l. g(r.p\J7/; -7/;vY1N_)1]­
la!lL

r_ g(r;;v~' - wV<p,E,)1]o
laMa

Soient (M, 9) une variété semi-riemannienne à bord, T un (0, 2)-tenseur symétrique sur

1Al et N la normale sortante selon la relation 4.1.
l

) Si T = lpg et X = 'V1/J alors de (4.8) on obtient le théorème de Green généralisé sur les
l '" ... .! vanetes serm-nemanmennes.
'1

scat _
Si T = Rie - -g, in 2: 3 alors, pour un champ de vecteurs conforme sur 111,

m

l. Lx (scal)V'JJ
J-Xf

2m 1 . scal
= --2 (R:LC - -g)(X,v)1]+

m - aM+ m
2m fa . scal

- -- (R1C - -g)(X,v)1]_
m - 2 eu : m

2m fa seal+ -- (Rie - -g)(X,v)1]o
m - 2 aMo m.

(-1.10)

Si a.H = aMo et X E r(T8M) alors

r Lx(scal)v-g =~ { Rie(X, ç)1]ohf m - 2 lsu, (-1.11 )

\

1 Théorème 4.3.1 .i Il n'existe pas, sur une variété semi-riemannienne de Einstein compacte sans bord à courbure

'j scalaire non nulle, un champ de vecteurs de Killing gmdient non dégénéré.
'~

~ divII~(X) = ~ (-d(61»(X) + Hic('VcI>,X)) 'L'y
.IX! JXf

Le Hessien H't> de la fonction et> nous donne [24]

i Preuve
1
!
Î
!
~



4. Applications GO

'-d(.6.(jJ)(X) = O.hi

'-(-d(.6.o)(X) + Ric('V(jJ,X))v-g = 0,hl'\

~e plus

1

l - ~ '-"9(HO,Lx"9)vg + {_ Ht/J(X,N+)TJ+ - { _ Ht/J(X,N_)T]_
J - lu JûM+ JaM_
1 + { Ht/J(X,ç)7]Q.
1 . JaMOro particulier si X est un champ de vecteurs de Killing et aM = 0, alors

J ( divHt/J(X) = 0
i JM
~insi
~

pane

1 ~1 Ric ('\7 (jJ, X) VAl = O.
!
fSi M est d'Einstein et X = 'V(jJ alors on a fM"9 ('VcjJ, 'VQ),vM = O. Ce qui contredit le fait

;que'l'VcjJl est de signe constant. 0

~

t4.4 Applications
j
l,

i
1 Soit X un champ de vecteurs sur M. Le champ X est dit solenoïdal si divX = 0 et X,
lest dit concirculaire spéciale si Ax ::=: -*(divX)lir(TAf) [58~

lSoiEnt w une (m-1)- forme sur !If. x un élément du bord aM et X a = Va+ÀNx, a = 2, ... , n

1(m - 1) vecteurs linéairement independants sur M où À est une fonction définie sur aM.

~Alors on a
m

1 X ., , "'""""( ')a +l \ ( ) (11 (, V. )w ~ 2"", An) = Wt - L -.l A a W N v 2, ... , va, ... , m

a=2

10Ù Wt = W(V2 , . . . , Vm ) est. la partie tangente de W sur a~\f, .
j •

i lL'.V(V2, ... , Va,' .. , Vm) = w(N, V2 · .. - , \Îa• . . . , Vm) est la partie normale de w et Va signifie
\

jqu'on ote la aiem e composante.

,i

jProposition 4.4.1 [26, 58J.

iSoit M une variété semi-riemannienne orientée avec bord aM et
i -1X E f(TM) à support compact
'f

'-{Ric(X, X) + trace(Ax )2 - (traceAx )2}Vg = {_ i(traceAx-AxX)Vg (4.12)
J~ iBM

i -
JSi X est un vecteur tangent à ô M alors de (4.12), on a
1
r

,-{RiC(X,X)+trace(Ax)2- (traceAx ? }lg- = r_B(X,X)T]iM iaM (4.13)



h m-1 1{Ric(X,X) - --(divXY}Vg = B(X,X)l1
M m aM

ti B est la seconde forme fondamentale de iJM _

,',X est vecteur concirculaire spéciale et tangent à 8M en tout point x E 8A! alors

"i

61

(4.14)

Si X est vecteur concirc.ulaiTt spéciale et transverse à 8!1f en tout point x E 8M alors

h m-l m- 11{Ric(X, X) - --(divX)2}Vg = --- f(divX)l1
hl m m aM

où X = Z' + fl,· avec Z' + f f.,. E [(8M) et f une fonction sur 8M

(4.15)

Ces différentes équations restent vraies dans le cas des variétés semi-riemanniennes aux bords

dégénérés ou' non.

Théorème 4.4.1 [58J.
Soit (M,g) une variété orientée de dimension m (m 2: 2) et soit w une (m -l)-forme de

Killing normale à 8AI .

1. Si pour tout X E r(TM) et pour X' E r(T8M) tous deux à support compact, on a

Ric(X,X) ~ 0 et B(X',X')::; 0, alors \7U' = O.

2. Si pour tout X E r(TM) tt pour X' E f(TBJf) tous deux à support compact, on a

Ric(X,X) ~ 0 et B(X', X') S 0 et s'il existe au moins un point xE Iv! où

Ric(X, X) < 0 alors w ne pr::'rJ.t être que nulle.

Théorème 4.4.2 .

Soit (M, g) une variété lorentzienne orientée de dune nsion m et à bord dégénéré. Si ~ est

un champ de vecteurs isotrope conjorme tel que Ric(ç, Ç) ::; 0 alors ç est parallèle. De plus

il ti'enste pas un tel champ de vecteurs conforme qui satisfait à la condition Ric(ç,Ç) < O.

Preuve

Si X = ç est lin champ clp vecteur isotrope, alors B«( Ç) = 0 (cela vient du fait que la

seconde forme fondamentale d'une hypersurface dégénérée est dégénérée). Puisque ç est un

champ de vecteurs conforme alors

D'après la relation (4.13) on a la contradiction avec la condition Ric(ç,ç) < 0 0

Théorème 4.4.3 .

Soit (M, g) une variété semi-riemannienne orientée de dimension m et à bord dégénéré. Si
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.Ufl duunp de vecteurs concirculaire spécial de norme constante sur ()M 0 et transverse

8Mo en tout point, alors

~ Ric(X, X)VM ~ 0h,

. uve

"t XE f(TM) concirculaire spécial à support compact et transverse au bord BMo· On a

la relation (4.16),

h m-l m-ll{Ric(X, X) - -.-(divX)2}vM = --- f(divX)TJ
M Tll TH 8Mo

~ X = Z' + f N , Z' E r(BM). Comme f une fonction constante sur B1I1, alors

i!o!o f(divX)1J = O. 0

Corollaire 4.4.1

nn'existe pas sur une variété serr.i-riemannienne d'Einstein (M, g), un champ de cecieurs

concirculaire special de type temps et de norme contante sur aM.

1L. preuve vient de théorème 4.4.3

1

j
1

l
!

j
"

•,
~1
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ICHAPITRE 5
1
~.

i /

IREDUCTION DE LA CODIMENSION DES
~

i / / / / / /

JSOUS-VARIETES DEGENEREES
1--------------------------------------

Une généralisation du travail de Gauss en géométrie différentielle est l'étude de sous­

1variété Mm définie par des immersion isométrique, f : Mm -----t Mm+n de codimension

j arbitraire n, d'une variété M'"?" llt: dimension (m + n). De nombreuses extensions de ce
l

j travail ont été éffectuées [6, 18, 21] . Parmi ces travaux on peut citer la réduction de la

j codimension des sous-variétés [2. 23, 60]. La réduction de la codimension d'une sous-variété
1
1est un processus qui consiste à déterminer la codimension substantielle d'une sous-variété.
1
; En effet soit f : Mm -----t M;+H une immersion isométrique d'une variéte connexe de dirnen­
1

; sion m dans une variété complète et connexe de dimension (m + n) et à courbure constante.
~

Le problème de la réduction de la codimension va alors consister à déterminer une sous-

variété propre Q totalement géodésique dans M;+n et telle que f(Mm) c Q.

Cependant la plupart des travaux dans ce domaine sont limités aux cas pour lesquels la

métrique induite est non-dégénérée [2, 23, 18, 60].

Pour le cas des sous-variétés dégénérées, le seul travail, en notre connaissance sur ce

domaine vient de Atindogbé, Ezin et Tossa [4]. Ces derniers ont montré que les sous-variétés

complètement isotropes, non totalement géodésiques munies d'une connexion transverse

métrique et d'une distribution de rang constant du fibré transverse, parallèle par rapport à

la connexion transverse et contenant le premier espace normal, admettent une réduction de

leurs codimensions.

Nous allons étendre ce résultat aux sous-variétés proprement r-dégénérées. De plus nous al­

lons établir des conditions sous lesquelles une sous-variété coisotrope ombilique d'un espace

pseudo-euclidien admet une réduction de sa codimension.



Soit U E M, on définit l'orthogonal TxM1.. de l'espace tangent TxM par:

Quelques résultats généraux sur la géométrie des sous-variétés

dégénérées d'une variété semi-riemannienne

~5.l. Quelques résultats généraux sur la géométrie des sous-variétés dégénérées d 'une variété semi-riemannienne64

f 5.1
1

!
~

1; Rappelons les notations et les équations fondammentales des sous-variétés dégénérées.
1i Elles viennent de Duggal e.t. Bejancn [21].

1Soient (M, g) une variété semi-riemanienne de dimension (m+n) avec une métrique 9 d'indice
!
1constante q E {l, ... ,m + n - 1} et (M, g) une sous-variété de codimension n.,
;
\

(5.1)

pn rappelle,

RadTxM = RadT;cM1.. = T;cM nT;cM1...

On dit que la sous-variété M de M est r-dégénérée si l'application

RadTM:, XE M I-------t RadT;cM (5.2)

définie une distribution différentielle sur .\1 de rang r > O. Le fibré vectoriel RadTM est

appelé distribution radicale de Al.

Il existe quatre types de sous-variétés dégénérées

• cas 1. 0 < r < min(m,n)

• cas 2. 1 ~ r = 71. < tri

• cas 3. 1 ~ r = m < n

• cas 4. 1 < r = m = n.

5.1.1 Les sous-fibrés vectoriels

• Cas 1 (0 < T < min(n, rn) M est dite sous-variété proprement dégénérée.

Soit SeTM) le complémentaire orthogonal de Rad(TAl)' dans T 111. Le sous-fibré SeTM) est

une distributiou non dégénérée et

TM = Rad(TM) .1 S(TM). (5.3)

Soit SeTM1..) la distribution complémentaire de Rad(TM) dans TM1.., ce qui donne la

décomposition suivante :

(5.4)

Le sous-fibré vectoriel SeT M1..) est appélé fibré vectoriel écran transverse. Comme SeT M),

SeTM1..) joue aussi un rôle important dans l'étude de la géométrie des sous-variétés dégénérées.

On denote très souvent ces dernières par le quadruplet (M,y, S(TM), S(TM1..».
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~

j

1 On considère le complémentaire orthogonal SeT M).1. de SeT M) dans T M. Les sous­
îrbrés S(TM).1. et S(TAI.1.) sont non dégénérés et vérifient

(5.5)

~e sous-fibré S(TM.1.).l est le complémentaire orthogonal de S(TM.1.) dans S(TM).1..
1.
trhéorème 5.1.1 [21, p.144]
~oit (M,g,S(TM),S(TMJ..)) une sous-variété r-dégénérée {r 2: 1) d'une variété semi-
'j -
lriemannienne (M: g) et U un 0'11 vert de Al. Alors il existe un unique sous-fibré ltr(TAl)

Icomplémentaire de Rad(TM) dans S(TM.1.).1. de rang r tel que
i

(5.6)
,

k~i} et {Nïl sont respectivement des systèmes de repères sur r(Rad(TM1u )) et r(ltr(TMIJ).
!

;, Le fibré vectoriel ltr(TM), appelé fibré transverse dégénéré de M dépend du couple

i(S(T !If). S(TM.1.)).

1La décomposition de T .lI donne alors :
l

TTf I.u = TM E· tr(TM) = S(TM) 1- S(TM.1.) l.. (Rad(TM) œLLr(TM)) (5.ï)

Soient U un voisinage ouvert de .H et {Çi: Ni, X,. H"a} un système quasi-orthogonal relatif

à U, où

1. {Çi} et {Ni}, i E {1. ... , r} sont des bases dégénérées de I'( Rad(TA11U )) et I'( tr(TM1u))

respectivement.

2. {Xa } , a E {r+ 1. .. . ,m} est une ..base orthonormée de r(S(TM)lu),

3. {Wa } , 0: E {r + 1. .. , ,n} est une base orthonormée de f(S(TM.l)ju),

• Cas 2. Dans ce cas Rad(T.\-f) = TM1.. M est alors dite coisotrope et S(TM1.) =

{D}. Les hypersurfaces dégénérées sont des examples de cette catégorie de sous-variété.

La relation (5.7) devient

T;\[\M = TM eltr(TM) = S(T.\1).!. (Rad(TM) eltr(TM)) (5.8)

• cas 3. Rad(T/lf) = TM . .\1 est alors dite isotrope et S(TM) = {D}.

Les courbes nulles sont des examples de cette catégorie de sous-variétés.

La relation (5.7) devient alors

TM,.\f = TM e tr(TM) = (TM EB ltr(TM)) 1.. S(TM1.).

• cas 4. Rad(TAl) = TM = TM 1., M est dite totalement isotrope. Alors

TMIM = TM œltr(T/If).

(5.9)

(5.10)

Comme example de cette catégorie, nous avons les géodésiques nulles d'une surface

lorentzienne.
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i

15.1.2 Les connexions induites
i

1 Soit '\lIa connexion de Levi-Civita de M. Alors on retrouve les relations (1.20) et (1.21)
l

lpour les sous-variétés dégénérées qui donnent
'J
t

jet

'\lxY = v, y + h(X, Y), V X, Y E r(TM) (5.11)

(5.12)

loù {v X Y, A\f X} et {h(X. y), v\. \'} appartiennent à rrrM) ct r(tr(TM)) respectivement.

1On suppose que S(TMl.) =1= {O} et on note Let S les projections respectives de tr(TAf) sur
1

!ltr(T .\1) et S(TMl.).
~

L: tr(TM) ---+ ltr(T,\f)

S: tr(TM) ---+ S(TMl.).

Alors la relation (5.11) devient

vxY = vxY + h'(.'<. y)...:- hS(X, Y), V X, Y E [(TM)

où hl X. Y) = L(h(X. Y)). hS(X Y) = S(h(X. Y)).

De même la relation (5.12) est donnée par

(5.13)

\7xV = -AvX + D:x\" -;- DxV, V XE r(T"!), V E r(tr(TM)) (5.14)

où D:xV = L(v~V); DxV = S(v:';V)

Les opérateurs DI et D5 sont appelés des connexions (non linéaires) d'Otsuki sur le fibré

vectoriel transverse par rapport aux morphismes de fibrés L et S [21, p. 27].

De ces connexions, on définit les opérateurs différentiels suivants: Pour tout X E r(TAI)

'\l:" : r(ltr(TM)) - r(ltr(TM)).

et

pour tout V E r(tr(TM)).

\7~(LV) = D~(LV)

\7x(SV) = Dx(SV)

(5.15)

(5.16)

Proposition 5.1.1 .

Les connexions \71 et '\l5 sent des connexions linéaires SUT ltr(TAl) et S(TM l.) respective­

ment. On les cppelle connexions isotrope ct écran t1UnSrCT"~e.
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~ .
J

DI: f(TM) x r(S(TAf.l)) ----4 r(ltr(TM)) ,

j
pn définit les aplications bilinéaires suivantes :
î
~

(5.17)

DS
: r(TM) x r(ltr(TM)) ----4 r(S(TM.l)) , DS(X, LV) = Dx(LV) (5.18)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.19)

g(AwX, Y)

g(Y, \1x O= 0

- g(AwX,N)

= g(AN,X, Y)

= g(N, \1xPY)

- h;(X,Çi)

g(H", DS(X, N))

g(ANX, N')

g(ANX. PY)

h\(X, çj)

g(hS(X, y), ll1) + g(Y,DI(X, ll1)) _

g(hl(X, Y), 0 +g(Y, hl(X, en +

..

~our X E [(TM) et V E r(tr(TM)). Ainsi la relation (5.14) s'écrit

!
; vxV = -AvX + DI(X, SV) + D5(X, LV) + \1~(LV) + vx(SV)

i
[Ces différents objets géométriques vérifient les relations suivantes:
~
g

i

où X,Y E [(TM), IV E r(ltr(T.\1)), ( E f(Rad(TlIf)), W E QS(TlI[.l)) et les hi sont

telles que

(5.26)

En considérant l'équation (5.26),. on en déduit que les h~ ne dépendent pas de S(TM) ,

8(TMl..) et de ltr(TM). De plus ils s'annulent sur le radical Rad(TM).

Proposition 5.1.2 .

La seconde forme fondamentale isotrope hl est identiquement nulle. pour les sous-variétés

complètement isotropes et totalement isotropes.

Preuve

En considérant les relations (5.21) et (5.25) et en posant X = Çi, Y = E.j et E, = E.i, on en

déduit

h~(E,i,E,j) + h;(E,j,E,i) = 0 et h~(E,i,E,j) = h;(E,j,E,i).

Alors hi(E,i,E,j) = h;(E,j,E,i) = 0 pour i,j = l, ... , r. 0

Il est à noter qu'en générallcs connexions V induite sur M et transverse v t de tr(TM)
ne sont pas métriques. Ainsi

(VXg)(X, Y) = g(h1p;, Y), Z) + g(H(X, Z), Y) (5.27)
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et

(5.28)

En conséquence, nous avons

Proposition 5.1.3 .

1. Les connexions induites sur Il:s sous-variétés complètement isotropes et totalement iso-

tropes sont métriques.

2. Les sous-variétés r-déqénérées et coisotropes admeiieni des connexions induites métriques

, . si et seulement si h' est identiquement nulle sur M.' .

3. La géométrie des sous-variétés coisotropes est indépendante de la distribution écran.

Preuve

1. Si Al est complètement isotrope alors d'après la proposition 5.1.2, hl = O. Ainsi la

relation (5.27) nous donne \'9 = O.

2. Il se déduit directement de la relation (5.27).

3. La preuve vient de la relation (5.26).0

Théorème 5.1.2 [21, p. 159)

Soit .\lm une sous-variété proprement r-dégénérée ou une sous-variété complètement isotrope

de Al. Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

i) yt est une connexion linéaire métrique sur tr(T M).

ii) D5 est une connexion d 'Otsuki métrique sur tr(TM)

iii] Aw est un opérateur linéaire à valeur dans f(S(TM)) pour HI E f(S(TM-)).

il) D5(X, LV) = 0 pour X E [(TM) et V E r(tr(TM)).

v] Le fibré transverse dégénéré ltr(TA1) est parallèle par rapport à \ft.

Définition 5.1.1 .

Soit f : Mm --+ M'"?" une immersion isométrique d'une variété r-isoirope (1 ::; r ::; min(m, n))

de dimension m dans une variété semi-riemannienne de dimension (m+n), le premier espace

transverse de f est défini par

T1(x) = span{h'(X, Y) + hS(X, Y), X, Y E TxM} Vx E M
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Î
1
iLemme 5.1.1 .

'Si la connexion induite \1 sur Af et la connexion transverse sont métriques, alors le premier
j

kspace transverse T1(x) de f se caractérise par:
~

't
fpour tout x E M

~

[Preuve

lNotons que \1 est métrique si et seulement si hl = o.
;1 Posons N(x) = {W E S(TxM.l) C il(TI t.: ) ,D1(.,W) = 0 etAIV = O}.l. Soit V E T1(x) tel

1que V = h8(X, Y) et soit Hf E N.l(r) .

g(V, W) = g(h8(X, Y), W) = g(AwX, Y) - g(D1(X, W), V)

= o.

,vV E T1(x) g(V, W) = 0, V Hl E N.l(x) et Vx E M.

ce qui implique que V E (N.l(x)).l = N(x) .

Reciproquement soit V E Tt(x) tel que V X, Y E TxM

g(hS(X,Y), q = g(AvX, Y) - g(D1(X, F), Y) = O.

Si Y E Rad(TxM), alors g(D1(X. V '. Y) = 0 et DI(X,.) = 0 pour tout X.

Si Y E S(TxAf), alors g(AFX, Y) = 0 et Av = O.

Ainsi V E N.l(x) et N(x) = (N.l).l x) C T1(x) 0

Corollaire 5.1.1 [21J.
Si M est complètement isotrope Et que \Jt est métrique, alors Ar est totalement géodésique

si et seulement si D1
( . , lV) = 0 pour tout W E r(S(TM.l)).

Preuve

Si \lt est métrique alors d'après le thèoreme 5.1.2 Aw E r(S(TM)) et M est complètement

isotrope implique que S(TM) = {O}. Donc Ali' = 0 VW E r(S(TM.l)).

De plus M est complètement isotrope implique que \l est métrique. D'après le lemme

précédent on a le résultat. 0

5.2 Les résultats obtenus

5.2.1 Les sous-variétés r-dégénérées

Théorème 5;2.1 .

Soit J : Mm ----+ x;rn+n une immersion isométrique d'une sous-variété r-dégénéréc
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1

ïO

[i ~ r ~ m, r =1- n) (M,g,S(TM),S(TMl.)) dans une variété semi-riemannienne (M~I+n,g)
1

tomplète, simplement connexe et à courbure sectionnelle constante c. On suppose que

, 1. La connexion linéaire induite V sur AI et la connexion linéaire transverse vt sur le

fibré transverse tr(TM) sont métriqués.

2. Il existe un sous-fibré écran transverse P de S(TMl.) de rang constant p (p < n),

parallèle par rapport à la connexion Vs sur S(TA[l.), tel que

Tl (x) C P(:r:) 'Ix E !If

OÙ Tl (x) est le premier espace transverse de J en x E M.

IAlors la codimension de f peut être réduite à p.
i

~
IPreuve
1
jLe théorème comporte deux parties, La première partie est celle du cas complètement isotrope

l(r = m # n). C'est le théorème 1 de [4}. La deuxième partie est le cas proprement r-dégénéré
A

Hr < m) mais les preuves des deux parties sont similaires. ,

here partie r = m =1- n, Mm est complètement isotrope. Pour ce cas S(T!lJ) = {O}, V est
1-----"---

Îmétrique et Aw = 0, W E r(S(TMl.)). Ce qui montre que les hypothèses du théorème

Ise ramenent aux hypothèses du cas complètement isotrope.
j

12e partie r < m
j
[Rappelons que P est dite parallèle par rapport à Vs si 'IX E r(T/vf) et VH! E r(P),

lvxw E r(P).
1,

iComme e est supposée constante, la preuve se fera en trois étapes.
1
1Cas c = 0,
1La considération de ce cas permet d'identifier en chaque point l'espace tangent et la variété.

jDonc pour tout ~o, le vecteur J(xc) sera considéré comme vecteur de TxoM.
{

1Soit Xo un point quelconque de M. Il s'agit ici de montrer que f(M) C TxoM EB P(xo). Soit

!17 un vecteur du complémentaire orthogonal pl.(xo) de P(xo) dans S(TMl.) et 17t le vecteur

1obtenu par transport parallèle du vecteur 17 dans r(Pl.) le long d'une courbe quelconque
;;

j , : / -----+ M (1 est un intervalle de ~) passant par xo.

l. Comme 9 est non dégénérée sur 5(T Ml.) alors si P est parallèle, pl. est aussi parallèle.,:,
i Ainsi '1t = V'~'1 E r(p.L(r(t))) Vt E J
,

V-y17t = -A",i + DI(i','1t) + V~17t

!17t = Vi'1 E r(pl.(T(t))) => A",i = 0 et Dlh, 17d = o.
1Comme 17t est obtenu par transport parallèle de 17 le long de Î dans I'( pl.) alors V~17t = 0,

~ Vt E J.

1On a alors V'':'''1t = 0 => '1t = '1 = este dans )Rm+n(car C = 0 et Arn+n = ]Rm+n).

d
dl. (g(J(T:t)) - J(xo),'1t)) = 9(J.1,'1) = 0
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f(-y(t)) - f(xa) E (p.L(-y(t))).L = P(-y(t))

'Vx < I( x), N > = 0

= < '1 x f (r ), .V > + < f(x),'VxN >"

= - < Af(x)X.N >

Î(M) c TxM EB P(x) = TxM e P(r) EB f(x) ~ 1R;+P+l

f(M) C s:;+P n IR;;+P+l.

Ainsi ~t est une connexion métrique. Comme au cas c = 0 on obtient

5.2. Les résultats obtenus

j
~~

i Comme 'Y et 11 sont arbitraires alors
~

<

Les sous-espaces complémentaires de P(x) dans S(TxM.L) et de P(x) dans S(TxAf.L) sont
~

égaux et parallèles par rapport à 'VÎS(T",.\f.l) = 'V'.

Comme < f(x) > C P(x) et que P(x)l. C S(T.Hl.) est parallèle par rapport à fs alors

V X E f(TM) et lV E f(P(x).L),

g(V~f(x), H') v Xg(J(x), W) - g(J(x), ~~xW) (car g(J(x), Hi) = 0)

= o.

Ce qui achève la preuve pour le cas c ~ o.
Cas c < 0

La preuve de ce cas est identique à celle du cas c > O. On utiise l'immersion de Mm dans

1R~~n+l (cas c = 0) On considère l'immersion Î = /11'" ~ IR;;+~n+1 telle que j = i 0 f où

Donc ~xf(x) E P(x). D'où P(x) est parallèle par rapport à Vs.
Comme ltr(TxM) = Itr(TxM) est parallèle, alors V:V E Itr(TxM)

l et ]Rm+p est totalement géodésique dans IRm+n.
{

! Cas c> 0
;,-

J La sous-variété Mm est isométriquement immergé dans la pseudo-sphère S'"?" par l'imrner­

i sion f : Mm ~ s:;+n. Notons i : s:;+n ----+ 1R;+n+l l'injection canonique de s:;+n dans

t 1R;+n+l. On considére alors l'immersion isométrique Î = i 0 f : Mm ----+ 1R;+n+l.

1On a alors les fribrés correspondants qui donnent pour tout x E M :
-~

1tr(TxM) = tr(TxM)$ < f(x) > où < f(x) > est le sous-espace engeridré par le vecteur
} position {f(x)} dans S(TM.L).

j On en déduit alors que
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i : H[m+n~ R:+~n+l est l'injection canonique de l'espace pseudo-hyperpobilique lHIrn +
n dans

Rm...~n+l. On a
q.

Î(M) C TrA! EB ?(:r) = TrM e P(x) 6 J(x) ~ Rm+p+l

f( M ) C lHlm+n n IRm+n+1
q q+l'

Ce qui achève la preuve du théorème. 0

Théorème 5.2.2 .

Soit f : Mm --+ A1',,+n une immersion isométrique d'une sous-variété r-déqénérée

(r S; rn, r t= n) (M,g,S(TM),S(T.\J-!-)) dans une variété semi-riemannienne (M~''''n.g)

complète, simplement connexe non totalement géodésique et à courbure sectionnelle constante

. è. Si V' et V't sont métriques, alors il existe un entier naturel p (p S; n - r) tel que Mm

admet une réduction de sa codimension à p.

Preuve

Si \l et V't sont métriques alors It~(TA1) est parallèle par rapport à "V t. Donc S(TAI1.)

est parallèle par rapport à "V t , en particulier parallèle par rapport à "VS. Puisque Tl (x) C
1
l S(Tx M 1. ) et S(TAl1.) est de rang constant n - r alors s'il existe une distribution P parallèle

1 par rapport à "Vs de rang constant p et telle que TI(x) C P(.r) ç S(TxAf-) (La distribution P
~! peut être égale 9. S(TM)). :.... lors J admer une rédnction de codimension à p (0 < P ::; Il - r).

o

Corollaire 5.2.1

Si J est une immersion s-rëqulière. et que Tl = S(TM1.) alors la codimension de f peut

être réduite à (n - r).

Exemple 5.2.1 .

On considère la surface Al de ]R~, espace euclidien de]R4 muni d'une métrique semi-riemannienne

de signature (-, -, +, +), définie par les équations[2i. p.iSi] :

rXl

= Vi

x 2 = V2

l::
1

= ---=(x l +x2)
..)2'
1

= -log( 1 + (xl _ x2)2)
2

(5.29)

où

a
av l

a
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'J

j

Jt TAIl. = vect{lll, 1I2 } ,

.~

lvec
j,

a a
Hl = axl + ../2 ax3

a a a
H2 - 2(x2

- Xl)ax2 + ../2(x2
- Xl) ax 3 + (1 + (x 2

- x
l)2)ax4 '

pe plus Hl = VI + \12, et

Rad(TM) = TM n TMl. = vect{ç = Hd
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~st une distribution de rang constant égal à 1.

; Alors la surface M est une surface 1-dégénérée de R~. Le sous-fibré S(TMl.), cotuplémeniaire

~u radical rad(T M) dans'rMl. est engendré par H2 •
,

S(TMl.) = vect{H2} .

~a construction du fibré transverse dégénéré, ltr(TM) donne :

1 a 1 a 1 a
ltrTl\! = 'L'tct{N = --- + --" + --}

2 axl 2 ax- V2 ax3

g(1\', N) = 0, g(N, ç) = 1

Hl = ç, H2 = W2 et U = )2(1 + (Xl - X2))V2.

tr(TA;f) = ltr(TM) 1- S(TMl.) = l'tct{N, W}.

Par un calcul direct on a :

- 2 1)2 { 2 l) a r: 'J l a aV'uU = 2(1 + (x -X 12(x -X OX2+V2(X--x )ax3+ ax4 }

V'f,U = \lxç = V'xN = 0 \IX ~ f(TM)

En utilisant les relations de Gauss et de Weigenten, on obtient

2V2(x l - x2 ) 3
V'x U = (l 2)2X2U avec X = Xlç +X2U E r(TM)

1+ X - X

Af, = 0, D/(X, W) = 0, Awç = 0 et AwU = -2U

Conclusion

La surface M est non totalement géodésique et les connexions induites V' et transverse V't

sont métriques. Le premier espace transverse est donné par

La distribution Tl est de rang consuuit 1. Donc la codimension de M peut être réduit à 1.
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j
pontrexemple

..~.ous constru,is~ns un exemp~e,qui montre la pertine.nce de l'hy:othèse. sur la con~exioll
transverse métrique. On considère une surface Al de 1espace semi-eucludien IR~ muni de la

rétriqUe 9 de signature (-, -, +, +, +). La surface Af est définie par lïrnmersion isométrique

~uivante.
1

M ---t IR4
2

(vl,V2) f----+ (Xl, x2
, x3 , x4

, x5 )

OU

Xl = VI + 1,:2

. 2 coshtr! + V2)x =
x 3 = V2

x 4 = sinh(VI + V2)

x 5 = V2.

Le fibré tangent TM est donné par TM = span{VI , V2}

olt

VI = (1,.1:4 , 0. :r2 , 0)

V2 = (L 1.4, 1. x 2 , 1)

et le fibré cotangent est donné par and TM1.. = span{Hl , H2 , H3 } ,

où

Hl = (0,0,-1,0,1)

H 2 (x2 ,O,Q,1,0)

H3 = (-x4, r,0, 0, 0).

On obtient alors le fibré radical

Il est de rang constant égal à 1.

La surface M est alors une surface I-dégénérée de IR~. Le sous-fibré vectoriel S(TAf1..) ,

l complémentaire du radical rad(TM) dans TM 1.. est engendré par

1 S(TM~) ~ span{lV" IV,}

où
W (0 0 V2 0 V2) \\1 _ (_ x

4
~

1. = , '-T' '2' 2 - 2' 2,0,0,0)
X :r



r
l
,~
;
1
15.2. Les résultats obtenus,
1
~
,l

l La construction du sous-fibré transversal lt.r(TAf) donne:,
1 l ( (X4)2 x4

4 1- (X4)2 )
ltrTM = span{N = ~ 2 (x2 )2 - 3, -2 (x 2 )2 - x ,-2, x2 ' -2 }

; .
i et g(N,N) = 0, g(N, ç) = 1.

~ Alors
i

1Un calcul très facile donne
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hl = 0, hS(\!i,"J) = W2

(X2)2 + 2 _ _ x4 _ _ •
DS(\;i, N) = - 4(x2)2 ' g(VViY \~) = - x2': g(vviN, N) = 0

ANVi = - :: \12, D/(X, W) = o. AW 2\ i = ~ (2(::)2 -3) Vl + V2 and

- - - - l ( x-l 2 )g(V'XWi,H'j) =--g(vv)\',Wil=giV'xN,.V) =0 ,g(vvjW2,N) = 4 2(x2 ) -3.

Conclusion

La surface M n'est pas non tot al.ement géodésique. La connexion induite V est métrique.

:'lais la connexion transverse v: L'est pas métrique. Le premier espace transverse est donné

par

La distribution Tl est de rang constant égal à 1. Conséquence la codimension de M ne peut

pas être réduite à 1.

Corollaire 5.2.2 .

La variété obtenue après réduction, Qm.:..;> contenant f(Mm) et' totalement géodésique dans
~\I+n ., , d' , , , d ""A""'I +n
J est 'Une sous-uariété eqeneree e li .

De plus

• Si p < n - r, alors Qm+ p est r-déqénérée.

• Si p = n - r, alors Qm+p est coisotrope.

Preuve

Puisque hl = 0 et Tl(x) C P(x) :::: S(T:\1l.), on a alors V x E M, Txl\! œP(x) contient

r-vecteurs dégénérés. D'où Q est r-dégénérée.

Puisque

TxQ =TxM 9 P(x) = S(Tz.\! ) El) flad(TxM) œP(x), V x E M.
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1

~e plus
~
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TxM = TxM EB P(x) œpl. (x) e ltr(TxM) = TxQ + tr(TxM), V x E M.

~ù tr(Tx!II) = pl.(x) lB ltr(TxM).

~i p < n - r, alors le rang de P-(x) est non nul. Donc Q est une variété r-proprernent

hégénérée.
~

Bi p = n - r, alors le rang de pl. (x) est nul et tr(TxM) = ltr(TxM). Donc Q est alors une

tariété coisotrope.O
,t

t.2.2 Les sous-variétés coisotropes
:~

~
. '. '.

éfinition 5.2.1 .

, oit J : Mm~ M'"?" une imm ersion isométrique d'une variété coisotrope (Mm, S(T.1 f), g)

ide dimension mdans une variété semi-riemannienne de dimension (m+ n). On suppose que
1

~a connexion induite Y n'est pas métrique. Le premier espace radical de f est défini par
!

RI(r) = Span{ç E Rad(TxllJ), 3X E TxM et ÂçX i= ü}

trhéorème 5.2.3

ISoit f : M"' -----t '!:t,;-"-n une immersion isométrique non totalement géodésique d'une .sous­

Ivariété dégénérée coisotrope (M.g.S(T!\If)) dans 'Une variété semi-riemannienne (lR;+'1,g)
't
}complète, simplement connexe et à co'u roure seciioruielle constante c. On suppose qu'il existe

tun sous-fibré radical P de Had(T!IJ) de rang constant p (p < n), parallèle par rapport à la
1 •

!connexion yt sur Rad(TM), tel que
1

Ri(r) C P(x), Vx E /If

1et que tout complementaire de P(x 1 dans Rad(TxllI) est parallèle par rapport à "9 t . Alors la,
,1 codimension de f peut être réduite à p.,
e

!Pour la preuve du théorème nous allons avoir besoin des lemmes suivants,
1

J
[Lemme 5.2.1 .iSi Mm est une sous-variété coisotrope non totalement géodésique, alors pour tout x E !II,

1l'ensemble RI(x) caractérise le premier espace Ti(x).
1
jtpreuve

1Soient x EMet ;rz la projection de TxM sur S(T"..M). Si U E Ti(x), alors il existe

l X, Y E TzM tels que U = hl (;rz Y, X) ct ç E rad(TzM) tel que g(hl(;rx Y, X), ç) oF O.
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Preuve du théorème 5.2.3

j'.2. Les résultats obtenus

!
pone g(h'(X,(ToxY)),Ç) = g(À{X,17xY ) =1= 0 (voir la relation (5.21)). Ainsi À{X f= 0, d'où

tE R1(x). Réciproquement, si ç E R1(x ) alors il ~xiste X E T.M tel que A,x '1 O. Donc

~(.4{X,A{X) = g(h(X, A{X),~) =1 0 et U = h(X, A{X) E Tl (x). 0
i . .
1
~

j -
péfinition 5.2.2 Les sous-fibrés P de Rad(TAr) et P de ltr(TM) sont dit correspondants si

~our tout x E!If, ~ E P(x),:JN E P(x) tel queg(N,ç) =1 0 et pour tout NE ltr(T;,}\1)\P(x) ,
1

V(N,ç) = 0 et vice versa.
1

:lLemme 5.2.2 .

tSi P(x) est parallèle parrapport à vt alors son correspondant P(x) =:> TI(x) est aussi parallèle

~lir rapport \7t
.

~Preuvei _

[Soit x E M, on note P(x) un complémentaire de P(x) dans Rad(TxM). Si P(x) est parallèle..

jP(x) est aussi pat allèle. Si ~ E P(x'), alors Aç = O. Donc VU E P(x), g(~, U) = 0 et

~VX E TxM,
~

\7xg(~, U) = 0 ~ g(V~ç, U) +g(ç, \7~U) = 0

~ g(V\ç. U) = -g(~, y~U) = 0

~g(ç, v:xU) = 0 è=} \7~C E P(.1'). D' où P(.1") est parallèle 0

J

tSoit xE M. Nous allons montrer que f(.\!) C TxMEBP(x) et que TxM8P(x) est totalement

1géodésique dans lR:;+n où P(x) est le correspondant de P(x) contenant TI(x).

'1 Soit 1] un vecteur de P(x) = Rad(TxM)\P(x) le complémentaire de P(x) dans Rad(TxM)
1 -
il et 1]t le transport parallèle de 1] dans P le long cl 'une courbe 'Y : l ---+ M (I c lR) passant
./

tpar x. La relation (5.11) donne .
~
~

~

l La relation de Weingarten conformément à la décomposition (5.2) donne
~

\7iTJt = - Â'71 'Y + V':"1]t

~ 1]t E r(p) ===} A'7I'Y = O. Comme 1]t est obtenu par transport parallèle de 1] le long de 'Y dans
,- . t
1r(P) alors \7.:.,1]t = 0, \If E J. On a alors \7.:.,1]t = O.

j D'après la relation (5.21), h(1/t,"r) = 0, cl' où \7.:.,1Jt = 0 ===} Tlt = 1) = csle.

d
dl (9 (fb(t)) - J(X),1Jt)) = g(f*'Y, TJ) = 0
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1

=>

~omme 'Y et 1] sont arbitraires alors
.j

f('y(t)) - J(x) E P('y(t.))
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J(A1) c T:z;(M) EB P(x) == Rm+p

~t ]Rm+p est totalement géodésique dans ]Rn+m

Ce qui achève la preuve du théorème. 0

jCorollaire 5.2.3 Si f est l-régulière avec RI de rang p et tel que RI et tout complementaire

'de RI dans Rad(TM) sont chacun parallèles par rapport à ~t alors la codimension de J peut

1être' réduit à p.
-1
-~,

1Corollaire 5.2.4 .

~ Si f est une immersion l-régulière et que
,1

RI(x) = Rad(T:z;M) Vx E M,

1alors f n'admet pas de réduction de sa codimension.
~

1Exemple 5.2.2 .

!On considère la sous-variété !If de lRt espace euclidien de]RE> muni d'une métriqu« semi­

!riemannienne de signature (-, -, +, +,..:...), définie par les équations /21, p.152j :
~

Xl = U

.' 2 2 2 1
:r = «VI) + (V2) )~

x3 = VI x3 > 0, x5 > O. (5.30)

x4 = u

x5 = V2

Le fibré tangent est donné par TM = vect{UI, U2 , U3 } où

a a a
UI = - = -+-au axl ax4

a x3 a a
U2 = - = --+-

ÔVl ;i. 2 Ox2 ax3

a x5 a a
U3 = - = --+-

8v 2 x2 ax2 ax5

et le fibré cotangent est TM1.. = vect{~l = UI,(,2 = X3U2 + X 5U3},

On a le fibré radical Rad(T ft. 1) = TAInTM 1.. = TM 1... Alors la Sous-variété M est coisoirope.

La construction du fibré transverse dégénéré, lir'(TM) donne:
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~

ï9

hi(X, Y) = 0,

]Ainsi les formule de Gauss et de Weingarten donnent
;
iV'VÇ2 = V, V'(16 = V'(I V =0, \7(26 = Ç2, V'(2V = V,
~

1V'vV = ~6, V'XÇI = 0, V XE r(TM) '.

j et
i,

""
1Alors la connexion induite. V' sur M, n'est pas métrique, donc M n'est pas totalement

i géodésique. De plus on a
~

A(IX = A(2Ç = 0 A(2V = -\1, VX E r(Tkl) et ç E f(T.\I.L).

! On a alors le premier espace transverse dégénéré et le premier espace radical qui donnent,
~

'1
i

t g(v\·6· Nd = O. Ce qui implique que RI (x) est parallèle Vx E M. La distribution RI est de

l mng 1 donc f admet une réduction de sa codimension à 1.
~

~

l Définition 5.2.3 .
i
~ Soit (.\I,S(TM),g) une sous-variété dégénérée d'une variété semi-tiemaiinienne (M,g). La

! sous-variété M est dite totalement ombiliqué dans 111, s'il existe un champ de vecteurs,

N E trlTM) de classe COO(M) tél que h(X. y) = g(X. Y)N avec X, Y E r(TM) et h la

seconde forme fondamentale.

Théorème 5.2.4 .

Soit f : M'" ~ lR:;"+n une immersion isométrique non totalement géodésique d'une sous­

variété dégénérée (M,9. S(TM)) coisotrope et totalement ombilique (i.e h1(X, Y) = g(X, Y)N,

VX, Y E r(TM) et N E r(tr(TM)) ) dans une variété pseudo-euclidien (lR:;"+n. g). On sup­

pose que N est parallèle par rapport à la connexion V't sur ltr(TM). Alors la codimension

de f peut être réduite à 1.

Preuve

La sous-variété M est totalement olllbilique donc l'. (x) = span {,Vx } , Vx E 111. Or N est un

. .
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'champ de vecteurs global et parallèle alors Tl est une distribution de rang l, donc il en est

Ide même pour le premier espace radical RI' On utilise alors le théorème 5.2.3 pour conclure
!
Ha preuve 0
i
;

1Remarque 5.2.1

JLa condition sur le vecteur N peut être réduite à la condition

tvt N = Q:(~i)N où Q:(~i) est une fonction de classe COO(M), car 'V~l(N = 0, VX E r (S(TM))

l (K. Honda {29}}.

1

1Théorème 5.2.5 {29}.

.1Soit (Mm,g) une sous-variété coisoirope totalement ombilique (h(X, Y) = g(X, Y)N ) de
1

! dimension m(~ 3) d'une variété semi-riema~nienne(M"l+n, g) à courbure constante c. Alors
~

7'i(X) = 0 pour tout X E f(S(TM)), Vi = l, ... ,n.

~i Définition 5.2.4 .

i Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions m et n respectivement et

1 B: E x E ---.. F une application biliniaire symétrique sur E.
j

1 Pour tout u tel que 1 ::; u ::; n et pour tout sous-espace UU c F de dimension u, on définit,
1 Buu(X, Y) = 7iFu 0 B(X, Y) où ""FU: F -----. UU est la projection orthogonale.

j On appelle, u-nullité de B la quantité
~

Vu = max{dimN(B~)}
UUcF

où N est le sous-espace annulateur de l' application bilinéaire

N(Büu) = {X E P.;BL,(X,Y) = O,VY E E}

.~ Théorème 5.2.6 .
~

Î Soit f: Mm ---.. IR:;+n une immersion isométrique d'une sous-variété (l\1,g, S(TM)) coiso-

t trope et totalement ombilique d'un espace pseudo-euclidien 1R:;+n. Si Vu < m - u pour tout

1 1::;u ::; n alors f admet une réduction de sa codimension à 1.;,

Preuve

Si M est coisotropc alors L'équation de Codazzi dans cc cas est donnée par

(5.31)
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(\7xh')(Y,Z) = v\(h'(Y,Z)) - h'(vxY,Z) - h'(Y. \7xZ)
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IP~:lUr X, Y, Z E f(TM), R désigne le tenseur de courbures sur M. Comme M est totalement

[ombilique donc il existe un champ de vecteurs global N tel que h'(X, }') = g(X, Y)N VX, y E

1[(TAi). De même il existe un champ de vecteurs ç de Rad(TM) = T Ml.. tel que g(N,ç) = l.

lLa preuve consiste à montrer que pour tout IO E M, cp(X) = ~~ç = 0, VX E TxoM. On,
tpose uf = Imip. Ainsi pour tous X, Y, Z E Txc,AI
~,

o = g(R(X,Y)Z,ç) = g((\7xh1)(Y,Z)- (\7}'hl) (X,Z),ç)

= Ii (\7~ (h'(Y, Z)) ,ç) - 9 (h'(vxY, Z), ç) - 9 (hl (Y. \7x Z), ç) ­

Ii (~~ (h'(X, Z)) ,ç) + Ii (h l (\7yX , Z),ç) + Ii (h'(X, \7yZ),ç)

= Ii(Y, Z)g(\7~N,Ç) - g(X, Z)g(\7;,N,Ç)

= g(Y, Z)g(N, ~~ç) - g(X, Z)g(N, ~~,Ç).

il •

~ Si·X E ker ç avec X E S(TxoM) (voir théorème 5.2.5) alors g(X, 2)g(1\", \7i,Ç) = 0, donc,
1g(h'(X,Z),~~'ç) = a et 1 ~ uf ~ n. D'où g(h'(ker:;,TxoM),Imcp) = O. Ce qui implique

1que ker cp = m - u f ~ VU' Ce qui contredit 18s hypothèses du thérème. D' où u' = 0 et ç
j
\ parallèle, par consquent N est parallèle. On utilise alors le théorème 5.2.4 pour achever la
î•
~ preuve. 0
.~

i
§

i Théorème 5.2.7

1 Soit f : Mm ~ lR;;+n une immersion isométrique d'une sous-variété coisotrope (AI,s. S(T11.1))

1dans un espace pseudo-euclidien lR~+n. On suppose que
1 .

i 1. Il existe ç E [(Rad(TM)) un champ de vecteurs global omblique (i.e ÀçX = À1rX,

VX E f(TM) où À i- 0 est une fonction partout non nulle sur 1\1 et TI est la projection

de TM sur S(TM).

2. Vu < m - u pour tout 1 ~ u ~n.

Alors f (Mm) est conienue dans une hypersurface ombilique de IR.;;+n (i. e f admet une

réduction de codimension d'ordre 1).

Preuve.

La technique de la preuve est la même que le théorème précédent. Soit Xo E M, posons

cp(X) = ~~ç, 'r/X E TxoM el considérons l'équation de Codazzi (5.31). Alors pour

Z E S(TxoM) et X, Y E TroM, on a

o 9 (H(X, Y)Z, ç) = 9 ((\7xl/)(Y, Z) - (\7yfL')(X, Z), ç)

9 (\7~(hl(y, Z)), ç) - 9 (h'(vx Y,Z), ç) - g(hl(y, VX Z), 0­
- 9 (\7;,(hl(X, Z)) ,~) + 9 (h/(VyX, Z).ç) + 9 (h'(X, \7yZ),ç)
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o -g (h'(Y, Z), t:\"~) + X. (gih'(Y, Z), ~)) + 9 (\7x Y, À{Z) +

+ 9 (V'xZ, À{Y) + 9 (h'(X. Z), ~~,ç) - Y. (g(h'(X, Z), 0) ­

g(V'yX;À{Z) -g(V'yZ, ÀçX)

o = 9 (Z, Àv~{Y) - 9 (Z, Àt-~{X) - X.(À)g(Y, Z) + Y.(À)g(X, Z)

82

Si on pose Y = Z E S(TxoM) n ker sp et X E ker y, S(TxoM) n ker c =1= 0 (voir théorème

5.2.5), alors

(5.32)

et X.(À) = O. Donc pour X, ~ ker ip, X.(À) = Q.

X(À) /
De plus si on pose 8 = <p(X) - -À-~ alors. pour) E ker sp on a,

X I \ \
• \ /\ J .

= A<,?(x)Y - -À-A;Y

= Àv~{Y + X(À)Y

= À~~çX + Y(À)X (d'après la relation 5.32)

= o.

Soit J = {6 = l{J(X) - X ~À) ç,X E [mlp} ~ [n.,p alors, on a g(À 6Y, X) = g(hl (X, Y), 8) = O.

Donc g(h' (ker ip, TxoAI), [m<p) = O. Ce qui implique que ker l.{J = m - u' ::; 1I~ or 1 ::; u' ::; n.

D'où la contradiction avec les hypothèses du thorème. D' où u' = a et ç parallèle.

Soit 1 une courbe de M passant par Xa·

d
dt < f(~.(t)),ç > =< f.~i.(t),Ç >= a

alors < fh(t)), ç > est constante.

Pour le cas c = 0, on a f(x) = f(xa)+kf\' où k est une constante et N est tel que g(~, N) = l.

De plus si ç est ombilique alors N l'est aussi. On peut "air

D'où f(M) est indu dans une hypersurface totalement ombilique de lR~+n. 0

Remarque 5.2.2 .

De manière générale s'il existe pour t01.1t Xa E A1, k vecteurs non colinéiares et non nuls,

çl, ' .. , ~k E Rad(TxoM) (k < n) tels qUE Aç;X = Ài 1fX, VX E TxoM et vérifiant les condi­

tions du théorème 5.2.1, alors f admet une réduction de sa codimension à l'ordre k.
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iCONCLUSION
"1-------------------------------------

Le travail entrepris dans cette thèse est loin d'être fini. D'où la possibilité d'étendre les

différents résultats contenus dans celle-ci.

quelques extensions possibles à court terme

1. Avec la détermination des opérateurs de type de star de Hodge et de Laplace Beltrami,

pour les hypersurfaces dégénérées, on 'peut étudier la théorie de Hodge et établir des

théorèmes d'obstructions sur l'existence de tel type d'hypersurfaces.

2. Dans le chapitre 4, nous avons donné le théorème de la divergence pour un champ

de (0,2)-tenseurs symétriques. Nous pouvons envisager le théorème de la divergence

un champ de tenseurs quelconques et pour une 2-forme symplectique d'une variété

semi-riemannienne de signature (p. pl.

3. Pour nos résultats sur la réduction de la codimension des sous-variétés r-dégénérées,

~hypothèse des connexions induite et transverse métriques. Nous

envisageons le cas des connexions induites et transverses quelconques. On cherche à

déterminer les conditions nécessaires et suffisantes pour que le premier espace trans­

verse (radical) soit parallèle. Enfin nous envisageons étendre les résultats aux sous­

variétés coisotropes d'une variété semi-riemannienne à courbure constante non nulle.

Les extensions possibles à long terme

1. Visiblement les fonnules (2.2) et (2.5) sont insuffisantes pour caractériser les harmo­

niques pour les variétés proprement semi-riemanniennes. D'où la nécessité de trouver

une autre approche (soit par le théorème de divergence pour les formes différentielles

quelconques) ou une autre théorie.

2. Avec la détermination de l'élément de volume sur les hypersurfaces dégénérées, on ,

pourrait établir la formule de Gauss-Bonnet pour ce type d'hypersurfaces.

3. On pourrait faire une étude globale de la géométrie des sous-variétés dégénérées en

utilisant les groupes de Lie munis des métriques indéfinies bi-invariantes.
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