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Sommaire

Le but de cette thèse est l'étude des métriques généralisées et de leurs liens

avec l'algèbre universelle. Le chapitre 0 rappelle les notions essentielles sur

les métriques et les algèbres. Au chapitre 1, on démontre le théorème

d'extension finie puis on étudie les espaces ultramétriques. Le chapitre 2 est

consacré aux algèbres. On prouve plusieurs théorèmes sur les algèbres

affinement complètes et localement affinement complètes. Leurs analogues

pour les algèbres complètes et localement complètes pour les tolérances sont

aussi obtenus. Le chapitre 3 est consacré d'une part, à faire le lien entre les

relations homogènes et l'algèbre universelle et, d'autre part, à dégager

plusieurs propriétés du clone des fonctions non expansives sur un ensemble E

muni d'une métrique d.
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Introduction

Une métrique généralisée est une application d: E2~ V où V est muni

d'une structure de monoïde ordonné Y = < V; +, 0, -, s > ayant une

involution . Cette notion a été dégagée par Jawhari, Misane et Pouzet [15] à

la suite des travaux de Quilliot [28,29]. Dans ces premiers travaux, on

supposait que l'élément neutre de y, qui est 0, en était le plus petit élément.

Puis Pouzet et Rosenberg [26] ont étudié le cas où 0 n'était plus nécessairement

le plus petit élément de y,. Nous adoptons ici lepoint de vue de [15].

Le chapitre 0 de ce travail est consacré à un rappel de résultats. Dans le

chapitre 1, nous démontrons le théorème 1.23, que nous appelons théorème

d'extension finie. Nous étudions plusieurs conséquences de la propriété

d'extension finie; notamment les rapports entre espaces ultramétriques ayant la

propriété d'extension finie et les a-fonctions. Avec les travaux de Chajda on sait

que le théorème des restes chinois n'est pas nécessairement vrai pour les treillis

des tolérances des algèbres d'une variété V. Un critère pour que cela soit

possible est donné dans [3] (thm, 9.2) en utilisant les fonctions

prsqu'unanimité. Le même problème, pour le cas d'une seule algèbre,

s'interprète particulièrement bien dans notre contexte. Cela nous conduit à la

construction d'un contre-exemple au théorème des restes chinois pour les

tolérances. Le paragraphe 1.2 est consacré à cette construction. Nous prouvons

également un théorème de caractérisation des espaces métriques hyperconvexes

(théorème 1.26 ).

Dans le chapitre 2, les résultats du chapitre 1 sont utilisés pour l'étude de

plusieurs notions d'algèbre universelle. Cest ainsi qu'on obtient le théorème

2.21. Par ce résultat on sait que pour qu'une algèbre A sur l'ensemble E soit

localement affinement complète, il faut et il suffit que pour toute partie finie X

de E, elle possède un polynôme Px dont la restriction à X3 soit une a-fonction.

On obtient comme corollaires, des théorèmes de Kaarli [9] (corollaire 3.8 ) et

Pixley [2l] ( thm. 2.6 ). Ce théorème permet aussi de montrer que si une

algèbre A est localement affinement complète, alors ses quotients ainsi que ses

puissances finies le sont également (crollaire 2.38). Grâce à un théorème de

Rosenberg et Schweigert [30] (thm. 2.6 (ii) ), on obtient comme autre

conséquence du théorème 2.21, que les algèbres localement affinement
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complètes ont la propriété B2 de Bergmann. Un analogue du théorème 2.21 est

donné pour les algèbres localement complètes pour les tolérances (thm, 2.39 ).

Au chapitre 3, on réinterprète en termes d'algèbre universelle, la théorie

des relations homogènes selon Fraïssé. Le théorème 3.9 donne une réponse

partielle à une question de Fraïssé. On introduit la notion de relation

préhomogène qui généralise celle de relation homogène. Dans la seconde partie
de ce chapitre, on étudie le clone des fonctions non expansives. Le clone Cd des

fonctions non expansives sur l'ensemble E permet de definir une algèbre non
indexée A..=<E; Cd>' Nous prouvons que si (E,d) est hyperconvexe, alors Â

est arithmétique. Aussi on voit que si les fonctions finitaires sur E sont non

expansives, alors la métrique d ne prend que deux valeurs. Cela est dû au fait
que le discriminateur appartient à Cd' Ce résultat permet de retrouver le fait

qu'une algèbre primale est simple.



Chapitre 0

Préliminaires

C'est à la suite des travaux de A. Quilliot [28,29], que Jawhari, Misane

et Pouzet [15] ont introduit et étudié les notions de métriques généralisées. Puis

Pouzet et Rosenberg [26] ont poursuivi le travail en proposant une plus grande

généralisation. Dans ce chapitre nous nous inspirons largement de ces travaux.

Dans [15], Jawhari, Misane et Pouzet avaient suggéré d'appliquer les résultats

qu'ils ont obtenus en algèbre universelle. C'est dans [26] que ce programme a

commencé à être appliqué (cf chap. 1, paragraphe 3). Ce travail s'inscrit dans la

même direction.

1) Métriques généralisées

Soit Y= < V, + , 0 , , ~ > un monoïde ordonné par s, non

nécessairement commutatif d'élément neutre 0 . On suppose en outre que 0 est

le plus petit élément de V. On suppose que l'opération unaire est une

involution vérifiant:

pour tous p, q E V. On note que p -+ Pest une permutation de V d'ordre au

plus 2.

Définition
Soit Y=<V, + , 0 , , ~ >et E un ensemble. Une distance sur E à valeurs

dans Y est une application d: E x E -+ V vérifiant les propriétés suivantes:

(dl) d(x,y) = 0 <=> x = y
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(d2) d(x,y) ~ d(x,z) + d(z,y)

pour tous x, y, zEE. Le couple (E,d) est appelé un espace métrique sur Y

ou Y-espace métrique. Soit (E,d) un espace métrique sur Y. Pour tous XE

E et r E V la boule à droite (resp. à gauche) de centre x et de rayon r

est l'ensemble

BE (x,r) : ={y E E 1 d (x,y) ~ r}

(resp.

1

BE (x.r) : = ( y E E 1 d(y,x) s rj).

Remarque

En réalité, comme l'ont remarqué Jawhari, Misane et Pouzet ([15], II-1) ), toute

boule est en même temps une boule à droite et à gauche parce que d'après la
1

propriété (d3) on a BE(x,r) =BE(x,f). On peut donc se restreindre à l'utilisation

des boules à droite.

Soient (E,d) et (E',d') deux espaces métriques sur Y ; une application f

de E vers E' est dite non expansive si pour tous x, y E E on a

(1) d'(f(x), f(y)) s d(x,y)

ou de manière équivalente;si pour tout x dans E et tout r dans V

(2) f (Bix,r)) c B(f(x),r).

Si l'égalité a lieu dans la relation (1) on dit que f est une isométrie. Si E ~ E'

et si l'application identité (i.e i~ : E -+ E' telle que i~(x) =x pour tout x E E)

est non expansive, on dit que (E,d) est un sous-espace de (E' ,d') ou que

(E'.d') est une extension de (E,d). Si de plus l'identité est une isométrie (i.e.

d est une restriction de d' à ExE ) alors on dit que (E,d) est un sous-espace

isométrique de (E',d') et que (E',d') est une extension isométrique de

(E,d).
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On peut parler de la catégorie M y des espaces métriques sur y dont

les objets sont les espaces métriques sur y et les morphismes les applications

non expansives. Si on suppose que les supremums existent dans V, alors les
produits existent dans My. En effet soit {(Ei,dO)iel une famille de y - espaces

métriques. On définit le produit:

comme l'espace métrique (E,d) où

E= Il E j
j El

est le produit cartésien des E] et pour tous x, y E E avec x = (xi)iel' y = (Yi)iel

on définit

Il est clair que dl définit une métrique sur E à valeurs dans Y. Nous

appellerons cette métrique la métrique produit sur E. Le cas où 1 = {l,...,n) et

El = ... = En = F est particulièrement important. On note alors par Fn le produit

cartésien des Ei et par dn la métrique produit sur Fn. Si n ~ 1; on note par Dn le

sous-ensemble de Fn formé des élements ( xl'...,xn) E Fn qui ont au moins

n-1 composantes égales. Donc (xl,...,xn) E Dn si et seulement si il existe i E

{l,...,n} et XE F tels que la propriété suivante est vraie:

NJlU
A partir de maintenant on supposera que <V, ~ ) est un treillis i.e. que

pour chaque paire d'élements x,y dans V le supremum .notë x v y , et
l'irfimum , noté xl\y , existent.

Exemples
Ces exemples sont tirés de [15] (11-2).

1) Espaces métriques usuels.
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Soit V: = IR+ U { + oo}. On étend l'addition de IR à V de façon évidente et on

définit a + 00 = 00 puis a ~ + 00 pour tout a e V. De cette façon les espaces

métriques usuels deviennent des Y -espaces métriques.

2) Ensembles ordonnés.

Soit y le treillis < V; V, 1\ ) où V = {O,a,b,1}; de sorte que 0 et 1 sont

respectivement le plus petit et le plus grand element de V tandis que a et b

sont incomparables. L'opération de monoïde + est le supremum dans y
x+y:=xVy

pour tous x, y e [û.a.b.l ]. On définit en outre

li:= b et 0 := 1

ce qui entraine fi = a et T= O. Si E est un ensemble ordonné, on définit

d: E x E -+ V par d(x,y): = 0 si x = y, d(x,y): = a si x < y, d(x,y): = b si y < x

et d(x,y): = 1 si x et y sont incomparables. Alors (E,d) est un espace métrique

sur y et vice-versa; tout espace métrique (E,d) sur Y définit un ordre sur E

par x < y si et seulement si d(x,y) = a (cf.[15] 11-2 ). Les fonctions non

expansives sont celles qui préservent l'ordre de E.

3) Graphes réflexifs non orientés.

On prend V = INu { + oo} et on étend l'addition et la relation d'ordre dans IN à

V comme dans 1). Pour involution on prend l'identité. Si G est un graphe

réflexif non orienté sur E on définit d(x,y): = + 00 s'il n'y a pas de chemin de x

à y. S'il existe un chemin de x à y, on définit d(x,y) comme la longueur (i.e. la

cardinalité) du plus court chemin de x à y. Alors d est une distance sur E à
valeurs dans Y:: = <V; +,0, idy, s : Les applications non expansives de E

dans E sont celles qui préservent les arêtes (i.e. les homorphismes de graphes).

Les isométries sont les plongements de graphes.

4) Relations binaires.

Soit h un entier positif. Une relation h-aire p sur l'ensemble E est un sous

ensemble non vide de Eh. Si h = 2 on dit que p est binaire. Soient n et m deux

entiers positifs. Soit V un ensemble de relations rn-aires sur E et p EV. On dit

qu'une fonction n-aire f: En -+ E est compatible avec p (ou préserve p) si la
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propriété suivante est vérifiée: étant donnée une matrice d'éléments de E, M =
(xij) où 1 ~ i ~ m, 1 ~ j ~ n dont toutes les colonnes sont dans o , le m-uplet

formé par les images des lignes de M est dans pi. e .
«f(x l l , ,x1n) , ... ,f(xml , 'xmn » e p. La fonction f est compatible avec V

si elle est compatible avec toute relation p appartenant à V.

a) Relations d'équivalence

On prend pour y un sous-treillis du treillis Eq(E) des équivalences de E, dont

tout sous-ensemble non vide possède un infimum dans V ( donc un

A - sous-demi-treillis complet de < Eq(E); n > ) qui contient

6. = { (x,x) 1 xeE } la diagonale de E. On définit la loi + par r + s: = r V s

pour tous r, s E V. Pour involution on prend r = r-1 pour tout r E V. Alors
r = r car r est symétrique. Soit dy : E x E ~ V défini pour tous x, y eV par la

formule

dy(x,y):= n{8 E V 1(x,y)e 8).

Alors dV est une distance à valeurs dans Y =<V; v, /)., idy, ~ >où /). est la

diagonale de E . Les applications f: En ~ E qui sont non expansives sont

celles qui préservent V.

b) Cas général

Soit V un ensemble de relations binaires sur l'ensemble E dont le plus petit

élément est A et contenant E2 . On suppose que V est clos pour l'intersection

des familles non vides et pour l'inversion. Alors on définit l'addition (notée + )

de deux relations p et p' comme étant le plus petit élément de V contenant le

produit pop' et l'involution de p comme la relation inverse p-1. Alors Y = <
V, +, /)., -1, ~ >est un monoïde ordonné d'élément neutre /). muni de

l'involution p ~ p-1. On définit:

d(x,y): = n {8 e V 1(x,y) E 8 }

Alors (E, d) est un espace métrique sur Y. Les fonctions f: En ~ E qui sont

non expansives sont celles qui préservent les relations de V.
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II) Algèbres universelles

Toutes les notions d'algèbres universelles que nous utilisons se trouvent

dans [6, 17, 18]. Soit A = <E; F) une algèbre non indexée sur l'ensemble E.

Un terme de A est un élément du clone sur E engendré par F. Un polynôme

de A est un élément du clone sur E engendré par F et les fonctions constantes.

Comme dans [17], on note par Pol A l'ensemble des polynômes de A . Nous

utiliserons régulièrement un cenain nombre de résultats. Nous les rappelons.

Définition

Soit A = <E; F) une algèbre. Une sous-algèbre Y de An où n ~ 1 est dite

diagonale si pour tout a E E, (a, ..., a) E Y.

Théorème 0.1
Soit do = ( E; F >une algèbre et Y une sous-algèbre de An où n :?! 1. Alors Y

est préservée par les polynômes de do si et seulement si Y est diagonale.

La preuve de ce théorème est faite dans [17] (thm. (4.69).).•

Théorème 0.2
Soit C un clone sur E et IL= (E, C> l'algèbre dont les opérations de base

sont les éléments de C.. Soit [: X --+ E une fonction partielle définie sur un

sous ensemble X de En de cardinal r ~ 1. Alors il existe une fonction g E C

prolongeant f sur En si et seulement si f préserve les sous algèbres de /J.r.

La preuve se trouve dans [18].( thm. 7.5. ).•

a) Métrique associée aux congruences.

Si A = <E; F) est une algèbre sur E, l'ensemble des congruences de A ..

Con PL est muni d'une structure de treillis complet

dont le plus petit élément est li . Comme en 4 a) on peut définir une distance
sur E à valeurs dans Y = <ConA; v, li, idv' ~) car ConA c Eq(E). Nous

noterons cette distance dA' Les fonctions non expansives f: En --+ E sont celles

qui préservent les congruences de A.. En particulier, les opérations de base, les

termes et les polynômes de A. sont des fonctions non expansives.



9

b) Métrique associée aux tolérances.

Définition

On appelle tolérance de l'algèbre A = <E,F> toute sous algèbre diagonale de

A2 qui est symétrique.

On note TolA l'ensemble des tolérances de A. Alors TolA est un /\

sous-demi-treillis complet du n-demi-treillis des relations binaires sur E [7]

(chap. J, lemme 1.4); son plus petit élément est.1 . Comme dans 4 b) on peut
définir une distance sur E à valeurs dans TolA. Nous notons par dI cette

distance. Dans ce cas précis la loi v définie sur ToiA ne coïncide pas

nécessairement avec la loi +.

Dans les deux cas précédents, l'involution dans y est l'identité. La

métrique d possède la propriété que d(x, y) = dey, x) pour tous x, y E E. Nous

nommons spécialement ces espaces métriques.

Définition

Un espace métrique (E, d) sur Y est dit symétrique si pour tous x, y E Eon

a la relation d(x, y) =dey, x).

La notion d'algèbre de Heyting au sens de Pouzet [15] (cflI-1) se révèle

particulièrement utile. Nous en rappellons la définition,

Définitions

1) On dit qu'un ensemble ordonné <V, ~ > est un 1\ - demi -treillis complet

ou qu'il est inf-complet si tout sous ensemble non vide X de V possède une

borne inférieure, noté /\X. Un monoïde ordonné Y = <V, +, 0

, ,~> tel que <V, ~ > est un /\ - demi - treillis complet est appelé une
algèbre de Heyting si pour toutes familles d'éléments (xï>i E 1 et (Yj)j E J

de Von a:

1\ { Xi + Yj 1i e l, j e J }=1\ {Xi 1i el} + I\{ Yj 1j e J }.



Chapitre 1

Espaces métriques, théorème d'extension finie
et espaces métriques hyperconvexes,

1) Métriques et relations.

Soit d une y -métrique sur E; pour tout v e V on définit l'ensemble

(d); = [Ix.y) e E21 dïx.y) $ v }.

Alors pour tout v E V. (d); est une relation binaire sur E. Soit C un clone sur E.

Un résultat de Pouzet -Rosenberg donne un critère pour que les fonctions de C

soient non expansives.

Théorème 1.1 (Pouzet-RosenbergjZô], lemme 1-3.1. )

Pour une algèbre d. = <E; C >et une y -métrique (E,d), les propositions

suivantes sont équivalentes:

1) Pour tout y e V, la relation (d)yest une sous-algèbre de d2 .

2) Chaque! e C est non expansive.

Preuve

Supposons que (d), est une sous-algèbre de A2. Soit f e C. il existe ne IN tel

que f : En -+ E. Soit (xl ..... xn) e En • (yI ..... Yn) e En. On doit prouver que

Posons vi:=d(xi.yi).i=1 ..... netv:=v1V v2V ...V "n: Alors (xi' Yi) e

(d); pour i =1..... n. Comme f est un terme de A et que (d); est une sous

algèbre de A2. il vient que (f(xl• • xn). f(y l' .yn» e (d), c'est à dire
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Supposons maintenant que chaque f E C est non expansive. Soit f: En -+ E et

(xl' , xn) E En, (YI' "',Yn) E En tels que (xi' Yi) E (d); pour tous

i = 1, , n. On a

car d(xi' Yi) S; v pour tous i = 1, ....n. Donc (f(xl' ..., xn), f(Yl' ".,Yn» E

(djv et alors (d), est une sous-algèbre de Â 2. 0

Corollaire 1.2

Soit (E,d) un espace métrique. Une fonction f' X -+ E où X C En est non

expansive si et seulement si pour tout v E V, f préserve la relation (d)v.

Preuve

Selon la preuve du théorème précédent f est non expansive si et seulement si elle

préserve les relations (d)y. 0

Soit (E,d) un espace métrique sur Y et C un ensemble de fonctions non

expansives pour d. On note W l'ensemble des sous-algèbres de <E,C>2. On

munit W de sa structure naturelle de treillis. West clos pour la composition des

relations [15] (1-3 ). Donc d'après 4 b) du chapitre 0, on peut définir p + p':

=pop' E W pour tous p, p' E W. Enfin p:= p-l est la relation réciproque
de p. On défmit dw par

dW (x,y): =(d), où v =d(x,y).

Finalement soit fl'w: V -+ W telle que 4Jw (v): =(d)«.

Proposition 1.3
L'application 4J w est un morphisme de demi-treillis de (V; !\ >
dans (W,!\ >et 4J w( ïi) = 4Jw( v t! pour tout v E V.

Preuye

Soient v, v' E V et. Comme v r-v' S; v et vr.v' S; v', on a

(d)V!\V' c (d)y!\ (d) y'.
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Si (x,y) E (d), n (d)v' alors (x,y) E (d), et (x.y) E (d)v" D'où d(x,y) ~ v

et d(x,y) ~ v' donc d(x,y) ~ vr.v'. On en déduit (x,y) E (d)v 1\ v'. Ainsi on

a prouvé que (d)vl\v' = (d), 1\ (d)v' ; c'est à dire que

epw (v1\ v') = epw (v) 1\ epw ( v').

D'autre part

epw( fi) =(d)fi ={(x,y) 1d(x,y) s v }={(x,y) 1d(y,x) ~ v }

= {(x,y) 1(y,x) e (d)v) = (d)v- l. o

En général il se peut que L\ ne soit pas le plus petit élément de W.

Définissons W' := {p E W 1 L\ ~ p ] de sorte que W' est l'ensemble des

relations reflexives de W. Alors W' est un intervalle de W et donc un sous

treillis complet de W. nest en outre clos par rapport à la loi +.

Proposition 1.4
La fonction dw est à valeurs dans W' et ( E,dw ) est une 'W. - métrique.

Preuve

Soit x,y e E et v: =d(x,y). Nous montrons que

dw (x,y) = L\ <=> (d), =0 <=> v =0 <=> x =y.

Si v =0, alors dw (x,y) =(d)O =L\. Soit dw(x,y) = L\. Comme (x,y) E (d)v

= L\ =dw (x,y) alors par la propriétée (dj), x =y et v =d (x,y) =O. 0

Proposition 1.5
Si d: E2 --7 V est une fonction surjective, alors epw est injective.

Preuve
Supposons d surjective et soient v, v'e V tels que epw(v) = epw(v').

Il existe (x,y) E E2 , (x',y') E E2 tels que d(x,y) =v et d(x',y') =v'.
Comme (d)v = epw(v) = epw(v') = (d)v', on a v =d(x,y) ~ v'. De même

v' ~ v ; donc v = v'. o
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Corollaire 1.6
qJ w restreinte à Imd est injective.

Preuve

Cest une application immédiate de la proposition précédente.

Proposition 1.7

Pour toute métrique (E,d) sur y, le diagramme suivant est commutatif:

Preuve

C'est clair .

o

o

Définitions

Soit (E,d) un espace métrique sur y
1) On dit que (E,d) est convexe si et seulement si pour tous x, y E E et

r, s E V tels que d(x,y) ~ r + s, il existe zEE tel que d(x,z) ~ r et

d(z,y) ~ s.

2) (E, d) possède la propriété de 2-Helly si pour toute famille B = {Bd 1

E t, de boules deux à deux non disjointes, l'intersection de B, soit n
(Bi 1 i E Il. est non vide. (E,d) possède la propriété de 2-Helly pour les

familles finies de boules de E si pour toute famille finie B = {Bi} i E t, de

boules deux à deux non disjointes, l'intersection de B est non vide.

3) On dit que (E,d) est quasi-compact si toute famille de boules de E dont

l'intersection est vide possède une sous-famille finie d'intersection vide.

4) On dit que (E,d) est hyperconvexe s'il est convexe et possède la propriété

de 2 - Helly.

Les définitions 1),2) et 4) sont bien connues (cf.[15] 11-2)

Théorème 1.8

Un espace métrique (E,d) qui est hyperconvexe est convexe et quasi

compact.
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Preuve

Le fait que (E,d) est convexe fait partie de la définition. Pour prouver que (E,d)
est quasi-compact, prenons une famille de boules B = ( Bïx], ri)} i El' telle

que pour tout l' c I, l' fini on ait:

n {B (Xi, ri ) 1i Er} "# 0

fi faut prouver que

n {B (xi, ri) 1i El} "# 0.

Si les intersections de sous familles finies de boules de B sont non vides, alors

les intersections deux àdeux de boules de B sont non vides. Par la propriété de

2 - Helly, alors

n { B (xi, ri ) 1i El'} "# 0.
o

Remarques

1) Tout espace métrique fini est quasi-compact.

2) ~ muni de la distance définie au chapitre 0 paragraphe 4 a) n'est pas quasi
compact. En effet soit P = { Pn} n E IN ' l'ensemble des nombres premiers.

On a une famille {rn} de congruences arithmétiques de ~ ainsi définie:

(x,y) E rn <=> x - y E (Pn):= Pn~

où (Pn) est l'idéal de ~ engendré par Pn. Comme d'habitude on écrira

x == y ( mod Pn ) pour (x,y) E rn. Soit y le sous-treillis de Eq( ~ ) engendré

par { rn; n e IN }.Soît

B = { B ( Pn+l' rn ) } n E IN,

la famille de boules ainsi défmie. Comme Pn et Pm sont premiers entre eux pour

n"# m, alors

Donc
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pour tous n,m E lN. D'après le théorème classique des restes chinois, il existe

pour tout entier k ~ 1, un x E Z tel que

x == Pi+1 ( mod Pi) pour tout i = 1, ..., k.

C'est à dire (Pi'x) E ri pour tout i = 1, ..., k; soit que l'intersection des boules

B(Pi + l' ri) est non vide. Ainsi toute intersection d'une sous -famille finie de

boules de B est non vide. Supposons qu'il existe

Soit q un diviseur premier de y. Alors q = Pm pour un m E lN. On a

(y, Pm+l) E rn donc y == Pm+l (mod Pm)' Or comme Pm divise y on a

Pm+1 == 0 ( modPm)·

Mais Pmet Pm+l étant des nombres premiers distincts c'est impossible. Donc

on a prouvé que

o

Pour une métrique (E,d) on définit Vd : ={(d)v 1v EV}.

Proposition 1.9
Si (E,d) est convexe alors Vd =<Vd ,. 0 , L1 , -1, l:: >est un monoïde

ordonné muni d'une involution et Cpw: V ~ Vd est un morphisme surjectif

de monoïdes ordonnés et involutifs.

Preuve

Soit V,W E V.Par la proposition 1.2, il suffit de montrer que

cpw(v+w) =cpw(v)ocpw(w) Le. que (d)v+w =(d)yü(d)w .
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Soit donc (x,y) E (d)v+w ; alors d(x,y) ~ v+w. Par convexité, il existe zEE

tel que d(x,z) ~ v et d(z,y) ~ w. On a

(x.z) E (d)v et (x,y) E (d)w ~ (x,y) E (d)v 0 (d)w.

Donc (d)v+w ç: (d)v 0 (d)w. Si à présent (x,y) E (d)v 0 (d)w ; il existe zEE tel

que (x,z) E (d)v et (z.y) E (d)w ce qui se traduit par d (x.z) ~ v et

d(z,y) ~ w. Par l'inégalité triangulaire

d(x,y) ~ d(x,z) + d(z,y) ~ v+w;

d'où (x,y) E (d)v+w , donc (d)v 0 (d)w ~ (d)v+w . o

Ayant défini une structure de monoïde ordonné sur Vd on peut se

demander s'il est possible de remplacer V par le monoide concret Vd tout en

conservant les propriétés de la métrique d.

Proposition 1.10

Supposons que (E,d) est convexe. L'application D: E2 ~ W telle que

D(x,Y) := cpw(d(x,y)) est à valeurs dans Vd. (E,D) est un Vd-espace

métrique. Il est hyperconvexe si et seulement si (E,d) l'est.

Preuve
On a D(x,y) =dw(x,y). Comme 'PW est à valeurs dans Vd et que Vd est clos

pour la loi +, D est une métrique sur ~. Supposons (E,d) hyperconvexe. Soit

{B(xi,rï}liEI une famille de boules de (E,D) où D(xi,Xj) s ri + fj pour tous
i, j E I. On a pour tout i E I, ri = (d)vi pour un certain vi E V. Ainsi

Alors d(xi,Xj) ~ vi + Vj' Donc en considérant la famille de boules à droite
{B(xi,vï}l de (E,d), il existe x E E tel que d(xi,x) ~ Vi pour tout i E I. Alors

D(xj.x) ~ (d)Vi = ri pour tout i E I. Réciproquement supposons (E,D)

hyperconvexe et soit {B(xi,wi)liE 1une famille de boules à droite de (E,d) telle

que pour tous ij E I, d(xi,Xj) ~ wi + Wj' Alors
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En posant ( Btx], (d)Wi) }, i e 1la famille de boules à droite de (E,D) on a

D(xi,Xj) s (d)Wi + (d)wj

pour tous IJ e I. Soit xe (1 {B (xi, (d)wi) 1iel}. Alors Dïxj.x) ç:(d)Wi pour

tout i e 1,ce qui se traduit par d(xi,x) ~ wi pour tout i e 1donc

xe (1 (B(xi,wï) 1ie I}.

o

Définition

On dit que le Y-espace métrique (E,d) possède la propriété du point fixe si

toute fonction non expansive f : E ~ E possède un point rue.

Proposition 1.11

Supposons que (E, d) est convexe. Alors (E,d) possède la propriété du point

fixe si et seulement si (E,D) la possède.

Preuve

Soit f: E ~ E. Prouvons que f est non expansive pour d si et seulement si elle

est non expansive pour D.

1) Supposons que d(f(x), fïy) ç: d(x,y) pour tous x,y e E. Posons

v =d(x,y), alors (f(x), fïy) e (d)v donc D (f(x), f(y» ç: (d)v.

2) Supposons que D (f(x), fty) ç: D(x,y) pour tous x,y e E. Soit v =d(x,y),

ona

D (f(x), fïy) ç: D(x,y) ç: (d)v

donc d(f(x), f(y» ~ v. Il est alors clair que (E,d) possède la propriété du point

fixe si et seulement si (E,D) la possède. 0

L'idée d'utiliser les relations binaires (d)v, v e V pour étudier les

propriétés de l'espace métrique (E,d) est déjà exploitée dans [25] et [26].
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Proposition 1.12

Si (E,d) est symétrique et convexe alors pour tous u,v E V, on a
(d)v 0 (d)u = (d)u 0 (d)v·

Preuve
Supposons que (y,x) E (d)v 0 (d)u ' alors il existe zEE tel que:

d(x,z') ~ v et d(z,y) ~ u

Il vient que d(y,x) =d(x,y) ~ u + v. Par convexité on peut trouver z' E Etel

que

d(x,z') ~ u et d(z',y) ~ v

donc

(x,y) E (d)u 0 (d)v et (d)v 0 (d)u c (d)u 0 (d)v

De même on prouve que (d)u 0 (d)v !:: (d)v 0 (d)u. o

Pour certaines métriques, le résultat précédent devient une équivalence.

Corollaire 1.13
Soit A une algèbre sur E, Tolô: le treillis des tolérances de d et dr la

distance associée (cf.ch.O,2b». Alors drest convexe si et seule ment si les

éléments de V commutent. Le même résultat est valable pour la distance

dA'

Preuve
Pour x, y E E, la distance d:r(x,y) est la plus petite tolérance J.1 de A telle que

(x,y) E u.Donc pour tout v E TolA on a que (d:r)v=((x,y) E E2 1d:r(x,y) ~ v}

= v. Donc pour tous u, V E V,

équivaut à u 0 v =vou. D'autre part si les tolérances permutent, alors p + p'
= pop', d'où le fait que d:r est convexe.

o
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Définition

On dit qu'un espace métrique (E,d) sur V est ultramétrique si d est symétrique

et si l'opération + est le sup du treillis V.

Définition

Soit E un ensemble et X !.= E. On appelle fonction de Pixley ou a-fonction
sur X, toute fonction ternaire fx: X3~ E, vérifiant la condition suivante:

fX (x, y, y) =fx (x,y,x) =fx(Y' y, x) =x.

pour tous x, Y E X.

Définition

Soit E un ensemble et soit L un sous-treillis du treillis des équivalences de E.

On dit que L est arithmétique si et seulement si L est un treillis distributif dont

les éléments commutent deux à deux pour le produit des relations.

Remarque

Deux équivalences 8 et cP commutent si et seulement si on a 8 0 cP =8 v cP

[17] (corollaire du théorème 4.70).

Définition

On dit qu'un espace métrique (E, d) possède la propriété (a), si pour tout

sous-ensemble fmi X de E, il existe une a-fonction non expansive sur X.

Lemme 1.14

Soit (E,d) un espace métrique sur Y. Si pour tout sous-ensemble

X!.= E tel que IX 1=min (3, lE 1) il existe une a-fonction non expansive sur

X alors (E,d) est ultramétrique. En particulier, (E,d) est ultramétrique s'il

possède la propriété (a).
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Preuve

Si E ne possède qu'un élément il n'y a que la métrique triviale sur E. On peut

donc supposer que lEI ~ 2. Prouvons d'abord la symétrie. Soit x, y E E.

Posons X = {x,y} et soit fx :X3 4 E une a-fonction non expansive sur X. On

a

d(x,y) = d(fx (y,y,x), fx (y,x,x)) s ~«y,y,x),(y,x,x))

= d(y,y) v d(y,x) v d(x,x)

= 0 v d(y,x) v 0 =d(y,x),

donc d(x, y) ~ d(y, x). En utilisant un argument symétrique on obtient

d(y,x) ~ d(x,y). Soit à présent x,y,z dans E. On pose X = {x,y,z} et on note

encore fx :X3 4 E une a-fonction non expansive. Alors

d(x,y) =d(fx (z.z,x), fx (y,x,x)) s d3«z,z,x),(y,x,x))

= d(z,y) v d(z,x) v d(x,x)

d'où d(x,y) ~ d(x,z) v d(z,y) compte tenu de la symétrie de d. [J

Lemme 1.15 ( [26], lemme llI-6.4 )

Si (E,d) est ultramétrique alors pour tout v E V, la relation (d); est une

relation d'équivalence sur E.

Preuve

La reflexivité est triviale puisque pour tout xe E, on a que d(x,x) = 0 ~ v.La

symétrie de (d), découle de la symétrie de d. Pour prouver la transitivité de (d),

soient (x,y) E (d)v et (y,z) E (d)v, alors d(x,y) ~ v et d(y,z) ~ v.Donc en

utilisant l'inégalité triangulaire d(x,z) ~ d(x,y) v d(y,z) ~ v v v = v. Ce qui

prouve que (x,z) E (d)Y donc (d)v est transitive. 0

Théorème 1.16
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Soit (E,d) un espace hyperconvexe. Alors il existe une a-fonction non

expansive sur E si et seulement si (E,d) est ultramétrique. Dans ces

conditions les équivalences de la forme (d)v, v E V vérifient:

a) "il V,W E V

b) "il u, v, W E V

(d)v 0 (d)w =(d)w 0 (d)v

(d)v n ((d)wo(d)u) = ((d)v n (d)w) o ((d)v n (d)u).

Lemme A
Soit (E,d) un espace métrique sur Y. Si pour tout X c E avec

/X/=min(3,/Ef) il existe une a-fonction non expansive sur X, alors,

fi) (E,d) est ultramétrique et Vd c Eq(E),

(U) Les éléments de Vd permutent deux à deux et

(iii) (d)v n ((d)w 0 (d)u) = ((d)v n (d)w) 0 ((d)v n (d)u)), pour tous U,V,W EV

Preuve

(i) est dû aux lemmes 1.14 et 1.15. Pour (ii) soient (d)u et (d)v des éléments de

Vd .Soit (x.y) E (d)u o(d)v, alors il existe zEE tel que (x.z) E (d)u et (z,y) E

(d)». Définissons X = {x,y,z} et fx : X3 ----+ E une a-fonction non expansive sur

X.On a

d(fX (x,z,z),fx (x.z.y) S d3(x,z,z),(x,z,y»

=d(x,x)vd(z,z)vd(z,y) =Ovûvdïz.y) =d(z,y) S v.

On a aussi par le même argument que d(fx (x,z,y), tx (z.z.y) Su d'où

fX (x,z,z),fx (z.z.y) = (x,y) E (d)v 0 (d)u'

La réciproque est identique.

Pour (iii) soient u, v, W E V et (x,y) E (d), n «d)w 0 (d)u). Alors il

existe zEE tel que (x.z) E (d)w, (z,y) E (d)u. Donc d(x,z) S w et d(z,y) Su.

Soit tx . X3~ E une a-fonction non expansive sur X = {x,y,z} et b:=

fX(x,z,y). On a

d(x,b) =d(f(x,y,y), f(x,z,y)) =d(x, f(x,z,y))

or
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d(x,f(x,z,y» ~ d(x,x)vd(y,z)vd(y,y) =d(y,z) ~ u

car d(z,y) ~ u et d est symétrique, (E,d). En outre

d(x,b) =d(fx(x,z,x),fx(x,z,y» ~ d(x,y) ~ v.

Donc (x.b) E (d)u n (d)», De même

d(b,y) =d(fx(x,z,y), fx(z,z,y» ~ w

et

d(b,y) =d(fx(x,z,y),fx(Y,z,y» ~ d(x,y) ~ v .

D'où (b,y) E (d)w n (d)«, Finalement on a prouvé que

(x,y) E «d)u n (d)v) 0 «d)w n (d)y)

pour tous x,y E E. Ce qui montre que

·Comme (d)wv (d)u = (d)w 0 (d)u , l'inclusion ::) est toujours vraie. 0

Lemme B
Soit (E,d) un espace ultramétrique sur Y. La fonction définie sur D3 ( ch. 0

npar

f(x,x,y) =f(y,x,y) =f(y,x,x) = y

(*)

pour tous x,y E E est non expansive.

Preuve
Soient (xl'x2,x3) E D3 et (Yl'Y2.Y3) E D3. Plusieurs cas sont possibles.

Nous en examinons trois, les autres étant semblables.

1) Soit 1 ~ i ~ 3 et
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Alors

Or

donc

3) xl = Xz et Y2 = Y3 . Dans ce cas on a f(xl'x2,x3) = x3 et f(Yl'Y2'Y3) = YI'

D'où

Mais

et

en utilisant le fait que (E,d) est ultramétrique ainsi que les égalités xl = Xz et Y2

=Y3' 0

LemmeC
Si (E,d) est hyperconvexe et ultramétrique alors (E,d) admet une a

fonction non expansive sur E .

Preuve
Par le lemme B il existe f :D3~ E non expansive qui satisfait la propriété (*).

L'hyperconvexité de (E,d) nous permet d'étendre f à une fonction f : E3 ~ E

non expansive. De plus f satisfait (*). Cest donc une a-fonction. 0
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Preuve du théorème 1.15:

On applique simplement les lemmes A,B et C.

Pour les lemmes B et C, nous nous inspirions d'une preuve de Jawhari,

Misane et Pouzet [15] (thm.V-2,3).

Définition

On dit qu'un élément r E V est idempotent si r + r = r.

Pour les ultramétriques, on remarque que r+r =r Vr =r pour tout r E V.

Donc dans ce cas tout élément de V est idempotent. Cette propriété influence

fortement la structure métrique. On peut exploiter cette analogie.

Théorème 1.17

Supposons que y. satisfait u 1\ (v + w) =(u 1\ V ) + ( U 1\ w) pour tous u, v

et w dans Y.. Si (E,d) est convexe et symétrique, alors il possède la

propriété de 2-He//y pour les familles finies de boules dont les rayons sont

idempotents.

Preuve

Pour tous u,v,w E Von a

U 1\ (v + w) = (u 1\ V ) + ( u 1\ w)

Soient rI" ..,rn des éléments idempotents de V; soient XI, ..., Xn dans E et les

boules B(x1,r 1)' ... , B(xn,rn) tels que: B (xi,ri) (1 B (xj,rj) '# 0 pour tous

1 S i, j ~ n. On procède par récurrence sur n. Le résultat étant vrai pour 2,

supposons le vrai pour n-1 ~ 2. Soit

n-l
te (1 B(xi,rj) '# (2}

i =1

On a d(xn,t) ~ d(xn,xi) + d(xi,t) pour tous i = 1,..., n-1. Or d(xn,xi) ~ rn + ri

et d(Xi,t) ~ ri car t E B(xi,ri); donc d(xn,t) ~ rn+ri+ri = rn+ri par idempotence

de ri. Soit r: =1\ {ri Li = l ,..., n-1 }; alors comme
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n

d(x .t) ~ A (r + r.) =r + A ri
n i=l n 1 n ,

on a d(xn,t) ~ rn + r . Par convexité, il existe x E E tel que d(xn,x) ~ rn et

d(x,t) ~ r. On a alors pour tout 1 ~ j ~ n-I

d(xj,x) ~ d(xj.t) + d(t,x) =rj + r ~ rj + rj =rj.

On a fmalement prouvé que

n
X E (l B(x.. r.) .

i = 1 1 1

o

Remarque

Dans un tel y. ,si r' est idempotent alors pour tout r EV, r/\ r' est idempotent.

En effet, (r /\ r') + (r /\ r') = r /\ (r'+ r') = r /\ r'. o

Corollaire 1.18

Soit L un sous-treillis fini du treillis des équivalences de E.
Alors (E, d IJ est hyperconvexe si et seulement si L est arithmétique.

Preuve

Si L est un sous-treillis de Eq(E) alors la loi + de L est le v et tout élément de L
est idempotent Si (E, dL) est hyperconvexe alors par le théorème 1.16, Lest

distributif.et ses éléments permutent. Réciproquement si L est arithmétique
alors (E, dL) est convexe par le corollaire 1.13. Soit à présent {B(xi,ri)} i E 1

une famille de boules de E qui s'intersectent deux à deux. nexiste J un sous
ensemble fini de 1 tel que {ri}· 1= {ri }. J' Par le théorème des restes

1 E 1 E

chinois, on a n{B(xi,ri) 1i E J } ~ 0. Soit à présent x un élément de cette

intersection. Pour tout i E l, il existe au moins un j E J tel que ri =rj. Donc

quelque soit i Elon a

si on choisit j E J tel que ri =rj. Mais comme les boules s'intersectent deux à
deux, on a d(xi,Xj) ~ ri + rj. Il vient que
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d(xi'x) Sri + rj + rj =ri + rj =rj

par l'idempotence et par le fait que ri =rj .

Remarque

Si les éléments v, w et v v w de V sont tous idempotents, on a v v w = v + w.

En effet v ~ v + 0 S v + w et de même w S v + w donc v v w S = v + w; or

v S v v w implique v + w S (v v w) + (v v w) = v v w.

Corollaire 1.19

Soit (E,d) un )l-espace métrique ultramétrique . Si lm d est fini alors (E,d)

est quasi-compact.

Preuve

La même que pour le corollaire 1.17.

2) Le théorème d'extension finie

Grâce au travail de Jawhari, Misane et Pouzet [15], il est possible de

démontrer le théorème d'extension finie de Kaarli [9], (thm. 3 ) pour les

espaces métriques généraux. Auparavant précisons ce que nous entendons par

extension [mie.

Définitions

Soit (E,d) un )l-espace métrique. On dit que (E,d) possède la propriété

d'extension finie ou la propriété de No.extension dans la classe des )l.

espaces métriques si pour tout espace métrique (F,d') et toute fonction non

expansive f: X~E définie sur un sous-ensemble fini X de F, il existe une

extension de f en une fonction non expansive f: Xu {x}~E quel que soit x E F

\X.

Proposition 1.20

Soit (E,d) un )l-espace métrique. Alors (E,d) possède la propriété

d'extension finie si et seulement si pour tout )l-espace métrique (F,d'),

toute fonction non expansive f:X ~E définie sur une partie finie X de F

admet une extension en une fonction non expansive f:Y ~ E quelle que

soit Y une partie finie de F contenant X.
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Preuve

(=» Soit n = 1Y \ X 1le cardinal de la différence Y \ X. On procède par

récurrence sur n. Pour n = 0, y = X et il n'y a rien à prouver. Supposons le

résultat vrai pour n ~ 0 et prouvons le pour n + 1. Soit Y \ X = {x}, ..., Xn+Il .
Posons Xn = X U {Xl' ... , xn}. D'après l'hypothèse de récurrence, il existe

g: Xn~E qui est non expansive et qui prolonge f. Par la propriété d'extension

finie, il existe

une fonction non expansive prolongeant g. Alors pour tout x E X on a f(x)

= g(x) = f(x); et donc f est l'extension cherchée.

(Ç::) Si f:X~E est non expansive et si x E F \ X, on pose alors Y = XU {x};

d'après l'hypothèse il existe f : Y~E une fonction non expansive prolongeant

f. 0

Définition

Soit X ç: E et soit n ~ 3 un entier. On appelle fonction n-aire
presqu'unanimité sur X, toute fonction mx: Xn ~ E vérifiant pour tous

x,y E X

mx(x,...,x,y) = mx(x,....x.y.x) = ... = mx(Y'x, ...,x) = x.

Pour n=3, on dira que mx est une fonction majorité sur X.

Il est bien connu qu'à partir d'une fonction d'une arité donnée on peut

construire une fonction d'une arité plus grande [7] (thm. 4.8). En utilisant la

même méthode on peut prouver le résultat suivant déja observé par d'autres

auteurs pour les fonctions définies sur E tout entier [1] ( paragraphe 2 ).

Définition

On dit que l'espace métrique (E, d) possède la propriété (m), si pour tout

sous-ensemble fini X de E, il existe une fonction majorité sur X qui est non

expansive.

Lemme 1.21
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Soit (E,d) un "X-espace métrique et soit X !:: E. Pour tout entier n ~ 3,il

existe une fonction n-aire presqu'unanimité non expansive sur X si et

seulement si il existe une fonction ternaire majorité non expansive sur X.

Preuve

(=» Il suffit de prendre n = 3.

(<=) Soit q: X3 ---+ E une fonction majorité sur X. On définit pour tout n ~ 3

mx : Xn ---+ E par mX (xl' ..., xn) : = q(xl ,x2,x3) pour tous xl, ... ,xn E X;

donc mx est essentiellement ternaire. Puisque q est non expansive, il en est de

même pour mx . Le fait que mx est presqu'unanimité est aussi facile à voir. 0

Lemme 1.22 ( Jawhari, Misane, Pouzet [15], thm. IV-2.3. )

Soit (E,d) un "X- espace métrique possédant la propriété d'extension finie.

Alors (E,d) possède la propriété (m).

Preuve

Soit donnés X !:: E un sous ensemble fini et n ~ 3 un entier. Il faut prouver
l'existence d'une fonction majorité sur X. Soit la fonction mX: D3 n X3 ---+ E

telle que pour tous x, y E X

mx(x,x,y) = mx(x,y,x) = mx(Y'x,x) = x.

Alors mX est non expansive. En effet soient (xl'x2,x 3) et (Yl' Y2'Y3)

E D3 n X3. Il existe un 1 s i s 3 tel que~ (xl'~,x3) = xi' et~ (Yl'Y2'Y3)

=Yi' Donc

Par la proposition 1.19, la fonction mx possède une extension en une fonction

non expansive de X3 dans E car X3 est fini. Cette extension est la fonction

majorité cherchée. 0

Nous allons à présent démontrer le théorème d'extension fmie.

Considérons les énoncés suivants:

(i) (E,d) est convexe et possède la propriété (m).
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(U) (E,d) est convexe et possède la propriété de 2-Helly pour les familles

finies de boules.

(iii) (E,d) possède la propriété d'extension finie.

(iv) (E,d) est convexe et possède la propriété (a).

Théorème 1.23 ( Théorème d'extension finie)

Soit (E,d) un Y-espace métrique. Alors

1) Les propriétés (i) à (iii) sont équivalentes.

2) Si (E,d) est ultramétrique alors les propriétés (i) à (iv) sont équivalentes.

Preuve

1) (i) ~ (ii) Il faut prouver la propriété de 2-Helly pour les familles finies de

boules de E. Soit (B(Xi.ri)} 1 s i s n' une famille de boules de E qui

s'intersectent deux à deux. On raisonne par récurrence sur n. Le résultat est vrai

pour n =2 par hypothèse. Supposons le vrai pour n ~ 2 et prouvons le pour

n+ 1. Soient Yb Y2. Y3 E E. tels que

Définissons X: = {XI,...,Xn+bYI,y2,Y3}. Par (i) il existe une fonction majorité
non expansive mx sur X. Prouvons que

Ona

et

Mais

car Y2 et Y3 appartiennent à B(x l , rI)' Ainsi d(XI,U) s "r Pour voir que
d(x 2 ' u) s r2 et d(x3, u) s r3 on utilise x2= mX(x 2'Y2'x 2) et
x3=mX(x3,x3'Y3)' Pour i =4,...,n on a

or
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Donc d(xi'u) :s; ri' ce qui achève de prouver la propriété de 2-Helly pour les

familles finies de boules.

ii) 9 (iii). On suppose à présent que le ~-espace (E,d) est convexe et possède la

propriété de 2-Helly pour les familles finies de boules. Soit X un sous

ensemble fini d'un ~-espacemétrique (F, d'). On procède par récurrence sur n
= IXI. Pour n = 1 et X = {x1}, toute fonction f : X-+E peut être prolongée en

posant f(x) = f(xl) quel que soit x E F. Ce prolongement est non expansif.

Supposons donc la propriété d'extension finie vraie pour tout sous-ensemble de

F ayant n-l éléments avec n-I ~ 1. Soient donnés X : = {xl ,... ,xn} !:: F, f:

X-+E une fonction non expansive et x E F \ X. D'après l'hypothèse de
récurrence il existe une fonction non expansive g: {xl' ..., xn-l' x}-+E qui

prolonge f sur {xl' ... , xn-l}. Notons ri = d' (xi'x), i = 1, ... , n et

considérons les boules B(f(xi), ri)' pour tout i = 1, ..., n. On a

pour i = 1,..., n-1. Donc g(x) E n{B (f(xi), ri) 1i=l,...,n-l}. Ceci prouve que

les intersections deux à deux des boules (B(f(xi), ri)} pour i = 1,...,n-1, sont

non vides. Prouvons aussi que l'intersection de B(f(xn), rn) avec chacune des

autres boules est non vide. Pour cela, on a quel que soit i E {l, ... , n-l}

(E,d) étant convexe, il existe a E E tel que d(f(xn), a) :s; rn et d(a, f(xi)) s ri. Or

d(a,f(x i)) s ri équivaut à d(f(xi),a) s ri; ce qui prouve que

a E B(f(xi) , ri) n B(f(xn), rn)' le raisonnement étant indépendant de i. Ainsi il

est prouvé que pour tous 1 :s; ij :s; n

Par la propriété de 2-Helly pour les familles finies de boules, il existe

ben (B(f(xi), ri) 1 i = l ,....n }.

Définissons f:XU (x}-+Eparf(x): =betf(xi): = f(x i), pour tout i = 1, ..., n.

Alors f est une extension de f à X U {x}. Prouvons que f est non expansive.
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Soient u, v e XU {x}. Si u,v e X c'est immédiat car alors f(u) = f(u) et

f(v) = f(v). Supposons u e X et v = x, alors pour un certain i e {1, ..., n} on a

u =Xi. Il vient que:

- - "d(f(u), ftv) =d(f(x.),b) ~ r. =d (x., x) =d (u, v).
1 1 1

(iii) ~ (i) Prouvons d'abord la convexité. Soient x, y E E et r, s E V tels

que d(x,y) ~ r + s . Soit F := {1,2,3}; on définit une distance d' sur F à valeurs

dans V de la façon suivante:

d'(l,2) =r + s, d'(l,3) =r, d'(2,3) =set d'(a.a) =0

pour tout a e F. Soit la fonction f: {1,2} ~ E telle que f(1) := x et f(2) := y.

Alors comme d(x,y) ~ r + s on a d(f(l),f(2» = d(x,y) ~ r + s = d'(l,2). Donc

f est non expansive. Soit f : F ~ E une application non expansive qui prolonge

la fonction f. On a

d(x, f(3» =d(f(l), f(3» ~ d(l , 3) =r.

En prenant z = f (3), on obtient d(x,z) ~ r et d(z,y) ~ s; prouvant ainsi la

convexité. Pour l'existence d'une fonction majorité on applique le lemme 1.22.

(2) nsuffit de prouver que pour une ultramétrique (iii) ~ (iv) ~ (i).

(Hi) ~ (iv) Supposons que (E,d) est ultramétrique et possède la propriété

d'extension finie. Soit X ~ E, un sous-ensemble fini. On définit la fonction
f: D3 n X3~Epar

f(x,y,y) = f(x,y,x) =f(y,y,x) =x

pour tous x,y e X. D'après le lemme B f est non expansive. Puisque X3 est

fini, le domaine de f est aussi fini. Donc par (Hi), il existe une fonction non

expansive fI': X3~E prolongeant f sur X3. Alors fi' est la fonction cherchée

car elle vérifie les relations

f*(x,y,y) =f*(x,y,x) =f*(y,y,x) =x

pour tous x, y e X.
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(iv) 9 (i). Soit X un sous ensemble fini de E et f: X3~E une a-fonction sur X

non expansive. Soit Y: =Imf; alors Y est fini car IYI ~ IXI3. Nous avons X ~

Y, donc par (iv) il existe une a-fonction non expansive g: y3~E. On définit

mx sur X3 par mx(x,y,z) : =g(x, f(x,y,z),z). Alors mx est bien définie et pour

tous x, y E X on a

mx(x,x,y) =g(x,f(x,x,y),y) =g(x,y,x) =x;

mx(x,y,x) =g(x,f(x,y,x),x) =g(x,x,x) =x;

mx(Y'x,x) =g(y,f(y,x,x),x) =g(y,y,x) =x.

Donc mx est une fonction majorité sur X.

Corollaire 1.24

Soit (E,d) un espace hyperconvexe. Il existe une a-fonction sur E si et

seulement si (E,d) est ultramétrique.

Preuve

On applique le lemme B et le fait que (E,d) est hyperconvexe. o

Remarques

Jawhari, Misane et Pouzet ont démontré que si (E,d) est hyperconvexe il existe

une fonction majorité non expansive sur E [15] (thm.V-2.3). Un analogue de ce

résultat est le corollaire 1.24. Dans notre cas, la restriction aux ultramétriques

est essentielle. Par exemple si g =<E; V,/\ >est un treillis complet, non

trivial, la métrique d définie au chapitre 0 2) à valeurs dans Y =< {O.a.b, 1};

V,A >, fait de E un espace hyperconvexe [15] (thm. 11-2.10). Il est bien

connu qu'une fonction f: En ~ E est non expansive si et seulement si elle est

compatible avec l'ordre du treillis. Supposons qu'il existe sur E une a-fonction

non expansive f; soient x et y des éléments de E tels que x < y. On a f(x,x,y) =
y et f(x,y,y) =x alors que x ~ x, x ~ y et y ~ y. Donc y =f(x,x,y) ~ f(x,y,y)

=x; ce qui est impossible car x ~ y. D'après un résultat classique de la théorie

des treillis [7] (thm. 2.68 et exercice 2.7.12), le treillis des congruences d'un

treillis complémenté est arithmétique. Si :r=<T; V, A >est un tel treillis,

l'ultramétrique d'associée à ConT (cf. chapitre 0 II) a» fait de (T,d') un

espace métrique possédant la propriété d'extension finie. Pour tout X ~ T fini,

il existe sur X une a-fonction partielle g qui est non expansive. Si T
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est fini, cette a-fonction est totale pour X = T. La fonction g n'est pas

compatible avec l'ordre de T si Card(1) ~ 2. En effet soit x, y [ T tels que x < y

. On a g(x,x,y) = y et g(x,y,y) = x alors que x ~ x, x ~ y et y'~ y. Si g était

compatible on devrait avoir y ~ x; ce qui est impossible.

Une modification d'un résultat de Werner [32] nous sera très utile pour

la suite.

Proposition 1.25

Soit d. =<E; F> une algèbre telle que pour tout X ~ E avec IXI =min(J,IXI),
il existe une a-fonction fx sur X compatible avec toutes le sous-algèbres de

fi. Alors toute sous-algèbre reflexive 8 de fi est une congruence de â.

Preuve

Il faut prouver que 8 est symétrique et transitive. Pour la symétrie, soit (x,y)

E 8 et soit X ={x, y}. Alors (x.x) E 8 , (x,y) E 8 et (y,y) E 8 donc (y,x) =
(fx(x,x,y), fx(x,y,y)) E 8 . Pour la transivité soit (x,y) E 8 et (y,z) E 8 et X

= {x, y ,z }. Puisque (x,y) E 8, (y,y) E 8 et (y,z) E 8 alors (x.z) =
(fx(x,y,y), fx(Y'y,z)) E 8.

Grâce aux résultats précédents, nous obtenons une nouvelle

caractérisation des hyperconvexes.

Théorème 1.26

Un Y.-espace métrique (E,d) est hyperconvexe si et seulement si il est

quasi-compact et possède la propriété d'extension finie.

Preuve

(~ ) Soit (E,d) un Y.-espace quasi-compact et possédant la propriété

d'extension finie. Soient (F,d') un Y.-espace métrique, F' un sous-ensemble de
,

F et f: F -+ E une fonction non expansive. On veut prouver qu'il existe une

fonction f: F -+ E non expansive qui prolonge f. On considère la famille ~

formée des couples <X, s>. tels que F' ~ X, g : X-+E est non expansive et

y prolonge f. Llensembl~st ordonné par la relation

<X, s> s <X', r'> si X c X' et g' 1X = g.
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Montrons que cet ordre est inductif; soit (1, $ ) une chaîne et

{< X i. g i > 1 i El} c ~ tel que pour tous i, j E 1, i < j,

< Xi,gi> s < Xj.gj >. Soit X : = U {Xi 1i E I} et g:X~E la fonction définie

par g(x) : = gi(x) si x e Xi pour un i E I. Alors g est bien définie et non

expansive, donc <X,g > E ~ et pour tout i Elon a <Xi, gi > s <X, g >.

Par le lemme de Zorn, il existe (Y,h) un élément maximal de ~ 0 ù

Y: = {xk 1k E A }. Prouvons que Y = F. Sinon soit x e F \ Y et soit la famille

de boules (B(h(xk)' rk) 1k e A } où rk: = d'(xk'x). Soit J : = { kl' ... '~} un

sous-ensemble fmi de A et soit YJ: = {Xkl' ..., x~}. On note hj la restriction

de h à YJ" D'après la propriété d'extension finie, il existe une extension non

expansive h.J de hJ à YJ U {x}. Il vient que

d(f(Xk), h.lx)) = d(h.J(Xk), h.J(x)) s d' (xkj'x) = fkj

pour toutj =1, ..., r; donc h.J(x) e n ( B (f(Xk.), fk.) 1i=1,... ,r }.Ce qui montre
J J

que toute intersection d'une famille finie de boules de (B(h(xk), rk) 1k E A }

est non vide. Par quasi-compacité l'intersection sur A est non vide c'est à dire

Soit a un élément de E appartenant à cette intersection. On définit h. : Y
U {x}~ Epar h.(x) : = a et h.(xk) : = h(xk) pour tout k E A . Vérifions que h.

est non expansive. Soient u, v e Y U {x}. Comme h. étend h, il n'ya rien à
prouver si u, VEY. C'est aussi évident si u = v = x. Soit u = xk pour un

k E A et v = x. En utilisant le fait que a E B (h(xk)' rk) on a

- - "d(1i (u),1i (v)) = d(h(xk),a) $ rk = d (xk,x) = d (u,v).

De même

- - ,
d(1i (v),1i (u)) = d(a,h(xk)) $ fk = d (v,u).

Donc h est non expansive et <Y U {x}, h. > alors est un majorant strict de

<Y,h > dans ~ .Ceci contredit la maximalité de <Y, h >. Nécessairement on a

Y = F. Par le théorème II.2.1 de Jawhari,Misane et Pouzet [15], l'espace

métrique (E,d) est hyperconvexe.
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(~ ) Puisqu'un espace métrique est convexe et possède la propriété de 2-Helly,

il possède la propriété d'extension finie. Par le théorème 1.8 il est aussi quasi

compact. 0

Dans la proposition suivante, nous étendons aux métriques généralisées

un résultat que Kaarli avait démontré pour les congruences d'une algèbre [9]

( (thm, 3). La preuve est la même; l'inégalité triangulaure remplaçant la

transitivité. L'utilisation de la transitivité n'était donc pas essentielle dans [3].

Proposition 1.27

Soit (E,d) un Y-espace métrique et symétrique. Supposons que pour tout Y
espace métrique (F,d) , la condition suivante est vérifiée: soit X ~ F tel

que IXI = min(3,IEI), et]: X ~ E non expansive; alors pour tout X e F \ X,j

admet un prolongement non expansif à l'ensemble X U{x}. Dans ces

conditions on a pour tous u, v, W EV:

1) (d)uo(d)v =(d)vo(d)u

2) (d)u ° ((d)v n (d)w) =((d)u °(d)v) n ((d)u ° (d)w)

Preuve

1) Dans la preuve (iii) => (i) du théorème 1.23, nous avons montré que (E, d)

est convexe. Alors 1) découle de la proposition 1.12 . Pour 2) on a évidemment

Pour l'autre inclusion soit (x,y) E «d)u 0 (d)v) n «d)u 0 (d)w)' nexiste p, q E

E tels que

(x,p) E (d)u et (p,y) E (d)v' (x,q) E (d)u' (q,y) E (d)w

Soit X: = {(x,x), (y,q), (p,y)} ~ E2. On définit f: X ~ Epar f(x,x) =x, f(y,q)
=f(p,y) = y. Alors en utilisant la métrique produit d2 sur E2 on obtient

d(f(x,x), fïy.q) =d(x,y) ~ d(x,y)vd(x,q) =~«x,x),(y,q»

d(f(x,x), fïp.y) = d(x,y) ~ d(x,p)Vd(x,y) = ~«x,x),(p,y»
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d(f(y,q), f(p,y)) = d(y,y) ~ d(y,p)Vd(q,y) = ~«y,q),(p,y)).

Donc f est non expansive. Alors il existe f: XU {(p,q)} ~ E une extension non

expansive de f. Soit h: =f(p,q); alors

d(x,h) =d(f(x,x), f(p,q)) ~ d(x,p) V d(x,q) ~ u

d(h,y) = d(f(p,q), f(y,q)) ~ d(p,y) V d(q,q) ~ v

d(h,y) =d(f(p,q), f(p,y)) ~ d(p,p) V d(q,y) ~ w.

On en déduit (h,y) E (d)vn (d)w et alors (x,y) E (d)u 0 «d)vn (d)w)' D'où la

validité de 2). 0

3) Un contre-exemple en théorie des tolérances.

Définition

Soit E un ensemble et soit W l'ensemble des relations binaires sur E et W le

treillis <W, !:: ) .Soit L une famille de relations binaires sur E. On dit que L

vérifie le théorème des restes chinois s'il possède la propriété suivante:
quels que soient Pl' ..., Pn dans L, xl' ..., xn des éléments de E tels que

pour tous 1~ i, j ~ n, on a que (xi,Xj) E Pi OPj' il existe x E E tel que (xi'x) E P

pour tout 1~ i ~ n. Si k =<L; v, (J) est un sous-treillis distributif de W qui

est clos pour le produit des relations on dit que k est arithmétique si en plus

<L,o ) est commutatif.

Le théorème suivant est bien connu [21] (section 2. 6).

Théorème 1.28

Soit 1:. un sous-treillis du treillis <(Eq(E), c >des équivalences d'un

ensemble E. Alors 1:. est arithmétique si et seulement s'il vérifie le

théorème des restes chinois.

o

Le lemme suivant est également bien connu [17] (ex. 3.2.1 )

Lemme 1.29
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Soit d. une algèbre dont toutes les opérations de base sont unaires. Alors

pour tous sous-univers B et C de d., l'ensemble BUC est le plus petit sous

univers de d. contenant B et C.

Preuve

Soient B et C des sous-univers de A. TI suffit de montrer que alors BUC est un

sous-univers de A. Soit x E BUC et soit f: A~ A une opération de base de A.

Alors f(B) c B et f(C) c C, puisque B et C sont des sous-univers de A. Si x

E B alors f(x) E f(B) ~ B. Si x E C, f(x) E f(C) ~ C. On a prouvé donc que

f(BUC) c BUC. Donc BUC est un sous-univers de A. Alors c'est le plus

petit sous-univers de A contenant B et C. 0

Soit G =<E; p >un graphe ( Le. que p est une relation reflexive et

symétrique sur E). On munit E de la métrique usuelle d à valeurs dans

IN U {oo} telle que définie au chapitre 0) (exemple 3). Soit F l'ensemble des

applications non expansives de (E,d) dans (E,d). On considère l'algèbre

Q =<E; F >et TolQ le treillis des tolérances de Q. On sait d'après le théorème
1.1 que pour tout i E IN U {oo}, (d)i est une tolérance de Q.. On utilise

l'ensemble Vd construit à la proposition 1.9.

Lemme 1.30
L'ensemble Vd est une chaîne pour la relation inclusion.

Preuve

Pour i =00 on a (d)oo =E2
E ToIQ. Soient i et j des entiers tels que i S j et soit

(x,y) tel que (x,y) E (d)i' Alors d(x,y) SiS jet (x,y) E (d)j'Donc (d)i c (d)j'

o

Lemme 1.31
1) ( Vd;' 0 >est un demi-groupe commutatif.

2) (TolG.; u, fi > est un treillis distributif.

Preuve
D'après la proposition 1.9, la structure <Vd; 0 >est un demi-groupe car d est

convexe. Comme de plus d est symétrique, la proposition 1.12 entraîne que
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<vd; 0> est un demi-groupe commutatif, ce qui prouve 1). Pour prouver 2),

on remarque que d'après le lemme 1.29 le supremum dans ToI Q, est l'union.

En effet Q, est unaire, donc Q,2 qui est l'algèbre produit <G,F >2 est aussi

unaire. La réunion de deux tolérances de Q, est donc un sous-univers de Q,2.

Une telle réunion est réflexive et symétrique donc c'est bien une tolérance.

L'infimum dans TolQ, étant l'intersection alors <TolQ,; u, n > est un treillis. Il

est distributif car c'est un sous-treillis du treillis booléen des sous-ensembles de

E2. 0

Lemme 1.32
L'algèbre Yd =<Vd; U ,n >est un sous-treillis de TolG.. En particulier

est arithmétique.

Preuve
On a (d)v U (d)w = (d)v Vw où v v w = max (v,w). L'inclusion

(d)v U (d)w c (d)vvw est évidente. Comme vvw = max (v,w), supposons

sans perte de généralité que max(v,w) = w. Alors (d)v Vw = (d)w

c (d)v U (d)w' 0

Théorème 1.33
L'algèbre Yd vérifie le théorème des restes chinois si et seulement si (E,d)

possède la propriété de 2-Helly pour les familles finies de boules.

Preuve
(=» Supposons que Vd vérifie le théorème des restes chinois. Soit

(B(xi,ri) li = 1•...•n une famille finie de boules dont les intersections deux à

deux sont non vides. A cause de la convexité on sait (c.f. aussi [15], ll-2) que

pour tous 1 s i, j s n on a

d(xi,Xj) s ri + rj

Or d(xi,Xj) s ri + rj <=> (xi,Xj) E (d)ri + rj = (d)rio(d)rj en utilisant la proposition

1.9. Comme Vd vérifie le théorème des restes chinois, il existe x E G tel que

(xi'x) E (d)ri pour tout is i s n. Donc d(xi'x) s ri pour tout is i s n, ce qui

équivaut à xE n{B (xi,ri) 1 i = I, ...,n}. C'est à dire que (E,d) possède la

propriété de 2-Helly pour les familles finies de boules.
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(<=) Supposons que (E,d) possède la propriété de 2-Helly les familles fmies de
boules. Soient Pl' ..., Pn des relations dans Vd et xl' , xn E G tels que pout

tous 1 ~ i, j ~ n, on ait (xi,Xj) E Pi 0 Pj" Il existe rl' , rn dans INu {oo} tels

que Pi = (d)rj pour tout i=l, ..., n. Donc pour tous 1 ~ i, j ~ n on a (xi' Xj)

E (d)ri 0 (d>rj = (dhi+rr Considérons les boules (B(xi,ri) li =1,...•n . On a,

pour tous 1 s i, j s n, (xi,Xj) E (d)ri 0 (dhj' Donc il existe zEE tel que

(xi'z) E (dhï et (z,xP E (dhj' Ce qui montre que z E B(xi,ri) (1 B (x,ri)' Par la

propriété de 2-Helly pour les familles finies de boules, il existe xE (1 {B
(Xi,ri) 1i = 1,...,n }. Alors d(xi'x) s ri pour tout 1 s i s n, c'est à dire (xi' x) E

(d)q = Pi pour tout 1 ~ i ~ n. D

Définition

On dit qu'une algèbre A est libre pour les tolérances si TolA = ConA.

Corollaire 1.34

Soit G un graphe tel que (E,d) n'est pas hyperconvexe. Alors TolG.. ne

vérifie pas le théorème des restes chinois. En particulier G.. n'est pas libre

pour les tolérances.

Preuve

Comme G est convexe mais pas hyperconvexe il existe une famille
{ B (Xi ,ri) 1 i El} de boules de E qui s'intersectent deux à deux mais

n{B (xi,ri) 1i El} est vide. Si TolQ. vérifiait le théorème des restes chinois

alors Yd le vérifierait également car Yd est un sous-treillis de Tol~ Par le

théorème 1.33, (E,d) possède la propriété de 2-Helly pour les familles fmies de

boules donc aussi la propriété d'extension finie (cf. thm.l.23 ). Par le théorème

1.26, (E, d) n'est pas quasi-compact, c'est à dire qu'il existe une sous-famille
finie de {B (xi,ri) 1 i El} qui a une intersection vide. Cette sous-famille ne

possède pas alors la propriété de 2-Helly. Ce qui est une contradiction au

théorème 1.33 et qui prouve que TolO. ne vérifie pas le théorème des restes

chinois. Puisque (E, d) ne possède pas la propriété de 2-Helly pour les familles

finies de boules, alors Vd (X.Eq(E) Le. qu'il existe (d); E TolQ. \ Con Q..

D
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Remarque

Si <L; v, n > est un sous-treillis arithmétique de <Eq(E),Ç; > le treillis des
équivalences sur E, alors <L;v, n > = <L; 0, n >. Ceci n'est pas vrai pour Yd

arithmétique car si 8 est une tolérance qui n'est pas une équivalence on a 8 °8

* 8. Cependant, lorsque (E,d) possède la propriété d.extension finie, on a,
d'après la proposition 1.27, presque les mêmes propriétés dans <Vd; 0, n >

que dans <L; 0, n > En effet les éléments de Vd commutent deux à deux et la

loi 0 se distribue sur la loi n, car si < }NU {00 };+,1\ ,0> est une algèbre de
Heyting. On peut alors se poser la question suivante: si Vd vérifie le théorème

des restes chinois .est-ce que <Vd; 0, n> est alors un treillis? En d'autres

termes, les éléments de Vd sont-ils alors des équivalences? La réponse est

également non comme le montre la proposition 1.35.

Proposition 1.35

Soit G = ( E; p >un graphe non complet avec lEI ~ 2 et tel que (E,d) est
hyperconvexe. Alors Vd vérifie le théorème des restes chinois mais il

existe 8 E Vd qui n'est pas une équivalence.

Preuve
D'après le théorème 1.33, l'ensemble Vd vérifie le théorème des restes chinois.

On montre que 8:.= (d)l est une tolérance qui n'est pas une équivalence. On

sait que G est un retracte d'un produit de chemins [15] (thm.IV-1.2.2.).

Comme G est non complet, il possède au moins trois sommets x, y et z

distincts deux à deux tels que (x,y) et (y,z) sont des arêtes de G mais pas (x.z).

Alors (x,y) E 8, (y,z) E 8 mais (x.z) E$ 8. Donc 8 n'est pas une équivalence.

o

4) Généralisation d'un résultat de Pixley et Korec

Korec [12] (thrn. 2 ) et Pixley [20] (lemme 1.1) ont démontré le résultat

suivant.

Théorème 1.36

Soient E un ensemble et k = ( L; C >un sous-treillis inf-complet du

treillis des équivalences de E. On suppose E dénombrable ou L fini. Alors k
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est arithmétique si et seulement si il existe une a-fonction sur E

compatible avec L. D

Si l: = < L; c ) où L c Eq(E), est inf-complet on définit y : =

< L; V , L\, id L
, ç:) puis pour tout (x.y) E E 2 ,

dl: (x,y) = (l { 8 E LI (x,y) E 8 }. Alors d.k(x,y) E L pour tout (x,y) E E2 et

(E,d.k)estun y -espace métrique de façon évidente.

Lemme 1.37
Si L est un sous-treillis inf-complet de (Eq(E), ç:), l'espace métrique (E,dJ)

est une Y-uitramëtrique.

Preuve : C'est la définition même. D

Pixley [20] ( pbm 3.15 ) a posé la question à savoir s'il était possible de

supprimer l'hypothèse que E est dénombrable ou que L est fini. Korec [Il]

( thm. 3.1 ) a donné un contre-exemple montrant que c'est impossible. Nous

allons voir qu'à condition de considérer les fonctions partielles on a un

théorème semblable au théorème 1.36.

Théorème 1.38

Soit E un ensemble et soit l: un sous-treillis inf-complet du treillis

(Eq(E), ç: ) des équivalences de E tel que U{B,f BEL} =E2. Alors l: est

arithmétique si et seulement si pour tout sous-ensemble fini X de E, il

existe une a-fonction sur X compatible avec L.

Preuve

(~) Pour tout (x,y) E E2 on note:

B(x,y) =n {8 E LI (x,y) E 8}

Alors B(x,y) E L car Lest inf-complet et (E,B) est une ultramétrique. Comme

l: est arithmétique, (E,B» est convexe et par le théorème 1.17, (E,B) possède la

propriété de 2-Helly pour les familles finies de boules. Donc (E,B) possède la

propriété d'extension finie d'après le théorème 1.23. Comme B est une

ultramétrique la deuxième partie du théorème 1.23 implique que pour tout X
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ultramétrique la deuxième partie du théorème 1.23 implique que pour tout X

fini, X ~ E, il existe une a-fonction f sur X qui est non expansive pour d. C'est

à dire que f est compatible avec l'ensemble L.

«=) S'il existe une a-fonction partielle sur toute partie finie X de E compatible

avec L, alors d est une ultramétrique convexe (par la preuve de (iii) ~ (i) du

théorème). et possédant la propriété 2-Helly pour les familles finies de boules

selon le théorème 1.23. Ce qui veut dire que 1:: est arithmétique.

Le théorème de Korec et Pixley s'étend facilement aux espaces

ultramétriques.

Théorème 1.39

Soit (E,d) un espace ultramétrique convexe à valeurs dans un treillis inf

complet et distributif V. Si lm d est fini ou E est dénombrable alors il

existe une a-fonction non expansive sur E.

Preuve
Soit Vd ={(d}v Iv EV). On a une métrique Dv définie sur E à valeurs dans

Vd = {(d}v Iv E V) par Dv(x,y}: = (d}v où v =d(x,y}.(cf.proposition LW). De

plus (E,d) est hyperconvexe si et seulement si (E,Dv) l'est. Puisque d est une

ultramétrique les élements de Vd sont des équivalences sur E. Puisque d est
symétrique et convexe, on sait par la proposition 1.12que les éléments de Vd

permutent. Vérifions que <Vd; 0, n> est distributif. Pour cela, on utilise les

résultats des propositions 1.3 et 1.9. On a pour tous U,V,w dans V:

(d}u n«d}v v (d}w) =«d}un «d}v v (d}w) =(d}u n«d)vvw}

= (d}un d(vvw) = (d}(u/\V) V (U" W)

= (d}u" v 0 (d}u"w = «d}u n (d}v) v «d}u n (d)«).

Ainsi <Vd;o,n ) est distributif et les éléments de Vd permutent. Lorsque Imd

est fini, Vd est aussi fini et d'après le corollaire 1.18, (E, Dv) est quasi-

compact. n est convexe car (E,d) l'est. Par le lemme C, il existe sur E une a

fonction non expansive. Si E est dénombrable le théorème de Korec (cf. 1.36)

entraîne l'existence d'une a-fonction f: E3 ~ E compatible avec les éléments de
Vd' Par ce fait, f est non expansive.



Chapitre II

Algèbres affinement complètes et
localement affinement complètes

1) Algèbres affinement complètes

Définitions

Soient A = <E; F> une algèbre sur E.

1) A est dite affinement complète si pour tout entier naturel n, toute fonction

n-aire sur E compatible avec les congruences de A est un polynôme de A.

2) A est dite localement affinement complète si elle vérifie la propriété

suivante: pour tout entier naturel n, toute partie finie X ~ En et toute fonction f :

X~A compatible avec les congruences de A, il existe un polynôme g de A qui

prolonge f.

3) A est dite a-polynômiale si PolA contient une a-fonction. On dira qu'une

telle fonction est un a-polynôme.

4) A est dite m-polynômiale si PolA contient une fonction majorité. On dira

qu'une telle fonction est un m-polyôme.

Ces notions sont étroitement liées avec les clones interpolables (cf. [18]

section 7.4 )

Définition

Soient k un entier naturel, E un ensemble, C un clone sur E et f: En~E. On dit

qu'e f est k-interpolable par C si pour tout X ~ En tel que IXI ~ k, il existe g

E C dont la restriction à X coïncide avec f. On dit que f est interpolable par C

s'il est k-interpolable par C pour tout entier naturel k. On note locC l'ensemble

des fonctions interpolables par C. On dit que le clone C est local et on ~o~e si

toute fonction interpolable par C appartient à C.

Notation

Si R est un ensemble de relations sur E on note RA l'ensemble des fonctions

finitaires sur E, qui préservent tous les éléments de R dans le sens du chapitre 0

section 1-4. Au lieu de RA, le symbole PolR est souvent utilisé mais nous



préférons R~ pour éviter la confusion avec l'ensemble PolA des polynomes

d'une algèbre A.

Théorème 2.1 (cf.[18] cor. du thm. 7.4 )

Un clone C sur un ensemble E est local si et seulement s'il existe un

ensemble R de relations finitaires sur E tel que C =R~ .

o

Nous pouvons à présent démontrer la proposition suivante.

Proposition 2.2

(i) Une algèbre A-.est affinement complète si et seulement si PolUJ. =

(Conà!.1.

(ii) Si une algèbre li est affinement complète alors le clone des polynômes

de li est local.

Preuve

(i) Notons C le clone des polynômes de A. et R = ConA. l'ensemble des

congruences de A..
(9 ) Prouvons que C =R~. Soit fER~ , alors f est finitaire et préserve les

congruences de A.. Puisque A. est affinement complète, alors f est un polynôme.

Ce qui prouve que R~ ~ C. Si g E C, alors g est un polynôme. D'après le

théorème 0.1 un polynôme sur A préserve toute sous algèbre-réflexive de A2.

Donc g préserve les congruences de A d'où g E R~ . Ce qui prouve l'inclusion

C~R~.

( 9 ) C'est la définition.

(ii) Découle de (i).

o

Rappelons qu'on note par dA la métrique sur E associée au treillis des

congruences de l'algèbre A. Pour tous x, y E E, dA(x,y) est en fait la plus

petite congruence de A contenant le couple (x,y) (cf. chapitre 0, section lIa)).

La notation usuelle pour dA(x,y) est cFf {(x,y)} (cf.[17]).

Proposition 2.3
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L'espace (E, ddJ est ultramétrique.

Preuve

En effet on a:

dA(x,y) =n {8 e Con ® 1(x,y) e 8}.

Si on note L = Con A, alors il est bien connu que L = <L;v ,n >est un sous

treillis complet du treillis des équivalences de E . La distance dA n'est en fait

que l'ultramétrique d~ du lemme 1.37. 0

La proposition 2.2 admet une réciproque partielle. Auparavant nous

avons besoin de deux lemmes. Le premier lemme est une extension d'un

résultat de Baker-Pixley [1] (c.f. [17],thm 7.3 ) nécessaire pour le théorème

2.21 (pour la partie (4) ~ (l)).

Lemme 2.4

Soit C un clone sur un ensemble E tel que pour tout X ~ E fini, C contient
une fonction ternaire mx dont la restriction à X est une fonction majorité

sur X. Alors toute fonction 2-interpolable par C est interpolable par C.

Preuve

Soit f: En ~ E une fonction 2-interpolable par C. Pour prouver que f est k

interpolable par C pour tout k > 1, on procède par récurrence sur k. Pour k =2

c'est l'hypothèse. Soit k ~ 2 et supposons que f est k-interpolable par C.

Prouvons alors que f est (k+l)-interpolable par C. Soit X ~ En avec IXI = k
+1. Notons X = { ill' ... , ilk+ l} et Xi = X \ {ili} pour i = 1, 2, 3. Soient

f1,f2,f3 les interpolations de f sur Xl' X2 et X3, respectivement. On définit g:

En~E par

Comme mx ' fI' f2, f3 E C, alors g e C. Vérifions que glX = flX.

Soit 1 S k S n; alors il existe 1 S i < j S 3 tels que ~ ~ .iJx~ ll.i i.e..iJx E Xi n Xj .

Comme pour tout 1 SIS 3 la fonction fI est une extension de fi XI ' on a
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fiCâtc) =fCâtc) =fjCâtc)· La fonction m étant la fonction majorité sur X, on obtient

gCâtc) =m(ft~),f2Câtc),f3~» =f~). Ceci conclut la preuve par récurrence et

démontre le lemme. 0

Lemme 2.S

Si pour tout X ~ Eavec IXI 5 min(3, lEI) il existe un polynôme de a dont

la restriction à X est une a-fonction sur X alors toute sous-algèbre réflexive

de a2 est une congruence de a .
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Preuve

On applique la proposition 1.25. o

Théorème 2.6

Soit a = ( ER >une algèbre. Alors:

(i) Si (EAi) est hyperconvexe et a est affinement complète, alors Pola est

local et contient une a-fonction.
(ii) Si Pola est local et pour tout X C E, X fini il existe un polynôme fx de

A..dont la restriction à X est une a-fonction sur X alors do est affinement

complète.

Preuve

Pour simplifier, notons P =PolA.

(i) Si A est affinement complète et (E,da) hyperconvexe; alors P =(ConA)~ est

local par la proposition 2.1. Comme (E,da) est ultramétrique et hyperconvexe,

il existe une a-fonction f non expansive sur E. Par la proposition 1.1 alors

f E (ConA)~ =P.

(ii) Soit P local et X une partie finie de E. Par la preuve (iv) ~ (i) du théorème
1.23, le clone P contient une fonction mx dont la restriction à X est une

fonction majorité sur X. On achèvera la preuve par le lemme suivant

Lemme 2.7

Soit do une algèbre sur E telle que pour tout X ~ E fini, il existe un
polynôme mx de A..dont la restriction à X est une fonction majorité sur X.

Alors

(Conâ)L1 = LocPola.



Preuve

On a toujours P c (ConA)i\ et donc LocP c Loc(ConA)i\ = (ConA)i\. Pour

l'inclusion :2, soit h E (ConA)i\ une fonction n-aire. On montre que h est 2

interpolable sur P. Par le théorème 0.2 il suffit de montrer que h préserve

chaque sous-univers 8 de < E; P >2. Par le théorème 0.1 la relation 8 est

diagonale Le. reflexive. Comme f E P, le lemme 2.5 montre que 8 est une

équivalence i.e. 8 E (Con< E;P » = ConA. Maintenant h e (ConA)i\, donc

préserve 8 E ConA. On a montré que h est 2-interpolable. Par le lemme 2.4 h

est interpolable sur P. Alors h E LocP ce qui montre que (ConA)i\ !:; LocPolA.

En appliquant ce lemme on a que (ConA)i\ =LocPolA =PolA. Ce qui achève

la preuve du théorème 2.6.

Corollaire ~.8: ( Pixley [22], thm. 3.6. )

Une algèbre arithmétique et finie d. est affinement complète si et

seulement si elle est a-polynômiale.

Preuve
(~ )L'espace métrique (E, dA) est hyperconvexe par le corollaire 1.18. Par le

théorème 2.6 (i), A possède un a-polynôme.

( ~) Comme E est fini, PolA est local. On applique le théorème 2.6 (ii).

Lemme 2.9

Soit â une algèbre a-polynômiale. Alors toute puissance â/ est a

polynômiale.

Preuve

Soit B: = El. On considère B comme l'ensemble des d~ applications de 1dans

E. Pour toute fonction f : En~ E, notons f: Bn~ B la fonction défmie par
f(XI, ... ,Xn)(i) = f(X I(i), ... ,Xn(i)) pour tous XI ... ,Xn E B et i E I. On a les

faits suivants:

1) Si f est une a-fonction alors f est une a-fonction.

2) Soit...d = <E; F > et B = t/; si f E PolA alors] E PoIB.
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Le fait 1) est immédiat. Pour le fait 2) supposons que f est un polynôme de A.

Alors il existe un terme (n+m) - aire t de A (où m ~ 0) et ao•...• am-l des

éléments de l'ensemble E tels que

Sur B on a un terme (n-m) - aire tAI ainsi défini: pour tous Xl' ..., Xn+m e B

ettout i e 1

On définit i!j e B pour j = n+1, , m+n, par ap) := aj _n_ l pour tout i e 1. On

définit i! e Bmpar g : =~+l' , .i!m+n)' Alors pour tout i e 1

Ce qui prouve que f est bien un polynôme.

Corollaire 2.10

Soit A = (E; F> une algèbre arithmétique finie et affinement complète.

Alors pour tout ensemble J, l'algèbre tl est arithmétique.

Preuve

D'après le théorème de Pixley (c.f. thm.2.8)), A est a-polynômiale. Par le

lemme précédent AI est aussi a-polynômiale. Alors par la proposition 1.27,
Vda =ConB est arithmétique.

Corollaire 2.11

Soit A une algèbre arithmétique finie et affinement complète. On a les faits

suivants:

(i) si pour un ensemble J le clone PolAI est local alors Al est arithmétique

et affinement complète.

(ii) pour tout entier n > 0, An est arithmétique et affinement complète.
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Preuve

(i) AI est arithmétique par le corollaire précédent. Par le lemme 2.9, AI possède

un a-polynôme car A en possède un. Par le théorème 2.6 (ii), AI est affinement

complète.

(ii) Cest une application immédiate de (i) car An est finie. 0

Dans le théorème 2.6 (ii), l'hypothèse que PolA est local est essentielle.

Théorème 2.12
JI existe une algèbre d. =<E,F> infinie arithmétique telle que (E, da) est

hyperconvexe, qui possède un a-polynôme mais qui n'est pas affinement

complète.

Preuve

On prend A =<E; F> une algèbre infinie, simple telle que F est fini. ConA n'a

que deux éléments, donc est arithmétique. D'après le corollaire 1.18, on voit
que (E,d A) est hyperconvexe. Il possède une a-fonction par le corollaire 1.24.

Si A était affinement complète alors toute fonction de E dans E serait un

polynôme de A.. Or d'après [6] (cor 1, page 47) ou [21]

(preuve du théorème 4.1),

Si E est infini et F fini ou dénombrable, cette inégalité est impossible

puisqu'alors

lEI + 1 +IFI + l(O =lEI.

o

Définitions

Soit V une variété; on dit que:

1) V est distributive par rapport à ses congruences si le treillis des

congruences chaque algèbre

AE V est distributif.

2) V est affinement complète si chaque algèbre A E V l'est.

3) V est localement finie si chaque A E V finiment engendrée est fini.

49



4) V est arithmétique si chaque algèbre A E V est arithmétique.

Se basant sur tous les cas connus Kaarli et Pixley [10] (thm, 2.5 ) ont

posé la question suivante:

Question:

Toute variété affinement complète est-elle distributive par rapport à ses

congruences?

Dans un travail non publié mais cité par Kaarli et Pixley [10], [21] (thm.

4.2 ), Mc Kenzie a démontré.

Théorème 2.13

Toute variété affinement complète et localement finie est distributive par

rapport à ses congruences.

o

Rappelons un théorème fondamental.

Théorème 2.14 (Kaarli et Pixley [10], thm. 3.5 )

Toute algèbre sous-directement irréductible d. d'une variété affinement

complète V est finie.

o

Grâce aux théorèmes 2.9 et 2.10 nous pouvons prouver les corollaires

suivants.

Corollaire 2.15

Soient V une variété affinement complète et d. E V une algèbre finie. Alors

ConA est distributif.

Preuve

La variété V<.A1 engendrée par A est localement finie (c.f. [17], thm. 4.99) et

affinement complète puisque V(A) ~ V. D'après le théorème de Mc Kenzie,

V(A) est distributive par rapport à ses congruences. D'où Con A est distributif.

o
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Corollaire 2.16

Soit V une variété affinement complète et d. E V dont le treillis des

congruences est finie. Alors Con d. est distributif.

Preuve

Comme ConA est fini, A est un produit sous-direct d'un nombre fini d'algèbres

sous-directement irréductibles [17] (corollaire du théorème 4.44). Chacune de

ces algèbres sous-directement irréductibles est finie par le théorème 2.11. Donc

A est fini. Le résultat découle alors du théorème 2.14.

o

2) Algèbres localement affinement complètes.

Notations

On dira qu'une algèbre A est LAC si elle est localement affmement complète.

Proposition 2.17

Soit d. = <E; F> une algèbre localement affinement complète et soit X un
sous-ensemble fini de E. Il existe un polynôme PX de A telle que Px / X3

est une a-fonction sur X.

Preuve

Considérons sur E, l'ultramétrique dA. Alors (E, dA) possède la propriété

d'extension finie par l'hypothèse selon laquelle toute fonction partielle de

domaine finie et non expansive se prolonge en un polynôme de A. Par le

théorème d'extension finie, il existe, pour toute partie finie X de E, une a
fonction sur X. Cette fonction se prolonge en un polynôme PX de A. Ce

polynôme est clairement la fonction cherchée.

o

Corollaire 2.18 (Hagemann, Herrmann [8], thm. 3.4 )

Toute algèbre localement affinement complète est arithmétique.

Preuve
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Soit A =<E; F> une algèbre LAC et soit L =Con A, alors L =<L; v, n >
est un sous-treillis complet de (Eq(E), ~) et on a dL =dA. D'après le théorème

1.38, le treillis L est arithmétique car par la proposition 2.17, il existe pour

tout X ~ E, une a-fonction non expansive (i.e. compatible avec ConA) sur

X. 0

Proposition 2.19

Soit Â une algèbre localement affinement complète. Alors toute sous

algèbre réflexive de A2 est une congruence de d.

Preuve

Par la proposition 2.17, il existe pour tout sous-ensemble fini X de E, un

polynôme f telle que g: = f 1X est une a-fonction sur X. Alors toute sous-

algèbre réflexive de A2 est une congruence par le lemme 2.5. 0

Définition

Soient deux entiers positifs h et d tels que h > d et soit A une algèbre sur E.

1) On appelle projection d-aire sur E toute fonction Pt11.. .id définie pour
1 S; il < ...< id S; h par

2) On dit que A possède la propriété Bd de Bergman si pour tout entier h > d,

les sous-algèbres de Ah sont uniquement déterminées par leurs projections

d-aires.

Nous aurons besoin du théorème suivant dû à Rosenberg et Schweigert

[30] ( thm. 2.6 (ii) ).

Théorème 2.20

Soit d un entier, d :i! 2 et d. une algèbre sur E. Alors d. possède la propriété
Bd si et seulement si pour toute partie finie L de E, il existe un terme

d'arité d+1 de d.qui est une fonction majorité sur L.

o
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On peut caractériser les algèbres localement affinement complètes de la

façon suivante:

Théorème 2.21

Les conditions suivantes sont équivalentes pour une une algèbre d = (E;

F>.
(1) .1. est localement affinement complète.
(2) Pour toute partie finie X de E il existe un polynôme Px de d tel que

Px / X3 est une a-fonction sur X.

(3) Toute sous-algèbre réflexive de .1.2 est une congruence de d. et pour
toute partie finie X de E il existe un polynôme mx de .1. tel que mx / X3 est

une fonction majorité sur X.

(4) Toute sous-algèbre réflexive de a2 est une congruence de A et l'algèbre
d+ = (E; Pold-.> possède la propriété B2.de Bergman.

Preuve

1) ~ 2) Proposition 2.17.

2) ~ 3) Le fait que toute sous-algèbre réflexive de A2 soit une congruence'

résulte de la proposition 2.19. Soit X une partie finie de E et p: E3 ~ E un

polynôme tel que pl X soit une a-fonction. Comme dans la preuve du théorème

1.24, on définit m : E3~ E par

m(x,y,z) ,.. p(x,p(x,y,z),z).

Alors m est un polynôme de A tel que m 1X est une majorité.

3) ~ 4) On applique le théorème de Rosenberg et Schweigert.

4) ~ 1) On applique le théorème 2.20 et la preuve du lemme 2.4. Ceci achève la

preuve du théorème.

Proposition 2.22

Une algèbre d. = (E; F >est localement affinement. complète si et

seulement si pour tout entier n ~ 2, les sous-algèbres diagonales de dn sont

arithmétiques et les sous-algèbres reflexives de .1.2 des congruences de d.

Preuve
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(9) Supposons que A est LAC. Alors par le théorème 2.21, «2) implique (3)

) les sous-algèbres réflexives de A2 sont des congruences de A. Il reste à

prouver que les sous-algèbres diagonales de An sont arithmétiques. Soit n > 0

et B = <B; F> une sous-algèbre diagonale de An. Soit X ~ B fini. On note
X: = {ul'... 'um } où ui = (uil' 'u in) pour i = 1,...,m. Définissons

Y: = { uij 1i = l ,...,m, j = 1, ,n}. Par le théorème 2.21 (i) 9 (ii), il existe un

polynôme Py de A qui est une a-fonction sur Y. Alors le polynôme l'Y de An

défini dans le lemme 2.9 est une a-fonction sur X. Comme B est diagonale, p

préserve B (thm.O.1). Donc B est arithmétique d'après la proposition 1.38.

( ~ ) Par la partie (4) 9 (1) du théorème 2.21, il suffit de montrer la propriété

B 2 pour A + = < E; PolA...>. Soit n > 2 et soit B = < B; PolA...>, et

~ =<C; PolA > deux sous algèbres de <A.+)n qui ont les mêmes projections

binaires. En particulier plf(B) = plf(C). Ici B et.c. sont diagonales, donc

d'après l'hypothèse elles sont arithmétiques. Prouvons donc que B =C. Pour
cela prouvons que B ~ C. Soit b = (bl'... ,bn) E B; pour tout i = l, ..., n, il

existe ci = (cil' ... ,cin) E C tel que plf(b) = plf(ci) de sorte que (b, cn E

kerplf pour i = l , ..., n. Soit 8i = ker pif n C2, i = l , ..., n; alors on vient de

voir que pour tout i = l ,....n, il existe Ci = (cil' ... ,cin) dans C tel que (b, Ci) E·

8i i.e bi = CH. Nous allons montrer que les boules B(Cl'8 1), ... ,B(cn,8 n) de

l'espace ultramétrique (C,de), s'intersectent deux à deux. En effet soit 1 s i < j

:s; n. Du fait que plfj(B) = Ptij(C), il existe d = (dl' ...,dn) E C tel que di = bi
et d. = b.. Comme b. = C" et b. = C.., on voit que d E B(c.,8.) n B(c.,8.).

J Jill J.u 11 JJ
Comme C est arithmétique, il existe a E B(cl'8 1)n...n B(cn,8 n). D'où b =a

E C. 0

La preuve que nous venons de faire est inspirée de Baker et Pixley [1]

(thm 2.1 ).

Corollaire 2.23 ( Pixley [21] (thm. 2.6 )

Toute variété arithmétique est localement affinement complète.

Preuve
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Il est bien connu que dans une variété arithmétique V, il existe un termequi est

une a-fonction pour toute algèbre A E V [17].( thm.4.143 ). Il suffit

d'appliquer le théorème 2.21 (2)~ (1). 0

Corollaire 2.24 ( Kaarli [9], corollaire 3.8 )

Toute algèbre arithmétique et affinement complète qui est dénombrable ou

dont le treillis des congruences est fini est localement affinement complète.

Preuve

Par le théorème 1.36 on sait que pour une telle algèbre A, l'espace métrique

(E,dA) possède une a-fonction non expansive f. Comme A est affinement

complète, f est un polynôme. On applique alors la partie 2) =9 1) du théorème

2.21. 0

Corollaire 2.25

Soit A une algèbre et R une sous-algèbre réflexive de A2 qui n'est pas une

équivalence. Alors d n'est pas localement affinement complète. En

particulier, une algèbre munie d'un ordre non trivial n'est pas localement

affinement complète.
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Preuve

Théorème 2.21, partie 1) implique 3). o

Remarque

Un treillis T ayant plus d'un élément n'est jamais localement affinement

complet. En effet l'ordre d'un tel treillis est une sous-algèbre de T2 qui est

réflexive mais n'est pas une congruence de I.

Nous allons examiner à présent les algèbres construites à partir des

algèbres localement affinement complètes car il est tout à fait naturel de voir s'il

est possible d'étendre à la variété engendrée par une algèbre, les propriétés de

celle-ci.

Proposition 2.26



Toute puissance finie d'une algèbre localement affinement complète est

localement affinement complète.

Preuve

Soit A = < E; F ), n > 0 un entier et X l:: En un sous ensemble fini de cardinal
m. Notons X = Iut. ..., um} où Ui: = (\1' ..., xin) pour i: =1, ..., m. Soit

Y: = {xijli=l, .:. , m, j=l, ..., n]. Par le théorème 2.21, ( 1) implique 2)) il

existe un polynôme p de A dont la restriction à Y est une a-fonction. Soit p la

fonction de En induite par p (cf. lemme 2.9). Par le lemme 2.9, Pest un

polynôme de An. Evidemment p est une a-fonction sur y n ce qui entraîne que p
est une a-fonction sur le sous-ensemble X de yn. Par le théorème 2.21, An est
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LAC. o

Proposition 2.27

Toute image homomorphe d'une algèbre localement affinement complète

est localement affinement complète.

Preuve

Soit 1 un ensemble, 6: 1~ IN et A = < E, { f:è 1 i El} ) une algèbre où

chaque f:è est une fonction 6(i)-aire sur E. Soit cp : A ~ B un épimorphsime

d'algèbres où li = <E', {Qlil i E I}) et X = {u1, ... ,un }l:: E' une partie finie;

choisissons v!' ..., vn dans E tels que cp(vi) = u], pour i= 1, ..., n. Notons

Y: = {VI, ..., vnl: alors Y l:: E et satisfait IXI = IYI et cp(y) = X. Comme A est

LAC, le théorème 2.21 ( 1) ~ 2) ) montre qu'il existe un polynôme m de A qui

est une a-fonction sur Y. Il existe un terme t d'arité r+3 de A et ao, ..., ar-l E

E tels que

Considérons le polynôme p de B défini par

p(x,y,z)) ;; t~x,y,z,cp(ao)' ..., cp(ar_1))

Nous montrons que p est une a-fonction sur X. Soit x,y E X. Soit x' et y' les

uniques éléments de Y tels que cp (x') = x et cp (y') = y. On a



=tl!(cp(x'),cp(Y'),cp(Y'),cp(a~, ..., cp (ar_ 1))

= cp (t~x' ,y',y' ,ao,... ,ar _
1
)) = cp (m(x ',y' ,y'))

=cp (x') =x.

car cp est un homomorphisme. De même on prouve que p(x,y,x) = x et

pey,y,x) =x. Donc d'après le théorème 2.21, B. est LAC. 0

Corolaire 2.28
Si d. est localement affinement complète alors toute algèbre de HPfin(AJ

est localement affinement complète.

Preuve
Puisque toute algèbre de HPfin(A)est une image homomorphe d'un produit fini

de A il suffit d'appliquer les deux lemmes précédents. 0

Remarque

Il est important de remarquer qu'une sous-algèbre d'une algèbre localement.

affinementcomplète n'est pas nécessairementlocalement affinement complète.

En effet, soit G un groupe fini simple d'ordre n >2. Il est connu que G est

affinement complet si et seulement si il est non commutatif [18] ( thm. 7.14).
Supposons donc G =AS le groupe alterné sur 5 éléments de sorte que n =60.

Alors G est affmement completet aussi localement affinement completcar étant

fini. Par un théorème classique, G admet, pour chaque diviseur premier p de n,

un sous-groupe H d'ordre p. Pour p = 5 , le sous-groupe H de G n'est pas

affinement completcar commutatif. Donc H n'est pas LAC.

o

Une questionimplicitedans Kaarli [9] est la suivante:

Question

Toute algèbre affinement complète et arithmétique d. est-elle localement

affinement complète?
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La corollaire 2.22 fournit un résultat partiel. Les deux théorèmes

suivants fournissent d'autres résultats partiels.

Théorème 2.29: Toute algèbre affinement complète de type dénombrable

dont toutes les sous-algèbres dénombrables sont arithmétiques est

localement affinement complète.

Preuve

Soient A =<E,F> l'algèbre et X ~ E fini. Notons B= <E' ,F'> la sous-algèbre

de A engendrée par X. Alors B est dénombrable et donc arithmétique par

hypothèse. D'après le théorème 1.36, il existe une a- fonction f sur Et

compatible avec Con B. Puisque B est affmement complète, f est un polynôme
de B.. Alors il existe un terme t d'arité r+3 et aO' ..., ar_1 E E tels que

f(x,y,z): ,.. t~x,y,z,ao' ... , ar_ 1) .

Soit

g(x,y,z): ,.. t~x,y,z,ao' ..., ar_ 1) .

Alors g E Pol& prolonge f et g est une a-fonction sur X.Donc A est LAC

d'après le théorème 2.21. 0

Théorème 2.30

Soient V une variété affinement complète, A = (E,F> E V une algèbre

arithmétique. Alors il existe B.. E V, une extension de da. qui est une réduite

d'une algèbre localement affinement complète

Preuve

Par un théorème bien connu (cf[1?] 4.44), l'algèbre A. est isomorphe à un

produit sous-direct

B=TI Aï
i e 1

d'une famille {~ 1i E Il d'algèbres sous-directement irréductibles de la variété

V. De plus chaque ~ = <Ei; Fi> est isomorphe à un quotient de A. Donc il

existe un homomorphisme injectif f : A~ B. Comme A est arithmétique, alors
chaque~ est arithmétique car elle est un quotient quotient de A. Les ~ sont

affinement complètes car elles appartiennent à V. De plus pour tout i E l,
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l'algèbre A; est finie d'après le théorème de Kaarli et Pixley (théorème 2.10).

Soit mi un a-polynôme sur A; dont l'existence est prouvée dans le corollaire

2.8. Soit

m :n1i3~ n1i
i e ï t e t

Alors m est une a- fonction sur B. En effet

m(x,y,y) = (m.(x.,y.,y.». 1 = (x.). 1 = x.
1IIIIe IlE

Les deux autres identités se vérifient de la même façon. L'algèbre .Il est une

extension de A.. Soit B+ l'algèbre définie sur le même ensemble que B. et dont

les opérations de base sont celles de .Il auxquelles on a ajouté la fonction m.

Alors B+ est LAC d'après le théorème 2.21. Ce qui achève la preuve. 0

3) Algèbres complètes pour les tolérances et localement
complètes pour les tolérances

Dans ce paragraphe nous allons étudier dans quelle mesure il est

possible d'étendre les résultats précédents en remplaçant le treillis des

congruences d'une algèbre A. par son treillis des tolérances. Si A. est une algèbre
sur E rapellons qu'on note par~ la distance sur E associée au treillis Tol(A)

des tolérances de A. (cf chap.O II) bj). On a pour tous x, YE E

~(x,y) = n{ 8ETol(A)l(x,y)E8}.

Ici on prend Y= <ToIA ; +,L\, idE' ç: >où 8+'C est la plus petite tolérance de

A contenant (8 0 'C) donc en fait contenant (8 0 'C) U ('C08).

Remarques

1) L'algèbre A est libre pour les tolérances si toute tolérance de A est une

congruence.
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2) Pour tout 8 e TolA, on a que (d:r)8 = ((x,y) E21d:r(x,y) ::;; 8)} =8. Donc d:r

est une ultramétrique si et seulement si A est libre pour les tolérances. Ce qui
veut dire qu'en général d:r n'est pas une ultramétrique.

Définition

Soit A...= <E; F) une algèbre sur E. On dit que A est complète pour les

tolérances si toute opération de E compatible avec les tolérances de A est un

polynôme de A. On dit que A est localement complète pour les tolérances

si toute opération partielle définie sur sous-ensemble fini de E et compatible

avec les tolérances de A se prolonge en un polynôme de A.

Proposition 2.31

Toute algèbre affinement complète est complète pour les tolérances.

Preuve

Soit A...= <E; F) une algèbre affinement complète. Soit f:En ~ E une

opération compatible avec les tolérances de A. Puisque chaque congruence est

une tolérance, alors f est compatible avec les congruences de A; donc f est

polynôme de A.

D

On peut se demander si la réciproque est vraie. Il n'en est rien.

Prouvons d'abord un lemme.

Lemme 2.32
Soit d. une algèbre sur E. Alors
(i) Si (E,dr)est convexe alors (E,d~) est convexe.

(U) Si (E,dr)possède la propriété de 2-Helly alors (E,d
A)

la possède.

Preuve
Notons par V T le sup dans TolA......

(i) Par le corollaire 1.13, les tolérances permutent. Donc les congruences aussi

permutent Ce qui prouve que (E, dA) est convexe par le même corollaire.

(ii) Soit à présent une famille (B(xi,ri)}ieI de boules de (E,dA.) dont les

intersections deux à deux sont non vides. Soit x e E, r e ConA., B(x, r) et
B'(x, r) les boules de (E,dA) et (E'd:r). Alors B(x, r) = B'(x, r) car B(x, r) est

la classe d'équivalence de r contenant x. Ce qui montre que les boules B(xi,ri)
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sont aussi des boules de (E'd:r). Elles ont donc une intersection non vide.

o

Théorème 2.33
Soit A. = <E,F> une algèbre affinement complète telle que (E,dT) est

hyperconvexe Alors toute sous-algèbre réflexive de .1? est une congruence

de..d,. En particulier do est libre pour les tolérances.

Preuve

Par le lemme 2.32, l'espace (E,dA) est aussi hyperconvexe. Par le théorème

2.6 (i), A est a-polynômiale. Alors par le lemme2.5, toute sous-algèbre

réflexive de A2 est une congruence de A.

Lemme 2.34
Soit A. une algèbre sur E telle que (E, dI! est hyperconvexe. Si d. est

complète pour les tolérances alors do est m-polynômiale.

Preuve
Puisque (E,rl.r) est hyperconvexe, alors il existe une fonction majorité f:E3~ E

qui est non expansive (cf la remarque après 1.24). Ce qui veut dire que f est

compatible avec les tolérances de A, c'est donc un polynôme.

o

D'après le théorème de Pëschel et Kaluzhnin ( Thm 2.1 ) si A est

complète pour les tolérances alors PolA est local. On peut alors prouver un

analogue du théorème 2.21.

Théorème 2.35
Soit A. une algèbre sur E telle que (E,dr ) est hyperconvexe. Alors A. est

complète pour les tolérances si et seulement si PolÂ est local, toute sous

algèbre diagonale de .1.2 est une tolérance etÂ est m-polynômiale.

Preuve

(~) On sait déjà que PolA est local et que A est m- polynômiale d'après le

lemme 2.34. Pour voir que toute sous algèbre diagonale de A2 est une

tolérance, soit 8 une telle sous algèbre. Si (a.b) E 8, soit X = {a,b} et soit g:
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x ~ E définie par f(a): = b et f(b): = a. Alors ~(f(a),f(b» = ~(b,a) =

dT(a,b). Donc f est non expansive. Puisque (E'd:r) est hyperconvexe, f se

prolonge en une fonction f: E ~ E qui est non expansive donc compatible avec

les tolérances de A. Ainsi f est un polynôme de A, et il préserve les sous

algèbres réflexives du carré. On a alors (f(a), f(b» =(f(a),f(b» = (b.a) E 8.

Ce qui prouve que 8 est symétrique.

(~) Comme PolA est local, on a PolA = RA où R est une famille de relations

finitaires sur E. A etant m-polynômiale on peut supposer que R consiste de

toutes les sous-algèbres réflexives de A2 [1].(thm.2.1). Par notre hypothèse, R

=Tol.& donc PolA est complet pour les tolérances.

o

Corollaire 2.36
Soit â une algèbre finie sur E telle que (E, dIJ est hyperconvexe. Alors â
est complète' pour les tolérances si et seulement si d est m-polynômiale et

toute sous-algèbre diagonale de a2 est une tolérance.
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Preuve: C'est une application directe du théorème précédent o

Remarque

Ce résultat est exactement l'analogue du théorème de Pixley (Corollaire 2.5)

pour les algèbres complètes pour les tolérances.

Exemple

Soit Q =<G, o> un graphe fini, 101 ~ 2, qui est hyperconvexe pour la

distance usuelle d ( cf chapitre 0 ex. 3 et lemme 1.30) mais qui n'est pas un

graphe complet; par exemple un intervalle fini de l'ensemble IN, avec la relation

d'incidence suivante: x et y sont incidents si et seulement si Ix-yi ~1 (cf 15 thm.

IV-1.2.2). Soit A =<G; F >où F est l'ensemble des opérations finitaires non

expansives pour la distance d. Alors A est complète pour les tolérances. En

effet par l'hyperconvexité il existe une fonction majorité m sur G qui est non

expansive pour d [15] (thm. IV-2.3). Donc m E F, c'est donc un polynôme de

A. Par la preuve de la proposition 2.35, toute sous-algèbre réflexive de A2 est

une tolérance de A. D'après le corollaire précédent, A est complète pour les

tolérances.D'autre part Q n'étant pas complet il existe une tolérance 8 de A qui



n'est par une congruence (cf. proposition 1.35 ). Alors d'après le théorème

2.33, l'algèbre A n'est pas affinement complète. 0

Pour les algèbres localement complètes pour les tolérances on a le

résultat suivant qui généralise le théorème de Hagemann et Hemnann (corollaire

2.18).

Lemme 2.37

Si l'algèbre A = (E;F>est localement complète pour les tolérances alors
l'espace métrique (E,dr)possède la propriété d'extension finie.

Preuve

Il suffit de prouver les deux faits suivants d'après (1) du théorème 1.23 :
1) (E, d:r> est convexe.

2) Pour tout X c E fini il existe une fonction m:E3~ E non expansive et qui est

une fonction majorité sur X.

Pour prouver 1) il suffit de prouver que les éléments de TolA permutent (cf

corollaire 1.13). On reprend l'idée utilisée dans la preuve du théorème 2.35.

Soit x, y E E tels que (x, y) S; r 0 s. On définit f :(x, Y}-7 E, par f(x) =y et.

f(y) = x. Alors f est bien non expansive. Elle se prolonge en un polynôme

unaire g : E -7 E. Soit à présent zEE tel que (x, z) E r et (z, y) E s. On a (g(x),

gfz) =(y, gtz) E r et (g(z), g(y» =(g(z), x) E s. Ce qui prouve que (x, g(z»

E s et (g(z), y) E r. Donc (x, y) E sor. Ce qui prouve que ros C sor. L'autre

inclusion se démontre de la même façon.

Pour 2) on applique la preuve du lemme 1.22.

o

Proposition 2.38

Soit A = (E,F>une algèbre localement complète pour les tolérances. Alors

le demi-groupe (TolA, 0) est commutatif et la loi 0 est distributive sur

l'intersection dans ToIA.

Preuve
Soit A. est localement complète pour les tolérances. Alors dT possède la

propriété d'extension finie par le lemme précédent, donc est convexe. Par le
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corollaire de la proposition 1.27, (TolA, 0) est commutatif et la loi 0 est

distributive sur l'intersection. 0

Au vu des résultats précédents, on peut prouver le théorème suivant qui

est analogue au théorème 2.21.

Théorème 2.39

Soit â = <E,F> une algèbre. Alors A est localement complète pour les

tolérances si et seulement si toute sous-algèbre réflexive de A2 est une

tolérance et si pour toute partie finie X de d.. il existe un polynôme m de d.

qui est une fonction majorité sur X.

Preuve

(9 ) Supposons A localement complète pour les tolérances et soit 8 une sous

algèbre réflexive de A2. TI faut prouver que 8 est symétrique. Soit (a.b) E 8 et

soit f: [a.b} ~ E telle que f(a) =b et f(b) =a. Alors f est non expansive (cf

preuve du thm. 2.35). Donc f est compatible. fi existe un polynôme g de A qui

prolonge f. Comme 8 est réflexive, elle est préservée par g. Ainsi

(g(a),g(b» = (b.a) E 8. Par le lemme 2.37 il existe pour toute partie finie X de

E une fonction ternaire m non expansive sur E qui est une majorité sur X. Alors

m est un polynôme.

( ~ ) Soit f: X~ E où IXI S 2 et X C En.une fonction compatible avec ToIA..

Puisque toute sous-algèbre réflexive de A2 est une tolérance de A alors f peut

être interpolée par un polynôme (cf. thms. 0.1 et 0.2). Pour le cas où IXI > 2 on

applique le lemme 2.4. 0
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Chapitre III

Relations homogènes et clone des fonctions
•non expansives.

1) Relations homogènes

La notion de relation homogène a été introduite et étudiée par Fraissé

puis Pouzet [5]. Nous définissons la notion de relation préhomogène qui

généralise celle de relation homogène et appliquons les idées développées dans

les chapitres précédents à l'étude de ces relations.

Définitions

Soit p ~ En une relation n-aire défmie sur l'ensemble E.

1) Un endomorphisme local de p est une fonction unaire partielle f: X ~ E

définie sur un sous-ensemble de E et qui préserve p; en d'autres termes si

(xl' ..., Xn) E cnx" alors (f(X1)' ..., f(xn»E p. Un automorphisme local

de p est un endomorphisme local qui est injectif. Un endomorphisme (resp.

un automorphisme) de p est un endomorphisme local (resp. un

automorphisme local) défini sur E tout entier.

2) Soit p un entier positif. On dit que pest p-prêhomogène (resp. p

homogène) si tout endomorphisme local (resp. tout automorphisme local) de p

défini sur un sous-ensemble de E ayant au plus p éléments se prolonge en un

endomorphisme (resp. automorphisme) de p. La relation p est préhomogène

(resp. homogène) si elle est p-préhomogène (resp. p-homogène) pour tout

entier positif.

Rappelons que pÔ dénote l'ensemble des fonctions finitaires sur E qui

préservent la relaton n-aire p. D'après le théorème de Pôschel et Kaluzhnin

( [24] théorème 2.1), pÔ est un clone local. Soit Endp et Autp l'ensemble des

endomorphismes et des automorphismes de p, respectivement. Soit



Ae: =<E; Endp >et A =<E; Auto >. Le théorème suivant établit un lien

entre les relations homogènes et les algèbres universelles unaires.

Théorème 3.1

Soit p une relation sur E et soit p un entier naturel. La relation pest p

homogène si et seulement si tout automorphisme local défini sur un sous

ensemble X de E ayant r éléments où r ~ p,préserve les sous-algèbres de

Ar.
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Preuve

C'est une simple application du théorème 0.2. o

Le même résultat est valable en remplaçant homogène par préhomogène.

Théorème 3.2: Soit p une relation sur E et soit p un entier positif La

relation pest p- préhomogène si et seulement si tout endomorphisme local

défini sur un sous-ensemble X de E ayant p éléments préserve toute sous

algèbre de tuP.

Preuve

Elle est identique àcelle du théorème 3.1. o

Théorème 3.3: Soit n > 1 et p une relation n-aire sur E. Toute application

t: E ~ E n-interpolable sur A (i.e. coincidant avec un automorphisme de

p sur toute partie X de E telle que lXl ~ n) est un endomorphisme injectif

de p.

Preuve
Soit (xl' ..., xn) E p et soit X: ={xl' ..., xn}. On a IXI ~ n et il existe

un automorphisme g E P tel que g 1 X = fi X. Donc (fïxj ), ..., f(xn)) E p ce

qui montre que f E P l\, Donc f est un endomorphisme de p. Soient à présent x,

y E E avec X ~ y. Sur Y: = {x,y}, f coïncide avec un automorphisme h de p.

Alors f(x) =h(x) ~ h(y) = f(y). Donc f est injectif.O

Définition



Soit n ~ 1; pour L = (al' ... , an) E En, soit l'ensemble kera:

= {(i,j) E {l,..., n}2 : ai =aj } .

Théorème 3.4

Soit n > 1 et p une relation n-aire sur E qui est 2-préhomogène. Si pour tout
Q. = (al' ..., an) E p avec /(al' ..., a,j/ ~ 2 la relation p contient tous les

12. E En avec ker Q. »keriu: alors Tol(Ae) est permutable.

Preuve

Soient 8, cP deux tolérances de Ae et (a.b) E 80cP où a ':F b. Il existe cEE tel

que (a, c) E 8 et (c.b) E cP. Soit f: [a.b} --? E telle que f(a) =b et f(b) =a.
Soit ~: = (cl""'cn) E {a.b}" n p avec {cl'''''cn} = [a.b}. Alors

~: =(f(cl),...,f(cn»satisfait ker~ =kerç et ~ E P car 1{f(cl),... ,f(cn)}1s 2. Par

hypothèse pest 2-préhomogène, donc f se prolonge en une fonction f E Endp.- - -Posons h: =f(c). De (b,c) E cP on obtient (a,h) =(f(b), f(c»EcP et de même

(h,b) E 8. Donc (a.b) E cP 08, c'est à dire 8 0 cP ~ cP 08. Par symétrie on a

aussi cP 0 8 ~ 8 0 cP. 0

Question (Fraïssé [5] chap.l1 p.314)

Soit p une relation n-aire sur E. Existe-t'il un sous-ensemble fini s(n) de N

tel que si pest p-homogènepour tout p E s(n), alors p est homogène?

Le théorème suivant apporte une réponse partielle On utilise pour la

preuve, la méthode de Baker-Pixley [1] (thm. 2.1 ) déja utilisée pour la preuve

du théorème 2.21.

Théorème 3.5: Soit p une relation n- aire sur E et soit A p = (E,ptl). Si Ap

possède la propriété Bd de Bergman, pour un d ~ 2, et si pest p

préhomogène pour tout 1 ~ P ~ d, alors p est préhomogène.

Preuve

L'ensemble ptl est le clone des termes de A p ' D'après le théorème 2.20, la

propriété Bd entraine que pour toute partie finie X de E, il existe une fonction

terme m de A p d'arité d+l qui est une fonction presqu'unanimité sur X. Nous

procédons par récurrence sur r pour prouver que pest (r+d)-préhomogène pour
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tout r ~ O. Pour r = 0, c'est l'hypothèse. Supposons donc prouvé le résultat

pour r, et soit n = d+r+1. Soit F: = {u1' ..., un} c E, Fi: = F \{ ui} ,pour tout

i = l ,... ,d+ 1 et f: F ~ E un endomorphisme local. Par hypothèse, il existe

fi e Endp qui prolonge f 1 Fi pour tout i =l,...,d+1. L'opération unaire sur E

p(x): "" md1(x), ... ,fd+ 1(x))

est un endomorphisme de p. On a pour tout i =1, ..., d+1

- - -p(uï): = m(f1 (un, ..., fd+ 1(uï)) = m(f(un, ..., fHun, ..., f(uï)) = f(un

par la presque d-unanimité de m; tandis que

pour d+ 1 < i ~ n. Donc pest l'extension de f à E que nous voulons. 0

On en déduit un corollaire pour les relations réflexives.

Corollaire 3.6
Supposons que d p = (E; p/1>est localement affinement complète et p

reflexive. Si pest 2-préhomogène alors p est préhomogène.

Preuve

Puisque p est réflexive, les fonctions constantes appartiennent à p /1. Donc p /1

est le clone des polynômes sur Ap. D'après le théorème 2.21, Â p possède la

propriété B2. Donc p est préhomogène par le théorème 3.5. 0

Il s'avère évidemment interessant de voir si le théorème 3.5 admet une

réciproque. Nous aurons besoin d'une autre version du théorème de Rosenberg

et Schweigert [30] ( c.f. thm 2.20 ).

Définition

Soient E un ensemble et d ~ 1 un entier. On appelle d-restrlctlon d'une

fonction partielle f:X ~ E, X ~ En, toute restriction de f sur un sous-ensemble

de X ayant d éléments.
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Théorème 3.7

Soient p une relation n-aire où sur E où n ~ 2, d p = <E;pt! >et

d ~ n un entier. Supposons que toute fonction partielle (dw l ï-aire f de
domaine fini, compatible avec p se prolonge en une fonction terme de âp si

toutes ses d-restrictions admettent un tel prolongement. Alors A p possède

la propriété Bd'

Preuve

Il suffit de prouver que pour tout L fini, L ~ E il existe une fonction terme
(d+1)-aire m de A p qui est est une fonction presqu'unanimité sur L. Pour cela

on utilise l'ensemble Dd+1 introduit au chapitre O. D = Dd+1nl,d+1 est fonné de

tous les éléments de Ld+ 1 qui ont au moins d composantes égales. Soit mL

définie sur D par

mL(x,y, ..., Y):= mL(y.x.y, ....y):» ... := mL(Y'''''Y'x):=y

Vérifions que mL préserve p. Soient ul' ... ,un des éléments de D avec

u i = (uil,... , uid+ l ) tels que les colonnes de la matrice de format nx(d+1),

U = (uij ) où 1 s i ~ n et 1 s j ~+1 soient dans p. Pour chaque ui E D,

i =1,...,n soit Yi la composante de ui se répétant au moins d fois. Comme

d+1 > n, il Ya au moins une des colonnes de U qui est égale à

Cl
Donc (YI' ..., Yn) E p, et (mL(u 1), ... , mL(un» = (YI' ..., Yn) E p. J)
Ainsi mL préserve p. Restreignons mL à un sous-ensemble de(ayant d

éléments vl',,,,vd' Les valeurs mL(v 1), ... , mL(vd) coincident avec les valeurs

d'une des d-l-projections Ld+1 ~ L. En effet notons encore Yj la

composante de Vj qui se répète au moins d fois. La matrice de format dxd+ 1

dont les lignes sont les Vj pour j = 1,....d, possède une colonne qui est égale à
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Si k est l'indice de cette colonne avec 1 ~ k ~ d+1, alors p!Î+l(Vj) = Yj' pour

tout j =1, ..., d. La projection p!Î+l est le prolongement cherché. On a ainsi
prouvé que les d-restrictions de mL se prolongent par des projections donc en

des fonctions qui sont des termes de Ap' D'après l'hypothèse, mL se prolonge

en un terme m de Ap ' Par le théorème 2.2!, l'algèbre Ap possède la propriété

Bd. 0

Les théorèmes 3.5 et 3.7 donnent immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 3.8
Soit p une relation n-aire sur E et d ~ 1 tel que pest p-préhomogène pour

tout 1 ~ P ~ d sans être préhomogène. Alors il existe une fonction partielle
(d+1ï-aire sur E non prolongeable en un terme de l'algèbre dp mais dont les

d-restricttons se prolongent en des termes de dp'

o

Définition

Soit n ~ 2 et p une relation n-aire sur E. On dit que pest 2·totale si pour tous
X,Y E E, x *' y, il existe (xI' ..., xn) E p tel que x = xi et y = Yj pour certains

1 s i, j s n. Elle est dite totalement anti-reflexive si pour t6ût
(x l' ... , xn) EpIes composantes xI' ""xn sont distinctes deux à deux.

Théorème 3.9

Soit E un ensemble fini, 2 ~ n ~ lEI et p une relation n-aire sur E 2-totale

et totalement and-réflexive. Si â p = <E;p6.) possède la propriété Bd

pour un d ~ 2 alors p est homogène si elle est p-homogène pour tous 1 ~ P

~d.

Preuve

Soit f: F~E un automorphisme local pavee IFI ~ d+1. D'après le théorème

3.5, p est préhomogène; donc il existe un endomorphisme g de p prolongeant

f. Prouvons que g est injectif. Soient x, y E E tels que x *' y. Il existe
(xI' , xn) E p tel que x = Xi et y = xj pour certains 1 ~ i, j ~ n. On a

(g(xi), ,g(x n)) E p et comme p est totalement anti- reflexive les g(xi) sont
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distincts deux à deux. Alors g(x) ~ g(y); ce qui prouve que g est est une

fonction injective. Puisque E est fini, g est une bijection. 0

2) Clone des fonctions non expansives.

Soit (E,d) un y -espace métrique. Soit n un entier positif. Comme au

chapitre 0 II) b) on munit En de la distance

définie par

pour tous x = (xl, ... ,xn), y = (Yl' ...,yn) E En. On note Cdn l'ensemble des

fonctions f: En~E qui sont non expansives. On définit

fi est connu que Cd est un clone sur E [18] ( section 7.1 ). Soit Clo(E) le clone

de toutes les fonctions sur E.

Définitions
1) On appelle discriminateur sur E la fonction t :E3~ E définie par

t {
Z si x =yx z = .( ,y, ) X SI X ~ Y

quels que soient x,y et zEE.

2) On dit que C ~ E est primai si Cd est le clone engendré par C. On dit que C

est quasi-primai si le discriminateur est un terme de l'algèbre <E; C >.

Remarque
On observe que t est une a-fonction.

Théorème 3.10
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Les conditions suivantes sont équivalentes pour un Y-espace métrique

(E,d).
(i) Cd =Clo(E)

(ii) t est non expansive

(iii) IImdl =2.

Preuve

(i) 9 (2) Evident

(ii) 9 (iii)Si t est non expansive, prouvons que d ne prend que deux valeurs.

Soient alors v,v' E V \ {O} tels que d(cc,/3) =v et d(cc', /3') =v' pour certains

cc, /3, cc', /3' E E. Prouvons d'abord que

(d)v ={(x,y) E E2 Id(x,y) Sv}

est une congruence de l'algèbre <E; Cd>' Comme t est une a-fonction non

expansive on- sait par le lemme 1.14 que (E,d) est une ultramétrique. Pour voir

que v =v', remarquons d'abord que d(cc,/3) =v entraîne que cc ~ /3. Donc

t(cc,/3,cc') =cc, t(cc,cc,cc') = cc'

et
d(cc,cc') =d(t(cc,/3,cc'), t(cc,cc,cc')) S d(/3,cc) = v.

D'autre part:

t(cc,cc,/3') =/3' et t(cc,/3,/3') = cc

entraîne

d(/3',cc) = d(t(cc,cc,/3'), t(cc,/3,/3')) S d(cc,/3) = v.

On a donc prouvé que (o;',«) E (d)v et (cc,/3') E (d)v' Comme (d)v est une

congruence, il vient que (cc',/3') E (d)v' donc v'= d(cc',/3') S v. Par symétrie

v S v'. Ainsi l'image de d ne possède que 2 éléments.

(iii) 9 (i) Supposons à présent que les valeurs de d sont 0 et v. Soit f:En~E.

On veut prouver que f E Cd, Soient x = (xl"'" xn), y = (YI' "0' Yn) E En,

x ~ y. Alors il existe 1 S j S n tel que Xj ~ yj. Comme d prend les valeurs 0 et v
et que d(xj, Yj) ~ 0, on a d(xj'Yj) =v. Il vient que dn(x,y) = v. Alors on a

d(f(x),f(y)) Sv =dn(x,y). Si x =y, d(f(x),f(y)) =0 =dn(x,y). Ainsi f E Cd.

o
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Rappelons la définition d'algèbre primale ( cf. [18], section 7.5 et thm.

7.12 )

Définition

Une algèbre A = <E; F> est dite primale si toute fonction f : En~E est un

terme de A.

La proposition précédente entraîne le corollaire suivant qui est bien

connu [18] (thm. 7.12).

Corollaire 3.11

Toute algèbre primale â..= (E; F> est simple.

Preuve
On considère l'ultramétrique dA sur E. Alors Clo(E) =CdA par l'hypothèse;

donc dA prend deux valeurs soit L\ et E2. 0

Proposition 3.12

Soit (E,d) un Y-espace métrique. On suppose que d est symétrique et que
(E,d) est hyperconvexe. Alors l'algèbre d. = (E;Cd> est arithmétique.

Preuve

Soit n > 0, F ~ E et f : F ~ E une fonction compatible avec les tolérances de
< E; Cd'> Chaque (d)v pour tout v E V est une tolérance de A. D'après le

corollaire 2.2, f :st non expansive. Soit f une extension de f qui est non

expansive. Alors f E Cd' donc c'est une fonction terme de A Elle préserve les

tolérances de A. Ainsi toute fonction partielle compatible avec les tolérances de

A possède une extension compatible. Par la proposition 1.27, les tolérances de

PL commutent et pour trois tolérances 8, cp et W on a

80 (CP nw) =(8 ocp) n(8 0 W). Pour les congruences cette égalité se traduit par

8 v(cpnw) =(8 vcp)n(8 v W). Donc A est arithmétique. 0

Lemme 3.13

Soit Yune algèbre de Heyting, soit (E,d) un Y-espace métrique et soit f:

E~F une surjection telle que pour tous U, V E F on a d'(u,v) = /\ {dix, y):
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x e ,-J(u) ,y =,-J(v)) ;JtO pour u ;Jtv. Alors (F,d') est un Y-espace métrique

et! une application non expansive de (E,d) sur (Fid').

Preuve

Soit u, v, W E F. On a d'(u, u) = 0 car d(x, x) = 0 pour tout x dans E et

d'(u, v) = 0 entraîne u = v est dans l'hypothèse. L'égalité d'(u, v) =

d'(v, u) se déduit immédiatement de la définition et du fait que l'involution est

un automorphisme d'ordre. Soit U := r-1(u) , V : = r-1(v) et W := r-1(w) et soit

a : d'(u, v). Alors pour tout z E W,

a = 1\ 1\ d(x, y):S; 1\ 1\ (d(x, z) +d(z, y))
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et donc

xeU yeV xeUyeV

a :S; 1\ 1\ 1\ (d(x, z) +d(z, y))
zeWxeUyeV

Comme Yest Heyting, cette dernière inégalité donne

a :S; d'(u, w) + d'(w, y).

Vérifions que f est non expansive. Soit x, y E E et u : f(x), v : =f(y). Nous

avons

d'(f(x),f(y)) = d'(u, v) = 1\ 1\ d(a, b) :S; d(x, y)

ae fl(u) he fl(v)

o

Soit (E,d) un Y-espace métrique ou Y est un treillis complet. On
considère l'algèbre E = <E; Cd >. Soit Var(ID la variété engendrée par E. Soit

Cd = {Ci . i e I}.

Lemme 3.14



Soit Y une algèbre de Heyting et B = ( B;{b i : i e Il> E Var(~;

supposons que 1\ {d(x, y)1x ::;t y} ::;t O. Alors il existe un Y-espace métrique
(B,d') tel que bi est non expansive pour tout i el.

Preuve

D'après le théorème classique de Birkkoff, voir [17] (thm.4.95), VarŒ) =
HSP(E). Donc Il est l'image homomorphe d'une sous-algèbre d'une puissance

de .El. Toute opération de ,El est non expansive par rapport à la métrique produit
dl' Maintenant il suffit d'appliquer le lemme précédent 0

Remarque

Lorsque (E, d) est la métrique d'une algèbre sous-directement irréductible,

l'hypothèse du lemme 3.14 est vérifiée. Dans ce cas le monolith de l'algèbre E

est non nul et minore tous les éléments non nuls de CoDE.

Problème

La métrique pour B n'est pas unique (en principe). Une façon de procéder serait
de demander que pour toute algèbre B =<B; {bi : i e I}> dans la variété il

existe un Y-espace métrique (B,d) tel que toute fonction finitaire sur B qui est

non expansive pour d soit un polynîome de Il.

Définition

On dit que la variété VarŒ} est polynômialement Y-complète si pour toute
algèbre B =<B; (bj : j E J}) de VarŒ.) il existe un Y-espace métrique (B,d')

tel que les fonctions finitaires sur B qui sont non expansives par rapport à d'

sont les polynômes de Il

Théorème 3.15
Soit Y un treillis complet et soit (E,d) un Y-espace métrique
hyperconvexe.et symétrique. Si E. = ( E; Cd> est telle que Var(~ est

polynômialement Y-complète; alors Var(EJ est arithmétique.

Preuve

Il suffit de considérer l!. E SPŒ) car l'image homomorphe d'une algèbre

arithmétique est arithmétique. B. est isomorphe à une sous-algèbre d'une

puissance .El. Soit X une partie finie de Bn et f: X---+B une fonction compatible
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avec les tolérances de B. Ce qui veut dire que f est non expansive par rapport à

la métrique dI définie sur B par le treillis des tolérances de B. On peut

considérer que f:X~EI. On utilise la distance produit dl sur El définie par

Pour tout v e V, on a que (dI)v est une tolérance de E car les opérations de base

de E sont non expansives. D'autre part pour tout v e V, on voit que (dI)vf1B2

est une tolérance de B, donc f est non expansive pour la distance induite par dl

sur B. Comme (E,d) est hyperconvexe, El muni de la distance dl est

hyperconvexe d'après [15] (prop.II-2.2 ). Alors f se prolonge en une fonction

n-aire non expansive f sur El. Cette fonction est donc une fonction terme de El.

Comme B. est une sous-algèbre de lil on voit que f(B n) c B. Alors (B,dI)

possède la propriété d'extension finie. Donc B est arithmétique (cf.la

proposition 3.12). 0

3) Métriques projectives.

Définitions

Une fonction f: En~E est idempotente si f(x, ..., x) = x pour tout x e E. La

métrique (E,d) est dite n-projective si toute fonction f:En~E idempotente et

non expansive est une projection. La métrique (E,d) est dite projective si elle

est n-projective pour tout entier n ~ 1. Soit proj(E) l'ensemble des projections

sur E. On note
Poo: =(f e Cd\proj(E) 1fn-aire idempotente}

et
Pd = U {Pnd1n E IN }

Une fonction de Mal 'tsev sur l'ensemble E est une fonction ternaire f sur E,telle

que f(x,y,y) = f(y,y,x) = x pour tous x,y dans E.

Le résultat suivant est dû à Gumm [7] (thm. 2.2) (cf aussi [27], cor.

1.2) pour les congruences. Mais la démonstration se généralise aux métriques.

Théorème 3.16
Supposons que Pd est non vide. Si P2d est vide alors il existe une fonction

de Mal'tsev dans Cd'
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Preuve
Supposons le contraire, c'est à dire que P3 ne contient pas une fonction de

Maltsev. Soit k le plus petit entier tel que Pkd '1= 0. Alors k ~ 3. Soit m e Pkd'

Ondéfinit les fonctions mi l ~ i ~ k par:

mjïx.y):« m(x, ... ,x,y,x, ... ,x)

où y est à la i-ième place. Evidemment mi E Cd' Comme P2d == 0, la fonction

mi est une projection. Soit 1 : == {l ~ i ~ k : mi == prY}. Nous montrons que

III ~ k-l. Sinon soit l ~ s < t ~ k, tels que s, t $ L Alors ms == mt == Pt1, la

deuxième projection. Définissons

p(x,y,z) :::0 m(y, ..., y,x,y, ..., y,z,y, ... , y)

ou x est la s-ième place et z la t-ième place. Alors p est idempotente et pour

tous x, z e E on a p(x,x,z) == mt(x,z) == z, p(z,x,x) == ms(x,z) == z. Donc pest

une fonction de Mal'tsev. De plus p est non expansive car m l'est. Ce qui

contredit l'hypothèse. Ainsi on peut trouver l ~j ~ k tel que 1 ç: {l,... ,k} \

{j}. Supposons sans perte de généralité que j==l. Il est évident que m n'est pas

la première projection. Donc il existe (al' ..., ak) e Ek tel que m(al, ..., ak) '1=

al' On fixe b: == ak et on définit mb:Ek-l..-+Epar

Alors mb est non expansive et mb(x,...,x) == m(x, .x.b) == mk(x,b) == x pour

tout xe E car k E L Mais mb(al'... ,ak_ l) == m(al' ,ak_l,ak) '1= al donc mb

n'est pas la première projection. Si l < i ~ k-l, et a E E a '1= b on a

mb(b, ... .b.a.b, ....b.) == m(b,b,...b.a.b,... .b) == mi(b,a) == b

car i E Lll vient donc que mb n'est pas une projection contredisant le choix de
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On a comme corollaires les deux résultats suivants dûs à Pouzet,

Rosenberg et Stone [27].



Corollaire3.17

Si (Eid) n'est pas une ultramétrique, alors la 2-projectivité est équivalente

à la projectivité,

Preuve
(~ ) Supposons que P2d(E) = 0 mais que Pnd(E) :F- 0 pour un n ~ 3. Alors il

existe une fonction de Mal'tsev dans Cd. D'après le lemme 1.14, d est une

ultramétrique.

( ~ ) Evidemment la n-projectivité entraîne la 2-projectivité. 0

Corollaire 3.18

Pour la métrique associée à un ensemble ordonné la 2-projectivité est

équivalente à la projectivité.

Preuve

La métrique d associée à l'ordre n'est pas une ultramétrique (cf chap. 0 ex. 2)

On applique alors le corollaire 3.17. 0

Corollaire 3.19

L'espace métrique (E,d) est projectif si et seulement s'il est n-projectif

pour n=2 et 3.

Preuve: ( ~ ) Si (E,d) est projectif il est n-projectif pour n = 2 et 3.
( ~ ) Supposons que (E,d) est projectif pour n = 2 et 3. Alors P2d et P3d sont

vides. D'après le théorème 3.16, Pd est vide ce qui veut dire que (E,d) est

projectif. 0

Proposition 3.20

Soit (E,d) un Y-espace métrique projectif. Alors (E,d) ne peut-être

décomposé en un produit de deux Y-espaces métriques non triviaux.

Preuve
Supposons E = El xE2 où (EI,dl) et ~, ~) sont des Y-espaces métriques et

que
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Définissons comme dans [17] (cf. page 201) et [4], f: E2 ~ E par

f«b,c),(b' ,c')): = (b.c"). Vérifions que f est non expansive. Soient (u,v),

(u',v') dans E2 et t: =dïu.u'jvdïv.v'), On a

Or

d'où

Comme

on a d(f(u,v),f(u' ,v') =d(u,u') vdïfv.v'). Puisque f est non expansive c' est

donc une projection. Supposons que f est la première projection; alors pour
tous b E El' c, c' e E2 on a (b,c) = f«b,c), (b' ,c')) = (b,c') donc c = c'. Ce

qui prouve que E2 est réduit à un élément Si f est la deuxième projection, alors

E1 est réduit à un élément. 0

Pour les ordres ce résultat est dû à Corominas [4] (thm. 1. ).

Théorème 3.21
Si E est fini et (E,d) est projectif, alors tout sous-clone minimal de Cd est

essentiellement unaire.

Preuve

D'après un théorème de Rosenberg (cf [31], prop. 1.2. ), tout clone minimal

est engendré par une opération de l'un des types suivantes:
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1) unaire

2) binaire idempotente

3) majorité ternaire

4) une opération ternairex+y+zdans un groupe abélien2-élémenlaire

5) une semi-projection.

D'après la projectivitéseul le cas 1)est possible. Ce qui prouve le théorème
3.21.0
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Conclusion

Dans ce travail nous avons mis en évidencele fait que les fonctions qui

sont des a-fonctions partielles sur des sous-ensembles finis, jouent un rôle

essentiel dans la théorie des algèbres affinement complètes et localement

affinement complètes. Cependant le test que nous avons trouvé pour décider si

oui ou non une algèbre est localement affinement complète (théorème 2.21 ) ne

nous a pas permisde répondre à la question de Kaarli, à savoir si une algèbre

affinement complète et arithmétique était localement affinement complète. Une

des difficultés fondamentales pour répondre à ce genre de question réside dans

le problème suivant:

Problème

Soit (E,d) un y-espace métrique possédant la propriété d'extension finie.

Quelles conditions imposersur la métrique d pour que pour que toute fonction

partielle f: X -+ E, avec X un sous-ensemble fini de En, puisse être prolongée
à une fonction g E Cd?

La métrique définie sur le treillis des congruences d'une algèbre ne permet pas

de se rendrecomptede ce qui se passe pour la variété engendrée par cette

algèbre,parce qu'en général les congruences d'une algèbreet celles des

algèbres que l'on construit à partir d'elle sont très différentes. Pour les

applications en algèbre universelle, il serait interessant de pouvoirconstruire

une métrique respectant les produits, les passages aux quotients et les sous

algèbres.
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Appendice 1

1) Algèbres

On appelle algèbre A...un couple ordonné <E; F >où E est un
ensemble non vide et F = <Fi: i E I> où pour tout i E I, Fi est une fonction

finitaire sur E. On dit que E est l'univers de A. et que pour tout i E I, Fi est

une opération de base de A. 1 est appelé l'ensemble d'indices de A ou

l'ensemble des symboles de A. Il peut arriver que l'ensemble F ne soit pas

indexé explicitement.On dira alors que A est une algèbre non indexée sur E.

Pour tout symbole Q de A, on note par o.A, l'opération de A indexée par Q.

On dit que o.A est l'interprétation de Q dans A. Soit cP : 1~ IN telle que

pour tout Q E I, cP(Q) est l'arité de o.A; alors cP est appelée la fonction rang

de A où le type de A. Deux algèbres A et B sont dites semblables si elles ont

la même fonction rang.

2) Notion de clone.
Soient n et k deux entiers naturels non nuls, fo,...,fk_l' des opérations

n-aires et g une opération k-aire sur l'ensemble E. L'opération composée de g

avec les fi est la fonction n-aire h définie pour tout X E En par la formule

suivante:

La i-èmeprojection d'arité n sur E est la fonction

telle que pY (xl,...,xn) = Xi . Un clone sur l'ensemble E est un ensemble C

d'opérations sur E qui est clos pour la composition et qui contient les

projections d'arités quelconques.

3) Algèbres sous-directement irréductibles, produit sous-direct.
Soit A et (~ ) i E l'une famille d'algèbres semblables à A . On dit

que A est une représentation sous-directe ( A; ) i E l' s'il existe un

homomorphisme injectif d'algèbres
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f:A ~ n hi
- i El

tel que pour tout i [ I, fi =pri 0 f est un homomorphisme surjectif de A sur At
où pri est la projection

définie par prj«x)) =xi si x =(xi) i El· Les At sont appelées les facteurs

de A. Si f est une inclusion, on dit que A est un produit sous-direct des At.
Une algèbre A est dite sous-directement irréductible si làl > 1 et si pour toute
représentation sous-directement irréductible de A par une famille <At )i El' il

existe i E 1 tel que fi est un isomorphisme de A sur At .

Théorème [17] (thm. 4.44 ).

Toute algèbre A possède une représentation sous-directe par une famille

d'algèbres sous-directement irréductibles qui sont des algèbres quotients de

A.

4) Variété.

Une variété est une classe C d'algèbres semblables qui est close sous

la formation des produits, des sous-algèbres, et des images homornrphes. On

note respectivement par P, S et H la formation des produits, des sous

algèbres et des images homomorphes. Soit K une classe d'algèbres et V(K) =

V, la plus petite variété contenant K.

Théorème [17] (thm, 4.95)

V = HSP(K).



Appendice II

Index des notations

notation description page

lN l'ensemble des nombres entiers naturels 6

l'ensemble des nombres entiers. 14

IR l'ensemble des nombres réels 6

1a diagonale d'un ensemble 7

a-1 la relation inverse de la relation binaire a 7

p6 l'ensemble des opérations préservant la

relation p 43

Auto l'ensemble des automorphismes de la relation p 64

Endp l'ensemble des endomorphismes de la relation p 64

A une algèbre sur un ensemble donné 8

ConA l'ensemble des congruences de l'algèbre A 8

PolA le clone des polynômes de l'algèbre A 8

TolA l'ensemble des tolérances de l'algèbre A 9

lE! le cardinal de l'ensemble E 19

dâ,(x,y) la plus petite congruence contenant (x,y) 43

d:r!x,y) la plus petite tolérance contenant (x,y) 18



y un monoïde ordonné <V; +,0, - , ~ >muni

d'une involution 3
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