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Résumeé

Les travaux présentés dans cette thése portent d’une part sur I'utilisation du calcul dif-
férentiel extérieur dans des problémes d’optimisation, et notamment dans des problémes
inverses dans lesquels on cherche des conditions pour que des fonctions données soient
solutions de problémes d’optimisation, et d’autre part a quelques problémes inverses issus
du calcul des variations. La premiére partie est occupée part une introduction au calcul
différentiel extérieur, dont une grande partie est consacrée au théoréme de Cartan-Kahler,
qui, aujourd’hui est devenu un outil puissant dans la résolution de beaucoup de problémes
d’identification qui apparaissent en économie. Dans la deuxiéme partie, on présente une
approche différentielle du probléme de Sonnenschein (voir, H.Sonnenschein, The utility
hypothesis and market demand theory, Western Economic Journal 11 (1973), p. 404-410),
probléme classique en sciences économiques, ot sa motivation consiste a voir dans quelles
conditions une fonction de demande collective résulte t-elle du fonctionnement d’un mar-
ché organisé ? Des conditions nécessaires non triviales ont été connues depuis les années
70 mais leur suffisance n’avait jamais été établie. Avec I'aide du calcul différentiel exté-
rieur, une réponse positive est donnée dans ce travail. La troisiéme partie est une étude du
probléme de Douglas (J. Douglas, Solution of the Inverse Problem of the Calculus of Va-
riations, Trans. Amer. Math. Soc. 50 (1941), 71-128), qui consiste & classifier les courbes
extrémales & un probléeme de calcul des variations. Dans ce travail, nous avons donné
une approche différentielle du probléme de Douglas. Des résultats connus (existence en
dimension un et non existence en dimension deux) ont été retrouvés. L’approche utilisée
nous a aussi permis de mieux comprendre, qu’en dimension deux, la non existence peut
s’expliquer a travers certaines conditions supplémentaires. Dans la quatriéme et derniére
partie, on étudie un probléme inverse en calcul des variations. Il s’agit de la reconstitu-
tion de certains opérateurs, définis entre espaces fonctionnels, a travers des problémes de
calcul des variations. Des conditions nécessaires et suffisantes ont été établies grace a des
méthodes outres issues de 'optimisation et de ’analyse fonctionnelle. Les résultats ob-
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tenus fournissent un point de départ prometteur vers une extension de certains résultats
d’intégration (voir, E.Slutsky, Sulla teoria del bilancio del consomatore, Giornale degli
Economisti et Rivista di Statistica, 3, 51, p.1-26, 1915) dans la théorie du consommateur
en dimension infinie.

Mots-clés : probleme inverse, systeme différentiel extérieur, variété intégrale, fonction
d’utilité, fonction de demande agrégée, calcul des variations, solution extémale.



Abstract

The work presented in this thesis deals, on one hand with some applications of exterior
differential calculus to inverse problems which arise in economic theory, and on the other
hand with some inverse problems from calculus of variation. In the first part, we provide
an introduction to exterior differential calculus. In particular, we describe in some details
the Cartan-Kahler theorem, theorem with many applications in economic and in other
areas of mathematics. In the second part, we present a differential approach to Sonnen-
schein’s problem (see, H.Sonnenschein, The utility hypothesis and market demand theory,
Western Economic Journal 11 (1973), p. 404-410), a classical problem in economic where
its motivation consits of finding conditions on which an aggregate demand function can
be recovered from a well organised market. Non trivial necessary conditions are known
since 1970, but their sufficient is still an open problem. This will be investigated in this
work with the help of tools from exterier differential calculus. The third part is devoted
to the study of Douglas’s problem which consits to determine whether or not solutions of
certain second order differential equations are extremal to some problems of calculus of
variation. In the forth part, we study somes inverse problems from calculus of variations.
We give necessary and sufficient conditions for some operators to be recovered from pro-
blems of calculus of variations. This work gives a first step for the extension of some kwon
integrability results (see, E. Slutsky, Sulla teoria del bilancio del consomatore, Giornale
degli Economisti et Rivista di Statistica, 3, 51, p.1-26, 1915) from consumer theory in
economic and in finite dimensional.

Keywords : inverse problem, exterior differential system, integral manifold, utility func-
tion, aggregate demand function, variational calculus, extremal solution.



Introduction

L’objectif de cette thése est 1’étude de quelques problémes inverses en utilisant la
théorie du Calcul Différentiel Extérieur et particuliérement le théoréme de Cartan-Kahler
sur I'intégration des systémes différentiels extérieurs.

Dans le premier chapitre, on introduira les notions de base et on énoncera les théo-
rémes fondamentaux du Calcul Différentiel Extérieur. En particulier, on énoncera de ma-
niére explicite le théoréme d’intégration des systémes différentiels extérieurs de Cartan-
Kahler, qui est devenu un outil trés puissant pour la résolution de beaucoup de problémes
d’identification qui apparaissent en économie, comme le montrent les séries d’articles de
P.A.Chiappori et I.FEkeland sur la caractérisation et la désagrégation des fonctions de
demande, voir [10],[11],[12] .

Dans le deuxiéme chapitre, on donnera une caractérisation de la fonction de demande
agrégée. La fonction de demande agrégée résulte de la sommation d’une multitude de
fonctions de demandes individuelles. Plus concrétement, considérons une économie de K
consommateurs. Chaque consommateur k est caractérisé par sa fonction d’utilité U* et
son budget normalisé a 1. Quand le prix du marché p est annoncé, le consommateur k fait
sa demande x*(p) suivant le programme décisionnel suivant :

max U*(zF),
(1)
p.at = 1.

Notons par X (p) la demande agrégée au prix p, alors elle est donnée par :

X(p)=a'(p)+...+2"(p) (2)

ot z¥(p) est la solution du probléme d’optimisation (1).
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Supposons qu’on puisse observer la demande agrégée d’une société de K individus,
une question intéressante due & Sonnenschein(1972) (voir [33|) est la suivante : peut-on
en déduire les demandes individuelles, et dans le cas affirmatif, peut-on retrouver les préfé-
rences individuelles 7 Cette question économique nous conduit au probléme mathématique
suivant : étant donnée une fonction X : R" — R" de classe C*; existe-t-il K fonctions

z!, ... 2f de classe C™ telles que :

X(p) =2*(p) +... +25(p) (3)

ot chaque x* est solution d'un probléme d’optimisation du type (1) ?

Dans [12], grace a la théorie de Cartan-Kahler, I. Ekeland et P.A. Chiappori on résolu
le probléme dans le cas ou K = n et X analytique .

Dans ce présent travail, on présentera une approche différentielle du probléme de Son-
nenschein et on montrera que les conditions de Browning-Chiappori (voir [5]) sont néces-
saires et suffisantes pour que X se décompose sous la forme (3).

Le troisiéme chapitre est consacré a ’étude du probléme de Douglas. De maniére plus
précise : étant donnée une famille de courbes C*° dans I'espace de dimension n+1 (¢, z(t)),

avec x(t) = (z1(t),...,z,(t)), vérifiant le systéme d’équations différentielles

d*x dx

— = F(x, —), 4
on cherche a déterminer toutes les fonctions scalaires L(z1, ..., %y, Y1, ..,Yn) telles que

toute solution de (4) est une solution extrémale du probléme de calcul des variations :

d
mt [ Ly(e), (0. (5)
y dt
En d’autres termes, on cherche a déterminer L(z,y) de sorte que toute solution de (4) est
solution des équations d’FEuler-Lagrange :

d dx dx
—L —)=1L —).
T Ly(@ =) = La(z, =) (6)

Cela se rameéne a résoudre en L(z,y) le systéme d’équations aux dérivées partielles sur-
déterminé :
—~ &L N ~~ 0L OL
Yk h =
— O dy; = Oyndy; Oz

i=1,...,n. (7)

Les cas n = 1 et n = 2 ont été traités respectivement par O.Bolza et J.Douglas en
utilisant des méthodes directes (voir [4], [17]). Ici nous cherchons a voir ce que 'utilisation
du théoréme de Cartan-Kahler peut apporter.

10



1 Introduction

Fondamentalement, notre approche consiste a mettre (7) sous forme d’un systéme
différentiel extérieur et ensuite appliquer la théorie de Cartan développée dans le premier
chapitre. Dans le cas ot n = 1, on montrera que le probléme posé admet toujours une
solution, pourvu que les données soient analytiques. Et dans le cas n > 2, en général le
probléme n’admet pas de solution, par exemple pour la courbe :

yoo= g+
Z// (8)
= v

il n’existe pas de langrangien L tel que (y, z) soit solution des équations d’Euler-Lagrange
associées (voir [17]).

Dans le quatriéme et dernier chapitre, on parlera d'un probléme inverse en calcul des
variations. Plus concrétement, il sagit de reconnaitre si une application f — us entre
espaces fonctionnels provient ou non d'un probléme de minimisation, c’est-a dire si us est
la solution d’un probléme de minimisation dépendant du parameétre f. I’exemple choisi
ici est le probléme de Dirichlet, ¢’est-a-dire que 'on se demande s’il existe une fonction
L définie sur R, de classe C? et strictement convexe telle que pour tout f € L?*(0,7T), la
fonction u soit solution du probléme de calcul des variations suivant :

(Py) ilgf/o {L(%) — f(t)u(t)| dt, ()
u(0) = ug, u(T) = uy.

En d’autres termes, on cherche une fonction L définie sur R, de classe C? et strictement
convexe telle que pour tout f, la fonction u; soit 'unique solution de 1’équation d’Euler

Lagrange suivante :
d

2 L) = (1), Vte[0.T]. (10)

Dans ce travail, on résout complétement le probléme, et on montre que la connaissance
de I'application f — wus permet de reconstituer L. Les méthodes utilisées ne ressortent plus
du calcul différentiel extérieur, mais de I’analyse fonctionnelle. On peut y voir le premier
pas vers une extention a la dimension infinie des résultats d’identification classiques en
microéconomie (condition de Slutsky).



CHAPITRE 1

Systémes différentiels extérieurs

Dans ce chapitre, nous allons introduire les notions de base et énoncer les théorémes
fondamentaux du Calcul Différentiel Extérieur (CDE). Nous tacherons d’énoncer de ma-
niére explicite le théoréeme d’intégration des systémes différentiels extérieurs de Cartan-
Kahler, qui, de maniére spéctaculaire est devenu aujourd’hui un outil trés puissant pour
la résolution de beaucoup de problémes d’identification qui apparaissent en économie,
comme le montrent les séries d’articles de P.A.Chiappori et I Ekeland sur la caractérisa-
tion et la désagrégation des fonctions de demande, voir [10],[11],[12] .

Dans ce présent travail, nous tenterons aussi de faire un lien entre ce théoréme et le
probléme de Douglas.

1.1 Préliminaires

Soit x € R™, on désigne par T,R" I'espace tangent & R” en x. Un élément de T,R™ est
appelé vecteur tangent, et on pose :

TR" = {(z,v): v € R", v € T,R"}.

Une section de TR™ sur R™ est appelée champ de vecteurs. En d’autres termes un champ
de vecteurs X est une application définie sur R" telle que : V2 € R", X(x) € T,R".
Pour plus de détails sur les champs de vecteurs nous vous renvoyons par exemple a [2].
On note par T¢R", I'espace cotangent a x, c’est a dire le dual de T,R" et par T*R" le
fibré cotangent défini par :

T*R" = {(z,n) : x € R", n € TAR"}.
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Le sytéme de coordonnées canoniques induit une base naturelle de ’espace tangent T, R"
qu’on note par :

0 0
ox,’  Ox,
Enfin on note par dzy,...,dz, la base duale de I'’espace cotangent 7TR".

1.2 Formes différentielles

Définition 1.2.1 Une forme différentielle de degré un (1-forme différentielle) est une
section réguliere de T*R"™ sur R". En d’autres termes une 1-forme différentielle est une
application w de R™ dans T*R" telle que : Vz € R", w(x) € TR™.

En coordonnées canoniques, w peut s’écrire sous la forme
n
w= E w;dx;.
i=1

n
Dans ce cas, sisin = E g est un champ de vecteur alors on a :
T
i=1

w(n) = Zwim-
i=1

Nous allons maintenant définir le concept général de k-formes et introduire deux opéra-
tions fondamentales sur les formes différentielles : le produit extérieur et la différentielle
extérieure.

1.2.1 K-formes et produit extérieur

Les k- formes s’obtiennent a partir des 1—formes par une opération algébrique simple
appelée produit extérieur.

Définition 1.2.2 Soient wy,...,w; des formes de degré un. Le produit extérieur
w1 A ... Awg est la k- forme définie par :

WWA . owAwg(T, ., T) = Z(—l)SIgn(")wl(ﬂo(l)) o Wi(Tory),

g

ou o parcourt 'ensemble des permutations de {1,...,k}.
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Par exemple si k£ = 2, alors on a

aNB(rmX) = amp(X)—a(X)5(n)
= > (B — ayB)(mX; —mXa).

1<7

On note que a A B est une 2-forme, elle est bilinéairee et antisymétrique.

Si M est une variété différentielle de dimension n et (p1, . . ., p,) un systéme de coordonnées
locales sur M, alors (dpy,...,dp,) est une base de l'espace des formes différentielles de
degré un et toute forme différentielle o de degré k sur M peut s’écrire sous la forme :

Oé(p) = Z ail,...,ikdpil FANVAN dp1k7

ol i; < ... < i parcourt 'ensemble des parties ordonnées de {1,...,n}. Par conséquent
le produit extérieur peut étre étendu aux k-formes.

Proposition 1.2.1 Soient a une k—forme et § une [—forme, alors o A 5 est une (k +
[)—forme telle que :

1 oT(o
a A ,8(])1, s 7pk+l) = Z W(_l)SIgn( )‘a(pcr(l)7 s 7pa(k))'5(p0'(k+1)7 B apo'(kJrl))

ot o parcourt l’ensemble des permutations de {1,... k+1}.

Nous terminons cette section par quelques propriétés utiles du produit extérieur.
e Le produit extérieur est associatif.

e Si « est une forme de degré impaire, alors a A a = 0.

e Siay,...,as sont des formes de degré un, linéairement dépendantes, alors

arN\...Nag=0.

e Pour toute forme a de degré k, (a)® = o A ... A « est une forme de degré k.s et
(a)®* =0si k.s > n.

1.2.2 Image réciproque d’une forme différentielle

Soit ¢ une application définie sur R™ & valeurs dans R™. Pour toute fonction f définie
sur R™ & valeurs dans un espace quelconque, on définit 'image réciproque de f par ¢
comme suit :

" f = fop. (1.1)
Plus généralement, nous allons définir I'image réciproque de toute forme différentielle w
de degré p sur R™ qu’on note par ¢*w!.

1. Pour pouvoir calculer 'image réciproque d’une forme différentielle de degré > 0, ¢ doit étre diffé-
rentiable
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Définition 1.2.3 On appelle image réciproque de la forme différentielle w de degré p sur
R™ ;s la forme différentielle de degré p sur R™ qu’on note par p*w et qui est définie par :

("w)(@).(v1, ... vp) = wlp(x)).(dp(x)vy, . . ., dp(x)vp), (1.2)
pour tout z € R et (vq,...,v,) € (I,R™)P. Par convention, si p = 0, alors la formule (1.2)
se réduit a
o' f(x) = flp(x)). (1.3)
Proposition 1.2.2 L’application ¢* : w +— @ w est linéaire et de plus elle vérifie
panp) = (a) N (B). (1.4)

En outre si f est une application différentiable sur R™, de differentielle df, la forme
différentielle associée de degré un, alors on a

o df =de" f. (1.5)
Enfin, si ¢ est une application différentiable sur R™, alors on a :
(Pop)'w = " (Y w). (1.6)

1.2.3 Différentielle extérieure

Nous allons maintenant introduire la notion de différentielle extérieure. Nous com-
mencgns par définir la différentielle extérieure des O—formes c’est a, dire les fonctions
différentiables sur R", ensuite nous étendons cette définition aux k—formes.

Définition 1.2.4 Soit U : R®" — R une fonction différentiable. Alors dU est la forme
différentielle de degré un définie par :

() =3 Y (), (1.7)

De maniére plus générale si
W = Z wil,.,%dxil VANPIRIAN dl’zk
11 <i9<...<ig
est une k—forme, alors dw est la (k + 1)—forme, définie par :
11 <12<...<if

Il faut noter que les coéfficients w;, . ;, de w sont des fonctions différentiables de sorte que

dw, . 4, est une 1-forme différentielle definie comme dans (1.7).
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Proposition 1.2.3 la différentielle extérieure notée d satisfait les propriétés suivantes :
1. d est une opération linéaire.
2. d*> =0, c’est a dire d(dw) = 0 pour toute forme différentielle.
3. dlaNp)=da B+ (=1)Pa AdS pour toute p-forme différentielle c.

1.2.4 Idéaux différentiels

Définition 1.2.5 Soit I un ensemble de formes différentielles. On dit que I est un idéal
algébrique s’il vérifie les propriétés suivantes :

(i) I est un sous espace vectoriel ;
(ii) si a € I et [ sont des formes différentielles, alors a A 5 € .

On dit que I est engendré par ay,...,q,, et on note I = [ay,...,qp), si toute forme
différentielle o € I est de la forme :

p
a=> a;AB;
i=1

ou les (3; sont des formes différentielles.

Proposition 1.2.4 Soient a4, ..., o, des formes différentielles de degré un linéairement
indépendantes, et I l’idéal qu’elles engendrent. Enfin soit w une k—forme. Alors les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

lLLwe l=o,...,0);
2. wAhap AN Aoy, =05

3. st M1, ...,Mk sont des champs de vecteurs sur R™ tels que :
alors
w(nr, .- m) = 0. (1.10)

P
Preuve. (1) = (2) Siw € I alors w = Zai A B, donc

=1

p
WA A Aoy =Y BN AarA... Aoy, =0
=1

(1) = (2) On compléte {ay,...,a,} en une base {aq,...,a,} de T*R". Donc on peut
écrire w sous la forme
W = Z Qi ... 0, Oy /\/\Oé,“c (111)
i1 <<
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Si (2) est vérifiée, alors chaque monéme de (1.11) contient au moins un «; pour ¢ < p. Ce
qui implique donc que w € 1

(1) = (3) évident.

(3) = (1) On choisit un systéme de coordonnée locales x1,. .., z, tel que :

et on en déduit (1)

Ny = oz,
Définition 1.2.6 Soit [ un idéal. On dit que [ est un idéal différentiel si
wel = dwel. (1.12)

Il est facile de voir que I = [ay, ..., q,] est un idéal différentiel si et seulement sil existe
des formes différentielles §;; (1 <1, j < p) telles que

p
dog =Y By Nay, Vi=1,.p (1.13)

j=1
Exemple 1 Soit M une sous variété de R”, soient iy, : M — R” I'injection canonique et
3 son image réciproque. On pose :

Iy =A{a: i3a =0}
Iy est un idéal différentiel.

Nous allons maintenant clore cette section par quelques résultats qui nous seront utiles
dans la suite.

Théoréme 1.2.1 (Poincaré) Soit w une forme différentielle de degré k sur un ouvert
convexe non vide U telle que dw = 0. Alors il existe une forme différentielle Q2 de degré
k — 1 telle que :

w = dfd. (1.14)

Preuve. voir [6] Bryant et al. (1991).

Une conséquence immeédiate du théoréme de Poincaré est la suivante : on se donne des
fonctions X (p),..., X, (p) définies sur R™ & valeur dans R et on se demande s’il existe
une fonction V' de R” dans R telle que :

X(p) = ;Z,(p)? (1.15)

La réponse est simple. On introduit la forme différentielle w définie par :

=1
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Alors une condition nécessaire et suffisante est donnée par

0X; 0X; 0X;
dw = “dp; A\ dp; = - Ddp; Adp; =0 1.16
ou encore 8X.  OX
=20 1.17
3]0;‘ Op; ( )

Théoréme 1.2.2 (Frobenius) Soit w une forme différentielle de degré un satisfaisant
la condition suivante dite de Frobenius :

wAdw = 0. (1.18)
Alors il existe deuzx fonctions X et 'V telles :
w = AdV. (1.19)

Preuve. voir [6].

Le théoreme de Frobenius donne des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un
champ de vecteur sur R" soit proportionel a un gradient. Une généralisation du théo-
réeme de Frobénius est donnée par Darboux et ici, il donne des conditions nécessaires et
suffisantes pour qu'un champ de vecteur sur R™ s’écrit comme combinaison linéaire de K
gradients.

Théoréme 1.2.3 (Darboux) Soit w une forme différentielle de degré un sur un ouvert
U, convexe et non vide. Soit p € U et K € N tels que :

WA(d) S =wAdon.. . Ndw #0; (1.20)
WA (dw)* =wAdwoA...Ndw=0. (1.21)

sur un voisinage de p. Alors il existe un voisinage U de p et 2K fonctions Vi, \!
1 =1,..., K toutes définies sur U telles que :

1. Les dV' sont linéairement indépendantes,
2. N ne s’annule pas sur U, Vi,

3.
w(p) = Z N(p)dv', Ype U (1.22)

i=1

Preuve. voir [6], Bryant et al. (1991).
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1.3 Systémes différentiels extérieur

1.3.1 Le théoréme de Cartan-Kahler

Dans cette section, on présente en détail le théoréme de Cartan-Kahler qui est la clé
de I'intégration des systémes différentiels extérieurs. Il résout le probléme typique suivant :

Etant donnée une famille de formes différentielles wy, (non nécessairement de méme degré)
sur une variété différentielle M, un point T € M, un entier m > 1, ewiste-t-il une une
sous variété N de M, de dimension m, contenant T telle que

Vk, Y(vi,...,v4,) € (TeN)*  wp(Z)(v1,...,04,) =0

ot dy est le degré de wy, et Tz N est l’espace tangent a N en T ?

1.3.1.1 Exemples introductifs

Exemplel : Théroéme de Cauchy Lipschitz
Etant donné un point  de R™ et une fonction f de classe C! sur un ouvert U de R”
contenant 7, il existe € > 0 et une fonction C!, ¢ : (—¢,¢) — U tels que :

) = F(elt), Ve (—ee)
(1.23)
p(0) = 1.

On suppose que f(z) # 0. Ce théoréme peut étre reformuler géométriquement comme
suit. On désigne par M le graphe de la fonction ¢, i.e.,

M = {(t,(p(t)) S (_€7€>}'

M est une sous variété de (—¢,€) x U de dimension un. Sur M on introduit les formes
différentielles w; (i =1,...,n) de degré un définies par :

w; = fi(z)dt —dx*, 1<i<n. (1.24)

Alors ¢ est solution de (1.23) si et seulement si pour tout (¢,z) € M les w’ sont toutes
nulles sur T ;) M, I'espace tangent de M au point (¢, ). Il est équivalent de dire que

sui= [ Fet) - 20| a

est nulle si et seulement si ¢ est solution de (1.23). Le probléme de Cauchy-Lipschitz peut
étre interprété donc comme un probléme de recherche d’une variété de dimension un sur
laquelle certaines formes différentielles s’annulent.
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Exemple2 : Equations aux dérivées partielles du premier ordre.

Nous allons voir comment s’appliquent les notions de la théorie des systémes différentiels
extérieurs au cas d’une seule équation aux dérivées partielles d’ordre un par rapport a une
seule fonction inconnue u de n variables x4, ..., x, :

F(x1,...,Zn,u,p1,...,pn) =0 (1.25)

ou I est de classe C*° dans un ouvert U de R?"! et telle que 'équation (1.25) définisse
une sous-varié¢té My de U. On associe a 'équation (1.25), le systéme différentiel extérieur
correspondant a I'idéal différentiel engendré par la O-forme F, les 1-formes

" OF OF " OF
dFF = —dz; + —d —dp;, 1.26
izlaa:ix—i_(?u u+i218p,~p ( )
w = du—Zpida:i, (1.27)
i=1

(1.28)

et la 2-forme .
dw = —dei/\dxi. (1.29)

i=1

On cherche une sous-varieté M de R?***! de dimension n sur laquelle toutes ces formes
s’annulent.

1.3.1.2 Cas Général : Formulation

Définition 1.3.1 Soit w, 1 < k < K, des formes différentielles de degré dj sur un ouvert
de R", et M C R"™ une sous variété. On dit que M est une variété intégrale du systéme

wle,...,wK:O. (130)
si pour tout x € M, toutes les p*w’(x) sont identiquement nulles sur T, M.

Etant donné un point = de R" et un entier m > 1, le théoreme de Cartan-Kahler donne
des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’il existe une sous variété intégrale de
dimension m contenant .

Les conditions nécessaires sont faciles a trouver. En effet supposons qu’il existe une variété
intégrale M, alors ’espace tangent Tz M est un sous espace vectoriel de dimension m et
pour tout k on wy(z) = 0 sur Tz M. Tout sous espace F C Tz M vérifiant cette propriété
est ce qu'on appelle un élément intégral du systéme (1.30) au point z. On note par G2
I'ensemble des éléments intégraux de (1.30) en z,

ECT;M et dimE =m
w1, ...,wg nulles sur E '

G;”:{E\

10
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Ainsi une premiére condition nécessaire est :
GT # 0. (1.31)

Pour obtenir une deuxiéme condition nécessaire, on fait la remarque suivante : Soit ¢y, :
M — R", I'injection canonique : ¢y(x) = = pour tout z € M. Alors M est une variété
intégrale de (1.30) si

¢}<\/[CL)1 = O, . ,¢7\4WK = 0. (132)

Mais on sait que la différentielle extérieure commute avec I’image réciproque, donc (1.32)
entraine

D’ott M est aussi une variété intégrale du grand sytéme

{wlzo,...,wK:(),

dwy =0,...,doug =0. (1.34)

qui est manifestement différent de (1.30), donc (1.30) et (1.34) n’auront pas forcément
les mémes éléments intégraux. Pour pallier a cela on suppose que (1.30) et (1.34) ont
les mémes éléments intégraux, en d’autres termes on suppose que la deuxiéme ligne de
(1.34) est une conséquence algébrique de la premiére. La deuxiéme condition nécéssaire
est donc : les wy engendrent un idéal différentiel : c’est & dire

K
Vk, dwp = Zaf A wj. (1.35)
j=1

On note que si la famille {wy, 1 < k < K} ne satisfait pas la condition (1.35) alors la
grande famille {wg, dw, 1 < k < K} va la satisfaire parce que (ddwy, = 0).

Contre-exemple. Ici on montre que les conditions (1.31) et (1.35) ne sont pas suf-
fisantes. En effet soient f et ¢ deux fonctions définies de R"~! dans R"! telles que
f(0) = g(0) = v # 0. Soient a'(z,t) et B(x,t), 1 < i < n— 1 les formes différentielles
définies par :
ol (z,t) = f'(x)dt — da’, (1.36)
Bz, t) = g (x)dt — da’. (1.37)

On considére le systéme différentiel extérieur suivant :

a'(xt) = 0, 1<i<n-—1, (1.38)
B (x,t) = 0, 1<i<n-—1. (1.39)

On peut facilement vérifier que les o' et les 5° engendrent un idéal différentiel et que la
droite engendrée par le vecteur (1,v) est un élément intégral en (0,0) donc G} est non

11
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vide. Cependant chercher une variété intégrale du systéme différentiel contenant (0,0)
revient a chercher une solution commune aux deux problémes de Cauchy :

Cfl—f = f(x), z(0)=0, (1.40)
Cfl—f = g(x), z(0) =0, (1.41)

ce qui n’existe pas en général. D’ou le systéme n’est pas intégrable.

L’interprétation en termes de calcul différentiel extérieur est la suivante :
Considérons lespace E(x,t) engendré par les formes o(x,t), 8°(z,t). En tout point diffé-
rent de (0,0), la dimension de E(x,t) est égale a deux et en (0,0) la dimension est égale a
un. En d’autre termes en (0,0) on a un saut de discontinuité de la dimension de E(x,t).
Et on dit que (0,0) n’est pas un point ordinaire au sens de Cartan.

Pour éviter ce genre de situation, nous aurons besoin d'une condition de régularité
plus forte que (1.31) qui sera 'objectif du prochain paragraphe.
1.3.1.3 Condition de régularité et points ordinaires

Si toutes les formes wy, sont de degré un, la condition de régularité s’exprime comme
suit : la dimension du sous espace engendré par les formes linéaires wy(z) est constante
sur un voisinage de T (ce qui n’est pas le cas dans le contre-exemple ci-dessus).

Soit & € R" et soit V = T;R™. Soit £ C V un élément intégral de dimension m en .
On prend une base @, ..., a, de V* telle que :

E={(eV| <(a;>=0Vi>m+1}.

Pour n’ < n, on note par I(n’,d) I’ensemble des parties ordonnées de {1,...,n'} a d
éléments. Pour tout k£, 1 <k < K ona:

we(Z) = Y Cfay, Ao Ad, . (1.42)
rel(n,dy)
Dans cette sommation il est sous entendu que I = {i;...,i4 }. Comme wy(Z) est iden-

tiquement nulle sur F, alors chaque monome dans (1.42) contient @; pour un certain
¢ > m + 1. On s’intéresse maintenant aux monoémes qui contiennent exactement un seul
des @; pour i > m + 1 et dans ce cas on peut donc réécrire wy(z) sous la forme :

we(@) = > BiAag A na,  +R (1.43)
JEI(m,dp—1)

12
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ot % est une combinaison linéaire de ay, pour i > m + 1 et dans R tous les mondmes
contiennent au moins un terme de la forme @; A &;, avec 7, j > m+ 1. On définit une suite
croissante de sous espaces de V*, Hy C Hf C ... C H}, C V* par:

H* = Vect{ BX |1 <k < K, J€I(m,d, — 1)},
HY = Vect{ B8 1<k <K, JeI(m—1,d,—1)},
H; = Vect{ B 1 <k <K, J€Z(0,d — 1)}.

Hy est simplement le sous espace engendré par les wy(Z) de degré un. On définit une suite
croissante d’entiers 0 < ¢o(z, E) < ... < ¢,,(Z, F) < n définie par :

¢i(z,EB) =dimH;, Vi=1,...,m.

Nous somme maintenant en mesure de formuler la condition de régularité. On note par
P (R™) I’ensemble des m—plans de R™. C’est une variété de dimension m(n—m). On note
par G™ '’ensemble des couples (z, E) de R™ x P™(R™) tels que E est un élément intégral
de dimension m en .

Définition. Soit (7, E) € G™. On dit que (z, E) est ordinaire au sens de Cartan, s’il
existe un voisinage U de (Z, F) dans R™ x P™(R") tel que G™ NU est une sous variété de
codimension

(T, E)+ ...+ cma(Z, E).

Remarque 1 Si toutes les formes wy sont de degré un, on note par d(z) la dimension du
sous espace engendré par (wi(z), 1 <k < K), alors ¢;(x, E) = d(x) pour tout i, et (Z, F)
est ordinaire si G™ NU est une sous variété de codimension md(z) dans R™ x P™(R"™),
ce qui entraine que pour tout = dans un voisinage de z, 'ensemble des £/ € G est de
codimension md(z) dans P"™(R™). Or on voit directement qu’il est de codimension md(x),
d’ott d(x) = d(z) dans un voisinage de Z : ce qui est exactement la condition de régularité
dans le cas ou il y a que des formes de degré un.

Dans le cas général, si (Z, F') est ordinaire, les ¢; sont constants sur un voisinage de (z, F) :
sont appelés les caractéres de Cartan.

Théoréme 1.3.1 (Cartan-Kdahler.) Soit le systéeme différentiel extérieur suivant :

On suppose que les wy, sont réelles et analytiques sur la variété différentielle analytique M
et qu’elles engendrent un idéal différentiel. Soient & € M, m > 1 et E un élément intégral
en T de dimension m tels que (z, E) soit ordinaire au sens de Cartan. Alors il existe une
variété intégrale analytique N C M de dimension m, contenant T telle que

13
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Ce résultat est établi par Elie Cartan dans le cas ol les wy sont de degré un ou deux et
il a été généralisé par Kahler. Pour plus de détails vous pouver consulter le livre de Elie
Cartan (1945) sur les systémes différentiels extérieurs celui de Bryant et al.(1991) [6].

Il n’ya pas unicté dans le théoréme de Cartan-Kdahler : il peut exister une infinité de
variétés intégrales analytiques contenant T et ayant toutes £ comme espace tangent en .
Par ailleurs le théoréme décrit de maniére précise ’ensemble

Mest une variété intégrale
My =M | etilexiste(z,E) €U
tels que x € Met T,M = FE

ott U est un voisinage approprié¢ de (Z, E). Chaque M € My, est complétement déterminé
par un choix arbitraire de s, fonctions de m variables.

On termine ce chapitre par un exemple simple mais trés intuitif de l'application du
théoréme de Cartan-Kahler.

Exemple : On se donne une fonction f(z,y) sur R?; peut-on trouver deux fonctions
d’une seule variable u et v telles que :

flz,y) =u(z) +v(y)? (1.44)
On sait qu’une condition néessaire pour qu’'une telle décomposition soit possible est :
0 f
=0. 1.45
e ay(:v, y) (1.45)

Nous allons donné une approche différentielle du probléme. Soit M la variété différentielle
de dimension trois définie par :

M = {(z,y,u,v)R* | u+v = f(z,y)}. (1.46)

Sur M on pose le systéme différentiel extérieur suivant :

wp = dulNdxr =0,
we = dvAdy=0, (1.47)
dz A dy # 0.

Si le systéme différentiel extérieur (1.47) admet une variété intégrale de dimension deux,
alors il existe deux fonctions u et v, d’une seule variable telles que

f(z,y) = u(z) +v(y).

Les formes différentielles w; et wy engendrent un idéal différentiel puisque

dw, = dwy = 0.

14
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Soit (x,y,u,v) un point de M. Pour chercher des éléments intégraux en (z,y,u,v), on
linéarise u et v comme fonctions de (x,y) en posant :

du = Uldx + Udy,
dv = Vlidze+ V3dy.

Substituannt du et dv dans les équations w; = 0 et wy = 0, on obtient

U = 0, (1.48)
vt = 0. (1.49)

En différentiant ’équation qui définit la variété M, on obtient U! et V2 comme suit :

Wzg@m (1.50)
W:%@w (1.51)

On peut remarquer que si la condition (1.45) n’est pas vérifiée alors il n’existe pas d’élé-
ments intégraux du systéme (1.47). Si elle est satisfaite, alors I’ensemble des éléments
est une variété de codimension deux dans la grasmannienne P?(M). Donc pour appli-
quer Cartan-Kahler, il suffit de montrer que les éléments intégraux sont ordinaires, ce qui
nécessite le calcul des caractéres de Cartan.l

15



CHAPITRE 2

Désagrégation d’une fonction demande

2.1 Introduction

En économie, on rencontre souvent des problémes dont la formulation mathématique
prend 1'une des formes suivantes :

Soit n > 1 un entier naturel, z : R” — R"™ un champ de vecteurs de R"” et K > 1,
un entier naturel.

Question 1 : Existe - il 2K fonctions Ay, ..., Ak, Vi, ..., Vi telles que :

z(p) =Y _ Xi(p) V Vil(p)? (2.1)

i=1

Question 2 : Peut on choisir les fonctions \; et V; dans la décomposition (2.1) de sorte
que les \; soient positives et les V; (quasi) convexes ?

Question 3 : Peut-on demander aux \; et V; de satisfaire certaines équations du type :

Qi(p,A\(p),VV(p)) =0 pour j=1,....p

ot les fonctions ®; sont données ?

Réponses :

16
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e Dans le cas particulier ot K = 1 et \; = constante (sans condition de convexité et de
positivité) c’est un théoréme classique de Poincaré et la condition sur z est :

(9@- . (%j
apj Op;

V1<i,j<n.

e Dans le cas ou K = 1, A; non constante c¢’est la condition de Frobenius et elle s’exprime
sous la forme :
wAdw=0

ol w est la forme différentielle définie par :
W= Z i(p) dp;
i=1

e Dans le cas général si 'une des fonctions V; rate la convexité, la réponse est donnée par
le théoréme de Darboux et la condition sur x est donnée par :

w A (dw)® =0,

pourvu que

wA (dw)®1 £ 0.

e FEkeland et Chiappori ont donné une réponse positive a la Question 2 dans le cas ana-
lytique. Peu de temps aprés, une réponse positive au cas C'™ a été apportée par
Ekeland et Nirenberg .

e Le cas analytique de la question3 dans le cas o K = n a été étudié et résolu par
Ekeland et Chiappori.

Dans ce présent chapitre on fait d’abord un bref exposé sur 'origine de toutes ces questions
et ensuite, grace a 'introduction du calcul différentiel extérieur et particuliérement du
théoréeme de Cartan-Kahler, on donnera une réponse positive a la question3 dans le cas
ou K < n. En d’autres termes, on donnera des conditions nécessaires et suffisantes sur x

garantissant ’existence de K fonctions strictement convexes Vi, ..., Vi et de K fonctions
strictement positives Ay, ..., Ax telles que :
k

z(p) = Z Xi(p)VVi(p) (2.2)

p.DpV<p) = . (2.3)

17
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2.2 Théorie du consommateur

2.2.1 Modéle individuel

Le consommateur se borne & choisir un assortiment = = (zy,...,z,) € R" de n biens
disponibles sur le marché (le nombre x; représente la quantité choisie de bien i), qui
peuvent étre des produits matériels (alimentations, ménagers) ou non ( loisirs). Il sait que
le choix de I'assortiment x lui apportera une satisfaction de U(z) mais lui cotitera

P =p1T1 + ... +PpTp = szxla
=1

ou p = (p1,...,Pn) est le systéme de prix du marché, (p; > 0, est le prix unitaire du bien
Si son budget est w > 0 est normalisé & 1, alors son programme de décision s’ecrit comme
suit :

Max U(x)
pr <1, (2.4)

U est la fonction d’utilité du consommateur, elle représente ses préférences, c’est a dire,
si le consommateur préfére le bien = au bien 2’ alors on a U(x) > U(z'). Pour des raisons
de cohérence logique nous allons faire quelques hypotheéses sur la fonction U, qui pourront
garantir I'existence et ['unicité de la solution de (2.4). Il sagit en effet d’une théorie de la
décision, qui doit indiquer quel choix fait le consommateur dans telles circonstances. Si
elle laisse subsister une ambiguité (deux solutions possibles ) elle n’aura pas rempli son
but.

Faisons les hypothéses suivantes :

U est de classe C* sur R",
U est strictement croissante par rapport a toutes ses variables, (2.5)
D?U est définie négative sur le sous espace orthogonale a VU.

Le fait que la fonction U soit strictement croissante implique que la contrainte budgétaire
est saturée a I'optimum. On suppose que tous les biens sont désirés ce qui nous permet
donc d’oublier les contraintes de positivité a I’optimum. Ainsi le probléme de maximisation
(2.4) se réduit alors a :

Max U(x)
(2.6)
p.x = 1.

18
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Si I'hypothése (2.5) est vérifiée, alors le probléme (2.6) admet une unique solution z
caractérisée par :

VU(Z) = Ap, ot A >0 et p.7 = 1. (2.7)

Cette caractérisation est standard en analyse convexe ou en optimisation. Le nombre
réel \ est appelé multiplicateur de Lagrange. 11 faut noter ici que Z et A\ dépendent tous
de p. Dans cette situation, on a un probléme d’optimisation dépendant du paramétre
p = (p1,...,pn) et Papplication p — x(p), qui & p fait correspondre I'unique solution z(p)
est appelée la fonction de demande individuelle.

Proposition 2.2.1 Si (2.5) est vérifiée, alors la fonction de demande x est C*°.

Preuve. Soit p >> 0. Soit Z et ), la solution et le multiplicateur associés, c’est a dire
z(p) = Z. Alors on :

VU(@E)—Ap = 0 (2.8)
px—1 = 0 (2.9)

Soit F' 'application de R"™ x R x R" — R"™ x R définie par :
F(z,A,p) = (VU(z) = Ap,p- = — 1). (2.10)

Alors F(Z, A\, p) = (0,0) et si on note par F,  la matrice jacobienne de F par rapport aux
variables x et \ alors on a :

Fox (T, 0, p) = { D:g(i) _Oﬁ} : (2.11)

Soit y € R™ et p € R tels que :
D*U(z) —p y\ (0

D*U(z).y —up = O, (2.13)
Py = 0. (2.14)

alors on a :

D’aprés (2.7) et (2.14), y est dans le sous espace orthogonal & VU(Z). En multipliant
(2.13) par ¢/, on obtient :

y'D*U(z)y — py'p =0
En utilisant I'hypothése (2.5) et (2.14), on en déduit que y = 0 et par conséquent y = 0.
Ce qui prouve donc que la matrice F, \(Z, A, p) est inversible. D’aprés le théoréme des
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20 Désagrégation d’une fonction demande

fonctions implicites, il existe un voisinage ouvert V; de p, un voisinage ouvert V, de (z, \)
dans R™ x R et une fonction unique ¢ = (¢1, p2), C°° sur V; a valeurs dans V, vérifiant :

©1(p) = T,
902(}5) = )\, (215)

F(1(p), p2(p),p) = 0, Vp € V1.

Or les fonctions p — x(p) et p — A(p) vérifient (2.15) sur V;, donc de l'unicité on en
déduit que z(p) = ¢1(p) et A(p) = @a(p) pour tout p € V. Par conésquent les fonctions
p — z(p) et p — A(p) sont de classe C™ au voisinage de p. B

Définition 2.2.1 On appelle matrice de Slutsky associée a la fonction de demande z, la
matrice S définie par S = (s;5), 4,j = 1,...,n avec

Sii = — DT 2.16
J apj ; kapk J ( )

Proposition 2.2.2 Soit U une fonction d’utilité satisfaisant (2.5), alors la matrice de
Slutsky associée a la fonction de demande x vérifie :

e Sp =0 pour tout p >> 0,

o S est symétrique,

e S est semi définie négative.

Preuve. voir [30].

2.2.2 Le probléme inverse

On se donne une fonction de classe C*° définie de R™ a valeurs dans R". Est-elle une
fonction de demande 7 En d’autres termes, peut-on trouver une fonction U (quasi) concave
telle que pour tout p >> 0, z(p) soit 'unique solution optimale du probléme d’optimisa-
tion (2.6) 7

On pésente deux approches pour ce type de probléme :
e La premiére, appelée approche directe, consiste a supposer que la fonction de demande

x(p) est inversible. Soit p(x) son inverse. Ainsi, d’aprés les conditions d’optimialié du
premier ordre, on a :

VU(x(p)) = Ap)z(p), (2.17)
ot A(p) est le multiplicateur de Lagrange associé a la solution z(p). Donc,
1
= —VU(x). 2.18
pe) = 375 VU@) (2.18)
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21 Désagrégation d’une fonction demande

D’ou I'application @ — p(x) est proportionnelle au gradient de la fonction U.

e La deuxiéme, appelée approche indirecte, consiste a utiliser la fonction d’utilité indirecte
V' définie par
V(p) ==max{U(z) | p-z =1} (2.19)

L’application p — z(p) est différentiable d’aprés la proposition (2.2.1). Donc la fonction
V Test auss. En utilisant le théoréeme de I’enveloppe on a

2(p) = ﬁva). (2.20)

ce qui exprime que l'application p — z(p) est aussi proportionnelle au gradient de la
fonction V. Ainsi, si on trouve les fonctions V' et A satisfaisant (2.20), alors la fonction U
est donnée par la proposition suivante.

Proposition 2.2.3 On suppose que Uhypothése (2.5) est vérifie. Alors on a :
1. U(z) =min{V(p) | px >1};

2. U est quasi-concave si et seulement si V' est quasi-conveze.
Preuve. voir [30].

Théoréme 2.2.1 Une application x : (RY)" — R™ C*° de classe satisfaisant la loi de
Walras : p.x(p) =1, V¥V p >> 0 est une fonction de demande si et seulement si la matrice
de Slutsky associée & x est symétrique et définie négative.

Preuve. On introduit la forme différentielle w définie par :
w(p) = xi(p)dp;. (2.21)
i=1

D’aprés le théoréme de Frobenius, I'application p — x(p) est proportionnelle & un gradient
si et seulement si la condition de Frobenius

wAdw=0 (2.22)
est vérifiée. Ou encore si
o ox; Oxi ox; Ox; oxr,  Ox;
Vi, gk o2 — =")+x — Dt (==— =0. 2.23

On montrer que (2.23) n’est rien d’autre que la symétrie de la matrice de Slustky S donnée

par :
S(p)=Dpx- (I —p-a),
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22 Désagrégation d’une fonction demande

ou D,x est la matrice jacobienne de l'application p — x(p). Soit p fixé. Alors la matrice
de Slutsky S(p) est symétrique si et seulement si la restriction de D,z (p) sur 'hyperplan
orthogonal & z(p) = Z est symétrique. Ce qui est équivalent de dire :

Vy,z Lz y(Dyx)z =2 (Dyx)y < y(Dpyxr — (Dpx))z = 0. (2.24)
Pour tout 4 = 1,...,n, soit {yx, k # i} une base de {z(p)}* définie par :
0

(D)
=10 : (2.25)

z(p)
0

ol zx(p) (respectivement z;(p)) occupe la i—éme (respectivement la k-éme) ligne de y.
Donc la symétrie de Dyz sur {(z(p)}* est équivalente a :

V i,k yj(Dpx)zr = 2,(Dypr)y; < yj(Dpx — (Dy) )2 = 0, (2.26)
ce qui est exactement (2.23). Donc d’aprés Frobenius il existe des fonctions A et V' telles
—w = A\(p)dV.

D’aprés Ekeland-Nirenberg (voir [19]), on peut choisir A négatif et V' strictement convexe.
En effet sur ’espace des formes différentielles, on introduit le sous espace E défini par :

E={a|arw=0}

C’est un sous espace de dimension un engendré par w. Soit F' := [w(p)]. Sur N = F*,
la matrice —D,x est définie positive, ce qui est exactement la condition de Ekeland et
Nirenberg, d’ou il existe A > 0 et V strictement convexe tels :

z(p) = —=AVV(p).

Connaissant V' et A, la fonction U est donnée par la proposition 2.2.3. B

2.2.3 La désagrégation d’une fonction de demande

La fonction de demande agrégée résulte de la sommation des fonctions de demandes
individuelles. Plus concrétement, considérons une économie de K consommateurs. Chaque
consommateur k est caractérisé par sa fonction d’utilité U* et son budget normalisé & 1.
Quand le prix du marché p est annoncé, le consommateur k fait sa demande x*(p) suivant
le programme décisionnel suivant :

max U*(x*)
(2.27)
Pt =1.
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23 Désagrégation d’une fonction demande

On note par z(p) la demande agrégée. Alors elle est donnée par :

z(p) = 2'(p) + ...+ 2"(p), (2.28)
ott 7¥(p) est la solution du probléme d’optimisation (2.27).

Maintenant, supposons qu’on puisse observer la demande agrégée d’une société de K
individus, Sonnenschein(1972) (voir [33]) posait les questions suivantes : peut-on en dé-
duire les demandes individuelles 7 Dans le cas affirmatif, peut-on retrouver les préférences
individuelles 7 Ces questions économiques nous conduisent au probléme mathématique
suivant : Etant donné une fonction z : R" — R" de classe C*; existe-t-il K fonctions

zl, ... 2¥ de classe C™ telles que :

z(p) =z'(p) +... +2%(p)? (2.29)

ot pour chaque k, z*(p) est solution d'un probléme d’optimisation du type (2.27). L’ap-
proche indirecte consiste & introduire les fonctions d’utilité indirect V* associées aux
problémes (2.27), c’est a dire :

VF(p) = max{U*(2"), p.a* =1} (2.30)

D’aprés les propositions (2.2.1) et (2.2.3), V¥ est quasi-convexe et différentiable. Alors,
D’aprés le théoréme de I’enveloppe, pour chaque k, les fonctions V* et 2* sont liées par
la relation suivante :

VV(p) = —ax(p).2"(p), (2.31)

ol a(p) est le multiplicateur de Lagrange associé au probléme (2.27). Donc la demande
agrégée prend la forme :

1
a1 (p)

1
ak(p)

z(p) = — vVip) —... — VVE(p), (2.32)

ou encore

2(p) = MVVIp) + -+ Ak () VVE (D). (2.33)
D’ou la fonction de demande agégée p — x(p)x est une combinaison linéaire de K gradients
et elle v’erifie p.x(p) = K. De plus
1. les V¥ sont (quasi) convexes,
2. les \j sont strictement négatives,

3. la contrainte bugetaire p.z*(p) = 1 peut s’écrire sous la forme

p.VVE(p) = %(M’ (2.34)

Ce qui nous rameéne au probléme du type posé a la question3 et dont son étude est
I’objectif fondamental de ce chapitre.
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24 Désagrégation d’une fonction demande

2.3 Caractérisation de la demande agrégée

Dans cette section, grace a la théorie de Cartan-Kahler exposée au premier chapitre,
nous donnerons des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’ une fonction X : 44 C R™
analytique sur un ouvert U de R"™ puisse se décomposer sous la forme :

X(p) =Y Melp)Vu, (2.35)

ou les fonctions A, sont strictement positifs, les fonctions wu; sont strictement convexes et
de plus, les A\, et w; vérifient :

1
pVu,=—, k=1,... K. (2.36)
Ak

Bien entendu, on suppose que X vérifie la condition suivante dite Loi de Walras :
p-X(p)=K, VpelU. (2.37)

Chiappori et Ekeland ont étudié ce probléme dans cas ou K = n et grace a la théorie de
Cartan-Kahler, ils ont obtenu le résultat suivant :

Théoréme 2.3.1 (Chiappori-Ekeland) Soit U de R" —{0} et X : U — R", analytique
telle que : p.X (p) = n. Alors pour tout p € U et tout (Zy,...,7,) €R™ et (Ar,..., \y) €R
satisfaisant :

Tt + T, = X(p),

\V/i, /_\z > 0,
il existe n fonctions UL,... U™ ot chaque U’ est définie et analytique sur un voisinage
conveze U; de T;, n fonctions (x1,...,x,) et n fonctions (A1, ..., \,) définies et analytiques
sur un voisinage V de p telles que :
px;(p) = 1, i=1,...,n,
Ui (xi(p)) = max{U;(x) |z e U;px <1}, i=1,..n,
oU; . .
oI (xl(p)) - /\l<p)p]7 1= 17 s Ny ] = 17 ey 10,

Preuve. Voir en annexe. On a aussi le résultat suivant :
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25 Désagrégation d’une fonction demande

2.3.1 Conditions nécessaires

Proposition 2.3.1 (Browning-Chiappori) Supposons que X se décompose sous la forme
(2.35) au voisinage de lorigine. Alors, la matrice Q définie par

Q:=D,X(0) (2.38)
verifie :
Q=%+ Rg, (2.39)

ol Y est une matrice symétrique, définie positive et Ry une est matrice de rang au plus
K.

Preuve. Supposons que la décomposition (2.35) est vérifiée sur un voisinage de l'origine.
Soit X = (Xj,...,X,). Alors on a

ne P

ce qui entraine

k _ =

8pg opidp; — Op; Opi

Posons

K K
S=> MD’u et R =Y D(Duy),

k=1 k=1

ott D*uy, désigne la matrice hessienne de uy. Alors la matrice S est symétrique et définie
positive puisse les A\ sont strictement positifs et les u, strictement convexes. La matrice
Ry est de rang au plus K et de plus

Q=95+ Rgk.

Si les vecteurs Vuyq, ..., Vug sont linéairement indépendants alors la matrice Ry est de
rang K.

2.3.2 Conditions suffisantes

Soit X un champs de vecteurs défini de R™ dans R™ de composantes wq, . .. ,w,. On associe
a X la forme différentielle w de degré un définie par :

= Z w;(p)dp;.
1=1
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26 Désagrégation d’une fonction demande

Théoréme 2.3.2 Soit U un ouvert de R" — {0} et X : U — R™, analytique réelle sa-
tisfaisant la loi de Walars : p.X(p) = K Vp € U. Soit p € U. On suppose que sur un
voisinage de p

w A (dw)*1 £ 0, (2.40)
WA (dw)® =0 (2.41)
et la matrice ) définie par
0w
Q::DX;G:( Zp) 2.42
X0) = (o) (242
vérifie
Q=S+ Ry, (2.43)
avec S une matrice symétrique et définie positive et Ry une matrice de rang K. Alors,
il existe un voisinage ouvert V de p, des fonctions strictement convexes uq,...,ux, des
fonctions strictement positives A1, ..., Ak toutes définies et analytiques sur V telles :
X(p) = >\1VU1 + ...+ )\KVUK, ‘v’p € V, (244)
1
p-Vug(p) = o VketVpe V. (2.45)
k

Preuve. On démontre le théoréeme dans le cas K = 2 et dans le cas général les mémes
arguments vont tenir.

Stratégie. Fondamentalement, la stratégie consiste & mettre le probléme sous forme d’un
systéme différentiel extérieur et ensuite appliquer le théoréme de Cartan Kahler.

Introduisons dans l'espace des 1- formes le sous ensemble E3 défini par :
E;={a|aAwAdw=0}. (2.46)

Alors Fj3 est un sous espace vectoriel de dimension 3 (voir [19]). Donc d’aprés (2.40) et
(2.41), il existe un systéme de coordonnées locales (z1, ..., x,) sur R" telle que :

w(p) = z1(p)dxs + x3(p)day
sur un voisinage ouvert de p (voir Bryant [6], Th. 3.4 p.40). Ce qui entraine
dw = dx1 AN dre + drs N dxy

et
w A dw = (z3dry — r1dx3) A\ das A dxy. (2.47)
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27 Désagrégation d’une fonction demande

Soit h la fonction définie par :
T3
h(p) = ——(p).
(p) = - )
Alors

1
dh = — (z3dr; — z1dTs).
Ty

De (2.47), on en déduit que les formes dxy,dxy et dh appartiennent a Ej et elles sont
linéairement indépendantes. Donc {dxs, dx4, dh} forme une base de E3. En outre on sait
que si les fonctions u, v, A et p w sont telles que :

w = Adu + pdv
alors du,dv € FEj. Ceci nous conduit donc a chercher u et v de sorte que :

du,dv € E3 = [dxy, dxy, dh)].

Ce qui revient a chercher des fonctions uy, ..., u,, vy, ..., v,, A et u telles que :
w= Nurdz; + ...+ updz,) + p(videy + ... + vydxy,), (2.48)
1
< urdxy 4+ usdrs + uzdrs + ugdry, p >= % (2.49)
1
< vdry + vodry + v3drs + vadry, p >= —, (2.50)
i
U1T1 + U3X3 = O, (251)
i1 + v3rg = 0, (2.52)
M+ pv; =0, i=5,...,n, (2.53)
et
wy = duy A dry + dug A drg + duz A drs + dug A dxg = 0, (2.54)
wy = dv; A dxq + dvg A dxy + dos A dog + dvg A dzy = 0. (2.55)
Par changement de coordonnées locales de (p1,...,pn) & (z1,...,%,), on se raméne a
chercher des fonctions uy, ..., u,, vy, ..., 0., A et p, toutes de la variable (xq,...,x,) et
telles que :
w= Nupdzy + ...+ updz,) + p(idey + ... + vydxy,), (2.56)
1
U1 (T1, o, T) + Unpa(1, -, ) + U3 (T, )+ Uspa (T, X)) = N (2.57)
1
V1Q1(T1, -+ Tn) + V202(T1, -+ Tn) + 03P3(T1, - Tn) + VaPa(T1, - T) = L (2.58)
UL + Uzxsz = O, (259)
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28 Désagrégation d’une fonction demande

V1T1 + V3T3 = O, (260)

M+ pv; =0, i=5,...,n, (2.61)

wi = duy ANdxry + dug A droy + dus A drs + dug A dry = 0, (2.62)
Wy = d’Ul A dl’l + dv2 AN dl’g + dUg VAN d.’L‘g + dU4 N d.%'4 =0. (263)

Les équations (2.57) et (2.58) ne sont rien d’autre que (2.49) et (2.50) dans le systéme de
coordonnées (z1,...,x,) ou les fonctions ¢; sont connues.

L’équation (2.56) est équivalente aux relations suivantes :

Aug + poy = 0, (2.64)
Mg + vy = a7, (2.65)
Aug + pvg = 0, (2.66)
Ay + vy = 3. (2.67)

D’une part, en utilisant la condition p- X (p) = 2, on montre que 'équation (2.58) est une
conséquence de (2.57) et d’autre part en utilisant les équations (2.59) et (2.60), on voit
aussi que (2.64) et (2.66) définissent la méme équation.

Remarque 2 De (2.64) et (2.65), on obtient :

A v U
2o gt AMug — ’Ug—l) = .
% U1 U1

D’ou I'equation (2.57) devient

Ul — Vol
Urpr + Unpa + UgPs + Usgpy = —————. (2.68)
11
Comme
duy AN dxy + dug A dxg + dus A drs + dug A dxy = 0
le long d’une variété intégrale, on a alors
du;
Yi_p, 1<i<4, j>5
5’xj
En les reportant dans (2.68), on obtient I'identité :
dpy Jipa D3 ipy .
=0Vy>5. 2.69
UIaZEj +U28Ij +u38xj +U48[Ej J= ( )
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29 Désagrégation d’une fonction demande

On peut maintenant donner la formulation différentielle du probléme.

Soit M T'ensemble des points (1, ..., Tp, Uty ..., Up, V1, - .., Uny A, p1) de R T2 vérifiant les
relations (2.57), (2.59), (2.60), (2.61), (2.64), (2.65) et (2.67). Donc M est défini par (n+2)
relations linéairement indépendantes dans R3"*2. C’est donc une sous variété de R3"+2 de
dimension 2n. Sur M on pose le systéme différentiel extérieur suivant :

w1 = O, (270)
wy = 0, (2.71)
dxy A ... Ndx, #0. (2.72)

Soit m = (p,;, U, A, i) € M, nous allons montrer en utilisant le théoréme de Cartan-
Kahler qu’il existe une sous varité intégrale N C M du systéme differentiel extérieur
(2.70)- (2.72), de dimension n contenant m. Pour cela nous allons montrer que le systéme
est fermé, qu’il admet un élément intégral F au point m et que (E,m) est ordinaire au
sens de Cartan.

e Les formes w; et wy engendrent un idéal différentiel puisque dw; = dwy = 0.

e Systéme linéarisé. Soit m = (p, @;, v, A, i) un point de M. On linéarise u;, v;, A, p comme
fonctions de x = (x4, ..., x,) comme suit :

du; = Y Uldr;, 1<i<n,
j=1

dv; = Z\/jidxj, 1<i<n,
j=1

d\i = Y Ljdz;, 1<i<n,
7j=1
j=1

On cherche les paramétres U;, V}i, N;, M; de sorte que (2.70) et (2.71) soient vérifiées. En
fait, en substituant

j=1

d’UZ‘ = Z ijdl']
7=1
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30 Désagrégation d’une fonction demande

dans les équations w; = 0 et wy = 0, on obtient les relations suivantes :

((U; — U =0,

U; — U} =0,

Uy — Ui =0,

Ui — U3 =0, (2.73)
Ui — Uy =0,

U} —U; =0,

| Ui=0, 1<i<4;j>5,

et

Vy =V =0,

‘/5)1_ 13_0’

Vi -V =0,

V= Ve =0, (2.74)
Vi =1y =0,

V43_ 34:()7

| Vi=0, 1<i<4;5>5
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31 Désagrégation d’une fonction demande

En différentiant les équations qui définissent la variété M, on obtient :

[ AL+ M@rU} + 0aU2 + U2 + puU2) = —A (ulg(’;; +uy gij +uy gij - ngj) ,
:clUll + zz:gUf’ = —uy,
x1U31 + x3U33 = —us,
21U} + 23U? = 0, Vj#1,3,
xlvll + 333‘/13 = —,
xﬂ/; + xg‘/}? = —Us,
21V + VP _ 0, V41,3 (2.75)
ur Ly + AU + vy M + pVj = 0,
us Ly + AUT + vo My + puVy = 1,
up Lj + AU + 02 M + pV; =0, j=2,...n,
ug Ly + ANU;3 + vy My + pVy! = 1,
usLj + NUF + oM + pVy! = 0, j#3,...n,

( wiLj 4+ AU + v;M; + pV; = 0,V5<i<n, 1<j<n.

avec

4
A= Zui%(lﬁ, ey ).
i=1

Un élément intégral est défini par les 8n — 20 relations linéairement indépendantes definies
par (2.73) et (2.74). En d’autres termes 1’ensemble des éléments intégraux du systéme diffé-
rentiel extérieur (2.70)-(2.72) est une sous variété différentielle de codimension ¢ = 8n—20
dans la grasmannienne.

e Calcul des caractéres de Cartan. On cherche une variété intégrale de dimension n du
systéeme différentiel extérieur :

wy = duq N\ dxy 4 dus A dxg + dug A dxs + dug N\ dxy = 0,
(2.76)
Wy = d’Ul VAN dl‘l + d?)g VAN dIQ + dl)g N deg + dU4 N d{['4 = 0.
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32 Désagrégation d’une fonction demande

satisfaisant
dry A ... Ndx, #£0 (2.77)

dans la variété différentielle M de dimension_?n._ B
Pour cela, soient m = (p, U;, U5, A, i) € M et (U, V', Aj, ij) tels que les relations (2.73), (2.74)

37790 -
et (2.75) sont vérifiées. Soit E I’élément intégral correspondant. On montre que (m, ) est

ordinaire au sens de Cartan. Pour cet effet, considérons les formes différentielles suivantes :

4

J=1

4

J=1

En substituant du; et dv; dans wy et wo et en utilisant les relations (2.73) et (2.74) on
obtient :

wl:a1/\da:l+042/\d1’2—|—043/\d:c3+oz4/\d:c420,

we = B1 Ndzy + By ANdxe + B3 N dxs + B4 Adxy = 0.

En applicant la procédure décrite dans le chapitre préliminaire on a :

Hik = VeCt{Oébﬁl}?
H; = Vect{o, fi,aq, B2},
Hi = Vect{ay, p1, s, B2, a3, B3},
Hy = Vect{ay, b1, s, P2, a3, B3 oy, fa},
H: - VeCt{Oél,ﬁl,OKQ,BQ,0637537064,B4},i:5,--.,n_ 1.
Donc
co=0;c1=2;, co=4; c3=6; ¢;=8,1=4,...,n— 1.
n—1
Doucy+...+¢,.1=0+24+4+6+ Z 8 = 8n — 20. Ce qui correspond exactement a la
i=4

codimension de G™. Donc le point (m, E) est ordinaire au sens de Cartan. Par conséquent
le théoréme de Cartan-Kahler s’applique.

Soit N une sous variété intégrale de M de dimension n contenant m. Alors la relation
(2.72) entraine que N est localememt le graphe d’une fonction définie de R™ dans R?*"+2.
En effet comme N est de dimension n, il existe un voisinage ouvert © de m dans R3"+2,
un ouvert I de R™ et une fonction v : I — R3"*2 tels que :

O NN = Im(v) (2.78)
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33 Désagrégation d’une fonction demande

On note par (ty,...,t,) les points de I. Donc si (21, ..., T, uj, v, A\, ) € © NN, alors
Ti, Ui, Vi, A et peuvent étre considérés comme fonctions de tq,...,t,. Dans ce cas la
condition (2.72) devient

o(xy,...,z,
dxl/\.../\dxn:Dethtl/\.../\tn#O, (2.79)
Oty ... ty)
ou
(9(1:1, c. ,.CL’n)
Oty ... tn)
est la matrice jacobienne de (xy,...,2,). De (2.79), on en déduit que la matrice
8(171, c. ,ZL’n)
Oty ... tn)
est inversible. Donc d’aprés le théoréme des fonctions implicites, on peut exprimer (¢4, ..., t,)
en fonction de (zy,...,z,) et par conséquent u;, v;, A et u en fonction de (z1,...,x,). Ce

qui entraine que ©® N N est le graphe d’une fonction de R™ dans R?"+2,
Donc les équations (2.70) et (2.71) entrainent d’aprés le lemme de Poincaré qu’il existe
des fonctions u et v telles que :

du = wuydry + usdrs + uzdrs + usdxy,

dv = wvidxy + vodrs + v3drs + vadxs.

Et enfin comme pour tout © = (z1,...,x,), on a (z,u;(z),v;(z), \N(z),u(z)) € N C M,
alors les relations (2.57), (2.59), (2.60), (2.64), (2.65), (2.67) et (2.57) sont vérifiées. Ce qui
prouve qu’il existe des fonctions u, v, A et u telles

w = Adu + pdv,
1

Du = —

1

p.Dv = —.

Pour terminer la preuve, on montre qu’on peut choisir un élément intégral U, V, L, M de
sorte que les fonctions u et v associées sont convexes, A et u strictement positifs. On sait
que si u, v, A, it est une solution, on doit avoir :

ADu-p = 1,
uDv-p = 1.

Ce qui donne :
(Du - p) DA+ AD*u-p+ ADu = 0,
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34 Désagrégation d’une fonction demande

(Dv - p) Dp+ puD*v - p+ pDv = 0.
Un élément intégral (U, V, L, M) au point (p, Du, Dv, A, 1) est donc défini par les relations

(Du-p) L+ AUp+ A\Du =0, (2.80)
(Dv-p) M + pVp+ pDv = 0. (2.81)
On revient maintenant dans les coordonnées (py, . . ., pn) au lieu des coordonnées (z1, . . ., x,).

Soit p= (p1, -y Pn)stt = (Up, ..., Up), v = (V1,...,0,), A, pt tels que :
u-p>0,v-p>0 A>0 pu>0. (2.82)
D’aprés Browning-Chiappori, on peut écrire
Q=0Q + Ry, (2.83)
ol () est symétrique et définie positive et R, une matrice de rang deux de la forme :
Ry = Lou' + Myv'. (2.84)

Soit v € R, on a
Q=0Q+ (Lo — yMy)u' + My(yu +v)', (2.85)

ol 7 sera choisi convenablement. Posons :

Ly = Lo— My,
My = Mo, (2.86)
Uy = u,
v = yu—+v.
Soient « et [ strictement positifs. On pose :
LQ = L1 — QUq,
MQ = Ml - /81)17 (287)
Uz = U,
V2 = 1.
On cherche des matrices U et V symétriques définies positives telles que :
AU+ 1V = Qup = Q + aqugul + Pugt), (2.88)
AUp = w1 := —(ug - p)La — Aug, (2.89)
wVp = x9:=—(vy-p)My — pvs. (2.90)

De telles matrices existent d’aprés le lemme d’Inchtchakov. Or U et V' sont les matrices
hessiennes des fonctions u et v. Ce qui prouve donc que u et v sont strictement convexes.
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35 Désagrégation d’une fonction demande

Lemme 2.3.1 (Inchtchakov) Soient x1,...,2,,y, n+1 points de R*. Soit Q une (k x
k)-matrice symétrique et définie positive. On suppose que (x;,y) # 0, Vi = 1,--- n.

Alors il existe n matrices My, ..., M, symétriques et définies positives telles
My = x;,, Yi=1,---,n, (2.91)
S - @ 2.02)
k=1

st et seulement si

e = Qu. (2.93)
k=1

(xmy) > 07 Vi= 17 y 1, (294‘)
(Cz,z) < 0, (2.95)

pour tout z non colinéaire 4y, ou (Cz, z) est la forme quadratique définie par

Y —(xk,z)z_ z,z) si
(Cz,z):= ; (Tx,Y) (Q2) y70, (2.96)

0 siy=0.

Remarque 3 La condition (Cz,z) < 0 Vz peut se restreindre seulement pour les z tels
que |z[| = 1.

Avant de donner une preuve de ce lemme, on va l'appliquer d’abord & notre probléme.
Pour cet effet, on va montrer qu’on peut choisir « et 3 strictement positifs de sorte que :

<x17p> > O?
(:L‘27p) > 07

et
(Cz,2) <0

pour tout z non colinéaire & p. On a :

(1,p) = a(ug - p)* = (uz - p)(La - p) — A(us - p), (2.97)
(w2,p) = B(v2 - p)* — (v2 - p)(Ma - p) — A(v2 - p). (2.98)

Donc pour « et 8 assez grands on a : (z1,p) > 0et (z9,p) > 0. Maintenant désignons par
E, le sous espace engendré par us et vy et par E+ son orthogonal. On choisit une base de
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36 Désagrégation d’une fonction demande

es,...,e, de B+, Ainsi donc, en écrivant la matrice Qap dans la base {ug, ve,€3,...,€,},
on obtient :
qu +« q12 qiz .- qin
g1 G2+B @3 ... G
Qap = 431 432 433 -+ Qsn
dn1 qn2 qn3 -+ Gnn

En iversant la matrice Qs (voir en annexe), on montre que :

o o0 o0 ... 0
0O 0 O 0
i -1 _ 0 O S33 ... S3n
oo Qo o ’
0 0 sp3 ... Spn

ot la matrice (s;;), 3 <1i,j < n est la restriction de Q' sur E*. Ce qui entraine donc :

lim (21, Q,522) = (ug - p)(va - p)(L1, Q7' M)). (2.99)

a,B—+o0

Désignons par F', le sous espace engendré par {p,z;,x2}. Alors Sur F, la condition
d’Inchtchakov
(Cz,2) <0

est équivalente a :

(1, Quz21)* (2, Qp5m2)?
8 8

+ (Qupr1, 22) — (Qupm1, 1) — (Qzw2, x2) < 0.

(‘rlvp) ('r27p>
Or
(21, Qup21)° | (w2, Qg 52)°
li @ o -1 (-1 -1
oiroo | (21,p) gy Qastn2) = (Quprn, ) = (Qusa, a2)

= (ug - p)(vz2 - p) (L1, @ My) — (ug - p)* (L1, @' L1) — (v2 - p)*(My, Q™' My).
On peut choisir v de sorte que

(ug - p)(vz - p)(L1, @ My) — (ug - p)* (L1, Q' L1) — (vg - p)*(My, Q™' My) < 0. (2.100)
En effet on a :

(ug - p)(vy - p) (L1, Q" My) = (ug - p)* (L1, Q™ L) — (v - p)*(My, Q™' My) =
=372 (u - p)* (Mo, Q" Mo) + 37 [(u-p)*(Lo, Q™ Mo) — (u-p)(v - p)(Mo, Q™ Mp)]

—(u-p)* (Lo, Q' Lo) — (v - p)* (Mo, Q" My) + (u - p)(v - p)(Lo, Q' My).
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37 Désagrégation d’une fonction demande

Alors, on obtient (2.100) pour v assez grand.

Preuve du lemme. Commencons par les conditions nécessaires. On consideére la forme
quadratique :

(Myy,2)* (w3, 2)

(Myyy)  (wny)

Comme M}, est symétrique et définie positive, alors, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
on a (Cyz,z) < (Myz, z) pour tout z non colinéaire a y. En les additionant, on obtient :

(Crz,2) =

n n

(Cz,z) = Z(Ckz,z) < Z(Mkz, z) = (Qz, 2).

k=1 k=1
D’ou l'inégalité souhaitée.
n

Inversement, supposons que Za:k = Qu, (zx,y) > 0 pour tout k et (Qz,2) < 0 pour
k=1

tout z non colinéaire & y. On définit pour tout kK = 1,...,n les matrices By par :
Tk, 2
Bz = (2 )xk, 1<k<n,
('Ilm y)
n
By = Q—)Y B
k=1

Alors on a :

Byy =z, et Bgy:Qy—ZBkyZQy—Q?JZO-
k=1

Notons aussi que

_ (2 = (Byz, =
(Crz,2) = e 1) (Byz,z) >0,
(Cz,2) = Z(Bkz, 2) — (Qz,2) = —(Boz, 2).

1
Posons M, = B, + EBO. Alors on a :

1
My = Bry + EBOy = T, (2.101)
> My=> Bi+By=@Q, (2.102)
k=1 k=1
1
(Myz,z) = (Bgz,2) + E(BOZ’ ). (2.103)
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38 Désagrégation d’une fonction demande

Dans la derniére équation (2.103), les deux termes de droite sont positifs et le deuxiéme
est strictement positif pour tout z non colinéaires a y. Donc les matrices M) vérifient
toutes les conditions du lemme. l
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CHAPITRE 3

Probléme de Douglas

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie un probléme inverse en calcul des variations. De maniére plus
précise, étant donnée une famille de courbes de classe C'° dans ’espace de dimension
n+1, R"™ = (¢,2;),(j = 1,...,n), vérifiant le systéme d’équations différentielles

x) = E(;Uj,l‘/) (1=1,..,n), (3.1)

J

on cherche a déterminer toutes les fonctions scalaires L = L(xy,...,Zn,Y1,-..,Yn) telles
que toute solution de (3.1) est une solution extrémale du probléme de calcul des variations :

inf / L(a;(t), (1)) dt; (3.2)

En d’autres termes, on cherche & déterminer les Lagrangians L de sorte que toute solution
de (3.1) est aussi solutions des équations d’Euler-Lagrange :

d
—L,=1L,, 3.3
dt Yy ( )
et L,, définie positive le long des solutions de (3.1).

Ou encore, on cherche a résoudre le systeme d’équations aux dérivées partielles suivant :

—~ 0L —~ 0°L 0L
- OYn9y; " Ox;

i=1,...,n. (3.4)
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40 Probléeme de Douglas

Ce travail a été initi¢ par J.Douglas. Pour plus de détails, voir [1], [17].

Fondamentalement, notre approche consiste a mettre le systéme d’équations aux dérivées
partielles (3.4) sous forme d’un systéme différentiel extérieur et ensuite appliquer la théorie
de Cartan developpée dans le premier chapitre. Dans le cas ot n = 1, on montrera que
le probléme posé admet toujours une solution. Dans le cas n > 2, en général le probleme
n’admet pas de solution. Ici, on cherchera a voir ce que 'utilisation directe de Cartan-
Kahler peut apporter.

3.2 Cas de la dimension un (n = 1)

Il faut noter que dans le cas de la dimension un, il existe une approche directe qui donne
le méme résultat si la fonction F' est C™ et non analytique. Voir [4].

On cherche a résoudre ’équation aux dérivées partielles suivante :

9L 9L oL
Z = F - =
axay(w,y)yﬂL 057 (z,9)F(z,y) - 5~

(z,y) =0. (3.5)

3.2.1 Approche différentielle

On travaille dans R® avec les variables (z,y, v, q,r) ou les variables v, ¢, 7 seront interpreé-
tées comme suit :

oL L 9L

”:a_y’ q_ayQ’ T:&E@y'

On pose u = ry+qF(x,y) et on considére sur R le systéme différentiel extérieur suivant :

du N\ dz + dv A dy = 0,
dv — rdx — qdy = 0,
dr \Ndx 4+ dg N dy =0,
dzx A dy # 0.

(3.6)

Le lien qui existe entre (3.5) et (3.6) est donné par la proposition suivante.

tique N de (3.6) de dimension deux contenant m, alors il existe un voisinage ouvert U de
(Z,y) et une fonction L définie et anlytique sur U solution de (3.5).

deux du systéme (3.6) contenant m. La condition

de Ndy # 0 (3.7)
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41 Probléeme de Douglas

et le théoréme des fonctions implicites entrainent que N est localement le graphe d’une
fonction définie de R? dans R3.

(2, y) = (v(z,y), q(z, y), (2, y))-
D’aprés le lemme de Poincaré, I’équation
duNdr+dvANdy =0
entraine qu’il existe une fonction L définie sur un voisinage U de (Z,y) telle que :
dL = udz + vdy. (3.8)

Alors d’une part, I’équation (3.8) donne

o (2, 9) = u(z. ), 3.9)
g—j@ 7) = v(z,9), (3.10)
u(®,9) = (2. 5)7 + a(. 7). F(.5) (3.11)

D’autre part, de I’équation
dv —rdx — qdy = 0,

on en déduit que

%@’g) =1(%,9), (3.12)
g—z(f,ﬂ) = q(z, 7). (3.13)
Donc . N
duay DY) = @ 9) = (@ 1), (3.14)
PL 5 = 2@g) = a9 (3.15)

oy dy
Enfin (3.11), (3.14), (3.15) entrainent (3.4) W
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42 Probléeme de Douglas

3.2.2 Intégration du systéme (3.6)

deux du systéme différentiel extérieur

w; =duNdr+dvANdy =0,
wy =dv —rdr —qdy =0
w3y =dr Ndx +dg Ndy = 0.
dr Ndy # 0

(3.6)

Nous allons utiliser le théoréme de Cartan-Kdhler. Les formes wy, wy et w3 engendrent un
idéal différentiel car dw; = dws = 0 et dws = dws.

Etapel : Exzistence d’éléments intégraux. Pour chercher des éléments intégraux, on li-
néarise v, q et r comme fonctions de (x,y) comme :

dv = Vidx + Vady,

dg = Qidr + Qqdy,
dr = Rldl'—i—RQdy

En substituant dv, dq et dr dans le systéme (3.6), on obtient :

Vi = T,
Vo = ¢,
RQ - Ql = 07
oF
yRy + FQy = e
Y

Un élément intégral de dimension deux est défini par le choix de siz paramétres

Vi, Vo, Q1, Q2, Ry, Ry vérifiant (3.16) — (3.16). Donc I’ensemble des éléments intégraux est
une sous variété de P?(R®) de codimension 4.

Etape2 : Calcul des caracteres de Cartan. Soient m = (7,y,v,q,7) un point de R5 et
(V1, Vo, @1, Q2, Ry, Ry) tels que les relations (3.16) - (3.16) sont vérifiées. Soit F, I'élément

intégral correspondant. Alors, on montre que (m, E) est ordinaire au sens de Cartan. On
considére les formes aq, as, as, ay, a5 définies par :

o = dr,
ay = dy,
az = dv—7rdr — qdy,
ay = dr — Ridr — Rady,
oF  _

1
as = dq— Rodr + F(@RQ + qa—y(aj, v))dy.
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43 Probléeme de Douglas

Ainsi on définit une base de T R5 telle que :
E={CeR| <a;,(>=0,i>3}

En substituant dv, dr, dg dans le systéme (3.6) on obtient alors :

Wy = Qasg,
wi = B ANag+ By Aoy,
wy = B ANar+ B3N as,

avec

Bi = you+ F(Z,7)as,

1
/82 = Qs,
ﬁ? = Oy,
23

On définit les sous espaces H; C H; de T R® par :

H) = vect(as),
Hik = VeCt(a&BllaB?)'
Soient co(m, E) et ¢;(m, E) les entiers naturels définis par :
co(m, B) = dim H = 1,
= dim Hy = 3.

&=

C1 (ma

Donc on a : B B
co(m, E) +c1(m, E) =1+ 3 =4,

ce qui coincide avec la codimension de I'ensemble des éléments intégraux de (3.6). D’ou
(m, E) est ordinaire au sens de Cartan. Donc le théoréme de Cartan-Kahler s’applique.

3.3 Cas de la dimension deux (n=2)

3.3.1 Formulation

On cherche des conditions suffisantes sur les fonctions Fy, F, : R* — R de sorte que toute
solution dsystéme d’équations différentielles ordinaires

':Elll = Fl(ﬂfl,l'g,l’/l,x;),
(3.16)

14 ! !
Ty = FQ(ZE17I’2,I’1,$2),
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44 Probléeme de Douglas

soit extrémale au probléme de calcul des varaiations
inf /L(ml, Lo, Ly, L) db. (3.17)

En d’autres termes on cherche toutes les fonctions scalaires L = L(xy, 22, Y1, y2) solutions
du systéme d’équations aux dérivées partielles :

0L O*L 0*L O*L oL

F ——=0
Ox10, byt Ox201, Y2+ y? 1+ Y2011 > Omy ’
(3.18)
0L O*L O*L 0*L oL
P+ —F—-——=0
0x10ys n 0x20y2 e 0y10y2 e I3 ’ Oz
Proposition 3.3.1 Si L est une solution de (3.18), alors elle vérifie :
2L 2LOF L OF 2L 2L OF: L OF
0 0°L OF, 0 82_28 0°L OF; 0°L OF (3.19)

+ + = + + .
dxa0yr  Oyi Oya  Oy10y2 Oya 0x10ys  Oy3 Oy1  0y10y2 Oy
Preuve. L’équation (3.19) s’obtient & partir des deux équations de (3.18) en écrivant :

0 0
—(1)—=—(2) =0.
o5 )~ 5, %)
On intégre I'équation (3.19) dans (3.18) et on cherche une solution L du systéme donné
par (3.18) et (3.19).

3.3.2 Systéme différentiel extérieur associé

On travaille dans R'? et on prend comme variables canoniques (z1, Zo, y1, ¥z, V1,
Ve, q1,Q2, 71,72, S, u) qui seront interprétées comme suit :

oL 0L 0L 0L 0L 0L
Vi =7, = y S = y i — , W= sy T = 75
0y; I 010y, 0120y ¢ 0x10y; 0Y10Yys 33/1'2

On pose :

(i=1,2).

1
V= (9 + 5 [UFlyl + Tgngl — 7”1F1y2 — uF2y2] ,

ur = qiy1 + vye + riF 4+ uky,
U = Qoy1 + Sy + uly + rofs.

On considére le systéme différentiel extérieur suivant :

;

w1 = duy A dxq + dug A dzre + dop A dyl + dvg A dy2 =
wy = dvy — qrdry — vdxy — r1dy; — udys

w3 = dvy — qodxy — sdxo — udy, — rodys

wy = dqy Ndxy + dv A dxg + dry A dyy + du A dys
ws = dqo N\ dxy + ds A\ dxg + du N dyy + drg A dys =
del VAN dl‘g VAN d’yl A dy2 7& 0.

coooo

(3.20)

44



45 Probléeme de Douglas

Le lien entre les systémes (3.18) - (3.19) et (3.20) est donné par :

Proposition 3.3.2 Soit m = (Z;, Ui, Vs, @i, 7i, 5, ) € R2. On suppose qu’il existe une
variété intégrale analytique N du systéeme (3.20) de dimension 4 contenant m. Alors il
existe un voisinage ouvert U de (T, T2, 71, 72) et une fonction L définie et analytique sur

U solution de (3.18)-(3.19).

Preuve. Soient m € R'? et N une variété intégrale de (3.20) de dimension quatre conte-
nant m. Alors la condition
dxl/\dxg/\dyl/\yg 7é0

entraine que N est localement le graphe d’une fonction analytique de R* dans R®. L’équa-
tion w; = 0 entraine, d’aprés le lemme de Poincaré, qu’il existe une fonction L : R* — R
définie sur un voisinage U de (Z1, T2, U1, ¥2) telle que :

dL = uydzy + usdxs + v1dy; + vadys. (3.21)
Ce qui donne :
g—i(zl,@,gl,yz) =, (3.22)
g_i(xhxmyhyz) = Uy, (3.23)
g_zi(i’l,@,gl,ﬂz) = 1, (3.24)
2_52(931>$27?/1ay2) = 0. (3.25)

En vertu des équations ws = 0 et w3 =0 on a

87}1 82[/

a—%(fl,fz,ﬂl,%) - axlayl(fl,fg,gl,gg):cﬁ, (3.26)
2—2(1:1,@2,??1,%) = %(fl,@,gjh%):@, (3.27)
g_;i(fl,ﬂ_ﬂaglag2) - %(fl,fg,yl,gg)—fl, (3.28)
2_2@1,5227?317372) = ajjgyl(il,@,gl,%):a (3.29)
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et
8@2 82L
— (1, T2, Y1, Y = ——(T1,2T2,Y1,Y2) = @ 3.30
8x1(x1,x2,y17y2) axlam(%m,ybyz) q2, ( )
ovy oL _
G_xz(xl’ T2, Y1, y2) = 9720y (3717$2>y1, ?J2) =S, (3-31)
8’02 82L
—(Z1, 29,71,V = ——(Z1,22,Y1,Y2) = U 3.32
8y1<$1,9€27y1;y2) 6y10y2(x1’x2’y1’y2) u, ( )
(%2 - 82L o _
a_:m@l,fl?z’yhyz) = a_y%(l‘hw%yhyz) =Ta. (3-33)

Et enfin en remplacant dans les expressions de v,u; et uy les fonctions ¢;, r;, u et s par
leurs valeurs, on prouve que L est solution du systéme (3.18)-(3.19). B

3.3.3 [Etude du systéme (3.20)

Dans cette section, nous allons étudier l'existence de variétés intégrales de dimension
quatre du systéme différentiel extérieur (3.20).

Les formes différentielles wq,...,wsdots egendrent un idéal différentiel car dw; =
0, dws = wy, dws = ws et dwy = dws = 0.
3.3.3.1 Existence d’éléments intégraux

Un élément intégral de dimension quatre sera un 4—plan dans R!2.
Soit m = (&1, T2, U1, Y2, U1, V2, G1, G2, 71, T2, 5, @) un point de R™ tel que

dl‘l N dl‘g N dyl VAN dyQ 7é 0.
On linéarise v;, q;, 1;, s, w comme fonction de xy, x2, y1, Y2 comme suit :

dv, = Vfdxl + V;dxg + V}fdyl + Vfdyg,
dgi = Qidxy + Qydrs + Qhdyr + Qdys,
dr;, = Rid:vl + R;dl’g + Rgdyl + Ridyg,
ds = Sidxry+ Sadxy + S3dyy + Sadys,
du = Uidxy + Usdrs + Usdyy + Usdys.

En substituant dv;, dg;, dr;, ds, du dans le systéme (3.20), on obtient des équations wy = 0
et wy = 0 de (3.20), les relations suivantes :

RL1
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2 — 2 = 2 — 2 =
‘/1 = {42, ‘/2 =S, ‘/3 = u, V;l =Ta.

Les équations wy = 0 et w; = 0 entrainent :

RL2
o 2Q2 — 2Q) + (Fiy, — Foy)Us + Fay B2 — Fy, R = Ay,
2Q3 — 2Ry + (Fuy, — Foy,)Us + Fyy RS — Fy,, Ry = By,
2Q3 — 2Us + (Fiy, — Fayy)Us + Foy R3 — Fy, Ry = O,
Q3s=Ri, Q,=U, R;=Us,
Q% = 51, Q§ = Uy, Qi = R%a
S3=U,, S;=R; R:=1U,
avec

Al = Tlplyle + uFQyQ:Dl - r2F2y1x1 - UF1y1.’El;
By = T1F1y2y1 + UF2y2y1 - T2F2y1y1 - UJFlylyu
Cy = T1F1y2y2 + UF2y2y2 - T2F2y1y2 - UF1y1y2'

L’équation w; = 0 donne :
RL3

1 1
Qs+ (Fy — §y2F1y2)R§ + (Fy + 592(F1y1 — Y2 Fyy,) ) Us

1
+ y2Q§ + §y2F2le§ — le% — 14251 — FiU; + FzR% = A

1 1
101Qs + (Fi — sy Fry) Ry + (Fo + sy2(Fuy, — y2Fsy,))Us

2 2

2 1 2
+ 1205 + §y2F2leg = By
Y1Q3 + y2S5 + FUs + FL R — O,
 1QF + v251 + FiU, + F>R} = D,,
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avec :
1 1
Ay = ulFi,, +1oFo, —riFig, —uFsy, — §y2u<F1y1x2 — Foyuy) — §y2r2F2y1x2 +
1
§y2T1F1y2I27
1 1 1
By = —rilfly, —ulyy, — §y2U(F1y1y1 — Fayy) — S¥2r2 Py + U1
Cy = v— UF1y1 - 7’2F2y1 — 42,
D2 = S§— UF1y2 - 7’2F2y2.

Alors un élément intégral est donc obtenu en choissant 32 paramétres (V/, Q%, R}, S;, Uj)
(j=1,...,4;i=1,...,2) vérifiant les 24 relations données par RL1, RL2, RLS3. Le rang de
ce systéme est la codimension de I’ensemble des éléments intégraux de dimension quatre
dans la grasmanienne de P*(R'?).

3.3.3.2 Calcul des caractéres de Cartan
Soit m = (&1, Ta, U1, Y2, U1, Va2, 41, G2, 71, T2, 5, 4) un point fixé dans R? tel que
de‘l A dflfg N dyl AN dyg 7é 0.

Soientt V}, Q%, R, S;, U; tels que les relations RL1,RL2 et RL3 sont vérifiées. Soit E I'élé-
ment intégral correpondant. Nous allons calculer les caractéristiques de cartan ¢;(m, E), (i =
1,2,3). On pose V = T;,R™ et on désigne par V* son dual. On définit les formes différen-
tielles suivantes :

as = dv; — Vlld:vl — V21da:2 — Vgldyl — V41dy2,
g = dvg — Vlzdxl - ‘/2261[[:2 - V32dy1 — Vfdyg,
ar = dq — Qdry — Qydxy — Qadyr — Qidys,
ag = dg — Qidr, — Q3dxs — Q3dyr — Qidys,
&g = dr, — Rlidx, — Rydwy — Rédyl — Ridys,,
ay = dry— Ridr, — Ridry — Rgdyl — Ridys,,
a1 = ds— Sidxy — Sedxy — Ssdy; — Sydys,
a1y = du— Uydry — Usdry — Usdy, — Ugdys,
de sorte : )
E={CeV,; <a;,(>=0, Vi>5}

On compléte les a; (i = 5,...,13) par a1 = dzy, ay = dry, as = dyy, ay = dy pour
obtenir une base de V*. Pour étre en meseure de calculer les caractéristiques de Cartan,
nous allons exprimer les formes différentielles w; en fonction des @; (j = 1,...,12). On
remarque que :

wo(m) = as,
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ws(m) = ag.

En substituant dg;, dr;, ds; (i = 1,2) dans (3.20) et en se servant des relations RL1,RL2,RL3
on obtient :

wl(m) = Bl( )/\Oél—FB( )/\062+565/\Oé3—|—5(6/\064,
wi(m) = ar Aai+ By(m) A as + ag A as + Graau,
ws(m) = agAay+ an Aay+ @ Aag+ dpoy,
avec
— 1, o o 1 B 1 B
Bi(m) = 1107+ a0 + 5?/2(F1y1 — Foy, )10 + 5?/2F2y10410
1_ _ _ _
—§y2F1y2049 + Fiag + Fhaya,

By(m) = @1as + Gotun + Fians + Fado,
_ 1 1 1
By(im) = as+ §<F1y1 — Iy, ) + §F2y10710 - §F1y2@9-

On définit les sous espaces vectoriels H¥, HX H¥ H* de V* comme suit :
3 29 1°+40

H; = VECt{Bl( )7 21( ) (m)7@57a67@77d8a0_5970_51170_512}7
H; VBCt{Bl( ), 21( ) (m) 0_55,@6,0_17,6_‘[8,6_(11},

Hf = Vect {Bl(m),as, &g, a7, as},
H; = Vect {as,as}.
Les caractéres de Cartan ¢;(m, E) (i =0, ...,3) sont donnés par :
co(m ,E) = dimHj,
Cl( m, E) = dzmHi“,
c(m, E) = dimH;,
cs(m, B) = dimH;.

On voit que le rang du systéme (REL1,REL2,REL3) ne coincide pas avec

co(m, E) + c1(m, E) + cy(m, E) + c3(m, E).

Donc le théoréme de Cartan-Khaler ne s’applique pas.

3.3.4 Variété intégrale de dimension deux

Dans cette section, on reprend le systéme différentiel extérieur (3.20) de la section précé-
dente, mais cette fois ci, on cherche des variétés intégrales de dimension deux. En d’autres
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termes on cherche a résoud le systéme suivant :

dml A dyl 7é 07

avec

(Wi = duy Adxy + dus Adxg + doy Adyy + dvg Adys =

wy = dvy — q1dxy — vdxy — ridy; — udys =
w3 = dvy — qodxy — sdxy — udy, — rodys =
wy = dqy N dxy + dv A dxg + dry A dyy + du A dys =
ws = dgy N dxy + ds N\ dzy + du A dyy + dry A dys =

(3.34)

coooo

1
Vo= G2t 35 [UFlyl +rokboy, —riFyy, — UFQyz] )

2

u = qyi +oys + i+ ulky,
Uy = Qoy1 + SYo + ukbi + 1ok,

Proposition 3.3.3 (Existence de variété intégrale de diemension deux.)
Si les fonctions F; sont analytiques sur R* alors il existe une variété intégrale du systéme

différentiel extérieur (3.34).

Preuve.

Etapel : Systéme linéarisé. On pose :

dyz
dxs

ds
du
dv;
dg;
dr;

Yidr, + Yidy,
Xlzdxl + ngdyl,
Sidxy + Ssdyy,
Urdzxy + Usdyy,
Vidz, + Vidy,
Qi dx1 + Qidy:,
R’idml + Rédyl.

En les substituant dans (3.34) dans les équations wy = 0 et w3 = 0, on obtient les relations

suivantes :

Vi —oX{ — Yy = qi, (3.35)
Vi —vXs —uYy =1, (3.36)
Vi —sX] —nYf =5, (3.37)

(3.38)

2 2 2 _
Vi — s X5 — oYy = u.

On va maintenant évaluer ws. On a

3.3

3.37
3.38

dU = (Al + Ag)dfl + (Bl + BQ)dyh
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avec
1
A, = 5(2@'4{ + Fyy, Uy + Foy R — Fu, Ry
_F2y2U1 + UFlﬂczlelQ + UF1y1y2Yl2 + T2F2$2y1X12
+T2F2y1y2}/12 - Tllezsz% - rlFlyzyzylz
_UF2$2ZI2X12 - UF2y2y23/12)’
Ay = §UF1x1y1 +roFey, — 111y, — U2y,
B = 1(2@2+F Us + Fy, R2 — Fy,, RS
1 = 5 3 1y V3 2y14l3 lya L3
_F2y2U3 + UF1x2y1X‘3? + UF1y1y2Y2’>2 + T2F2x2y1X§
+r2F2y1y21/Z’>2 - T1F1x2y2X?? - TlFlyzyzy?,2
_UF2$2:L/2X?? - UF2y2y2Y32)7
By = §UF1y1y1 +roFoy .y — r1F1y g, — Wy,
Donc,

Wy = (R% - Qé + X§A1 + X%AQ + U1Y232 — X%Bl — X%BQ — Yng)dﬂfl VAN dyl
D’olt ws = 0 entraine
R+ X3A + X5A, + UYy — Q3 — XiBy — XiBy — YUz = 0. (3.39)

ws = (Uy + S1X3 + RIYE — Q3 — S3 X7 — R2Y,?)dxy A dyy,

donc I'équation ws = 0 entraine :
U+ S X2+ RY? — Q5 — S3 X7 — RY? = 0.

Et enfin évaluons wj.

On a:
du1 A dl‘l = (Cl + Cg)dyl VAN dﬂfl,
avec
Oy = 11Qs+vya(By + Ba) + Y + PRy + FyUs
+7"1F212X§ + TlFQyQ}/E)? + UJFQQ;QX:? + UngQYE))Z,
Cy = q+riFy +uFyy,,
et

dus N\ dxy = Ddxy A dyy,
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avec .
D = yiQiX]—yQiX] — X + sY?X; — sY7XT +1251X;
—1285 X2 + FiULX2 — FUsX? + FR2X2 — FyR2X? + uFy,, X2
—uFyy, X7 4 ulh,, Y2X3 — uFy, Y XE + roFoy, X2
19 By, X7 + 1o Foy, Y X — roFoy, Y X7
D’ou

w1 = (D — Cl - 02 + ‘/11 + ‘/12}/32 - ‘/;32}/12)(1.%1 N d?/1
Donc I'équation w; = 0 entraine :
D—C,—Cy+ V] + VY7 - V2Y? = 0. (3.40)

Un élément intégral du systeme différentiel extérieur est donc défini par le choix de 20 pa-
rameétres (X7, X2, Y2 Y2 Vi Ve, Q4,Q4, Ry, RS, Sy, Ss, Uy, Us) vérifiant les sept relations
suivantes :

Vi —oX? —uY? = @,
Vi — 0 X2 —uY? = 1,
VE —sX?2—roY? = s,
V2 —sX2 — Y7 = u, (3.41)

RY 4+ X2A; + X245 + U\ Y2 — Q) — X2B) — X2B, — Y2Us = 0,
Uy + 51 X2 + R2Y2 — Q2 — S5X? — R2Y?2 _—
D—Cy = Cy+ Vi + V2V — VAY} _ 0

L’ensemble des éléments intégraux de dimension deux est une sous variété de codimension
sept de la grassmanienne.

Etape2 : Calcul des caractéres de Cartan. Soit m = (z;,¥;, U;, @, 74, S, 4) un point
de R'? et soit (X, X2, V2 Y2 Vi VE Q4 Q4 RY, RE, Sy, S3, Uy, Us) tels les relations (3.41)
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sont vérifiées. Soit E 1’élément intégral correspondant. Posons :

a3 = drg — Xidr, — X3dy,
ay = dys — Yidxy — Yidy,
as = dv; — Vlldxl — Vgldyl,
ag = dvg — Vfdxl — V32dy1,
ar = dg — Qlldiﬁ - Qzladyb
ag = dga — Q%dxl - diyh
ag = dr; — R}d:vl — Rédyl,
oy = drg — R%da:l — Rgdyl,
app = ds— Sidxy — Ssdy,
ay = du_Uydxy — Usdy,.

On compléte par oy = dxq et o = dy; pour obtenir une base de 'espace tangent & R!2
en m. Dans cette base, on exprime les w; en fonction des «; et on obtient :

w2 = Qg,
Wz = Oy,
2 2 2
ws = (ag+ Xjaq — Sias + Yiaio — Riay) Aoy

+(X§Oé11 — 53063 + o2 + )/'320610 — RgO&;) N Q9

+a N\ ag + agg N ay.

Fuvaluation de wy = dgy N dxy + dv A dxoy + dry A dyy + du A dys.

On a:
2dv = QdQQ —+ <F1y1 — ngg)du + ngl d7°2 — Fly1 d?“l
+Edxy + Eadyy + Esdxy + Eydys,
ou les coéfficients E;, (i =1...,4) sont donnés par :
Ey = (UFlac1y1 +roFosy — 11 F1zy, — UF?wlyg)a
Ey = <UF1y1y1 + 2oy — 1Py, — UF2y1yz)v
By = (UFlwzzn +roFou,y — 11 12y, — UF2x2y2)a
Ey = (UF1y2y1 + roFoyyy, — 11 1y, — UF2y2y2)‘
Donc :

dU/\dZEZZGl/\d£E1+G2/\dy1+G3,
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ol

1 1
Gi = Xias+ =(Fuy, — Fay)Xian + 2 Fyy, Xiag

2 2
1 1 1
+5 P Xy + S EiXTas — (Q1 + 5(Fuyy — Foy,)Un
1 1 1
+§ leR% + §E1 —+ §E41/12) A A3,
2 1 2 1 2
Gy = Xzas+ o(Fuyy — Foyp) Xgonz + 5 Foy Xyauo
1 1 1
+§F1y1X§C¥g + §E4X§a4 — (Qg + §(F1y1 — F2y2>U3
1 1 1
‘|‘§ gle% + §E2 + §E41/32) N 3,
1 1
Gg = QO3 VAN s+ §(F1y1 — F2y2>a12 VAN a3 + 5 2y1 10 VAN (0%
1
‘|’§ 1y X9 N ag + 5@4 N Qs.

D’ou l'expression de wy en fonction des «;, (i > 3) est donnée par
Wy = (()47 + }/120412 — U10[4 + Gl) A\ aq + (Oég + )/32(){12 — UgOZ4 + Gg) A\ (0%)] + G3 —+ )y A 192.

Enfin nous exprimons w; en fonction des oy, (i =1,...,4).
En remplacant u; et uy par leurs valeurs dans l'expression de w;, on obtient :

wlzBll/\al—l—B%/\agjLB;,

ol B} et Bl sont des combinaisons linéaires de «; avec ¢ > 3 et B} est une combinaison
linéaire de monodmes de la forme a; A o avec 4,7 > 3 (voir en annexe pour le détail des
calculs). Faisons les notations suivantes :

Bil = o7+ Yfalg — U1064 + Gl,
B% = g + }@)20412 — U3a4 + GQ,
By = ag+ Xiay — Siaz + Yiag — Riay,

5 _ 2 2 2
B2 = Qq2 + X3C¥11 — SgOég -+ st 10 — R3a4.

Avec les notations précédentes, on a

W2 = Qg

Wy = Oy,

w, = Bll/\OZ1+B21/\CY2+B31,

wi = BiAag+ByAay+asAap+Gs,
ws = B} Aai+ By Aag+aqr + ap Ao
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Soit Hy et H les sous espaces de (T, R')" défnis par :
Hi = wect(as,ay),
H; = wect(as,aq, Bf, By, BY).
Alors on a :
dimHj = 2.
dim H = 5.
D’ou
dimHj +dimH; =2+4+5=T1.
Ce qui correspond a la codimension de I’ensemble des éléments intégraux de dimension

deux. Donc le théoréme de Cartan-Kahler s’applique. Ce qui prouve l’existence de variétés
intégrales de dimension deux.

3.3.4.1 Interprétation

Nous essayons maintenant de donner une interprétation de l'existence de variétés in-
tégrales de dimension deux. On considére le systéme (3.41) et on remplace la condition
dzy N\ dy, # 0 par la condition dx; A drs # 0. Avec les mémes arguments on montre
I'existence d’une variété intégrale N de dimension deux. N est localement le graphe d’une
fonction de R? — R'%. Donc y;, vy, gi, 74, s, w sont des fonctions de (1, z2) qui vérifient le
systéme d’EDP suivant :

8x1 @ 181’1 @Il ’

ou O Oy — 0

81'2 181'2 81‘2 ’

v Oy Oy _ 0

0x; & or, 20z, ’

vy oy Jyo

i Y A S ) = 3.42
81‘2 s u8x2 TanQ Oa ( )
8u2 _ 8u1 i 81}1 8y1 _ (91)1 83/1 1 81)2 8y2 _ 81}2 (93/2 B

al‘l 633'2 833'1 8332 8952 391:1 8361 ai[fg (933'2 8331 N ’

ov B oq n ory Oy B ory Oy ou 0y B Ou dya 0

8x1 33:2 (9271 8332 81’2 833'1 8:61 81'2 8;1:2 (9&:1 N ’

O0s B 0qo N ou 0y ou 0y N Ory Oy, Org Oys _ o

81’1 8x2 (91’1 (9902 B 81’2 8I1 8:61 6’x2 - (%2 8.731
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3.3.5 Etude d’une EDP

Dans ce paragraphe, on résout par le théoréme de Cartan-Kahler 1'équation aux dfivées
partielles suivante :
0?L 0*L 0?L 0?L oL

—_— F Fy — =0 3.43
0x10y nt 0x20y1 v2t 0y% o 0y20y1 ? 0z, 7 ( )

ou les foncts I} et F, sont définies et analytiques sur R*.

Théoréme 3.3.1 (Existence de solutions.) Soit (Z,Zs,%1,%2) € R*. Alors il exsite
un voisinage ouwvert U de (Ty, T2, 71, J2) dans dans R* et une fonction L définie et analy-
tique sur U solution de (3.43).

Preuve. La preuve se fera en trois étapes :

Etapel : Systéme différentiel extérieur associé. Cette étape consiste a mettre I’équa-
tion (3.43) sous forme d’un systéme différentiel extérieur. Sur R on prend comme va-
riables canoniques (x1, 2, Y1, Y2, U, V1, V2, q1, G2, T1,T2) OU ces variables seront interprétée
comme suit :

oL oL 0*L 0*L
N B YT moy T oyoy,

On pose :
Uy = QY1 + Qa2 + 11 Fy + ok

et on considére le systéme différentiel extérieur suivant :
w1 = dup Adxy + dug A dxg + dog A dyy + dog A dys = 0,
wy = dvy — q1dxy — qadxy — T1dy1 — r2dys = 0,

w3 = dgi ANdxy + dgs N\ dxy + dry A dy; + drg A\ dys = 0,
dl’l VAN dl’g A dyl A dy2 7£ 0.

(3.44)

Etape2 : Lien entre (3.44) et (3.43).

Lemme 3.3.1 Soit m = (T, To, U1, Yo, Uz, Vs, G, ;) € R, S’il existe une variété intégrale
analytique N C RY de (3.44) de dimension quatre contenant m, alors il existe une
solution locale analytique L de (3.43) définie sur un voisinage de (T1, T2, Y1, Ys)-

Preuve. Soit m = (Zy, T2, §1, ¥a, Ua, U, G, T;) un point de R tel que en ce point
dzi N\ dxg ANdy; N dys # 0

Soit N une variété intégrale de (3.44), de dimension quatre contenant m. Alors M est
localement le graphe d’une fonction ¢ : R* — R7. C’est & dire il existe un voisinage W
de m dans R, un voisinage U de (Z1, T, §1, 72) tels que

WnNM= {($17$2,yl7y2,80($17$2,y1>y2)) (151,3327%7?/2) € U}
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En d’autres termes us,v;, g;,7; sont toutes des fonctions de (xy,z2,y1,y2). D'une part
I'equation w; = 0 entraine, d’aprés le théoreme de Poincaré qu’il existe un voisinage U de
(1, T2,y1,Yy2) et une fonction scalaire L : U — R tels que

dL = uydxy + usdrs + vidy; + vodys sur U. (3.45)
Ce qui entraine :
oL
- — 3.46
axl Uy, ( )
oL
B 3.47
8.7}2 Uz, ( )
oL
= = 3.48
8y1 U1, ( )
oL
— =y 3.49
9ys " ( )
D’autre part I'équation we = 0 et les équations (3.46) — (3.49) entrainent :
81)1 82L
B R — = 3.50
81}1 82L
= = = 3.51
81}1 82L
— = = 3.52
Iy Oyt " ( )
0 0L
g = 1y, (3.53)
9ys Y201
Finalement, en utilisant les équations (3.50) — (3.53) et (3.46), on obtient :
0?L 0?L 0L 0L oL

Fy + = 0.

= F, —
0x10y; it Ox20y, b2 8y% 0y201, ? O0xy

Ce qui prouve que L est solution de (3.43) B

Etape3 : Existence de variétés intégrales. Dans cette derniére étape on montre
que le systeéme différentiel extérieur (3.44) est intégrable.

Les formes différentielles wy, wy et w3 engendrent un idéal différentiel car dw; = 0, dws = w3
et dws = 0. On linéarise us, v;, d;, r; comme fonctions de x1, x2, y1, Y2 comme suit :

duy = Uydx, + Usdrs + Usdy; + Usdys,
dv; Vfdxl + V;d@ + V}fdyl + deyg,
dg; = Qidz;+VQhdrs + Qidy: + Qydys,
dri = Ridx, + Ridwy + Ridy, + Ridys.
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En substituant dus, dv;, dg; et dr; dans le systéme (3.44), il s’en suit :
I’équation wy = 0 entraine :

Vi=q, Vi =q, Vi=r, V] =nr. (3.54)

Des équations w; = 0 et w3 = 0 on en déduit les relations suivantes :

Qs+ 1205 + FiRy + Ry — Uy = =11 Fiy, — 12F,

91Q§+92Q§+F13§,+F233—V11 = —q —riFyy, —rokyy,

Qs + 1@+ FiR + LR — VP = —qo — briFyy, — 1aFy,,

Us — Vs = 0,

Uy = V3 = 0,

Vi - V7 = 0,

2~ -0, (359

Ry - Qq = 0,

R} — Qs =0,

R; — Q3 = 0,

R; - Qi =0,

R: — R} = 0.

Un élément intégral est donc défini par le choix de 28 paramétres (U;, Vi, V2, QF, Q% R}, R?)
vérifiant les 16 relations linéairement indépendantes définies par (3.54) et (3.55). Donc
I'ensemble des éléments intégraux du systéme (3.44) est une sous variété dans la gram-
smanienne de codimension 16.

Soit m = (flax%y17y27u27vi7Qiari) € R et soit (UZH‘/@'I?‘/@?? 117 127Ri17Ri2) tels que les

relations (3.54) et (3.55) sont vérifiées. Soit £ I'’élément intégral correspondant. On va
montrer que (m, E) est ordinaire au sens de Cartan. Pour cela on définit les formes diffé-
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rentielles suivantes :

Qs
Qg
Q7
asg
Qg
Q10

11

dvy — Vitdaz, —
dvy — Vidx, —
dq — Qidxl -
dqz — Q%dﬂCl

drq — R%dxl —
dry — R%dwl —
duy — Uydxy —

V21d$2 - V31dy1 -
V22d$2 - ngdyl -
Qydxy — Qady; —
- Q%d% - diyl -
Rydxy — Rydy, —
Rgde — Rgdyl —
Usdxy — Usdy, —

V41 dya,
Vidys,
Qid?h;
Qidym
Ridyz,
Ridyz

Uydys.

Ensuite, on les compléte par oy = dxy, s = dxg, a3 = dyy et ay = dy, pour obtenir une
base de 1'espace tangent a R en m. En substituant dus, dv;, dg;, dr; dans w;, on obtient :

w1
%)

Ws

ou

A/\dml—|—0411/\dx2—|—a5/\dy1+a6/\dy2,
a5,
ay Adxy + ag A\ dxg 4+ ag A\ dy; + ang A dys,

A = y1a7 + yeas + Frag + Fhayo.

On définit les sous espaces H, Hy, Hy, H; de TR par :

On définit :

D’6uon a:

H,
Hy
,
Hy

Vect

, Q7 )7

Vect(as, az, A, a1, ag),

(s
Vect(a5

(

(

V@Ct s, iy, A , 11, 08, g, Oélo)

Co —
cT =

Cy =

dimHj =1,
dimH7y = 3,
dimH; =5,
dimH3; = 7.

Co+01+02—|—03:16.

Ce qui correspond exactement & la codimension de I’ensemble des éléments intégaux. Donc
d’aprés le théoréme de Cartan-Kahler, il existe une variété intégrale N de dimension quatre

contenant m telle que

T.N = L.
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CHAPITRE 4

Probléme inverse en calcul des variations

4.1 Introduction

Pour T > 0, soit I = [0,7] un intervalle de R et f € L*(I). On considére le probléeme de
calcul des variations suivant :

inf Jy(u),
(Py) { uwe HYI,) (4.1)
u(0) = ug, u(T) = uy,
' HYI)={ue L*(I), v € L*(I)}, (4.2)
1) = [ |1 - st ar, (43)

Moyennant certaines hypotheses sur le Lagragian L, le probleme (Py) admet une unique
solution notée uy € H'(I). Soit G l'opérateur défini de L?(I) dans L*(I) par :

G(f)=uy, ¥V feL*(I), (4.4)
ou Uy désigne la dérivée de uy par rapport a t.

Dans ce chapitre, on montre que si la foncton L est réguliére (par exemple de classe C?
sur R) et si elle vérifie certaines conditions de croissance, alors I'opérateur G défini de
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61 Probléme inverse en calcul des variations

L*(I) dans L*(I) par (4.4) est différentiable au sens de Frechet. Inversement, étant donné
un opérateur

G: L*(I) — L*(I)

différentiable, on donnera des conditions nécessaires et suffisantes sur G garantissant
I'existence d'un Lagragian L : R — R, de classe C? telle :

LEL) = ftyus(t)| dt = int{ [ L) = ftu() | dey ¥ f € L2(1),
[ o= { [ 5 |}

u

ou
t
us(t) = up —|—/ G(f)(s)ds, Vtel0,T]. (4.5)
0
En d’autres termes, on cherche une fonction L définie sur R, de classe C? et strictement

convexe telle pour tout f dans L*(I), la fonction u; donnée par (4.5) soit 'unique solution
de I’équation d’Fuler Lagrange

(L fas(e)) = 0, ppte 0.7

4.2 Un résultat de régularité
On consideére le probléme (P) et on fait les hypothéses suivantes :

L:R =R, est C? sur R;
Ja,beRy | |L(w)] <a+blw|, YweR; (4.6)
3 k’o,k’7 > 0, | ko < L”(w) <k YweR

Théoréme 4.2.1 Sous les hypotheses (4.6), pour tout f € L*(I), le probleme (Py) admet
une unique solution notée uy € H'(I) et de plus lapplication G définie de L*(I) dans
L*(I) par (4.4) est différentiable au sens de Frechet sur L*(I).

Pour la preuve de l'existence, vous pouvez consulter Ekeland-Turnbull, [22].

Avant de prouver la régularité de 'opérateur G, nous commengons d’abord par reformuler
le probléme (Py) et ensuite énoncer quelques résultats préliminaires qui nous seront utiles
dans la suite.

4.2.1 Préliminaires

Soit E, le sous-ensemble de L*(I) défini par :

E={velLl*I) | /0 v(s)ds =u; —ug} (4.7)
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62 Probléme inverse en calcul des variations

Soit v € L*(I) on pose :
t
T (t) ==y +/ v(s)ds
0
Alors pour tout v € E, on x,(0) = ug, 2,(T) = uy et de plus :

t,(t) =v(t) p.p te [0,T].
On introduit les fonctions ¢ et W définies sur L*(I) par :

(v) _/OTL(v(t))dt, Vo e I2(I),

T
o(v) :/ f@®)z,(t)dt, Vv € L*(I).
0
Ainsi le probleme (Py) prend la forme suivante :

inf J(v), (4.8)

veE

ou J(v) est la fonctionnelle définie de L?(7) dans R par :

J(v) = ¥(v)+ ¢(v). (4.9)

Proposition 4.2.1 (Krasnoselskii) Soient Q un ouvert de R™ et g : Q x R* — R
satisfaisant :

vn € R¥, x — g(z,n) est mesurable,
pour presque tout = € Q, n — g(x,n) est continue.

Pour toute fonction mesurable u : Q — R¥, soit G(u) la fonction mesurable définie par :
G(u)(x) = g(z,u(z)), Yo € Q.

S’il existe p,r € [1,+00[ tels que G(u) € L"(Q) pour tout u € LP(QY), alors G est continue
de LP() dans L™ ().

Preuve.

Soit u, une suite de LP(Q;R*) telle que [Ju, — ul|rporey — 0. On montre qu’il existe
une suite extraite (u,,) de (u,) telle que ||G(uy,,) — G(u)||Lr@@) — 0, ce qui prouve la
proposition. On définit h : Q x R¥ — R* par :

1
Soit (uy, ) une suite extraite de (u,) telle que ||un, — u||Lr@rr) < 5 et soit vy = Uy, — u.

Donc on peut supposer que vg(x) — 0 presque partout sur €2 (quitte & prendre une suite
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63 Probléme inverse en calcul des variations

extraite) et par continuité de g par rapport a son deuxiéme argument, h(z,vg(z)) — 0.
Comme h(z) > 0 presque partout sur €2, il existe une suite d’entier k(z) telle que :

sgp h(z,ve(x)) = h(x, V) ().

Soit v(x) = V(). Alors la fonction x — v(x) est mesurable et de plus

/ |v(z)[[5r do < / sup [|v (@) ||px dv < Z ||vk||Lp k) < T0O.

Donc v € LP(Q;R¥). En utilisant 'hypothése sur G et le fait que v € LP(€;R¥), on en
déduit que la fonction & — h(x,v(z)) appartient a L'(Q). Le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue et 1'inégalité :

h(z,v(z))dx < h(z,v(z))

entrainent

/h(x,vk(x))da: — 0.
Q
Ce qui prouve que G(up, ) — G(u) dans L"(2) B

Lemme 4.2.1 On suppose que les hypothéses du théoréme 4.2.1 sont vérifiées. Alors il
existe des constantes a; € Ry, by > 0 telles que :

|L(w)| < ay + b |w]?, Yw € R. (4.10)
Preuve. Voir [22].
Lemme 4.2.2 Soit w: R" — R différentiable telle que :
Ja,beR,, p>1 | ||w'(@)] <a+blz|f~!, VoeR" (4.11)
Soit Q une partie mesurable de R* de mesure finie. Alors I'application
O LP(Q,R") — R

définie par :
bu(z) = / w(z(t)dt, Vo e IP(Q,RY)
(9]

est dérivable au sens de Gdteau et de plus on a :

/

¢, () =w'(x), Voe LP(Q,R")
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64 Probléme inverse en calcul des variations

Preuve. Soient k, z € R". Comme w est différentiable on a :

lim w(z + sk) —w(z)
s—0 S

=w'(2) k

D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe § €]0, 1] tel que :
w(z + sk) —w(z) = w'(z + sOk) - (sk)

Soit |s| < ¢ pour une constante ¢ positive, alors on a :

< clw'(z + Osk) - k|

‘w(z + Si) —w(z)

L’inégalité de Cauchy-Schwarz et (4.11) entrainent , qu'il existe une constante réelle po-
sitive notée C, telle :

’w(z + sk) —w(z)

< Gy (Il + EILN=P= + &), Yk, 2 € R™ (4.12)

De (4.12) on en déduit : V |s| < ¢, Vi€ Qet V o,y € LP(Q;R")

‘w(fﬁ(t) +sy(t)) — w(z(t))

‘ < C) (ly@l + ly@ON-l=@1P" + lly@)1F) -
En utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz on montre que | ’application :
teQ — ly®l + ly@®l-l=@1F" + [y

est intégrable sur 2. Donc le théoréme de convergence dominée de Lebesgue :

po Gulesy) = Gu(e) [ we(t) +sy(t) — w(e(t)
s—0 S s—0 Q S

= /y(t).w'(a:(t))dt
Q

dt

L’inégalité (4.11) implique que w'(z) € LI(;R™), Vo € LP(2;R") ou ¢ est le conjugué
de p. Par conséquent I'application définie de LP(€2;R™) dans R par :

v— [ vl ate) d
Q
est linéaire et continue. Et enfin le théoréme de Riesz entraine que :

¢, (x) =w'(x), Ve lP(Q;R").NA

w
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65 Probléme inverse en calcul des variations

Lemme 4.2.3 Sous les hypothéses (4.6), W est de classe C* sur L*(I) et de plus on a :
” T "
U (v)(k,h) :/ L (v(t)k)h(t)dt, Yv,k h € L*(I)
0

En outre, pour v € L2(I), lapplication Ty définie de L*(I) dans L(L*(I),R) par :
Ty(h) = U (0)-h, Yh € L*(I) (4.13)
est non dégénéré.
Preuve. D’aprés (4.6) , L est C? et L' vérifie :
L' (w)] < a+blw|, Yw e R. (4.14)
donc le lemme 4.2.2 entraine que W est Gateau différentiable avec :
V'(v) = L'(v), Yve L*I).

L’inégalité (4.14) implique que L'(v) € L*(I) ¥V v € L*(I) et donc la proposition (4.2.1)
entraine que l’application définie de L?(I) dans L*(I) par :

v—s L'(v)

est continue sur L?(I). Ce qui montre que W est C* sur L*(I) .
Soient maintenant v, k et h dans L?(I). En utilisant le fait que :

IL"(w)| < ki, ¥ weR (4.15)
et le théoréme de la convergence dominée, on obtient :

ity W' (v + tu;) — ¥'(v) h = lim T L' (v(s) + tw(;)) — L'(v(s))

= /0 L" (v(s))k(s)h(s) ds.

h(s)ds

D’une part U'inégalité (4.15) entraine que :
L"(v) € L=(I), Yv e L*(I),

d’autre part
k.h € L*(I), Yk, he L*(I)

Donc
L"(v).k.h € LMI), Y v,k he L*(I)
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66 Probléme inverse en calcul des variations

D’ ou l'application :
T
(k. h) — / L (0())k(3)h(s) ds
0

définit une forme bilinéaire continue de L*(I) x L*(I) dans R. Ce qui prouve donc que
U’ est dérivable et de plus on a :

xp”(v)k.h:/TL"(U(S))k(s)h(s)ds, Yo, k,h € L*(I)

Par les mémes arguments on montre I'application v — ¥ (v) est continue d’ott v —
WU (v) est de classe C? sur L*(I).

Pour terminer nous allons montrer que pour tout v € L*(I), 'application T} est non
dégénéré. Soit h € L*(I) tel que

Ty(h)= ¥ (8)-h=0

Donc on a:
collhl22p) < (@) -h-h=0

d’ott h = 0 et par conséquent T} est injective.

Pour la surjection, on montre que T; est a image fermée et dense dans L(L?*(I),R).
En effet soit (v,) une suite L*(I) telle que Ty(v,) — ¢ dans L(L*(I),R). Soit n,m € N,
alors on a :

collun — um”%2(1) < To(un — Um) + (U — ) < || To(n — Um)HL(L?(I),R) [t — um||L2(I)

ce qui entraine que (u,) est de Cauchy dans ?(I) et donc elle converge dans L?(I) vers v.
)

D’ou par continuité de T on obtient ¢ = T;(v) ce qui entraine que ImT}; est fermé dans
L(L*(I),R).

Soit v € (Im(T}))", donc Vu € L2 on a Ty(u) - v = 0. En particulier T;(v) - v = 0 ce
qui implique que v = 0 et par conséquent on a :

(Im(T3))* = {0}

Comme Im(7T}) est fermé, on en déduit que l'application T} est surjective et donc elle est
bijective.ll
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67 Probléme inverse en calcul des variations

4.2.2 Preuve du théoréme 4.2.1

On interpréte d’ abord le probléme (4.8) comme un probléme d’optimisation avec
contraines d’égalité et ensuite écrire les conditions d’optimalité du premier ordre. Pour ce
faire on introduit I'application F définie de L?(I) dans R par :

T
F(v) :/ v(s)ds
0
de sorte que I'’ensemble E des contraintes devient :
E={vel*I) | F) =u —u}
Ainsi le probléme (4.8) s’écrit sous la forme :

inf J(v) :=[¥(v) + ¢(v)]
ve L*(I) (4.16)
F(v) =u; —ug

Pour f € L?(I), on fait la notation suivante :

Pi - | () ds

En faisant une intégration par parties, on peut réécrire J(v) sous la forme :

J(v) = \Il(v)+Pf(O)uo—Pf(T)u1+/0 Pf(s)v(s)ds, Y wve L*I)

donc . .
J (v)u = / L'(v(s))u(s) ds —|—/ Pf(s)u(s) ds, ¥V v,u e L*(I).
0 0
L’application F' est linéaire donc Frechet-différentiable et de plus on a :
F'(v)= F #0 Yov e L*(I)

Maintenant on peut écrire les conditions d’optimalité du premier ordre de Lagrange du
probléme (4.16) : si v est solution de (4.16), alors il existe un multiplicateur de Lagrange
noté A € R tel que :

JW)+ANF=0
(4.17)
F(v) = u; —uy
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68 Probléme inverse en calcul des variations

Soit f € L*(I) fixeé Smt 7 et A la solution et le multiplicateur de Lagrange associés a f.
On adonc G(f)=uve

J@+XNF=0
(4.18)
F(@) = U — U

Soit H l'application définie de L?(I) x R x L*(I) a valeurs dans £(L*(I),R) x R par :

J'(v)+AF
H(v, N\, f) = V(v N\ f) e L*(I) x R x L*(I). (4.19)
F(v) +up —wy

Alors on a : o
H(v,\, f)=0 (4.20)

On note par H,  la dérivée de H par rapport & v et A\. Donc on peut écrire H, A (7, A, f)
sous la forme :

Hon (0, f) = ( \DF) 5) (4.21)

On va montrer que Popérateur H, (7, A, f) définie sur L*(I) x R est non dégénérée. En
effet soit (v,\) € L*(I) x R tel que :

U@ -v+AF = 0 (4.22)
Fv) = 0 (4.23)

En multipliant par v dans (4.22) et en utilisant (4.23) on obtient :
COHUHQLQ(I) S \IJ”(T)) -v-v=0.

ce qui entraine que v = 0. En le repportant dans (4.22) on déduit que A = 0. Ce qui
prouve l'injectivité.

On se donne maintenant (¢, 3), € L(L*(I),R) x R et on cherche (v,\) € L*(I) x R
tel que :

V(@) -v+AF = ¢ (4.24)
Fv) = 8 (4.25)

Puisque U () est non dégénérée (voir le lemme 4.2.3), on peut exprimer v en fonction
A a partir (4.24) et on le repporte dans (4.25). Ce qui donne

v= T (®)(g) = A T @)( F) (4.26)
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69 Probléme inverse en calcul des variations

F(U @) (¢) - AF (¥ (@) (F) =5 (4.27)

L’équation (4.27) donne A si
F(U (@) '(F)) #0 (4.28)

et ¢ 'est exactement le cas. Pour cet effet posons :
w= U (8)"Y( F) (4.29)
alors w est non nul car F est non nul et W (¥) est bijective. De (4.29) on en déduit :
F= ¥ ()(w) (4.30)

En l'utilisant dans (4.28), on obtient :

F(U (@) (F)=% @) w-w>clw|i >0 (4.31)
ce qui prouve la surjectivité. Donc le théoreme des fonctions implicites s’applique au point
(0, A, f). Dou il existe un voisinage ouvert U de f dans L?(I) et une unique fonction
O = ( O, O,) définie et différentiable sur U a valeurs dans L?(I) x R tels que :

o(f) = (@) (432)
H(Of).f) = 0,VfelU (4.33)

De l'unicité de O, on en déduit que G = ©; sur U car la fonction ( G, O,) vérifie (4.33)
sur U ou G est la fonction définie par (4.4). Ce qui prouve la différentiabilité de G.H
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70 Probléme inverse en calcul des variations

4.3 Conditions nécessaires et suffisantes

4.3.1 Conditions nécessaires

Théoréme 4.3.1 Sous l’hypothése (4.6), il existe une fonction A : R — R, continue et
positive, une fonction ¢ : L*(I) — R différentiable vérifiant :

DG = A( / f(S)dSJrsO(f)) Koo +¢(f)]

(4.34)
VfeL*I), Vte I
T
/ G(f)ds=uy —ug, ¥V f € L*(I). (4.35)
0
En outre on a :
G(0)(t) = up, pour presque tout t € 1. (4.36)

Ou pour tout t € I, Dy G(f)(t)] désigne la dérivée par rapport o f de lapplication :
fer*(I)— G
Preuve. Soit G : L*(I) — L*(I) telle : Vf € L*(1)

us(t) == u0+/0 G(f)(s)ds, Vte[0,T]

soit 'unique solution de (P;). Donc pour tout f € L*(I), u; satisfait ’équation d’Euler-

Lagrange :
d

o LGN = f(t), vt e[0,T] (4.37)

ou encore, il existe une fonction ¢ : L?(I) — R dérivable telle que :
L'(G(f)(t) =e(f)+ /Otf(s) ds,V f e L*(I), Vte I, (4.38)
p(f) = L'(G()(0), Vfe L) (4.39)

D’aprés Phypothese (4.6), L est C? et strictement convexe sur I, donc sa dérivée L est
inversible et de plus grace a I'identité de Fenchel on a :

(L)t = (L (4.40)

ou L* est la transformé de Fenchel de L. En le repportant dans (4.38) on obtient :

GUF)(H) = (L) ( / o) d8+90(f)), Vfe LX)Vt e [0,T]  (441)
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71 Probléme inverse en calcul des variations

Pour t fixé dans [0, 1], en différentiant (4.41) par rapport a f, on obtient :
. ¢
prtann = @y ([ s+ o) [ [ i < g0
0 0

V f,h € L*(I), Vte I.

On pose : A = (L*)". Alors A est continue et positive puisse que L est C? et strictement
convexe et on a :

Dy G0 = A ( / £(s) ds + so(f)) (Kog + (). Ve 0.T], ¥ f € L(1).

ott Xjg4 est la fonction caractéristique de [0, ¢].

Soit u la solution associée a f = 0, elle vérifie donc :

d , ..
L) =0 (4.42)

ce qui implique que l'application ¢ — L'(u(t)) est constante sur /. Comme L’ est inversible,
on en déduit que u est constante presque partout sur /. Il existe donc une constante ¢y € R
telle que 4(t) = ¢ pour presque tout t € I. En utilisant le fait que u(0) = ug et u(T") = uy,
on retrouve (4.36). Pour terminer, on remarque que (4.35) est juste une conséquence de
la définition de 'opérateur G.H

4.3.2 Conditions suffisantes

Théoréme 4.3.2 Soitent ug,u; € R et T > 0 un nombre réel strictement positif. On
pose [ = [0,T]. Soit G un opérateur défini et différentiable de L*(I) dans L*(I) vérifiant :

/T G(f)t)dt =uy —ug, V f € L*(I) (4.43)

et il existe une constante Gy € R telle que :
G(0)(t) = Gy, pour presque tout t € I. (4.44)

On suppose qu’il existe une fonction A : R — R continue et strictement positive, une
fonction o : L*(I) — R Fréchet-différentiable telles que :

Dy [ G = A ( / f(s)ds + w(f)) (Xoq+2(F)), Vfe LAD), V.  (4.45)
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72 Probléme inverse en calcul des variations

Alors il existe une fonction L définie sur R, de classe C? et convexe telle que : pour
f € L*(1), la fonction de H*(I), us définie par :

t
us(t) = up +/ G(f)(s)ds (4.46)
0
est solution du probléeme de calcul des variations :
) T du
inf /0 [L%) _ f(t)u(t)] dt i
u(0) = ug, u(T) = uy

Preuve. Soit K une solution de :

(4.48)
K'(0(0)) = Go.

Donc K est C? et strictement convexe sur R. Par conséquent (4.45) devient :
t
DA GUIO] =& ([ 61 ds+ 1)) (Ko +£(1), VS € D), Wt (449
0

Donc il existe ¢(t) € R tel que :

G(f)(t) = K’ (/0 f(s) ds+<,0(f)) +c(t) Vfe L*I), Vt € 1. (4.50)

En utilisant (4.48) et (4.44), on en déduit que ¢(t) = 0. Pour cet effet prenons f = 0 dans
(4.50), on obtient alors
c(t) = G0)(t) — K'(¢(0)) =0, Vt € I. (4.51)

K étant convexe donc il existe une fonction L au moins de classe C? telle que L* = K,
ou L* est la transformée de Fenchel de L. De plus K’ est inversible et on a :

(K ' =1 (4.52)
En repportant (4.52) dans (4.50), on aboutit a :
F(GUI0) = [ fe)ds+eln). Vi e ). v e T (1.53)
ou encore p
pr [L'( G(f)(t))] = f(t), pour presque tout ¢t € I. (4.54)

Donc pour tout f € L*(I), la fonction u; définie par (4.46) vérifie Péquation d’Euler-
Lagrange associée au probléme (4.47). Comme la fonction L est convexe donc u; est
solution de (4.47). Ce qui prouve le théoréme. B
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Conclusion

Dans cette thse, nous avons abordé trois types de problémes inverses qui apparaissent
en économie et en calcul des variations.

Dans le premier chapitre, nous avons fait un bréf rappel des résultats de base du cal-
cul différentiel extérieur qui, aujourd "hui est devenu un outil puissant dans la résolution
de beaucoup problémes d’économie mathématique.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons étudié le probléme de Sonnenschein dans une
économie ou il y a moins d’agents que de biens dans le marché. Dans le cas analytique,
grace a la théorie de Cartan, nous avons obtenu un résultat local, c’est-a-dire, étant donné
un champs de vecteurs X, défini et analytique sur un voisinage d’un point p >> 0 de R" et
un entier naturel K < n (représentant le nombre d’agents), nous avons donné des condi-
tions nécessaires et suffisantes sur X pour pour qu’il existe K fonctions de demandes
individuelles x!, ...,z telles que sur un voisinage de p on a :

X(p) =a2'(p) +... +25(p) (4.55)

Les arguments développés ici ne sont pas transposables dans le cas ou X est C'° et non
analytique. Cela résulte du fait que ’application du théoréme de Cartan-Kahler nécessite
des données analyiques. Nous espérons pouvoir résoudre le cas non analytique dans des
travaux ultérieurs.

Le troisiéme chapitre a éte consacré a I’étude du probléme de Douglas. L’idée a été d’abord
d’interpréter le systéme d’équations aux dérivées partielles (3.4) comme un systéme diffé-
rentiel extérieur et en suite d’appliquer le théoréme de Cartan-Kahler. Dans le cas de la
dimension un, on retrouve le résultat de Bolza (voir [4]). Dans le cas de la dimension deux,
nous n’avons pas obtenu les résultats atendus, mais 1'utilisation de Cartan-Kahler nous a
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74 Conclusion

révélé que l'introduction de 'equation (3.19) dans le systéme (3.18) était nécessaire pour
trouver a (3.18) un systéme differentiel extérieur qui lui est équivalent. De cette étude, on
peut en déduire que la classification des courbes extrémales vérifiant (3.16) repose essen-
tiellement sur I’étude du rang du systéme linéaire formé par les équations de RL1,RL2 et
RL2 et de la dimension des sous espaces Hj, Hf, H; et Hj en fonction de Fj et de F.

Dans le quatriéme et dernier chapitre, nous avons étudié dans un cas simple, un probléme

inverse en calcul des variations. Nous avons donné une caractérisation de I'opérateur qui,
au second membre d’une équation aux dérivées partielles non linéaire, associe la solution.
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Annexe

4.4 Preuve des relations RL3

Elles proviennent de ’equation w; = 0 ou

wy = duy A dxry + dug A\ dze + dvy A dy; + dvg A dys

4.4.1 Etapel : Evaluation de du; A dx;

ur = iy + vy + iy +ukh

donc
duy = y1dqr + yadv + Fidry + Fodu + qidyy + vdys + rdFy + udFy

duy N\ dxy = yydgy A dxy + yodv A dxy + Fidry A dzy + Fodu A dzy + qudyy N daxy
vdys N\ dxy + ridFy A\ dry + udFs A dxy

En développant I'expression de dv A dx; on obtient alors :
2dv A\ dzy = Apdzxs N dxy + Boyr A dxy + Codys A daq
ou Ay, By et Cy sont donnés par :
A = 2@% + (Flyl - F2y2)U2 + F2y1Rg - FlyzR% + U(Flylxz—FzyQZQ) + 12 Foyiay — 11 F 10,
By = 2Q§ + (F1y1 - F2y2)U3 + F2y1 Rg - FlyzR:l*. + U(Flywerygyl) + T2F2y1y1 - T1F1y2y1

Co = QQE + <F1y1 - F2y2)U4 + oy, Ri - FlyaRi + U(F1y1y2—F2y2y2) + roFoyy, — 111y,

I0)
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On en déduit donc 'expression de du; A dz;.
dU1 A dl’l = Aldl'g AN dl’l + Bldyl VAN dl’l + Cldyg N d$1

avec

1
A = 1Q5 + 5(?/2140) + F\R) + FyUy + 11 Flgy + uFsy,

1
B, = leglz, + E(yzBo) + F1R§ + FUs + riFhy, +ulyy, +q

1
Cr=y1Q) + 5(?4200) + Fi Ry + Uy + 11 Py, + uFpy +v

4.4.2 FEtapel : Evaluation de dus A dxo

U = QoY1 + Y2 + ul + rofh

On a:
dUQ A dl’g = Agdl’l VAN dl’z + Bgdyl VAN dl‘z + CQdyQ N d$2

ou les coeficients Ao, By et Cy sont données par :
AQ = le% + yQSQ + F1U1 + FgR% + UFlml + r2F2$1

By = 11 Q2 + 1255 + FyUs + FyR2 + uFyy, + raFyy, + ¢
Co = 11Q} + y254 + FiUs + FyRY + uFyy, + 1o Fyy,

d’Ul A\ dyl = Vvlldl'l A dy1 —+ ‘/QId.’EQ A dy1 —+ V41dy2 A dyl
dUg N dyg = Vfdl'l VAN dyg + ‘/226133'2 A dyg + ‘/32dy1 VAN dy2
donc en remplacant dans w; chaque terme par sa valeur on obtient :

wy = (A1 —Ay)dwoAdzy+(By =V dys Aday +(C — V2 dyy Adag+( By —Vy Y dys Adag+(Co— Vi)

donc w; = 0 entraine :

A1 — Ay =0
Bl—Vf:O
C,—VE=0
BQ—‘/;:O
Co—V2=0
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4.5 Idées de la preuve du théoréme 2.3.1

On se donne un champ de vecteurs X : R" — R", on cherche des fonctions Ay, ..., A\,
strictement négatives, des fonctions V!, ..., V" strictement convexes telles que :
X(p) = M) DV (p) + - + Xa(p) D, V" (p) (4.56)
: 1
p-D,V'(p) = W Vi. (4.57)

Stratégie utilisée.

On considére lespace E = {p, A1, ..., A\, A',..., A"} = R™™ Les A’ seront inter-
prétés plus tard comme étant les D,V (p).

S’il existe une solution de (4.56) — (4.57), alors les équations

définissent une sous variété différentielle S' de E de dimension n; et S est contenue dans
la sous variété M de dimension n? définie par :

X(p) = ;)\iA (4.58)
p AT = 1/N Vi

Inversement, supposons qu'il existe des fonctions \; = A\;(p) et A" = A’(p)
telles que :

® pour tout b, (p7 /\l(p)v s 7)‘n(p)> Al(p)a s 7An(p)) € M

e Pour tout i = 1,...,n, A(p) satisfait les équations :
~ i i DA YA
d Adp; | = dAY N dp; = ( — )dp ANdp; =0

Alors d’apres Poincaré, A'(p) est le gradient d’une fonction V* et (V1,... V™) constitue
une solution du probléme. Cela revient a chercher une variété intégrale de dimension n
du systéme différentiel extérieur :

> dAY Ndp; =0 Vi (4.59)

j=1

dpi N\ ... App £ 0 (4.60)

7
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Ce systéme est fermé dans le sens de Cartan. Donc les formes différentielles engendrent
un idéal différentiel.

L’idée consiste maintenant a considérer (4.59) et (4.60) comme un systéme différentiel
extérieur sur la variété différentielle M. Suivant 'approche décrite dans le premier cha-
pitre, la preuve se divise en deux étapes.

Etapel. On cherche une solution du probléme linéarisé¢ ( & un point p). Soit \; < 0,
A" << 0 tels que A = (A',..., A") soit inversible; ce qui demeure vraie dans un voisi-
nage de p. On suppose de plus que p, A1, ..., A\, AL, ..., A" vérifient :

X(p) = Z A AT

p A" = 1/\ Vi

On linéarise \; et A’ comme fonctions de p autour de p :

O\ ,
- N
6pj J
DAL |
— M.
0pj ki

Résoudre le probléme linéarisé revient é trouver des vecteurs N° et des matrices M®
satisfaisant (4.59) et (4.60) plus les équations traduisant le fait que
(P, A1, An, AL ... A™) € M. En plus on veut que les V? soient convexes. On a donc :
— A est le gradient d’une fonction convexe; ce qui entraine que

M'est semi-définie positive, 1 =1,...,n

— (DAL, A, AL LA™Y € M ce qui entraine :

D)= 30 (8D MDA = 37 (AN, A
=1 i=1
% A 1 / 2/ I i il

(2

et on montre que ce systéme admet une solution.

Etape2. Elle consiste a montrer que les éléments intégraux associés aux solutions du
probléme linéarisé sont ordinaires aux sens de Cartan.

Conclusion Une fois ces conditions vérifiées, le théoréme de Cartan-Kahler s’applique.
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