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Résumé

Les travaux présentés dans cette thèse portent d’une part sur l’utilisation du calcul dif-
férentiel extérieur dans des problèmes d’optimisation, et notamment dans des problèmes
inverses dans lesquels on cherche des conditions pour que des fonctions données soient
solutions de problèmes d’optimisation, et d’autre part à quelques problèmes inverses issus
du calcul des variations. La première partie est occupée part une introduction au calcul
différentiel extérieur, dont une grande partie est consacrée au théorème de Cartan-Kähler,
qui, aujourd’hui est devenu un outil puissant dans la résolution de beaucoup de problèmes
d’identification qui apparaissent en économie. Dans la deuxième partie, on présente une
approche différentielle du problème de Sonnenschein (voir, H.Sonnenschein, The utility
hypothesis and market demand theory, Western Economic Journal 11 (1973), p. 404-410),
problème classique en sciences économiques, où sa motivation consiste à voir dans quelles
conditions une fonction de demande collective résulte t-elle du fonctionnement d’un mar-
ché organisé ? Des conditions nécessaires non triviales ont été connues depuis les années
70 mais leur suffisance n’avait jamais été établie. Avec l’aide du calcul différentiel exté-
rieur, une réponse positive est donnée dans ce travail. La troisième partie est une étude du
problème de Douglas (J. Douglas, Solution of the Inverse Problem of the Calculus of Va-
riations, Trans. Amer. Math. Soc. 50 (1941), 71-128), qui consiste à classifier les courbes
extrémales à un problème de calcul des variations. Dans ce travail, nous avons donné
une approche différentielle du problème de Douglas. Des résultats connus (existence en
dimension un et non existence en dimension deux) ont été retrouvés. L’approche utilisée
nous a aussi permis de mieux comprendre, qu’en dimension deux, la non existence peut
s’expliquer à travers certaines conditions supplémentaires. Dans la quatrième et dernière
partie, on étudie un problème inverse en calcul des variations. Il s’agit de la reconstitu-
tion de certains opérateurs, définis entre espaces fonctionnels, à travers des problèmes de
calcul des variations. Des conditions nécessaires et suffisantes ont été établies grâce à des
méthodes outres issues de l’optimisation et de l’analyse fonctionnelle. Les résultats ob-
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7 Résumé

tenus fournissent un point de départ prometteur vers une extension de certains résultats
d’intégration (voir, E.Slutsky, Sulla teoria del bilancio del consomatore, Giornale degli
Economisti et Rivista di Statistica, 3, 51, p.1-26, 1915) dans la théorie du consommateur
en dimension infinie.

Mots-clés : problème inverse, système différentiel extérieur, variété intégrale, fonction
d’utilité, fonction de demande agrégée, calcul des variations, solution extémale.
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Abstract

The work presented in this thesis deals, on one hand with some applications of exterior
differential calculus to inverse problems which arise in economic theory, and on the other
hand with some inverse problems from calculus of variation. In the first part, we provide
an introduction to exterior differential calculus. In particular, we describe in some details
the Cartan-Kähler theorem, theorem with many applications in economic and in other
areas of mathematics. In the second part, we present a differential approach to Sonnen-
schein’s problem (see, H.Sonnenschein, The utility hypothesis and market demand theory,
Western Economic Journal 11 (1973), p. 404-410), a classical problem in economic where
its motivation consits of finding conditions on which an aggregate demand function can
be recovered from a well organised market. Non trivial necessary conditions are known
since 1970, but their sufficient is still an open problem. This will be investigated in this
work with the help of tools from exterier differential calculus. The third part is devoted
to the study of Douglas’s problem which consits to determine whether or not solutions of
certain second order differential equations are extremal to some problems of calculus of
variation. In the forth part, we study somes inverse problems from calculus of variations.
We give necessary and sufficient conditions for some operators to be recovered from pro-
blems of calculus of variations. This work gives a first step for the extension of some kwon
integrability results (see, E. Slutsky, Sulla teoria del bilancio del consomatore, Giornale
degli Economisti et Rivista di Statistica, 3, 51, p.1-26, 1915) from consumer theory in
economic and in finite dimensional.
Keywords : inverse problem, exterior differential system, integral manifold, utility func-
tion, aggregate demand function, variational calculus, extremal solution.
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Introduction

L’objectif de cette thèse est l’étude de quelques problèmes inverses en utilisant la
théorie du Calcul Différentiel Extérieur et particulièrement le théorème de Cartan-Kähler
sur l’intégration des systèmes différentiels extérieurs.

Dans le premier chapitre, on introduira les notions de base et on énoncera les théo-
rèmes fondamentaux du Calcul Différentiel Extérieur. En particulier, on énoncera de ma-
nière explicite le théorème d’intégration des systèmes différentiels extérieurs de Cartan-
Kähler, qui est devenu un outil très puissant pour la résolution de beaucoup de problèmes
d’identification qui apparaissent en économie, comme le montrent les séries d’articles de
P.A.Chiappori et I.Ekeland sur la caractérisation et la désagrégation des fonctions de
demande, voir [10],[11],[12] .

Dans le deuxième chapitre, on donnera une caractérisation de la fonction de demande
agrégée. La fonction de demande agrégée résulte de la sommation d’une multitude de
fonctions de demandes individuelles. Plus concrètement, considérons une économie de K
consommateurs. Chaque consommateur k est caractérisé par sa fonction d’utilité Uk et
son budget normalisé à 1. Quand le prix du marché p est annoncé, le consommateur k fait
sa demande xk(p) suivant le programme décisionnel suivant :

max Uk(xk),

p.xk = 1.
(1)

Notons par X(p) la demande agrégée au prix p, alors elle est donnée par :

X(p) = x1(p) + . . .+ xk(p) (2)

où xk(p) est la solution du problème d’optimisation (1).

9



10 Introduction

Supposons qu’on puisse observer la demande agrégée d’une société de K individus,
une question intèressante due à Sonnenschein(1972) (voir [33]) est la suivante : peut-on
en déduire les demandes individuelles, et dans le cas affirmatif, peut-on retrouver les préfé-
rences individuelles ? Cette question économique nous conduit au problème mathématique
suivant : étant donnée une fonction X : Rn → Rn de classe C∞ ; existe-t-il K fonctions
x1, . . . xK , de classe C∞ telles que :

X(p) = x1(p) + . . .+ xK(p) (3)

où chaque xk est solution d’un problème d’optimisation du type (1) ?

Dans [12], grâce à la théorie de Cartan-Kähler, I.Ekeland et P.A. Chiappori on résolu
le problème dans le cas où K = n et X analytique .

Dans ce présent travail, on présentera une approche différentielle du problème de Son-
nenschein et on montrera que les conditions de Browning-Chiappori (voir [5]) sont néces-
saires et suffisantes pour que X se décompose sous la forme (3).

Le troisième chapitre est consacré à l’étude du problème de Douglas. De manière plus
précise : étant donnée une famille de courbes C∞ dans l’espace de dimension n+1 (t, x(t)),
avec x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), vérifiant le système d’équations différentielles

d2x

dt2
= F (x,

dx

dt
), (4)

on cherche à déterminer toutes les fonctions scalaires L(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) telles que
toute solution de (4) est une solution extrémale du problème de calcul des variations :

inf
y

∫
L(y(t),

dy

dt
(t)) dt. (5)

En d’autres termes, on cherche à déterminer L(x, y) de sorte que toute solution de (4) est
solution des équations d’Euler-Lagrange :

d

dt
Ly(x,

dx

dt
) = Lx(x,

dx

dt
). (6)

Cela se ramène à résoudre en L(x, y) le système d’équations aux dérivées partielles sur-
déterminé :

n∑
k=1

∂2L

∂xk∂yi
yk +

n∑
h=1

∂2L

∂yh∂yi
Fh =

∂L

∂xi
i = 1, . . . , n. (7)

Les cas n = 1 et n = 2 ont été traités respectivement par O.Bolza et J.Douglas en
utilisant des méthodes directes (voir [4], [17]). Ici nous cherchons à voir ce que l’utilisation
du théorème de Cartan-Kähler peut apporter.

10



1 Introduction

Fondamentalement, notre approche consiste à mettre (7) sous forme d’un système
différentiel extérieur et ensuite appliquer la théorie de Cartan développée dans le premier
chapitre. Dans le cas où n = 1, on montrera que le problème posé admet toujours une
solution, pourvu que les données soient analytiques. Et dans le cas n ≥ 2, en général le
problème n’admet pas de solution, par exemple pour la courbe :

y
′′

= y2 + z2,
z
′′

= y.
(8)

il n’existe pas de langrangien L tel que (y, z) soit solution des équations d’Euler-Lagrange
associées (voir [17]).

Dans le quatrième et dernier chapitre, on parlera d’un problème inverse en calcul des
variations. Plus concrètement, il sagit de reconnaître si une application f → uf entre
espaces fonctionnels provient ou non d’un problème de minimisation, c’est-à dire si uf est
la solution d’un problème de minimisation dépendant du paramètre f . L’exemple choisi
ici est le problème de Dirichlet, c’est-à-dire que l’on se demande s’il existe une fonction
L définie sur R, de classe C2 et strictement convexe telle que pour tout f ∈ L2(0, T ), la
fonction uf soit solution du problème de calcul des variations suivant :

(Pf )

 inf
u

∫ T

0

[
L(
du

dt
)− f(t)u(t)

]
dt,

u(0) = u0, u(T ) = u1.
(9)

En d’autres termes, on cherche une fonction L définie sur R, de classe C2 et strictement
convexe telle que pour tout f , la fonction uf soit l’unique solution de l’équation d’Euler
Lagrange suivante :

d

dt
[L′(u̇f (t))] = f(t), ∀ t ∈ [0, T ]. (10)

Dans ce travail, on résout complètement le problème, et on montre que la connaissance
de l’application f → uf permet de reconstituer L. Les méthodes utilisées ne ressortent plus
du calcul différentiel extérieur, mais de l’analyse fonctionnelle. On peut y voir le premier
pas vers une extention à la dimension infinie des résultats d’identification classiques en
microéconomie (condition de Slutsky).

1



CHAPITRE 1

Systèmes différentiels extérieurs

Dans ce chapitre, nous allons introduire les notions de base et énoncer les théorèmes
fondamentaux du Calcul Différentiel Extérieur (CDE). Nous tâcherons d’énoncer de ma-
nière explicite le théorème d’intégration des systèmes différentiels extérieurs de Cartan-
Kähler, qui, de manière spéctaculaire est devenu aujourd’hui un outil très puissant pour
la résolution de beaucoup de problèmes d’identification qui apparaissent en économie,
comme le montrent les séries d’articles de P.A.Chiappori et I.Ekeland sur la caractérisa-
tion et la désagrégation des fonctions de demande, voir [10],[11],[12] .
Dans ce présent travail, nous tenterons aussi de faire un lien entre ce théorème et le
problème de Douglas.

1.1 Préliminaires
Soit x ∈ Rn, on désigne par TxRn l’espace tangent à Rn en x. Un élément de TxRn est

appelé vecteur tangent, et on pose :

TRn = {(x, v) : x ∈ Rn, v ∈ TxRn}.

Une section de TRn sur Rn est appelée champ de vecteurs. En d’autres termes un champ
de vecteurs X est une application définie sur Rn telle que : ∀ x ∈ Rn, X(x) ∈ TxRn.
Pour plus de détails sur les champs de vecteurs nous vous renvoyons par exemple à [2].
On note par T ∗xRn, l’espace cotangent à x, c’est à dire le dual de TxRn et par T ∗Rn le
fibré cotangent défini par :

T ∗Rn = {(x, η) : x ∈ Rn, η ∈ T ∗xRn}.

2



3 Systèmes différentiels extérieurs

Le sytème de coordonnées canoniques induit une base naturelle de l’espace tangent TxRn

qu’on note par :
∂

∂x1

, . . . ,
∂

∂xn
.

Enfin on note par dx1, . . . , dxn la base duale de l’espace cotangent T ∗xRn.

1.2 Formes différentielles
Définition 1.2.1 Une forme différentielle de degré un (1-forme différentielle) est une
section régulière de T ∗Rn sur Rn. En d’autres termes une 1-forme différentielle est une
application ω de Rn dans T ∗Rn telle que : ∀x ∈ Rn, ω(x) ∈ T ∗xRn.

En coordonnées canoniques, ω peut s’écrire sous la forme

ω =
n∑
i=1

ωidxi.

Dans ce cas, si si η =
n∑
i=1

ηi
∂

∂xi
est un champ de vecteur alors on a :

ω(η) =
n∑
i=1

ωiηi.

Nous allons maintenant définir le concept général de k-formes et introduire deux opéra-
tions fondamentales sur les formes différentielles : le produit extérieur et la différentielle
extérieure.

1.2.1 K-formes et produit extérieur

Les k- formes s’obtiennent à partir des 1−formes par une opération algébrique simple
appelée produit extérieur.

Définition 1.2.2 Soient ω1, . . . , ωk des formes de degré un. Le produit extérieur
ω1 ∧ . . . ∧ ωk est la k- forme définie par :

ω1ω ∧ . . . ω ∧ ωk(π1, . . . , πk) =
∑
σ

(−1)sign(σ)ω1(πσ(1)) . . . ωk(πσ(k)),

où σ parcourt l’ensemble des permutations de {1, . . . , k}.

3



4 Systèmes différentiels extérieurs

Par exemple si k = 2, alors on a

α ∧ β(π,X) = α(π)β(X)− α(X)β(π)

=
∑
i<j

(αiβj − αjβi)(πiXj − πjXi).

On note que α ∧ β est une 2-forme, elle est bilinéairee et antisymétrique.
SiM est une variété différentielle de dimension n et (p1, . . . , pn) un système de coordonnées
locales sur M , alors (dp1, . . . , dpn) est une base de l’espace des formes différentielles de
degré un et toute forme différentielle α de degré k sur M peut s’écrire sous la forme :

α(p) =
∑

αi1,...,ikdpi1 ∧ . . . ∧ dpik ,

où i1 < . . . < ik parcourt l’ensemble des parties ordonnées de {1, . . . , n}. Par conséquent
le produit extérieur peut être étendu aux k-formes.

Proposition 1.2.1 Soient α une k−forme et β une l−forme, alors α ∧ β est une (k +
l)−forme telle que :

α ∧ β(p1, . . . , pk+l) =
∑
σ

1

k!l!
(−1)sign(σ).α(pσ(1), . . . , pσ(k)).β(pσ(k+1), . . . , pσ(k+l))

où σ parcourt l’ensemble des permutations de {1, . . . , k + l}.

Nous terminons cette section par quelques propriétés utiles du produit extérieur.
• Le produit extérieur est associatif.
• Si α est une forme de degré impaire, alors α ∧ α = 0.
• Si α1, . . . , αs sont des formes de degré un, linéairement dépendantes, alors

α1 ∧ . . . ∧ αs = 0.

• Pour toute forme α de degré k, (α)s = α ∧ α . . . ∧ α est une forme de degré k.s et
(α)s = 0 si k.s > n.

1.2.2 Image réciproque d’une forme différentielle

Soit ϕ une application définie sur Rn à valeurs dans Rm. Pour toute fonction f définie
sur Rm à valeurs dans un espace quelconque, on définit l’image réciproque de f par ϕ
comme suit :

ϕ∗f = foϕ. (1.1)

Plus généralement, nous allons définir l’image réciproque de toute forme différentielle ω
de degré p sur Rm qu’on note par ϕ∗ω 1.

1. Pour pouvoir calculer l’image réciproque d’une forme différentielle de degré > 0, ϕ doit être diffé-
rentiable

4



5 Systèmes différentiels extérieurs

Définition 1.2.3 On appelle image réciproque de la forme différentielle ω de degré p sur
Rm ,̀ la forme différentielle de degré p sur Rn qu’on note par ϕ∗ω et qui est définie par :

(ϕ∗ω)(x).(v1, . . . , vp) = ω(ϕ(x)).(dϕ(x)v1, . . . , dϕ(x)vp), (1.2)

pour tout x ∈ Rn et (v1, . . . , vp) ∈ (TxRn)p. Par convention, si p = 0, alors la formule (1.2)
se réduit à

ϕ∗f(x) = f(ϕ(x)). (1.3)

Proposition 1.2.2 L’application ϕ∗ : ω 7→ ϕ∗w est linéaire et de plus elle vérifie

ϕ∗(α ∧ β) = ϕ∗(α) ∧ ϕ∗(β). (1.4)

En outre si f est une application différentiable sur Rm, de differentielle df , la forme
différentielle associée de degré un, alors on a

ϕ∗df = dϕ∗f. (1.5)

Enfin, si ψ est une application différentiable sur Rm, alors on a :

(ψoϕ)∗ω = ϕ∗(ψ∗ω). (1.6)

1.2.3 Différentielle extérieure

Nous allons maintenant introduire la notion de différentielle extérieure. Nous com-
menco̧ns par définir la différentielle extérieure des 0−formes c’est à, dire les fonctions
différentiables sur Rn, ensuite nous étendons cette définition aux k−formes.

Définition 1.2.4 Soit U : Rn −→ R une fonction différentiable. Alors dU est la forme
différentielle de degré un définie par :

dU(x) =
n∑
i=1

∂U

∂xi
(x)dxi. (1.7)

De manière plus générale si

ω =
∑

i1<i2<...<ik

ωi1,...,ikdxi1 ∧ . . . ∧ dxik

est une k−forme, alors dω est la (k + 1)−forme, définie par :

dω =
∑

i1<i2<...<ik

dωi1,...,ik ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik . (1.8)

Il faut noter que les coéfficients ωi1,...,ik de ω sont des fonctions différentiables de sorte que
dωi1,...,ik est une 1-forme différentielle definie comme dans (1.7).
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Proposition 1.2.3 la différentielle extérieure notée d satisfait les propriétés suivantes :
1. d est une opération linéaire.
2. d2 = 0, c’est à dire d(dω) = 0 pour toute forme différentielle.
3. d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)pα ∧ dβ pour toute p-forme différentielle α.

1.2.4 Idéaux différentiels

Définition 1.2.5 Soit I un ensemble de formes différentielles. On dit que I est un idéal
algébrique s’il vérifie les propriétés suivantes :
(i) I est un sous espace vectoriel ;
(ii) si α ∈ I et β sont des formes différentielles, alors α ∧ β ∈ I.

On dit que I est engendré par α1, . . . , αp, et on note I = [α1, . . . , αp], si toute forme
différentielle α ∈ I est de la forme :

α =

p∑
i=1

αi ∧ βi,

où les βi sont des formes différentielles.

Proposition 1.2.4 Soient α1, . . . , αp des formes différentielles de degré un linéairement
indépendantes, et I l’idéal qu’elles engendrent. Enfin soit ω une k−forme. Alors les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

1. ω ∈ I = [α1, . . . , αp] ;
2. ω ∧ α1 ∧ . . . ∧ αp = 0 ;

3. si η1, . . . , ηk sont des champs de vecteurs sur Rn tels que :

αi(ηj) = 0, ∀ i = 1 . . . , p, j = 1 . . . , k (1.9)

alors
ω(η1, . . . , ηk) = 0. (1.10)

Preuve. (1) ⇒ (2) Si ω ∈ I alors ω =

p∑
i=1

αi ∧ βi, donc

ω ∧ α1 ∧ . . . ∧ αp =

p∑
i=1

βi ∧ αi ∧ α1 ∧ . . . ∧ αp = 0

(1) ⇒ (2) On complète {α1, . . . , αp} en une base {α1, . . . , αn} de T ∗Rn. Donc on peut
écrire ω sous la forme

ω =
∑

i1<...<ik

ai1,...,ikαi1 ∧ . . . ∧ αik . (1.11)

6



7 Systèmes différentiels extérieurs

Si (2) est vérifiée, alors chaque monôme de (1.11) contient au moins un αi pour i ≤ p. Ce
qui implique donc que ω ∈ I

(1) ⇒ (3) évident.

(3) ⇒ (1) On choisit un système de coordonnée locales x1, . . . , xn tel que :

ηi =
∂

∂xi
et on en déduit (1)

Définition 1.2.6 Soit I un idéal. On dit que I est un idéal différentiel si

ω ∈ I ⇒ dω ∈ I. (1.12)

Il est facile de voir que I = [α1, . . . , αp] est un idéal différentiel si et seulement s’il existe
des formes différentielles βij (1 ≤ i, j ≤ p) telles que

dαi =

p∑
j=1

βij ∧ αj, ∀ i = 1, . . . , p (1.13)

Exemple 1 Soit M une sous variété de Rn, soient iM : M → Rn l’injection canonique et
i∗M son image réciproque. On pose :

IM = {α : i∗Mα = 0}.

IM est un idéal différentiel.

Nous allons maintenant clore cette section par quelques résultats qui nous seront utiles
dans la suite.

Théorème 1.2.1 (Poincaré) Soit ω une forme différentielle de degré k sur un ouvert
convexe non vide U telle que dω = 0. Alors il existe une forme différentielle Ω de degré
k − 1 telle que :

ω = dΩ. (1.14)

Preuve. voir [6] Bryant et al. (1991).

Une conséquence immédiate du théorème de Poincaré est la suivante : on se donne des
fonctions X1(p), . . . , Xn(p) définies sur Rn à valeur dans R et on se demande s’il existe
une fonction V de Rn dans R telle que :

Xi(p) =
∂V

∂pi
(p)? (1.15)

La réponse est simple. On introduit la forme différentielle ω définie par :

ω =
n∑
i=1

Xi(p)dpi.

7
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Alors une condition nécessaire et suffisante est donnée par

dω =
∑
i,j

∂Xi

∂pj
dpi ∧ dpj =

∑
i<j

(
∂Xi

∂pj
− ∂Xj

∂pi
)dpi ∧ dpj = 0 (1.16)

ou encore
∂Xi

∂pj
=
∂Xj

∂pi
, ∀ i, j. (1.17)

Théorème 1.2.2 (Frobenius) Soit ω une forme différentielle de degré un satisfaisant
la condition suivante dite de Frobenius :

ω ∧ dω = 0. (1.18)

Alors il existe deux fonctions λ et V telles :

ω = λdV. (1.19)

Preuve. voir [6].

Le théorème de Frobenius donne des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un
champ de vecteur sur Rn soit proportionel à un gradient. Une généralisation du théo-
rème de Frobénius est donnée par Darboux et ici, il donne des conditions nécessaires et
suffisantes pour qu’un champ de vecteur sur Rn s’écrit comme combinaison linéaire de K
gradients.

Théorème 1.2.3 (Darboux) Soit ω une forme différentielle de degré un sur un ouvert
U , convexe et non vide. Soit p̄ ∈ U et K ∈ N tels que :

ω ∧ (dω)K−1 = ω ∧ dω ∧ . . . ∧ dω 6= 0; (1.20)
ω ∧ (dω)K = ω ∧ dω ∧ . . . ∧ dω = 0. (1.21)

sur un voisinage de p̄. Alors il existe un voisinage Ū de p̄ et 2K fonctions V i, λi

i = 1, . . . , K toutes définies sur Ū telles que :
1. Les dV i sont linéairement indépendantes,
2. λi ne s’annule pas sur Ū , ∀ i,
3.

ω(p) =
K∑
i=1

λi(p)dV i, ∀ p ∈ Ū (1.22)

Preuve. voir [6], Bryant et al. (1991).
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9 Systèmes différentiels extérieurs

1.3 Systèmes différentiels extérieur

1.3.1 Le théorème de Cartan-Kähler

Dans cette section, on présente en détail le théorème de Cartan-Kähler qui est la clé
de l’intégration des systèmes différentiels extérieurs. Il résout le problème typique suivant :

Etant donnée une famille de formes différentielles ωk (non nécessairement de même degré)
sur une variété différentielle M, un point x̄ ∈ M , un entier m ≥ 1, existe-t-il une une
sous variété N de M , de dimension m, contenant x̄ telle que

∀k, ∀(v1, . . . , vdk) ∈ (Tx̄N)dk ωk(x̄)(v1, . . . , vdk) = 0

où dk est le degré de ωk et Tx̄N est l’espace tangent à N en x̄ ?

1.3.1.1 Exemples introductifs

Exemple1 : Théroème de Cauchy Lipschitz
Etant donné un point x̄ de Rn et une fonction f de classe C1 sur un ouvert U de Rn

contenant x̄, il existe ε > 0 et une fonction C1, ϕ : (−ε, ε)→ U tels que :
dϕ

dt
(t) = f(ϕ(t)), ∀t ∈ (−ε, ε),

ϕ(0) = x̄.

(1.23)

On suppose que f(x̄) 6= 0. Ce théorème peut être reformuler géométriquement comme
suit. On désigne par M le graphe de la fonction ϕ, i.e.,

M = {(t, ϕ(t)) ; t ∈ (−ε, ε)}.

M est une sous variété de (−ε, ε) × U de dimension un. Sur M on introduit les formes
différentielles ωi (i = 1, . . . , n) de degré un définies par :

ωi = f i(x)dt− dxi, 1 ≤ i ≤ n. (1.24)

Alors ϕ est solution de (1.23) si et seulement si pour tout (t, x) ∈ M les ωi sont toutes
nulles sur T(t,x)M , l’espace tangent de M au point (t, x). Il est équivalent de dire que

ϕ∗ωi :=

[
f i(ϕ(t))− dϕi

dt
(t)

]
dt

est nulle si et seulement si ϕ est solution de (1.23). Le problème de Cauchy-Lipschitz peut
être interprété donc comme un problème de recherche d’une variété de dimension un sur
laquelle certaines formes différentielles s’annulent.

9



10 Systèmes différentiels extérieurs

Exemple2 : Equations aux dérivées partielles du premier ordre.
Nous allons voir comment s’appliquent les notions de la théorie des systèmes différentiels
extérieurs au cas d’une seule équation aux dérivées partielles d’ordre un par rapport à une
seule fonction inconnue u de n variables x1, . . . , xn :

F (x1, . . . , xn, u, p1, . . . , pn) = 0 (1.25)

où F est de classe C∞ dans un ouvert U de R2n+1 et telle que l’équation (1.25) définisse
une sous-variété M0 de U . On associe à l’équation (1.25), le système différentiel extérieur
correspondant à l’idéal différentiel engendré par la 0-forme F , les 1-formes

dF =
n∑
i=1

∂F

∂xi
dxi +

∂F

∂u
du+

n∑
i=1

∂F

∂pi
dpi, (1.26)

ω = du−
n∑
i=1

pidxi, (1.27)

(1.28)

et la 2-forme

dω = −
n∑
i=1

dpi ∧ dxi. (1.29)

On cherche une sous-varièté M de R2n+1 de dimension n sur laquelle toutes ces formes
s’annulent.

1.3.1.2 Cas Général : Formulation

Définition 1.3.1 Soit ωk 1 ≤ k ≤ K, des formes différentielles de degré dk sur un ouvert
de Rn, et M ⊂ Rn une sous variété. On dit que M est une variété intégrale du système

ω1 = 0, . . . , ωK = 0. (1.30)

si pour tout x ∈M , toutes les ϕ∗ωi(x) sont identiquement nulles sur TxM .

Etant donné un point x̄ de Rn et un entier m ≥ 1, le théoreme de Cartan-Kähler donne
des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’il existe une sous variété intégrale de
dimension m contenant x̄.
Les conditions nécessaires sont faciles à trouver. En effet supposons qu’il existe une variété
intégrale M , alors l’espace tangent Tx̄M est un sous espace vectoriel de dimension m et
pour tout k on ωk(x̄) = 0 sur Tx̄M . Tout sous espace E ⊂ Tx̄M vérifiant cette propriété
est ce qu’on appelle un élément intégral du système (1.30) au point x̄. On note par Gm

x̄

l’ensemble des éléments intégraux de (1.30) en x̄,

Gm
x̄ =

{
E | E ⊂ Tx̄M et dimE = m

ω1, . . . , ωK nulles sur E

}
.

10
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Ainsi une première condition nécessaire est :

Gm
x̄ 6= ∅. (1.31)

Pour obtenir une deuxième condition nécessaire, on fait la remarque suivante : Soit φM :
M → Rn, l’injection canonique : φM(x) = x pour tout x ∈ M . Alors M est une variété
intégrale de (1.30) si

φ∗Mω1 = 0, . . . , φ∗MωK = 0. (1.32)

Mais on sait que la différentielle extérieure commute avec l’image réciproque, donc (1.32)
entraine

φ∗M(dω1) = 0, . . . , φ∗M(dωK) = 0. (1.33)

D’où M est aussi une variété intégrale du grand sytème{
ω1 = 0, . . . , ωK = 0,
dω1 = 0, . . . , dωK = 0.

(1.34)

qui est manifestement différent de (1.30), donc (1.30) et (1.34) n’auront pas forcément
les mêmes éléments intégraux. Pour pallier à cela on suppose que (1.30) et (1.34) ont
les mêmes éléments intégraux, en d’autres termes on suppose que la deuxième ligne de
(1.34) est une conséquence algébrique de la première. La deuxième condition nécéssaire
est donc : les ωk engendrent un idéal différentiel : c’est à dire

∀k, dωk =
K∑
j=1

αkj ∧ ωj. (1.35)

On note que si la famille {ωk, 1 ≤ k ≤ K} ne satisfait pas la condition (1.35) alors la
grande famille {ωk, dωk 1 ≤ k ≤ K} va la satisfaire parce que (ddωk = 0).

Contre-exemple. Ici on montre que les conditions (1.31) et (1.35) ne sont pas suf-
fisantes. En effet soient f et g deux fonctions définies de Rn−1 dans Rn−1 telles que
f(0) = g(0) = v 6= 0. Soient αi(x, t) et βi(x, t), 1 ≤ i ≤ n − 1 les formes différentielles
définies par :

αi(x, t) = f i(x)dt− dxi, (1.36)
βi(x, t) = gi(x)dt− dxi. (1.37)

On considère le système différentiel extérieur suivant :

αi(x, t) = 0, 1 ≤ i ≤ n− 1, (1.38)
βi(x, t) = 0, 1 ≤ i ≤ n− 1. (1.39)

On peut facilement vérifier que les αi et les βi engendrent un idéal différentiel et que la
droite engendrée par le vecteur (1, v) est un élément intégral en (0, 0) donc G1

0 est non

11
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vide. Cependant chercher une variété intégrale du système différentiel contenant (0, 0)
revient à chercher une solution commune aux deux problèmes de Cauchy :

dx

dt
= f(x), x(0) = 0, (1.40)

dx

dt
= g(x), x(0) = 0, (1.41)

ce qui n’existe pas en général. D’où le système n’est pas intégrable.

L’interprétation en termes de calcul différentiel extérieur est la suivante :
Considérons l’espace E(x, t) engendré par les formes αi(x, t), βi(x, t). En tout point diffé-
rent de (0, 0), la dimension de E(x, t) est égale à deux et en (0, 0) la dimension est ègale à
un. En d’autre termes en (0, 0) on a un saut de discontinuité de la dimension de E(x, t).
Et on dit que (0, 0) n’est pas un point ordinaire au sens de Cartan.

Pour éviter ce genre de situation, nous aurons besoin d’une condition de régularité
plus forte que (1.31) qui sera l’objectif du prochain paragraphe.

1.3.1.3 Condition de régularité et points ordinaires

Si toutes les formes ωk sont de degré un, la condition de régularité s’exprime comme
suit : la dimension du sous espace engendré par les formes linéaires ωk(x) est constante
sur un voisinage de x̄ (ce qui n’est pas le cas dans le contre-exemple ci-dessus).

Soit x̄ ∈ Rn et soit V = Tx̄Rn. Soit E ⊂ V un élément intégral de dimension m en x̄.
On prend une base ᾱi, . . . , ᾱn de V ∗ telle que :

E = {ζ ∈ V | < ζ, ᾱi >= 0 ∀ i ≥ m+ 1}.

Pour n′ ≤ n, on note par I(n′, d) l’ensemble des parties ordonnées de {1, . . . , n′} à d
éléments. Pour tout k, 1 ≤ k ≤ K on a :

ωk(x̄) =
∑

I∈I(n,dk)

Ck
I ᾱi1 ∧ . . . ∧ ᾱidk . (1.42)

Dans cette sommation il est sous entendu que I = {i1 . . . , idk}. Comme ωk(x̄) est iden-
tiquement nulle sur E, alors chaque monôme dans (1.42) contient ᾱi pour un certain
i ≥ m + 1. On s’intéresse maintenant aux monômes qui contiennent exactement un seul
des ᾱi pour i ≥ m+ 1 et dans ce cas on peut donc réécrire ωk(x̄) sous la forme :

ωk(x̄) =
∑

J∈I(m,dk−1)

β̄kJ ∧ ᾱj1 ∧ . . . ∧ ᾱjdk−1
+R (1.43)

12
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où β̄kJ est une combinaison linéaire de αi, pour i ≥ m + 1 et dans R tous les monômes
contiennent au moins un terme de la forme ᾱi∧ ᾱj, avec i, j ≥ m+ 1. On définit une suite
croissante de sous espaces de V ∗, H∗0 ⊂ H∗1 ⊂ ... ⊂ H∗m ⊂ V ∗ par :

H∗m = Vect{ β̄kJ |1 ≤ k ≤ K, J ∈ I(m, dk − 1)},
H∗m−1 = Vect{ β̄kJ |1 ≤ k ≤ K, J ∈ I(m− 1, dk − 1)},
H∗0 = Vect{ β̄kJ |1 ≤ k ≤ K, J ∈ I(0, dk − 1)}.

H0 est simplement le sous espace engendré par les ωk(x̄) de degré un. On définit une suite
croissante d’entiers 0 ≤ c0(x̄, E) ≤ . . . ≤ cm(x̄, E) ≤ n définie par :

ci(x̄, E) = dimH∗i , ∀ i = 1, . . . ,m.

Nous somme maintenant en mesure de formuler la condition de régularité. On note par
Pm(Rn) l’ensemble des m−plans de Rn. C’est une variété de dimension m(n−m). On note
par Gm l’ensemble des couples (x,E) de Rn × Pm(Rn) tels que E est un élément intégral
de dimension m en x.

Définition. Soit (x̄, Ē) ∈ Gm. On dit que (x̄, Ē) est ordinaire au sens de Cartan, s’il
existe un voisinage U de (x̄, Ē) dans Rn×Pm(Rn) tel que Gm ∩U est une sous variété de
codimension

c0(x̄, Ē) + . . .+ cm−1(x̄, Ē).

Remarque 1 Si toutes les formes ωk sont de degré un, on note par d(x) la dimension du
sous espace engendré par (ωk(x), 1 ≤ k ≤ K), alors ci(x,E) = d(x) pour tout i, et (x̄, Ē)
est ordinaire si Gm ∩ U est une sous variété de codimension md(x̄) dans Rn × Pm(Rn),
ce qui entraine que pour tout x dans un voisinage de x̄, l’ensemble des E ∈ Gm

x est de
codimension md(x̄) dans Pm(Rn). Or on voit directement qu’il est de codimension md(x),
d’où d(x) = d(x̄) dans un voisinage de x̄ : ce qui est exactement la condition de régularité
dans le cas où il y a que des formes de degré un.

Dans le cas général, si (x̄, Ē) est ordinaire, les ci sont constants sur un voisinage de (x̄, Ē) :
sont appelés les caractères de Cartan.

Théorème 1.3.1 (Cartan-Kähler.) Soit le système différentiel extérieur suivant :

ωk = 0 1 ≤ k ≤ K.

On suppose que les ωk sont réelles et analytiques sur la variété différentielle analytique M
et qu’elles engendrent un idéal différentiel. Soient x̄ ∈M , m ≥ 1 et Ē un élément intégral
en x̄ de dimension m tels que (x̄, Ē) soit ordinaire au sens de Cartan. Alors il existe une
variété intégrale analytique N ⊂ M de dimension m, contenant x̄ telle que

Tx̄N = Ē.
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Ce résultat est établi par Elie Cartan dans le cas où les ωk sont de degré un ou deux et
il a été généralisé par Kähler. Pour plus de détails vous pouver consulter le livre de Elie
Cartan (1945) sur les systèmes différentiels extérieurs celui de Bryant et al.(1991) [6].

Il n’ya pas unicté dans le théorème de Cartan-K ähler : il peut exister une infinité de
variétés intégrales analytiques contenant x̄ et ayant toutes Ē comme espace tangent en x̄.
Par ailleurs le théorème décrit de manière précise l’ensemble

MU =

M
∣∣∣∣∣∣
Mest une variété intégrale
et il existe (x,E) ∈ U
tels que x ∈M et TxM = E


où U est un voisinage approprié de (x̄, Ē). Chaque M ∈MU est complétement déterminé
par un choix arbitraire de sm fonctions de m variables.

On termine ce chapitre par un exemple simple mais très intuitif de l’application du
théorème de Cartan-Kähler.

Exemple : On se donne une fonction f(x, y) sur R2 ; peut-on trouver deux fonctions
d’une seule variable u et v telles que :

f(x, y) = u(x) + v(y)? (1.44)

On sait qu’une condition nćessaire pour qu’une telle décomposition soit possible est :

∂2f

∂x∂y
(x, y) = 0. (1.45)

Nous allons donné une approche différentielle du problème. SoitM la variété différentielle
de dimension trois définie par :

M = {(x, y, u, v)R4 | u+ v = f(x, y)}. (1.46)

Sur M on pose le système différentiel extérieur suivant :

ω1 = du ∧ dx = 0,
ω2 = dv ∧ dy = 0,

dx ∧ dy 6= 0.
(1.47)

Si le système différentiel extérieur (1.47) admet une variété intégrale de dimension deux,
alors il existe deux fonctions u et v, d’une seule variable telles que

f(x, y) = u(x) + v(y).

Les formes différentielles ω1 et ω2 engendrent un idéal différentiel puisque

dω1 = dω2 = 0.
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Soit (x, y, u, v) un point de M . Pour chercher des éléments intégraux en (x, y, u, v), on
linéarise u et v comme fonctions de (x, y) en posant :

du = U1dx+ U2dy,

dv = V 1dx+ V 2dy.

Substituannt du et dv dans les équations ω1 = 0 et ω2 = 0, on obtient

U2 = 0, (1.48)
V 1 = 0. (1.49)

En différentiant l’équation qui définit la variété M , on obtient U1 et V 2 comme suit :

U1 =
∂f

∂x
(x, y), (1.50)

V 2 =
∂f

∂y
(x, y). (1.51)

On peut remarquer que si la condition (1.45) n’est pas vérifiée alors il n’existe pas d’élé-
ments intégraux du système (1.47). Si elle est satisfaite, alors l’ensemble des éléments
est une variété de codimension deux dans la grasmannienne P 2(M). Donc pour appli-
quer Cartan-Kähler, il suffit de montrer que les éléments intégraux sont ordinaires, ce qui
nécessite le calcul des caractères de Cartan.�
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CHAPITRE 2

Désagrégation d’une fonction demande

2.1 Introduction
En économie, on rencontre souvent des problèmes dont la formulation mathématique

prend l’une des formes suivantes :

Soit n ≥ 1 un entier naturel, x : Rn → Rn un champ de vecteurs de Rn et K ≥ 1,
un entier naturel.

Question 1 : Existe - il 2K fonctions λ1, ..., λK , V1, ..., VK telles que :

x(p) =
K∑
i=1

λi(p)∇Vi(p)? (2.1)

Question 2 : Peut on choisir les fonctions λi et Vi dans la décomposition (2.1) de sorte
que les λi soient positives et les Vi (quasi) convexes ?

Question 3 : Peut-on demander aux λi et Vi de satisfaire certaines équations du type :

Φj(p, λ(p),∇V (p)) = 0 pour j = 1, ..., p

où les fonctions Φj sont données ?

Réponses :

16



17 Désagrégation d’une fonction demande

• Dans le cas particulier où K = 1 et λi = constante (sans condition de convexité et de
positivité) c’est un théorème classique de Poincaré et la condition sur x est :

∂xi
∂pj

=
∂xj
∂pi

∀ 1 ≤ i, j ≤ n.

• Dans le cas où K = 1, λi non constante c’est la condition de Frobenius et elle s’exprime
sous la forme :

ω ∧ dω = 0

où ω est la forme différentielle définie par :

ω =
n∑
i=1

xi(p) dpi

• Dans le cas général si l’une des fonctions Vi rate la convexité, la réponse est donnée par
le théorème de Darboux et la condition sur x est donnée par :

ω ∧ (dω)K = 0,

pourvu que
ω ∧ (dω)K−1 6= 0.

• Ekeland et Chiappori ont donné une réponse positive à la Question 2 dans le cas ana-
lytique. Peu de temps aprés, une réponse positive au cas C∞ a été apportée par
Ekeland et Nirenberg .

• Le cas analytique de la question3 dans le cas où K = n a été étudié et résolu par
Ekeland et Chiappori.

Dans ce présent chapitre on fait d’abord un bref exposé sur l’origine de toutes ces questions
et ensuite, grâce à l’introduction du calcul différentiel extérieur et particulièrement du
théorème de Cartan-Kähler, on donnera une réponse positive à la question3 dans le cas
où K < n. En d’autres termes, on donnera des conditions nécessaires et suffisantes sur x
garantissant l’existence de K fonctions strictement convexes V1, . . . , VK et de K fonctions
strictement positives λ1, . . . , λK telles que :

x(p) =
k∑
i=1

λi(p)∇Vi(p) (2.2)

p.DpV (p) =
1

λ(p)
. (2.3)

17



18 Désagrégation d’une fonction demande

2.2 Théorie du consommateur

2.2.1 Modèle individuel

Le consommateur se borne à choisir un assortiment x = (x1, ..., xn) ∈ Rn de n biens
disponibles sur le marché (le nombre xi représente la quantité choisie de bien i), qui
peuvent être des produits matériels (alimentations, ménagers) ou non ( loisirs). Il sait que
le choix de l’assortiment x lui apportera une satisfaction de U(x) mais lui coûtera

p.x = p1x1 + ...+ pnxn =
n∑
i=1

pixi,

où p = (p1, ..., pn) est le système de prix du marché, (pi > 0, est le prix unitaire du bien
i).
Si son budget est w > 0 est normalisé à 1, alors son programme de décision s’ecrit comme
suit : 

MaxU(x)
p.x ≤ 1,
xi ≥ 0 ∀i.

(2.4)

U est la fonction d’utilité du consommateur, elle représente ses préférences, c’est à dire,
si le consommateur préfère le bien x au bien x′ alors on a U(x) ≥ U(x′). Pour des raisons
de cohérence logique nous allons faire quelques hypothèses sur la fonction U , qui pourront
garantir l’existence et l’unicité de la solution de (2.4). Il sagit en effet d’une théorie de la
décision, qui doit indiquer quel choix fait le consommateur dans telles circonstances. Si
elle laisse subsister une ambiguité (deux solutions possibles ) elle n’aura pas rempli son
but.

Faisons les hypothèses suivantes :
U est de classe C∞ sur Rn,
U est strictement croissante par rapport à toutes ses variables ,
D2U est définie négative sur le sous espace orthogonale à ∇U.

(2.5)

Le fait que la fonction U soit strictement croissante implique que la contrainte budgétaire
est saturée à l’optimum. On suppose que tous les biens sont désirés ce qui nous permet
donc d’oublier les contraintes de positivité à l’optimum. Ainsi le problème de maximisation
(2.4) se réduit alors à : 

MaxU(x)

p.x = 1.
(2.6)

18



19 Désagrégation d’une fonction demande

Si l’hypothèse (2.5) est vérifiée, alors le problème (2.6) admet une unique solution x̄
caractérisée par :

∇U(x̄) = λ̄p, où λ̄ > 0 et p.x̄ = 1. (2.7)

Cette caractérisation est standard en analyse convexe ou en optimisation. Le nombre
réel λ̄ est appelé multiplicateur de Lagrange. Il faut noter ici que x̄ et λ dépendent tous
de p. Dans cette situation, on a un problème d’optimisation dépendant du paramètre
p = (p1, . . . , pn) et l’application p→ x(p), qui à p fait correspondre l’unique solution x(p)
est appelée la fonction de demande individuelle.

Proposition 2.2.1 Si (2.5) est vérifiée, alors la fonction de demande x est C∞.

Preuve. Soit p̄ >> 0. Soit x̄ et λ̄, la solution et le multiplicateur associés, c’est à dire
x(p̄) = x̄. Alors on :

∇U(x̄)− λ̄p = 0 (2.8)
p.x̄− 1 = 0 (2.9)

Soit F l’application de Rn × R× Rn → Rn × R définie par :

F (x, λ, p) = (∇U(x)− λp, p · x− 1). (2.10)

Alors F (x̄, λ̄, p̄) = (0, 0) et si on note par Fx,λ la matrice jacobienne de F par rapport aux
variables x et λ alors on a :

Fx,λ(x̄, λ̄, p̄) =

[
D2U(x̄) −p̄

p̄′ 0

]
. (2.11)

Soit y ∈ Rn et µ ∈ R tels que :[
D2U(x̄) −p̄
p̄′ 0

] (
y
µ

)
=

(
0
0

)
, (2.12)

alors on a :

D2U(x̄).y − µp̄ = 0, (2.13)
p̄′y = 0. (2.14)

D’aprés (2.7) et (2.14), y est dans le sous espace orthogonal à ∇U(x̄). En multipliant
(2.13) par y′, on obtient :

y′D2U(x̄)y − µy′p = 0

En utilisant l’hypothèse (2.5) et (2.14), on en déduit que y = 0 et par conséquent µ = 0.
Ce qui prouve donc que la matrice Fx,λ(x̄, λ̄, p̄) est inversible. D’aprés le théorème des
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20 Désagrégation d’une fonction demande

fonctions implicites, il existe un voisinage ouvert V1 de p̄, un voisinage ouvert V2 de (x̄, λ̄)
dans Rn ×R et une fonction unique ϕ = (ϕ1, ϕ2), C∞ sur V1 à valeurs dans V2 vérifiant :

ϕ1(p̄) = x̄,

ϕ2(p̄) = λ̄,

F (ϕ1(p), ϕ2(p), p) = 0, ∀ p ∈ V1.

(2.15)

Or les fonctions p → x(p) et p → λ(p) vérifient (2.15) sur V1, donc de l’unicité on en
déduit que x(p) = ϕ1(p) et λ(p) = ϕ2(p) pour tout p ∈ V1. Par conésquent les fonctions
p→ x(p) et p→ λ(p) sont de classe C∞ au voisinage de p̄. �

Définition 2.2.1 On appelle matrice de Slutsky associée à la fonction de demande x, la
matrice S définie par S = (sij), i, j = 1, ..., n avec

sij :=
∂xi
∂pj
−

n∑
k=1

pk
∂xi
∂pk

xj. (2.16)

Proposition 2.2.2 Soit U une fonction d’utilité satisfaisant (2.5), alors la matrice de
Slutsky associée à la fonction de demande x vérifie :
• Sp = 0 pour tout p >> 0,
• S est symétrique,
• S est semi définie négative.

Preuve. voir [30].

2.2.2 Le problème inverse

On se donne une fonction de classe C∞ définie de Rn à valeurs dans Rn. Est-elle une
fonction de demande ? En d’autres termes, peut-on trouver une fonction U (quasi) concave
telle que pour tout p >> 0, x(p) soit l’unique solution optimale du problème d’optimisa-
tion (2.6) ?

On pésente deux approches pour ce type de problème :

• La première, appelée approche directe, consiste à supposer que la fonction de demande
x(p) est inversible. Soit p(x) son inverse. Ainsi, d’aprés les conditions d’optimialié du
premier ordre, on a :

∇U(x(p)) = λ(p)x(p), (2.17)

où λ(p) est le multiplicateur de Lagrange associé à la solution x(p). Donc,

p(x) =
1

λ(x)
∇U(x). (2.18)
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21 Désagrégation d’une fonction demande

D’où l’application x→ p(x) est proportionnelle au gradient de la fonction U .

• La deuxième, appelée approche indirecte, consiste à utiliser la fonction d’utilité indirecte
V définie par

V (p) := max{U(x) | p · x = 1}. (2.19)

L’application p → x(p) est différentiable d’aprés la proposition (2.2.1). Donc la fonction
V l’est auss. En utilisant le théorème de l’enveloppe on a

x(p) =
1

λ(p)
∇V (p). (2.20)

ce qui exprime que l’application p → x(p) est aussi proportionnelle au gradient de la
fonction V . Ainsi, si on trouve les fonctions V et λ satisfaisant (2.20), alors la fonction U
est donnée par la proposition suivante.

Proposition 2.2.3 On suppose que l’hypothèse (2.5) est vérifiée. Alors on a :
1. U(x) = min {V (p) | p.x ≥ 1} ;
2. U est quasi-concave si et seulement si V est quasi-convexe.

Preuve. voir [30].

Théorème 2.2.1 Une application x : (R∗+)n −→ Rn C∞ de classe satisfaisant la loi de
Walras : p.x(p) = 1, ∀ p >> 0 est une fonction de demande si et seulement si la matrice
de Slutsky associée à x est symétrique et définie négative.

Preuve. On introduit la forme différentielle ω définie par :

ω(p) =
n∑
i=1

xi(p)dpi. (2.21)

D’aprés le théorème de Frobenius, l’application p→ x(p) est proportionnelle à un gradient
si et seulement si la condition de Frobenius

ω ∧ dω = 0 (2.22)

est vérifiée. Ou encore si

∀ i, j, k xi(
∂xj
∂pk
− ∂xk
∂pj

) + xk(
∂xi
∂pj
− ∂xj
∂pi

) + xj(
∂xk
∂pi
− ∂xi
∂pk

) = 0. (2.23)

On montrer que (2.23) n’est rien d’autre que la symétrie de la matrice de Slustky S donnée
par :

S(p) = Dpx · (I − p · x′),
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22 Désagrégation d’une fonction demande

où Dpx est la matrice jacobienne de l’application p → x(p). Soit p̄ fixé. Alors la matrice
de Slutsky S(p̄) est symétrique si et seulement si la restriction de Dpx(p̄) sur l’hyperplan
orthogonal à x(p̄) = x̄ est symétrique. Ce qui est équivalent de dire :

∀ y, z ⊥ x̄, y′(Dpx)z = z′(Dpx)y ⇔ y′(Dpx− (Dpx)′)z = 0. (2.24)

Pour tout i = 1, . . . , n, soit {yk, k 6= i} une base de {x(p̄)}⊥ définie par :

yk =


0
xk(p̄)
0
xi(p̄)
0

 , (2.25)

où xk(p̄) (respectivement xi(p̄)) occupe la i−ème (respectivement la k-ème) ligne de yk.
Donc la symétrie de Dpx sur {(x(p̄)}⊥ est équivalente à :

∀ j, k y′j(Dpx)zk = z′k(Dpx)yj ⇔ y′j(Dpx− (Dpx)′)zk = 0, (2.26)

ce qui est exactement (2.23). Donc d’aprés Frobenius il existe des fonctions λ et V telles

−ω = λ(p)dV.

D’aprés Ekeland-Nirenberg (voir [19]), on peut choisir λ négatif et V strictement convexe.
En effet sur l’espace des formes différentielles, on introduit le sous espace E défini par :

E = {α | α ∧ ω = 0}.

C’est un sous espace de dimension un engendré par ω. Soit F := [ω(p̄)]. Sur N = F⊥,
la matrice −Dpx est définie positive, ce qui est exactement la condition de Ekeland et
Nirenberg, d’où il existe λ > 0 et V strictement convexe tels :

x(p) = −λ∇V (p).

Connaissant V et λ, la fonction U est donnée par la proposition 2.2.3. �

2.2.3 La désagrégation d’une fonction de demande

La fonction de demande agrégée résulte de la sommation des fonctions de demandes
individuelles. Plus concrétement, considérons une économie de K consommateurs. Chaque
consommateur k est caractérisé par sa fonction d’utilité Uk et son budget normalisé à 1.
Quand le prix du marché p est annoncé, le consommateur k fait sa demande xk(p) suivant
le programme décisionnel suivant :

max Uk(xk)

P.xk = 1.
(2.27)
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23 Désagrégation d’une fonction demande

On note par x(p) la demande agrégée. Alors elle est donnée par :

x(p) = x1(p) + . . .+ xk(p), (2.28)

où xk(p) est la solution du problème d’optimisation (2.27).

Maintenant, supposons qu’on puisse observer la demande agrégée d’une société de K
individus, Sonnenschein(1972) (voir [33]) posait les questions suivantes : peut-on en dé-
duire les demandes individuelles ? Dans le cas affirmatif, peut-on retrouver les préférences
individuelles ? Ces questions économiques nous conduisent au problème mathématique
suivant : Etant donné une fonction x : Rn → Rn de classe C∞ ; existe-t-il K fonctions
x1, . . . xK , de classe C∞ telles que :

x(p) = x1(p) + . . .+ xK(p)? (2.29)

où pour chaque k, xk(p) est solution d’un problème d’optimisation du type (2.27). L’ap-
proche indirecte consiste à introduire les fonctions d’utilité indirect V k associées aux
problèmes (2.27), c’est à dire :

V k(p) = max{Uk(xk), p.xk = 1}. (2.30)

D’aprés les propositions (2.2.1) et (2.2.3), V k est quasi-convexe et différentiable. Alors,
D’aprés le théorème de l’enveloppe, pour chaque k, les fonctions V k et xk sont liées par
la relation suivante :

∇V (p) = −αk(p).xk(p), (2.31)

où αk(p) est le multiplicateur de Lagrange associé au problème (2.27). Donc la demande
agrégée prend la forme :

x(p) = − 1

α1(p)
∇V 1(p)− . . .− 1

αK(p)
∇V K(p), (2.32)

ou encore
x(p) = λ1∇V 1(p) + · · ·+ λK(p)∇V K(p). (2.33)

D’où la fonction de demande agégée p→ x(p)x est une combinaison linéaire deK gradients
et elle v’erifie p.x(p) = K. De plus

1. les V k sont (quasi) convexes,
2. les λk sont strictement négatives,
3. la contrainte bugetaire p.xk(p) = 1 peut s’écrire sous la forme

p.∇V k(p) =
1

λk(p)
. (2.34)

Ce qui nous ramène au problème du type posé à la question3 et dont son étude est
l’objectif fondamental de ce chapitre.
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24 Désagrégation d’une fonction demande

2.3 Caractérisation de la demande agrégée
Dans cette section, grâce à la théorie de Cartan-Kähler exposée au premier chapitre,

nous donnerons des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’ une fonction X : U ⊂ Rn

analytique sur un ouvert U de Rn puisse se décomposer sous la forme :

X(p) =
K∑
k=1

λk(p)∇uk, (2.35)

où les fonctions λk sont strictement positifs, les fonctions uk sont strictement convexes et
de plus, les λk et uk vérifient :

p.∇uk =
1

λk
, k = 1, . . . , K. (2.36)

Bien entendu, on suppose que X vérifie la condition suivante dite Loi de Walras :

p ·X(p) = K, ∀p ∈ U . (2.37)

Chiappori et Ekeland ont étudié ce problème dans cas où K = n et grâce à la théorie de
Cartan-K ähler, ils ont obtenu le résultat suivant :

Théorème 2.3.1 (Chiappori-Ekeland) Soit U de Rn−{0} et X : U → Rn, analytique
telle que : p.X(p) = n. Alors pour tout p̄ ∈ U et tout (x̄1, . . . , x̄n) ∈ Rn2 et (λ̄1, . . . , λ̄n) ∈ R
satisfaisant :

x̄1+...+ x̄n = X(p̄),

∀i, λ̄i > 0,

il existe n fonctions U1, . . . , Un, où chaque U i est définie et analytique sur un voisinage
convexe Ui de x̄i, n fonctions (x1, . . . , xn) et n fonctions (λ1, . . . , λn) définies et analytiques
sur un voisinage V de p̄ telles que :

p.xi(p) = 1, i = 1, ..., n,

Ui (xi(p)) = max {Ui(x) | x ∈ U i, p.x ≤ 1} , i = 1, ..., n,

∂Ui
∂xj

(xi(p)) = λi(p) pj, i = 1, ..., n, j = 1, ..., n,

n∑
i=1

xi(p) = X(p),

xi(p̄) = x̄i , i = 1, ..., n,

λi(p̄) = λ̄i, i = 1, ..., n.

Preuve. Voir en annexe. On a aussi le résultat suivant :
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2.3.1 Conditions nécessaires

Proposition 2.3.1 (Browning-Chiappori) Supposons que X se décompose sous la forme
(2.35) au voisinage de l’origine. Alors, la matrice Ω définie par

Ω := DpX(0) (2.38)

vérifie :
Ω = Σ +RK , (2.39)

où Σ est une matrice symétrique, définie positive et RK une est matrice de rang au plus
K.

Preuve. Supposons que la décomposition (2.35) est vérifiée sur un voisinage de l’origine.
Soit X = (X1, . . . , Xn). Alors on a

Xi =
K∑
k=1

λk
∂uk
∂pi

,

ce qui entraine
∂Xi

∂pj
=

K∑
k=1

λk
∂2uk
∂pi∂pj

+
K∑
k=1

∂λk
∂pj

∂uk
∂pi

.

Posons

S =
K∑
k=1

λkD
2uk et RK =

K∑
k=1

Dλk(Duk)
′,

où D2uk désigne la matrice hessienne de uk. Alors la matrice S est symétrique et définie
positive puisse les λk sont strictement positifs et les uk strictement convexes. La matrice
RK est de rang au plus K et de plus

Ω = S +RK .

Si les vecteurs ∇u1, . . . ,∇uK sont linéairement indépendants alors la matrice RK est de
rang K.

2.3.2 Conditions suffisantes

Soit X un champs de vecteurs défini de Rn dans Rn de composantes ω1, . . . , ωn. On associe
à X la forme différentielle ω de degré un définie par :

w(p) =
n∑
i=1

wi(p)dpi.
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26 Désagrégation d’une fonction demande

Théorème 2.3.2 Soit U un ouvert de Rn − {0} et X : U → Rn, analytique réelle sa-
tisfaisant la loi de Walars : p.X(p) = K ∀ p ∈ U . Soit p̄ ∈ U . On suppose que sur un
voisinage de p̄

ω ∧ (dω)K−1 6= 0, (2.40)
ω ∧ (dω)K = 0 (2.41)

et la matrice Ω définie par

Ω := DpX(p̄) =

(
∂ ωi
∂pj

(p̄)

)
(2.42)

vérifie
Ω = S +RK , (2.43)

avec S une matrice symétrique et définie positive et RK une matrice de rang K. Alors,
il existe un voisinage ouvert V de p̄, des fonctions strictement convexes u1, . . . , uK , des
fonctions strictement positives λ1, . . . , λK toutes définies et analytiques sur V telles :

X(p) = λ1∇u1 + . . .+ λK∇uK , ∀ p ∈ V , (2.44)

p · ∇uk(p) =
1

λk
, ∀ k et ∀ p ∈ V . (2.45)

Preuve. On démontre le théorème dans le cas K = 2 et dans le cas général les mêmes
arguments vont tenir.

Stratégie. Fondamentalement, la stratégie consiste à mettre le problème sous forme d’un
système différentiel extérieur et ensuite appliquer le théorème de Cartan Kähler.

Introduisons dans l’espace des 1- formes le sous ensemble E3 défini par :

E3 = {α | α ∧ ω ∧ dω = 0}. (2.46)

Alors E3 est un sous espace vectoriel de dimension 3 (voir [19]). Donc d’aprés (2.40) et
(2.41), il existe un système de coordonnées locales (x1, . . . , xn) sur Rn telle que :

ω(p) = x1(p)dx2 + x3(p)dx4

sur un voisinage ouvert de p̄ (voir Bryant [6], Th. 3.4 p.40). Ce qui entraine

dω = dx1 ∧ dx2 + dx3 ∧ dx4

et
ω ∧ dω = (x3dx1 − x1dx3) ∧ dx2 ∧ dx4. (2.47)
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27 Désagrégation d’une fonction demande

Soit h la fonction définie par :
h(p) = −x3

x1

(p).

Alors
dh =

1

x2
1

(x3dx1 − x1dx3).

De (2.47), on en déduit que les formes dx2, dx4 et dh appartiennent à E3 et elles sont
linéairement indépendantes. Donc {dx2, dx4, dh} forme une base de E3. En outre on sait
que si les fonctions u, v, λ et µ ω sont telles que :

ω = λdu+ µdv

alors du, dv ∈ E3. Ceci nous conduit donc à chercher u et v de sorte que :

du, dv ∈ E3 = [dx2, dx4, dh].

Ce qui revient à chercher des fonctions u1, . . . , un, v1, . . . , vn, λ et µ telles que :

ω = λ(u1dx1 + . . .+ undxn) + µ(v1dx1 + . . .+ vndxn), (2.48)

< u1dx1 + u2dx2 + u3dx3 + u4dx4, p >=
1

λ
, (2.49)

< v1dx1 + v2dx2 + v3dx3 + v4dx4, p >=
1

µ
, (2.50)

u1x1 + u3x3 = 0, (2.51)

v1x1 + v3x3 = 0, (2.52)

λui + µvi = 0, i = 5, . . . , n, (2.53)

et

ω1 := du1 ∧ dx1 + du2 ∧ dx2 + du3 ∧ dx3 + du4 ∧ dx4 = 0, (2.54)
ω2 := dv1 ∧ dx1 + dv2 ∧ dx2 + dv3 ∧ dx3 + dv4 ∧ dx4 = 0. (2.55)

Par changement de coordonnées locales de (p1, . . . , pn) à (x1, . . . , xn), on se ramène à
chercher des fonctions u1, . . . , un, v1, . . . , vn, λ et µ, toutes de la variable (x1, . . . , xn) et
telles que :

ω = λ(u1dx1 + . . .+ undxn) + µ(v1dx1 + . . .+ vndxn), (2.56)

u1ϕ1(x1, . . . , xn) + u2ϕ2(x1, . . . , xn) + u3ϕ3(x1, . . . , xn) + u4ϕ4(x1, . . . , xn) =
1

λ
, (2.57)

v1ϕ1(x1, . . . , xn) + v2ϕ2(x1, . . . , xn) + v3ϕ3(x1, . . . , xn) + v4ϕ4(x1, . . . , xn) =
1

µ
, (2.58)

u1x1 + u3x3 = 0, (2.59)
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28 Désagrégation d’une fonction demande

v1x1 + v3x3 = 0, (2.60)

λui + µvi = 0, i = 5, . . . , n, (2.61)

ω1 = du1 ∧ dx1 + du2 ∧ dx2 + du3 ∧ dx3 + du4 ∧ dx4 = 0, (2.62)
ω2 = dv1 ∧ dx1 + dv2 ∧ dx2 + dv3 ∧ dx3 + dv4 ∧ dx4 = 0. (2.63)

Les équations (2.57) et (2.58) ne sont rien d’autre que (2.49) et (2.50) dans le système de
coordonnées (x1, . . . , xn) où les fonctions ϕi sont connues.

L’équation (2.56) est équivalente aux relations suivantes :

λu1 + µv1 = 0, (2.64)
λu2 + µv2 = x1, (2.65)
λu3 + µv3 = 0, (2.66)
λu4 + µv4 = x3. (2.67)

D’une part, en utilisant la condition p ·X(p) = 2, on montre que l’équation (2.58) est une
conséquence de (2.57) et d’autre part en utilisant les équations (2.59) et (2.60), on voit
aussi que (2.64) et (2.66) définissent la même équation.

Remarque 2 De (2.64) et (2.65), on obtient :

λ

µ
= −v1

u1

et λ(u2 − v2
u1

v1

) = x1.

D’où l’equation (2.57) devient

u1ϕ1 + u2ϕ2 + u3ϕ3 + u4ϕ4 =
u2v1 − v2u1

x1v1

. (2.68)

Comme
du1 ∧ dx1 + du2 ∧ dx2 + du3 ∧ dx3 + du4 ∧ dx4 = 0

le long d’une variété intégrale, on a alors

∂ui
∂xj

= 0, 1 ≤ i ≤ 4, j ≥ 5.

En les reportant dans (2.68), on obtient l’identité :

u1
∂ϕ1

∂xj
+ u2

∂ϕ2

∂xj
+ u3

∂ϕ3

∂xj
+ u4

∂ϕ4

∂xj
= 0 ∀ j ≥ 5. (2.69)
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29 Désagrégation d’une fonction demande

On peut maintenant donner la formulation différentielle du problème.

Soit M l’ensemble des points (x1, . . . , xn, u1, . . . , un, v1, . . . , vn, λ, µ) de R3n+2 vérifiant les
relations (2.57), (2.59), (2.60), (2.61), (2.64), (2.65) et (2.67). DoncM est défini par (n+2)
relations linéairement indépendantes dans R3n+2. C’est donc une sous variété de R3n+2 de
dimension 2n. Sur M on pose le système différentiel extérieur suivant :

ω1 = 0, (2.70)

ω2 = 0, (2.71)

dx1 ∧ . . . ∧ dxn 6= 0. (2.72)

Soit m̄ = (p̄, ūi, v̄i, λ̄, µ̄) ∈ M , nous allons montrer en utilisant le théorème de Cartan-
Kähler qu’il existe une sous varité intégrale N ⊂ M du système differentiel extérieur
(2.70)- (2.72), de dimension n contenant m̄. Pour cela nous allons montrer que le système
est fermé, qu’il admet un élément intégral Ē au point m̄ et que (Ē, m̄) est ordinaire au
sens de Cartan.

• Les formes ω1 et ω2 engendrent un idéal différentiel puisque dω1 = dω2 = 0.

• Système linéarisé. Soit m̄ = (p̄, ūi, v̄i, λ̄, µ̄) un point deM . On linéarise ui, vi, λ, µ comme
fonctions de x = (x1, . . . , xn) comme suit :

dui =
n∑
j=1

U i
jdxj, 1 ≤ i ≤ n,

dvi =
n∑
j=1

V i
j dxj, 1 ≤ i ≤ n,

dλi =
n∑
j=1

Ljdxj, 1 ≤ i ≤ n,

dµi =
n∑
j=1

Mjdxj, 1 ≤ i ≤ n.

On cherche les paramètres U i
j , V

i
j , Nj,Mj de sorte que (2.70) et (2.71) soient vérifiées. En

fait, en substituant

dui =
n∑
j=1

U i
jdxj

dvi =
n∑
j=1

V i
j dxj
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30 Désagrégation d’une fonction demande

dans les équations ω1 = 0 et ω2 = 0, on obtient les relations suivantes :

U1
2 − U2

1 = 0,

U1
3 − U3

1 = 0,

U1
4 − U4

1 = 0,

U2
3 − U3

2 = 0,

U2
4 − U4

2 = 0,

U3
4 − U4

3 = 0,

U i
j = 0, 1 ≤ i ≤ 4; j ≥ 5,

(2.73)

et 

V 1
2 − V 2

1 = 0,

V 1
3 − V 3

1 = 0,

V 1
4 − V 4

1 = 0,

V 2
3 − V 3

2 = 0,

V 2
4 − V 4

2 = 0,

V 3
4 − V 4

3 = 0,

V i
j = 0, 1 ≤ i ≤ 4; j ≥ 5.

(2.74)
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31 Désagrégation d’une fonction demande

En différentiant les équations qui définissent la variété M , on obtient :

ALj + λ(ϕ1U
1
j + ϕ2U

2
j + ϕ3U

3
j + ϕ4U

4
j ) = −λ

(
u1
∂ϕ1

∂xj
+ u2

∂ϕ2

∂xj
+ u3

∂ϕ3

∂xj
+ u4

∂ϕ4

∂xj

)
,

x1U
1
1 + x3U

3
1 = −u1,

x1U
1
3 + x3U

3
3 = −u3,

x1U
1
j + x3U

3
j = 0, ∀ j 6= 1, 3,

x1V
1

1 + x3V
3

1 = −v1,

x1V
1

3 + x3V
3

3 = −v3,

x1V
1
j + x3V

3
j = 0, ∀ j 6= 1, 3,

u1Lj + λU1
j + v1Mj + µV 1

j = 0,

u2L1 + λU2
1 + v2M1 + µV 2

1 = 1,

u2Lj + λU2
j + v2Mj + µV 2

j = 0, j = 2, . . . n,

u4L3 + λU4
3 + v4M4 + µV 4

3 = 1,

u4Lj + λU4
j + v4Mj + µV 4

j = 0, j 6= 3, . . . n,

uiLj + λU i
j + viMj + µV i

j = 0, ∀ 5 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n.

(2.75)

avec

A =
4∑
i=1

uiϕi(x1, . . . , xn).

Un élément intégral est défini par les 8n−20 relations linéairement indépendantes definies
par (2.73) et (2.74). En d’autres termes l’ensemble des éléments intégraux du système diffé-
rentiel extérieur (2.70)-(2.72) est une sous variété différentielle de codimension c = 8n−20
dans la grasmannienne.

• Calcul des caractères de Cartan. On cherche une variété intégrale de dimension n du
système différentiel extérieur :

ω1 = du1 ∧ dx1 + du2 ∧ dx2 + du3 ∧ dx3 + du4 ∧ dx4 = 0,

ω2 = dv1 ∧ dx1 + dv2 ∧ dx2 + dv3 ∧ dx3 + dv4 ∧ dx4 = 0.
(2.76)
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32 Désagrégation d’une fonction demande

satisfaisant
dx1 ∧ . . . ∧ dxn 6= 0 (2.77)

dans la variété différentielle M de dimension 2n.
Pour cela, soient m̄ = (p̄, ūi, v̄i, λ̄, µ̄) ∈M et (Ū i

j , V̄
i
j , λ̄j, µ̄j) tels que les relations (2.73), (2.74)

et (2.75) sont vérifiées. Soit Ē l’élément intégral correspondant. On montre que (m̄, Ē) est
ordinaire au sens de Cartan. Pour cet effet, considérons les formes différentielles suivantes :

αi = dui −
4∑
j=1

U i
jdxj, 1 ≤ i ≤ 4,

βi = dvj −
4∑
j=1

V i
j dxj, 1 ≤ i ≤ 4.

En substituant dui et dvi dans ω1 et ω2 et en utilisant les relations (2.73) et (2.74) on
obtient :

ω1 = α1 ∧ dx1 + α2 ∧ dx2 + α3 ∧ dx3 + α4 ∧ dx4 = 0,

ω2 = β1 ∧ dx1 + β2 ∧ dx2 + β3 ∧ dx3 + β4 ∧ dx4 = 0.

En applicant la procédure décrite dans le chapitre préliminaire on a :

H∗1 = Vect{α1, β1},
H∗2 = Vect{α1, β1, α2, β2},
H∗3 = Vect{α1, β1, α2, β2, α3, β3},
H∗4 = Vect{α1, β1, α2, β2, α3, β3 α4, β4},
H∗i = Vect{α1, β1, α2, β2, α3, β3, α4, β4}, i = 5, . . . , n− 1.

Donc
c0 = 0; c1 = 2; c2 = 4; c3 = 6; ci = 8, i = 4, . . . , n− 1.

D’où c0 + . . .+ cn−1 = 0 + 2 + 4 + 6 +
n−1∑
i=4

8 = 8n− 20. Ce qui correspond exactement à la

codimension de Gn. Donc le point (m̄, Ē) est ordinaire au sens de Cartan. Par conséquent
le théorème de Cartan-Kähler s’applique.

Soit N une sous variété intégrale de M de dimension n contenant m̄. Alors la relation
(2.72) entraine que N est localememt le graphe d’une fonction définie de Rn dans R2n+2.
En effet comme N est de dimension n, il existe un voisinage ouvert Θ de m̄ dans R3n+2,
un ouvert I de Rn et une fonction ψ : I → R3n+2 tels que :

Θ ∩N = Im(ψ) (2.78)
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33 Désagrégation d’une fonction demande

On note par (t1, . . . , tn) les points de I. Donc si (x1, . . . , xn, ui, vi, λ, µ) ∈ Θ ∩ N , alors
xi, ui, vi, λ et µ peuvent être considèrés comme fonctions de t1, . . . , tn. Dans ce cas la
condition (2.72) devient

dx1 ∧ . . . ∧ dxn = Det
∂(x1, . . . , xn)

∂(t1, . . . , tn)
dt1 ∧ . . . ∧ tn 6= 0, (2.79)

où
∂(x1, . . . , xn)

∂(t1, . . . , tn)

est la matrice jacobienne de (x1, . . . , xn). De (2.79), on en déduit que la matrice

∂(x1, . . . , xn)

∂(t1, . . . , tn)

est inversible. Donc d’aprés le théorème des fonctions implicites, on peut exprimer (t1, . . . , tn)
en fonction de (x1, . . . , xn) et par conséquent ui, vi, λ et µ en fonction de (x1, . . . , xn). Ce
qui entraine que Θ ∩N est le graphe d’une fonction de Rn dans R2n+2.
Donc les équations (2.70) et (2.71) entrainent d’aprés le lemme de Poincaré qu’il existe
des fonctions u et v telles que :

du = u1dx1 + u2dx2 + u3dx3 + u4dx4,

dv = v1dx1 + v2dx2 + v3dx3 + v4dx4.

Et enfin comme pour tout x = (x1, . . . , xn), on a (x, ui(x), vi(x), λ(x), µ(x)) ∈ N ⊂ M ,
alors les relations (2.57), (2.59), (2.60), (2.64), (2.65), (2.67) et (2.57) sont vérifiées. Ce qui
prouve qu’il existe des fonctions u, v, λ et µ telles

ω = λdu+ µdv,

p.Du =
1

λ
,

p.Dv =
1

µ
.

Pour terminer la preuve, on montre qu’on peut choisir un élément intégral U, V, L,M de
sorte que les fonctions u et v associées sont convexes, λ et µ strictement positifs. On sait
que si u, v, λ, µ est une solution, on doit avoir :

λDu · p = 1,

µDv · p = 1.

Ce qui donne :
(Du · p)Dλ+ λD2u · p+ λDu = 0,
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34 Désagrégation d’une fonction demande

(Dv · p)Dµ+ µD2v · p+ µDv = 0.

Un élément intégral (U, V, L,M) au point (p,Du,Dv, λ, µ) est donc défini par les relations

(Du · p)L+ λUp+ λDu = 0, (2.80)
(Dv · p)M + µV p+ µDv = 0. (2.81)

On revient maintenant dans les coordonnées (p1, . . . , pn) au lieu des coordonnées (x1, . . . , xn).
Soit p = (p1, . . . , pn), u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn), λ, µ tels que :

u · p > 0, v · p > 0, λ > 0, µ > 0. (2.82)

D’aprés Browning-Chiappori, on peut écrire

Ω = Q+R2, (2.83)

où Q est symétrique et définie positive et R2 une matrice de rang deux de la forme :

R2 = L0u
′ +M0v

′. (2.84)

Soit γ ∈ R, on a
Ω = Q+ (L0 − γM0)u′ +M0(γu+ v)′, (2.85)

où γ sera choisi convenablement. Posons :

L1 = L0 − γM0,
M1 = M0,
u1 = u,
v1 = γu+ v.

(2.86)

Soient α et β strictement positifs. On pose :

L2 = L1 − αu1,
M2 = M1 − βv1,
u2 = u1,
v2 = v1.

(2.87)

On cherche des matrices U et V symétriques définies positives telles que :

λU + µV = Qαβ := Q+ αu2u
′
2 + βv2v

′
2, (2.88)

λUp = x1 := −(u2 · p)L2 − λu2, (2.89)
µV p = x2 := −(v2 · p)M2 − µv2. (2.90)

De telles matrices existent d’aprés le lemme d’Inchtchakov. Or U et V sont les matrices
hessiennes des fonctions u et v. Ce qui prouve donc que u et v sont strictement convexes.
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35 Désagrégation d’une fonction demande

Lemme 2.3.1 (Inchtchakov) Soient x1, . . . , xn, y, n+1 points de Rk. Soit Q une (k×
k)-matrice symétrique et définie positive. On suppose que (xi, y) 6= 0, ∀ i = 1, · · · , n.
Alors il existe n matrices M1, . . . ,Mn symétriques et définies positives telles

Miy = xi, ∀ i = 1, · · · , n, (2.91)
n∑
k=1

Mi = Q, (2.92)

si et seulement si
n∑
k=1

xi = Qy, (2.93)

(xi, y) > 0, ∀ i = 1, · · · , n, (2.94)
(Cz, z) < 0, (2.95)

pour tout z non colinéaire à y, où (Cz, z) est la forme quadratique définie par

(Cz, z) :=


n∑
k=1

(xk, z)
2

(xk, y)
− (Qz, z) si y 6= 0,

0 si y = 0 .

(2.96)

Remarque 3 La condition (Cz, z) < 0 ∀ z peut se restreindre seulement pour les z tels
que ‖z‖ = 1.

Avant de donner une preuve de ce lemme, on va l’appliquer d’abord à notre problème.
Pour cet effet, on va montrer qu’on peut choisir α et β strictement positifs de sorte que :

(x1, p) > 0,

(x2, p) > 0,

et
(Cz, z) < 0

pour tout z non colinéaire à p. On a :

(x1, p) = α(u2 · p)2 − (u2 · p)(L2 · p)− λ(u2 · p), (2.97)
(x2, p) = β(v2 · p)2 − (v2 · p)(M2 · p)− λ(v2 · p). (2.98)

Donc pour α et β assez grands on a : (x1, p) > 0 et (x2, p) > 0. Maintenant désignons par
E, le sous espace engendré par u2 et v2 et par E⊥ son orthogonal. On choisit une base de
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36 Désagrégation d’une fonction demande

e3, . . . , en de E⊥. Ainsi donc, en écrivant la matrice Qαβ dans la base {u2, v2, e3, . . . , en},
on obtient :

Qαβ =


q11 + α q12 q13 . . . q1n

q21 q22 + β q23 . . . q2n

q31 q32 q33 . . . q3n
...

...
... . . .

...
qn1 qn2 qn3 . . . qnn

 .

En iversant la matrice Qαβ (voir en annexe), on montre que :

lim
α,β→+∞

Q−1
αβ =


0 0 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
0 0 s33 . . . s3n
...

...
... . . .

...
0 0 sn3 . . . snn

 ,

où la matrice (sij), 3 ≤ i, j ≤ n est la restriction de Q−1 sur E⊥. Ce qui entraine donc :

lim
α,β→+∞

(x1, Q
−1
αβx2) = (u2 · p)(v2 · p)(L1, Q

−1M1). (2.99)

Désignons par F , le sous espace engendré par {p, x1, x2}. Alors Sur F , la condition
d’Inchtchakov

(Cz, z) < 0

est équivalente à :

(x1, Q
−1
αβx1)2

(x1, p)
+

(x2, Q
−1
αβx2)2

(x2, p)
+ (Q−1

αβx1, x2)− (Q−1
αβx1, x1)− (Q−1

αβx2, x2) < 0.

Or

lim
α,β→+∞

[
(x1, Q

−1
αβx1)2

(x1, p)
+

(x2, Q
−1
αβx2)2

(x2, p)
+ (Q−1

αβx1, x2)− (Q−1
αβx1, x1)− (Q−1

αβx2, x2)

]
= (u2 · p)(v2 · p)(L1, Q

−1M1)− (u2 · p)2(L1, Q
−1L1)− (v2 · p)2(M1, Q

−1M1).

On peut choisir γ de sorte que

(u2 · p)(v2 · p)(L1, Q
−1M1)− (u2 · p)2(L1, Q

−1L1)− (v2 · p)2(M1, Q
−1M1) < 0. (2.100)

En effet on a :

(u2 · p)(v2 · p)(L1, Q
−1M1)− (u2 · p)2(L1, Q

−1L1)− (v2 · p)2(M1, Q
−1M1) =

−3γ2(u · p)2(M0, Q
−1M0) + 3γ

[
(u · p)2(L0, Q

−1M0)− (u · p)(v · p)(M0, Q
−1M0)

]
−(u · p)2(L0, Q

−1L0)− (v · p)2(M0, Q
−1M0) + (u · p)(v · p)(L0, Q

−1M0).

36



37 Désagrégation d’une fonction demande

Alors, on obtient (2.100) pour γ assez grand.

Preuve du lemme. Commençons par les conditions nécessaires. On considère la forme
quadratique :

(Ckz, z) =
(Mky, z)

2

(Mky, y)
=

(xk, z)
2

(xk, y)
.

CommeMk est symétrique et définie positive, alors, d’aprés l’inégalité de Cauchy-Schwarz,
on a (Ckz, z) < (Mkz, z) pour tout z non colinéaire à y. En les additionant, on obtient :

(Cz, z) =
n∑
k=1

(Ckz, z) <
n∑
k=1

(Mkz, z) = (Qz, z).

D’où l’inégalité souhaitée.

Inversement, supposons que
n∑
k=1

xk = Qy, (xk, y) > 0 pour tout k et (Qz, z) < 0 pour

tout z non colinéaire à y. On définit pour tout k = 1, . . . , n les matrices Bk par :

Bkz =
(xk, z)

(xk, y)
xk, 1 ≤ k ≤ n,

B0 = Q−
n∑
k=1

Bk.

Alors on a :

Bky = xk, et B0y = Qy −
n∑
k=1

Bky = Qy −Qy = 0.

Notons aussi que

(Ckz, z) =
(xk, z)

2

(xk, y)
= (Bkz, z) ≥ 0,

(Cz, z) =
n∑
k=1

(Bkz, z)− (Qz, z) = −(B0z, z).

Posons Mk = Bk +
1

k
B0. Alors on a :

Mky = Bky +
1

k
B0y = xk, (2.101)

n∑
k=1

Mk =
n∑
k=1

Bk +B0 = Q, (2.102)

(Mkz, z) = (Bkz, z) +
1

k
(B0z, z). (2.103)
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Dans la dernière équation (2.103), les deux termes de droite sont positifs et le deuxième
est strictement positif pour tout z non colinéaires à y. Donc les matrices Mk vérifient
toutes les conditions du lemme. �
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CHAPITRE 3

Problème de Douglas

3.1 Introduction
Dans ce chapitre, on étudie un problème inverse en calcul des variations. De manière plus
précise, étant donnée une famille de courbes de classe C∞ dans l’espace de dimension
n+ 1, Rn+1 = (t, xj), (j = 1, ..., n), vérifiant le système d’équations différentielles

x′′i = Fi(xj, x
′
j) (i = 1, ..., n), (3.1)

on cherche à déterminer toutes les fonctions scalaires L = L(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) telles
que toute solution de (3.1) est une solution extrémale du problème de calcul des variations :

inf

∫
L(xj(t), x

′
j(t)) dt; (3.2)

En d’autres termes, on cherche à déterminer les Lagrangians L de sorte que toute solution
de (3.1) est aussi solutions des équations d’Euler-Lagrange :

d

dt
Ly = Lx, (3.3)

et Lyy définie positive le long des solutions de (3.1).

Ou encore, on cherche à résoudre le système d’équations aux dérivées partielles suivant :

n∑
k=1

∂2L

∂xk∂yi
yk +

n∑
h=1

∂2L

∂yh∂yi
Fh =

∂L

∂xi
i = 1, . . . , n. (3.4)
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40 Problème de Douglas

Ce travail a été initié par J.Douglas. Pour plus de détails, voir [1], [17].

Fondamentalement, notre approche consiste à mettre le système d’équations aux dérivées
partielles (3.4) sous forme d’un système différentiel extérieur et ensuite appliquer la théorie
de Cartan developpée dans le premier chapitre. Dans le cas où n = 1, on montrera que
le problème posé admet toujours une solution. Dans le cas n ≥ 2, en général le problème
n’admet pas de solution. Ici, on cherchera à voir ce que l’utilisation directe de Cartan-
Kähler peut apporter.

3.2 Cas de la dimension un (n = 1)
Il faut noter que dans le cas de la dimension un, il existe une approche directe qui donne
le même résultat si la fonction F est C∞ et non analytique. Voir [4].

On cherche à résoudre l’équation aux dérivées partielles suivante :

∂2L

∂x∂y
(x, y)y +

∂2L

∂y2
(x, y)F (x, y)− ∂L

∂x
(x, y) = 0. (3.5)

3.2.1 Approche différentielle

On travaille dans R5 avec les variables (x, y, v, q, r) où les variables v, q, r seront interpré-
tées comme suit :

v =
∂L

∂y
, q =

∂2L

∂y2
, r =

∂2L

∂x∂y
.

On pose u = ry+qF (x, y) et on considère sur R5 le système différentiel extérieur suivant :
du ∧ dx+ dv ∧ dy = 0,
dv − rdx− qdy = 0,
dr ∧ dx+ dq ∧ dy = 0,
dx ∧ dy 6= 0.

(3.6)

Le lien qui existe entre (3.5) et (3.6) est donné par la proposition suivante.

Proposition 3.2.1 Soit m̄ = (x̄, ȳ, v̄, q̄, r̄) ∈ R5. S’il existe une variété intégrale analy-
tique N de (3.6) de dimension deux contenant m̄, alors il existe un voisinage ouvert U de
(x̄, ȳ) et une fonction L définie et anlytique sur U solution de (3.5).

Preuve. Soient m̄ = (x̄, ȳ, v̄, q̄, r̄) ∈ R5 etN une variété intégrale analytique de dimension
deux du système (3.6) contenant m̄. La condition

dx ∧ dy 6= 0 (3.7)
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41 Problème de Douglas

et le théorème des fonctions implicites entrainent que N est localement le graphe d’une
fonction définie de R2 dans R3.

(x, y)→ (v(x, y), q(x, y), r(x, y)).

D’aprés le lemme de Poincaré, l’équation

du ∧ dx+ dv ∧ dy = 0

entraine qu’il existe une fonction L définie sur un voisinage U de (x̄, ȳ) telle que :

dL = udx+ vdy. (3.8)

Alors d’une part, l’équation (3.8) donne

∂L

∂x
(x̄, ȳ) = u(x̄, ȳ), (3.9)

∂L

∂y
(x̄, ȳ) = v(x̄, ȳ), (3.10)

où
u(x̄, ȳ) = r(x̄, ȳ)ȳ + q(x̄, ȳ).F (x̄, ȳ) (3.11)

D’autre part, de l’équation
dv − rdx− qdy = 0,

on en déduit que
∂v

∂x
(x̄, ȳ) = r(x̄, ȳ), (3.12)

∂v

∂y
(x̄, ȳ) = q(x̄, ȳ). (3.13)

Donc
∂2L

∂x∂y
(x̄, ȳ) =

∂v

∂x
(x̄, ȳ) = r(x̄, ȳ), (3.14)

∂2L

∂y2
(x̄, ȳ) =

∂v

∂y
(x̄, ȳ) = q(x̄, ȳ). (3.15)

Enfin (3.11), (3.14), (3.15) entrainent (3.4) �
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42 Problème de Douglas

3.2.2 Intégration du système (3.6)

Soit m̄ = (x̄, ȳ, v̄, q̄, r̄) un point de R5. On cherche une variété intégrale N de dimension
deux du système différentiel extérieur

(3.6)


ω1 = du ∧ dx+ dv ∧ dy = 0,
ω2 = dv − rdx− qdy = 0
ω3 = dr ∧ dx+ dq ∧ dy = 0.
dx ∧ dy 6= 0

Nous allons utiliser le théorème de Cartan-Kähler. Les formes ω1, ω2 et ω3 engendrent un
idéal différentiel car dω1 = dω3 = 0 et dω2 = dω3.

Etape1 : Existence d’éléments intégraux. Pour chercher des éléments intégraux, on li-
néarise v, q et r comme fonctions de (x, y) comme :

dv = V1dx+ V2dy,

dq = Q1dx+Q2dy,

dr = R1dx+R2dy.

En substituant dv, dq et dr dans le système (3.6), on obtient :

V1 = r̄,

V2 = q̄,

R2 −Q1 = 0,

ȳR2 + FQ2 = −q̄ ∂F
∂y

.

Un élément intégral de dimension deux est défini par le choix de six paramètres
V1, V2, Q1, Q2, R1, R2 vérifiant (3.16)− (3.16). Donc l’ensemble des éléments intégraux est
une sous variété de P 2(R5) de codimension 4.

Etape2 : Calcul des caractères de Cartan. Soient m̄ = (x̄, ȳ, v̄, q̄, r̄) un point de R5 et
(V̄1, V̄2, Q̄1, Q̄2, R̄1, R̄2) tels que les relations (3.16)− (3.16) sont vérifiées. Soit Ē, l’élément
intégral correspondant. Alors, on montre que (m̄, Ē) est ordinaire au sens de Cartan. On
considère les formes α1, α2, α3, α4, α5 définies par :

α1 = dx,

α2 = dy,

α3 = dv − r̄dx− q̄dy,
α4 = dr −R1dx−R2dy,

α5 = dq −R2dx+
1

F
(ȳR2 + q̄

∂F

∂y
(x̄, ȳ))dy.

42



43 Problème de Douglas

Ainsi on définit une base de T ∗m̄R5 telle que :

Ē = {ζ ∈ R5 | < αi, ζ >= 0, i ≥ 3}.

En substituant dv, dr, dq dans le système (3.6) on obtient alors :

ω2 = α3,

ω1 = β̄1
1 ∧ α1 + β̄1

2 ∧ α2,

ω3 = β̄3
1 ∧ α1 + β̄3

2 ∧ α2,

avec

β̄1
1 = ȳα4 + F (x̄, ȳ)α5,

β̄1
2 = α3,

β̄3
1 = α4,

β̄3
2 = α5.

On définit les sous espaces H∗0 ⊂ H∗1 de T ∗m̄R5 par :

H∗0 = vect(α3),

H∗1 = vect(α3, β̄
1
1 , β̄

3
1).

Soient c0(m̄, Ē) et c1(m̄, Ē) les entiers naturels définis par :

c0(m̄, Ē) = dimH∗0 = 1,

c1(m̄, Ē) = dimH∗1 = 3.

Donc on a :
c0(m̄, Ē) + c1(m̄, Ē) = 1 + 3 = 4,

ce qui coincide avec la codimension de l’ensemble des éléments intégraux de (3.6). D’où
(m̄, Ē) est ordinaire au sens de Cartan. Donc le théorème de Cartan-Kähler s’applique.

3.3 Cas de la dimension deux (n=2)

3.3.1 Formulation

On cherche des conditions suffisantes sur les fonctions F1, F2 : R4 → R de sorte que toute
solution dsystème d’équations différentielles ordinaires

x
′′
1 = F1(x1, x2, x

′
1, x

′
2),

x
′′
2 = F2(x1, x2, x

′
1, x

′
2),

(3.16)
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44 Problème de Douglas

soit extrémale au problème de calcul des varaiations

inf

∫
L(x1, x2, x

′

1, x
′

2) dt. (3.17)

En d’autres termes on cherche toutes les fonctions scalaires L = L(x1, x2, y1, y2) solutions
du système d’équations aux dérivées partielles :

∂2L

∂x1∂y1

y1 +
∂2L

∂x2∂y1

y2 +
∂2L

∂y2
1

F1 +
∂2L

∂y2∂y1

F2 −
∂L

∂x1

= 0,

∂2L

∂x1∂y2

y1 +
∂2L

∂x2∂y2

y2 +
∂2L

∂y1∂y2

F1 +
∂2L

∂y2
2

F2 −
∂L

∂x2

= 0.

(3.18)

Proposition 3.3.1 Si L est une solution de (3.18), alors elle vérifie :

2
∂2L

∂x2∂y1

+
∂2L

∂y2
1

∂F1

∂y2

+
∂2L

∂y1∂y2

∂F2

∂y2

= 2
∂2L

∂x1∂y2

+
∂2L

∂y2
2

∂F2

∂y1

+
∂2L

∂y1∂y2

∂F1

∂y1

. (3.19)

Preuve. L’équation (3.19) s’obtient à partir des deux équations de (3.18) en écrivant :

∂

∂y2

(1)− ∂

∂y1

(2) = 0.

On intégre l’équation (3.19) dans (3.18) et on cherche une solution L du système donné
par (3.18) et (3.19).

3.3.2 Système différentiel extérieur associé

On travaille dans R12 et on prend comme variables canoniques (x1, x2, y1, y2, v1,
v2, q1, q2, r1, r2, s, u) qui seront interprétées comme suit :

vi =
∂L

∂yi
, qi =

∂2L

∂x1∂yi
, s =

∂2L

∂x2∂y2

, qi =
∂2L

∂x1∂yi
, u =

∂2L

∂y1∂y2

, ri =
∂2L

∂y2
i

, (i=1,2).

On pose :

v = q2 +
1

2
[uF1y1 + r2F2y1 − r1F1y2 − uF2y2 ] ,

u1 = q1y1 + vy2 + r1F1 + uF2,

u2 = q2y1 + sy2 + uF1 + r2F2.

On considère le système différentiel extérieur suivant :

ω1 = du1 ∧ dx1 + du2 ∧ dx2 + dv1 ∧ dy1 + dv2 ∧ dy2 = 0,
ω2 = dv1 − q1dx1 − vdx2 − r1dy1 − udy2 = 0,
ω3 = dv2 − q2dx1 − sdx2 − udy1 − r2dy2 = 0,
ω4 = dq1 ∧ dx1 + dv ∧ dx2 + dr1 ∧ dy1 + du ∧ dy2 = 0,
ω5 = dq2 ∧ dx1 + ds ∧ dx2 + du ∧ dy1 + dr2 ∧ dy2 = 0,
dx1 ∧ dx2 ∧ dy1 ∧ dy2 6= 0.

(3.20)
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45 Problème de Douglas

Le lien entre les systèmes (3.18) - (3.19) et (3.20) est donné par :

Proposition 3.3.2 Soit m̄ = (x̄i, ȳi, v̄i, q̄i, r̄i, s̄, ū) ∈ R12. On suppose qu’il existe une
variété intégrale analytique N du système (3.20) de dimension 4 contenant m̄. Alors il
existe un voisinage ouvert U de (x̄1, x̄2, ȳ1, ȳ2) et une fonction L définie et analytique sur
U solution de (3.18)-(3.19).

Preuve. Soient m̄ ∈ R12 et N une variété intégrale de (3.20) de dimension quatre conte-
nant m̄. Alors la condition

dx1 ∧ dx2 ∧ dy1 ∧ y2 6= 0

entraine que N est localement le graphe d’une fonction analytique de R4 dans R8. L’équa-
tion ω1 = 0 entraine, d’aprés le lemme de Poincaré, qu’il existe une fonction L : R4 −→ R
définie sur un voisinage U de (x̄1, x̄2, ȳ1, ȳ2) telle que :

dL = u1dx1 + u2dx2 + v1dy1 + v2dy2. (3.21)

Ce qui donne :

∂L

∂x1

(x̄1, x̄2, ȳ1, ȳ2) = ū1, (3.22)

∂L

∂x2

(x̄1, x̄2, ȳ1, ȳ2) = ū2, (3.23)

∂L

∂y1

(x̄1, x̄2, ȳ1, ȳ2) = v̄1, (3.24)

∂L

∂y2

(x̄1, x̄2, ȳ1, ȳ2) = v̄2. (3.25)

En vertu des équations ω2 = 0 et ω3 = 0 on a

∂v1

∂x1

(x̄1, x̄2, ȳ1, ȳ2) =
∂2L

∂x1∂y1

(x̄1, x̄2, ȳ1, ȳ2) = q̄1, (3.26)

∂v1

∂x2

(x̄1, x̄2, ȳ1, ȳ2) =
∂2L

∂x2∂y1

(x̄1, x̄2, ȳ1, ȳ2) = v̄, (3.27)

∂v1

∂y1

(x̄1, x̄2, ȳ1, ȳ2) =
∂2L

∂y2
1

(x̄1, x̄2, ȳ1, ȳ2) = r̄1, (3.28)

∂v1

∂x2

(x̄1, x̄2, ȳ1, ȳ2) =
∂2L

∂y2∂y1

(x̄1, x̄2, ȳ1, ȳ2) = ū (3.29)
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46 Problème de Douglas

et

∂v2

∂x1

(x̄1, x̄2, ȳ1, ȳ2) =
∂2L

∂x1∂y2

(x̄1, x̄2, ȳ1, ȳ2) = q̄2, (3.30)

∂v2

∂x2

(x̄1, x̄2, ȳ1, ȳ2) =
∂2L

∂x2∂y2

(x̄1, x̄2, ȳ1, ȳ2) = s̄, (3.31)

∂v2

∂y1

(x̄1, x̄2, ȳ1, ȳ2) =
∂2L

∂y1∂y2

(x̄1, x̄2, ȳ1, ȳ2) = ū, (3.32)

∂v2

∂x2

(x̄1, x̄2, ȳ1, ȳ2) =
∂2L

∂y2
2

(x̄1, x̄2, ȳ1, ȳ2) = r̄2. (3.33)

Et enfin en remplaçant dans les expressions de v,u1 et u2 les fonctions qi, ri, u et s par
leurs valeurs, on prouve que L est solution du système (3.18)-(3.19). �

3.3.3 Etude du système (3.20)

Dans cette section, nous allons étudier l’existence de variétés intégrales de dimension
quatre du système différentiel extérieur (3.20).

Les formes différentielles ω1, . . . , ω5dots egendrent un idéal différentiel car dω1 =
0, dω2 = ω4, dω3 = ω5 et dω4 = dω5 = 0.

3.3.3.1 Existence d’éléments intégraux

Un élément intégral de dimension quatre sera un 4−plan dans R12.
Soit m̄ = (x̄1, x̄2, ȳ1, ȳ2, v̄1, v̄2, q̄1, q̄2, r̄1, r̄2, s̄, ū) un point de R12 tel que

dx1 ∧ dx2 ∧ dy1 ∧ dy2 6= 0.

On linéarise vi, qi, ri, s, u comme fonction de x1, x2, y1, y2 comme suit :

dvi = V i
1dx1 + V i

2dx2 + V i
3dy1 + V i

4dy2,

dqi = Qi
1dx1 +Qi

2dx2 +Qi
3dy1 +Qi

4dy2,

dri = Ri
1dx1 +Ri

2dx2 +Ri
3dy1 +Ri

4dy2,

ds = S1dx1 + S2dx2 + S3dy1 + S4dy2,

du = U1dx1 + U2dx2 + U3dy1 + U4dy2.

En substituant dvi, dqi, dri, ds, du dans le système (3.20), on obtient des équations ω2 = 0
et ω3 = 0 de (3.20), les relations suivantes :

RL1
V 1

1 = q̄1, V
1

2 = v̄, V 1
3 = r̄1, V

1
4 = ū,
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47 Problème de Douglas

V 2
1 = q̄2, V

2
2 = s̄, V 2

3 = ū, V 2
4 = r̄2.

Les équations ω4 = 0 et ω5 = 0 entrainent :

RL2
2Q2

1 − 2Q1
2 + (F1y1 − F2y2)U1 + F2y1R

2
1 − F1y2R

1
1 = A1,

2Q2
3 − 2R1

2 + (F1y1 − F2y2)U3 + F2y1R
2
3 − F1y2R

1
3 = B1,

2Q2
4 − 2U2 + (F1y1 − F2y2)U4 + F2y1R

2
4 − F1y2R

1
4 = C1,

Q1
3 = R1

1, Q1
4 = U1, R1

4 = U3,

Q2
2 = S1, Q2

3 = U1, Q2
4 = R2

1,

S3 = U2, S4 = R2
2, R2

3 = U4,

avec :
A1 = r1F1y2x1 + uF2y2x1 − r2F2y1x1 − uF1y1x1 ,

B1 = r1F1y2y1 + uF2y2y1 − r2F2y1y1 − uF1y1y1 ,

C1 = r1F1y2y2 + uF2y2y2 − r2F2y1y2 − uF1y1y2 .

L’équation ω1 = 0 donne :

RL3 

y1Q
1
2 + (F1 −

1

2
y2F1y2)R

1
2 + (F2 +

1

2
y2(F1y1 − y2F2y2))U2

+ y2Q
2
2 +

1

2
y2F2y1R

2
2 − y1Q

2
1 − y2S1 − F1U1 + F2R

2
1 = A2

y1Q
1
3 + (F1 −

1

2
y2F1y2)R

1
3 + (F2 +

1

2
y2(F1y1 − y2F2y2))U3

+ y2Q
2
3 +

1

2
y2F2y1R

2
3 = B2

y1Q
2
3 + y2S3 + F1U3 + F2R

2
3 = C2,

y1Q
2
4 + y2S4 + F1U4 + F2R

2
4 = D2,
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avec :

A2 = uF1x1 + r2F2x1 − r1F1x2 − uF2x2 −
1

2
y2u(F1y1x2 − F2y2x2)−

1

2
y2r2F2y1x2 +

1

2
y2r1F1y2x2 ,

B2 = −r1F1y1 − uF2y1 −
1

2
y2u(F1y1y1 − F2y2y1)−

1

2
y2r2F2y1y1 +

1

2
y2r1F1y2y1 ,

C2 = v − uF1y1 − r2F2y1 − q2,

D2 = s− uF1y2 − r2F2y2 .

Alors un élément intégral est donc obtenu en choissant 32 paramètres (V i
j , Q

i
j, R

i
j, Sj, Uj)

(j = 1, ..., 4; i = 1, ..., 2) vérifiant les 24 relations données par RL1, RL2, RL3. Le rang de
ce système est la codimension de l’ensemble des éléments intégraux de dimension quatre
dans la grasmanienne de P 4(R12).

3.3.3.2 Calcul des caractères de Cartan

Soit m̄ = (x̄1, x̄2, ȳ1, ȳ2, v̄1, v̄2, q̄1, q̄2, r̄1, r̄2, s̄, ū) un point fixé dans R12 tel que

dx1 ∧ dx2 ∧ dy1 ∧ dy2 6= 0.

Soientt V i
j , Q

i
j, R

i
j, Sj, Uj tels que les relations RL1,RL2 et RL3 sont vérifiées. Soit Ē l’élé-

ment intégral correpondant. Nous allons calculer les caractéristiques de cartan ci(m̄, Ē), (i =
1, 2, 3). On pose V = Tm̄R12 et on désigne par V ∗ son dual. On définit les formes différen-
tielles suivantes :

ᾱ5 = dv1 − V 1
1 dx1 − V 1

2 dx2 − V 1
3 dy1 − V 1

4 dy2,

ᾱ6 = dv2 − V 2
1 dx1 − V 2

2 dx2 − V 2
3 dy1 − V 2

4 dy2,

ᾱ7 = dq1 −Q1
1dx1 −Q1

2dx2 −Q1
3dy1 −Q1

4dy2,

ᾱ8 = dq2 −Q2
1dx1 −Q2

2dx2 −Q2
3dy1 −Q2

4dy2,

ᾱ9 = dr1 −R1
1dx1 −R1

2dx2 −R1
3dy1 −R1

4dy2,

ᾱ10 = dr2 −R2
1dx1 −R2

2dx2 −R2
3dy1 −R2

4dy2,

ᾱ11 = ds− S1dx1 − S2dx2 − S3dy1 − S4dy2,

ᾱ12 = du− U1dx1 − U2dx2 − U3dy1 − U4dy2,

de sorte :
Ē = {ζ ∈ V, ; < αi, ζ >= 0, ∀ i ≥ 5}.

On compléte les ᾱi (i = 5, ..., 13) par ᾱ1 = dx1, ᾱ2 = dx2, ᾱ3 = dy1, ᾱ4 = dy2 pour
obtenir une base de V ∗. Pour être en meseure de calculer les caractéristiques de Cartan,
nous allons exprimer les formes différentielles ωi en fonction des ᾱj (j = 1, . . . , 12). On
remarque que :

ω2(m̄) = ᾱ5,
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ω3(m̄) = ᾱ6.

En substituant dqi, dri, dsi (i = 1, 2) dans (3.20) et en se servant des relations RL1,RL2,RL3
on obtient :

ω1(m̄) = B1
1(m̄) ∧ α1 +B1

2(m̄) ∧ α2 + ᾱ5 ∧ α3 + ᾱ6 ∧ α4,

ω4(m̄) = ᾱ7 ∧ α1 + B̄4(m̄) ∧ α2 + ᾱ9 ∧ α3 + ᾱ12α4,

ω5(m̄) = ᾱ8 ∧ α1 + ᾱ11 ∧ α2 + ᾱ12 ∧ α3 + ᾱ10α4,

avec

B̄1
1(m̄) = ȳ1ᾱ7 + ȳ2ᾱ8 +

1

2
ȳ2(F1y1 − F2y2)ᾱ12 +

1

2
ȳ2F2y1ᾱ10

−1

2
ȳ2F1y2ᾱ9 + F1ᾱ9 + F2ᾱ12,

B̄1
2(m̄) = ȳ1ᾱ8 + ȳ2ᾱ11 + F1ᾱ12 + F2ᾱ10,

B̄4(m̄) = ᾱ8 +
1

2
(F1y1 − F2y2)ᾱ12 +

1

2
F2y1ᾱ10 −

1

2
F1y2ᾱ9.

On définit les sous espaces vectoriels H∗3 , H∗2 , H∗1 , H∗0 de V ∗ comme suit :

H∗3 = Vect {B1
1(m̄), B1

2(m̄), B̄4(m̄), ᾱ5, ᾱ6, ᾱ7, ᾱ8, ᾱ9, ᾱ11, ᾱ12},
H∗2 = Vect {B1

1(m̄), B1
2(m), B̄4(m̄), ᾱ5, ᾱ6, ᾱ7, ᾱ8, ᾱ11},

H∗1 = Vect {B1
1(m̄), ᾱ5, ᾱ6, ᾱ7, ᾱ8},

H∗0 = Vect {ᾱ5, ᾱ6}.

Les caractères de Cartan ci(m̄, Ē) (i = 0, ..., 3) sont donnés par :

c0(m̄, Ē) = dimH∗3 ,
c1(m̄, Ē) = dimH∗1 ,
c2(m̄, Ē) = dimH∗2 ,
c3(m̄, Ē) = dimH∗3 .

On voit que le rang du système (REL1,REL2,REL3) ne coincide pas avec

c0(m̄, Ē) + c1(m̄, Ē) + c2(m̄, Ē) + c3(m̄, Ē).

Donc le théorème de Cartan-Khaler ne s’applique pas.

3.3.4 Variété intégrale de dimension deux

Dans cette section, on reprend le système différentiel extérieur (3.20) de la section précé-
dente, mais cette fois ci, on cherche des variétés intégrales de dimension deux. En d’autres
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termes on cherche à résoud le système suivant :

ω1 = du1 ∧ dx1 + du2 ∧ dx2 + dv1 ∧ dy1 + dv2 ∧ dy2 = 0,
ω2 = dv1 − q1dx1 − vdx2 − r1dy1 − udy2 = 0,
ω3 = dv2 − q2dx1 − sdx2 − udy1 − r2dy2 = 0,
ω4 = dq1 ∧ dx1 + dv ∧ dx2 + dr1 ∧ dy1 + du ∧ dy2 = 0,
ω5 = dq2 ∧ dx1 + ds ∧ dx2 + du ∧ dy1 + dr2 ∧ dy2 = 0,
dx1 ∧ dy1 6= 0,

(3.34)

avec

v = q2 +
1

2
[uF1y1 + r2F2y1 − r1F1y2 − uF2y2 ] ,

u1 = q1y1 + vy2 + r1F1 + uF2,

u2 = q2y1 + sy2 + uF1 + r2F2.

Proposition 3.3.3 (Existence de variété intégrale de diemension deux.)
Si les fonctions Fi sont analytiques sur R4 alors il existe une variété intégrale du système
différentiel extérieur (3.34).

Preuve.

Etape1 : Système linéarisé. On pose :

dy2 = Y 2
1 dx1 + Y 2

3 dy1,

dx2 = X2
1dx1 +X2

3dy1,

ds = S1dx1 + S3dy1,

du = U1dx1 + U3dy1,

dvi = V i
1dx1 + V i

3dy1,

dqi = Qi
1dx1 +Qi

3dy1,

dri = Ri
1dx1 +Ri

3dy1.

En les substituant dans (3.34) dans les équations ω2 = 0 et ω3 = 0, on obtient les relations
suivantes :

V 1
1 − vX2

1 − uY 2
1 = q1, (3.35)

V 1
3 − vX2

3 − uY 2
3 = r1, (3.36)

V 2
1 − sX2

1 − r2Y
2

1 = s, (3.37)

V 2
3 − sX2

3 − r2Y
2

3 = u. (3.38)

On va maintenant évaluer ω4. On a

dv = (A1 + A2)dx1 + (B1 +B2)dy1,
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avec

A1 =
1

2
(2Q2

1 + F1y1U1 + F2y1R
2
1 − F1y2R

1
1

−F2y2U1 + uF1x2y1X
2
1 + uF1y1y2Y

2
1 + r2F2x2y1X

2
1

+r2F2y1y2Y
2

1 − r1F1x2y2X
2
1 − r1F1y2y2Y

2
1

−uF2x2y2X
2
1 − uF2y2y2Y

2
1 ),

A2 =
1

2
uF1x1y1 + r2Fx1y1 − r1F1x1y2 − uF2x1y2 ,

B1 =
1

2
(2Q2

3 + F1y1U3 + F2y1R
2
3 − F1y2R

1
3

−F2y2U3 + uF1x2y1X
2
3 + uF1y1y2Y

2
3 + r2F2x2y1X

2
3

+r2F2y1y2Y
2

3 − r1F1x2y2X
2
3 − r1F1y2y2Y

2
3

−uF2x2y2X
2
3 − uF2y2y2Y

2
3 ),

B2 =
1

2
uF1y1y1 + r2F2y1y1 − r1F1y1y2 − uF2y1y2 .

Donc,

ω4 = (R1
1 −Q1

3 +X2
3A1 +X2

2A2 + U1Y
2

3 −X2
1B1 −X2

1B2 − Y 2
1 U3)dx1 ∧ dy1.

D’où ω4 = 0 entraine

R1
1 +X2

3A1 +X2
2A2 + U1Y

2
3 −Q1

3 −X2
1B1 −X2

1B2 − Y 2
1 U3 = 0. (3.39)

ω5 = (U1 + S1X
2
3 +R2

1Y
2

3 −Q2
3 − S3X

2
1 −R2

3Y
2

1 )dx1 ∧ dy1,

donc l’équation ω5 = 0 entraine :

U1 + S1X
2
3 +R2

1Y
2

3 −Q2
3 − S3X

2
1 −R2

3Y
2

1 = 0.

Et enfin évaluons ω1.

On a :
du1 ∧ dx1 = (C1 + C2)dy1 ∧ dx1,

avec

C1 = y1Q
1
3 + y2(B1 +B2) + vY 2

3 + F1R
1
3 + F2U3

+r1F2x2X
2
3 + r1F2y2Y

2
3 + uF2x2X

2
3 + uF2y2Y

2
3 ,

C2 = q1 + r1F2y1 + uF2y1 ,

et

du2 ∧ dx2 = Ddx1 ∧ dy1,
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avec :

D = y1Q
2
1X

2
3 − y1Q

2
3X

2
1 − q2X

2
1 + sY 2

1 X
2
3 − sY 2

3 X
2
1 + y2S1X

2
3

−y2S3X
2
1 + F1U1X

2
3 − F1U3X

2
1 + F2R

2
1X

2
3 − F2R

2
3X

2
1 + uF1x1X

2
3

−uF1y1X
2
1 + uF1y2Y

2
1 X

2
3 − uF1y2Y

2
3 X

2
1 + r2F2x1X

2
3

−r2F2y1X
2
1 + r2F2y2Y

2
1 X

2
3 − r2F2y2Y

2
3 X

2
1 .

D’ou
ω1 = (D − C1 − C2 + V 1

1 + V 2
1 Y

2
3 − V 2

3 Y
2

1 )dx1 ∧ dy1.

Donc l’équation ω1 = 0 entraine :

D − C1 − C2 + V 1
1 + V 2

1 Y
2

3 − V 2
3 Y

2
1 = 0. (3.40)

Un élément intégral du système différentiel extérieur est donc défini par le choix de 20 pa-
ramètres (X2

1 , X
2
3 , Y

2
1 , Y

2
3 , V

i
1 , V

i
3 , Q

i
1, Q

i
3, R

i
1, R

i
3, S1, S3, U1, U3) vérifiant les sept relations

suivantes :

V 1
1 − vX2

1 − uY 2
1 = q1,

V 1
3 − vX2

3 − uY 2
3 = r1,

V 2
1 − sX2

1 − r2Y
2

1 = s,

V 2
3 − sX2

3 − r2Y
2

3 = u,

R1
1 +X2

3A1 +X2
2A2 + U1Y

2
3 −Q1

3 −X2
1B1 −X2

1B2 − Y 2
1 U3 = 0,

U1 + S1X
2
3 +R2

1Y
2

3 −Q2
3 − S3X

2
1 −R2

3Y
2

1 = 0,

D − C1 − C2 + V 1
1 + V 2

1 Y
2

3 − V 2
3 Y

2
1 = 0.

(3.41)

L’ensemble des éléments intégraux de dimension deux est une sous variété de codimension
sept de la grassmanienne.

Etape2 : Calcul des caractères de Cartan. Soit m̄ = (x̄i, ȳi, v̄i, q̄i, r̄i, s̄, ū) un point
de R12 et soit (X2

1 , X
2
3 , Y

2
1 , Y

2
3 , V

i
1 , V

i
3 , Q

i
1, Q

i
3, R

i
1, R

i
3, S1, S3, U1, U3) tels les relations (3.41)
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sont vérifiées. Soit E l’élément intégral correspondant. Posons :

α3 = dx2 −X2
1dx1 −X2

3dy1,

α4 = dy2 − Y 2
1 dx1 − Y 2

3 dy1,

α5 = dv1 − V 1
1 dx1 − V 1

3 dy1,

α6 = dv2 − V 2
1 dx1 − V 2

3 dy1,

α7 = dq1 −Q11dx1 −Q1
3dy1,

α8 = dq2 −Q2
1dx1 −Q2

3dy1,

α9 = dr1 −R1
1dx1 −R1

3dy1,

α10 = dr2 −R2
1dx1 −R2

3dy1,

α11 = ds− S1dx1 − S3dy1,

α12 = du−U1dx1 − U3dy1.

On complète par α1 = dx1 et α2 = dy1 pour obtenir une base de l’espace tangent à R12

en m̄. Dans cette base, on exprime les ωi en fonction des αi et on obtient :

ω2 = α3,

ω3 = α4,

ω5 = (α8 +X2
1α11 − S1α3 + Y 2

1 α10 −R2
1α4) ∧ α1

+(X2
3α11 − S3α3 + α12 + Y 2

3 α10 −R2
3α4) ∧ α2

+α11 ∧ α3 + α10 ∧ α4.

Evaluation de ω4 = dq1 ∧ dx1 + dv ∧ dx2 + dr1 ∧ dy1 + du ∧ dy2.
On a :

2dv = 2dq2 + (F1y1 − F2y2)du+ F2y1dr2 − F1y1dr1

+E1dx1 + E2dy1 + E3dx2 + E4dy2,

où les coéfficients Ei, (i = 1 . . . , 4) sont donnés par :

E1 = (uF1x1y1 + r2F2x1y1 − r1F1x1y2 − uF2x1y2),

E2 = (uF1y1y1 + r2F2y1y1 − r1F1y1y2 − uF2y1y2),

E3 = (uF1x2y1 + r2F2x2y1 − r1F1x2y2 − uF2x2y2),

E4 = (uF1y2y1 + r2F2y2y1 − r1F1y2y2 − uF2y2y2).

Donc :
dv ∧ dx2 = G1 ∧ dx1 +G2 ∧ dy1 +G3,
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où

G1 = X2
1α8 +

1

2
(F1y1 − F2y2)X

2
1α12 +

1

2
F2y1X

2
1α10

+
1

2
F1y1X

2
1α9 +

1

2
E4X

2
1α4 − (Q2

1 +
1

2
(F1y1 − F2y2)U1

+
1

2
F2y1R

2
1 +

1

2
E1 +

1

2
E4Y

2
1 ) ∧ α3,

G2 = X2
3α8 +

1

2
(F1y1 − F2y2)X

2
3α12 +

1

2
F2y1X

2
3α10

+
1

2
F1y1X

2
3α9 +

1

2
E4X

2
3α4 − (Q2

3 +
1

2
(F1y1 − F2y2)U3

+
1

2
F2y1R

2
1 +

1

2
E2 +

1

2
E4Y

2
3 ) ∧ α3,

G3 = α8 ∧ α3 +
1

2
(F1y1 − F2y2)α12 ∧ α3 +

1

2
F2y1α10 ∧ α3

+
1

2
F1y1α9 ∧ α3 +

1

2
α4 ∧ α3.

D’où l’expression de ω4 en fonction des αi, (i ≥ 3) est donnée par

ω4 = (α7 + Y 2
1 α12 − U1α4 +G1) ∧ α1 + (α9 + Y 2

3 α12 − U3α4 +G2) ∧ α2 +G3 + α4 ∧ α12.

Enfin nous exprimons ω1 en fonction des αi, (i = 1, . . . , 4).
En remplaçant u1 et u2 par leurs valeurs dans l’expression de ω1, on obtient :

ω1 = B1
1 ∧ α1 +B1

2 ∧ α2 +B1
3 ,

où B1
1 et B1

2 sont des combinaisons linéaires de αi avec i ≥ 3 et B1
3 est une combinaison

linéaire de monômes de la forme αi ∧ αj avec i, j ≥ 3 (voir en annexe pour le détail des
calculs). Faisons les notations suivantes :

B4
1 = α7 + Y 2

1 α12 − U1α4 +G1,

B4
2 = α9 + Y 2

3 α12 − U3α4 +G2,

B5
1 = α8 +X2

1α11 − S1α3 + Y 2
1 α10 −R2

1α4,

B5
2 = α12 +X2

3α11 − S3α3 + Y 2
3 α10 −R2

3α4.

Avec les notations précédentes, on a

ω2 = α2,

ω3 = α4,

ω1 = B1
1 ∧ α1 +B1

2 ∧ α2 +B1
3 ,

ω4 = B4
1 ∧ α1 +B4

2 ∧ α2 + α4 ∧ α12 +G3,

ω5 = B5
1 ∧ α1 +B5

2 ∧ α2 + α11 + α10 ∧ α4.
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Soit H0 et H∗1 les sous espaces de (Tm̄R11)
∗ défnis par :

H∗0 = vect(α3, α4),

H∗1 = vect(α3, α4, B
1
1 , B

4
1 , B

5
1).

Alors on a :

dimH∗0 = 2.

dimH∗1 = 5.

D’où
dimH∗0 + dimH∗1 = 2 + 5 = 7.

Ce qui correspond à la codimension de l’ensemble des éléments intégraux de dimension
deux. Donc le théorème de Cartan-Kähler s’applique. Ce qui prouve l’existence de variétés
intégrales de dimension deux.

3.3.4.1 Interprétation

Nous essayons maintenant de donner une interprétation de l’existence de variétés in-
tégrales de dimension deux. On considère le système (3.41) et on remplace la condition
dx1 ∧ dy1 6= 0 par la condition dx1 ∧ dx2 6= 0. Avec les mêmes arguments on montre
l’existence d’une variété intégrale N de dimension deux. N est localement le graphe d’une
fonction de R2 −→ R10. Donc yi, vi, qi, ri, s, u sont des fonctions de (x1, x2) qui vérifient le
système d’EDP suivant :

∂v1

∂x1

− q1 − r1
∂y1

∂x1

− u∂y2

∂x1

= 0,

∂v1

∂x2

− v − r1
∂y1

∂x2

− u∂y2

∂x2

= 0,

∂v2

∂x1

− q2 − s
∂y1

∂x1

− r2
∂y2

∂x1

= 0,

∂v2

∂x2

− s− u∂y1

∂x2

− r2
∂y2

∂x2

= 0,

∂u2

∂x1

− ∂u1

∂x2

+
∂v1

∂x1

∂y1

∂x2

− ∂v1

∂x2

∂y1

∂x1

+
∂v2

∂x1

∂y2

∂x2

− ∂v2

∂x2

∂y2

∂x1

= 0,

∂v

∂x1

− ∂q1

∂x2

+
∂r1

∂x1

∂y1

∂x2

− ∂r1

∂x2

∂y1

∂x1

+
∂u

∂x1

∂y2

∂x2

− ∂u

∂x2

∂y2

∂x1

= 0,

∂s

∂x1

− ∂q2

∂x2

+
∂u

∂x1

∂y1

∂x2

− ∂u

∂x2

∂y1

∂x1

+
∂r2

∂x1

∂y2

∂x2

− ∂r2

∂x2

∂y2

∂x1

= 0.

(3.42)
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3.3.5 Etude d’une EDP

Dans ce paragraphe, on résout par le théorème de Cartan-Kähler l’équation aux dŕivées
partielles suivante :

∂2L

∂x1∂y1

y1 +
∂2L

∂x2∂y1

y2 +
∂2L

∂y2
1

F1 +
∂2L

∂y2∂y1

F2 −
∂L

∂x1

= 0, (3.43)

où les foncts F1 et F2 sont définies et analytiques sur R4.

Théorème 3.3.1 (Existence de solutions.) Soit (x̄1, x̄2, ȳ1, ȳ2) ∈ R4. Alors il exsite
un voisinage ouvert U de (x̄1, x̄2, ȳ1, ȳ2) dans dans R4 et une fonction L définie et analy-
tique sur U solution de (3.43).

Preuve. La preuve se fera en trois étapes :

Etape1 : Système différentiel extérieur associé. Cette étape consiste à mettre l’équa-
tion (3.43) sous forme d’un système différentiel extérieur. Sur R11 on prend comme va-
riables canoniques (x1, x2, y1, y2, u, v1, v2, q1, q2, r1, r2) où ces variables seront interprétée
comme suit :

u2 =
∂L

∂x2

, vi =
∂L

∂yi
, qi =

∂2L

∂xi∂y1

, ri =
∂2L

∂yi∂y1

.

On pose :
u1 = q1y1 + q2y2 + r1F1 + r2F2

et on considère le système différentiel extérieur suivant :
ω1 = du1 ∧ dx1 + du2 ∧ dx2 + dv1 ∧ dy1 + dv2 ∧ dy2 = 0,
ω2 = dv1 − q1dx1 − q2dx2 − r1dy1 − r2dy2 = 0,
ω3 = dq1 ∧ dx1 + dq2 ∧ dx2 + dr1 ∧ dy1 + dr2 ∧ dy2 = 0,

dx1 ∧ dx2 ∧ dy1 ∧ dy2 6= 0.

(3.44)

Etape2 : Lien entre (3.44) et (3.43).

Lemme 3.3.1 Soit m̄ = (x̄1, x̄2, ȳ1, ȳ2, ū2, v̄i, q̄i, r̄i) ∈ R11. S’il existe une variété intégrale
analytique N ⊂ R11 de (3.44) de dimension quatre contenant m̄, alors il existe une
solution locale analytique L de (3.43) définie sur un voisinage de (x̄1, x̄2, ȳ1, ȳ2).

Preuve. Soit m̄ = (x̄1, x̄2, ȳ1, ȳ2, ū2, v̄i, q̄i, r̄i) un point de R11 tel que en ce point

dx1 ∧ dx2 ∧ dy1 ∧ dy2 6= 0

Soit N une variété intégrale de (3.44), de dimension quatre contenant m̄. Alors M est
localement le graphe d’une fonction ϕ : R4 −→ R7. C’est à dire il existe un voisinage W
de m̄ dans R11, un voisinage U de (x̄1, x̄2, ȳ1, ȳ2) tels que

W ∩M = {(x1, x2, y1, y2, ϕ(x1, x2, y1, y2)) (x1, x2, y1, y2) ∈ U}.
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En d’autres termes u2, vi, qi, ri sont toutes des fonctions de (x1, x2, y1, y2). D’une part
l’equation ω1 = 0 entraine, d’aprés le théoreme de Poincaré qu’il existe un voisinage U de
(x1, x2, y1, y2) et une fonction scalaire L : U −→ R tels que

dL = u1dx1 + u2dx2 + v1dy1 + v2dy2 sur U. (3.45)

Ce qui entraine :
∂L

∂x1

= u1, (3.46)

∂L

∂x2

= u2, (3.47)

∂L

∂y1

= v1, (3.48)

∂L

∂y2

= v2. (3.49)

D’autre part l’équation ω2 = 0 et les équations (3.46)− (3.49) entrainent :

∂v1

∂x1

=
∂2L

∂x1∂y1

= q1, (3.50)

∂v1

∂x2

=
∂2L

∂x2∂y1

= q2, (3.51)

∂v1

∂y1

=
∂2L

∂y2
1

= r1, (3.52)

∂v1

∂y2

=
∂2L

∂y2∂y1

= r2, (3.53)

Finalement, en utilisant les équations (3.50)− (3.53) et (3.46), on obtient :

∂2L

∂x1∂y1

y1 +
∂2L

∂x2∂y1

y2 +
∂2L

∂y2
1

F1 +
∂2L

∂y2∂y1

F2 −
∂L

∂x1

= 0.

Ce qui prouve que L est solution de (3.43) �

Etape3 : Existence de variétés intégrales. Dans cette dernière étape on montre
que le système différentiel extérieur (3.44) est intégrable.

Les formes différentielles ω1, ω2 et ω3 engendrent un idéal différentiel car dω1 = 0, dω2 = ω3

et dω3 = 0. On linéarise u2, vi, di, ri comme fonctions de x1, x2, y1, y2 comme suit :

du2 = U1dx1 + U2dx2 + U3dy1 + U4dy2,

dvi = V i
1dx1 + V i

2dx2 + V i
3dy1 + V i

4dy2,

dqi = Qi
1dx1 + V Qi

2dx2 +Qi
3dy1 +Qi

4dy2,

dri = Ri
1dx1 +Ri

2dx2 +Ri
3dy1 +Ri

4dy2.
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58 Problème de Douglas

En substituant du2, dvi, dqi et dri dans le système (3.44), il s’en suit :
l’équation ω2 = 0 entraine :

V 1
1 = q1, V

1
2 = q2, V

1
3 = r1, V

1
4 = r2. (3.54)

Des équations ω1 = 0 et ω3 = 0 on en déduit les relations suivantes :

y1Q
1
2 + y2Q

2
2 + F1R

1
2 + F2R

2
2 − U1 = −r1F1x2 − r2F2x2

y1Q
1
3 + y2Q

2
3 + F1R

1
3 + F2R

2
3 − V 1

1 = −q1 − r1F1y1 − r2F2y1 ,

y1Q
1
4 + y2Q

2
4 + F1R

1
4 + F2R

2
4 − V 2

1 = −q2 − br1F1y2 − r2F2y2 ,

U3 − V 1
2 = 0,

U4 − V 2
2 = 0,

V 1
4 − V 2

3 = 0,

Q2
1 −Q1

2 = 0,

R1
1 −Q1

3 = 0,

R2
1 −Q1

4 = 0,

R1
2 −Q2

3 = 0,

R2
2 −Q2

4 = 0,

R2
3 −R1

4 = 0.

(3.55)

Un élément intégral est donc défini par le choix de 28 paramètres (Ui, V
1
i , V

2
i , Q

1
i , Q

2
i , R

1
i , R

2
i )

vérifiant les 16 relations linéairement indépendantes définies par (3.54) et (3.55). Donc
l’ensemble des éléments intégraux du système (3.44) est une sous variété dans la gram-
smanienne de codimension 16.

Soit m̄ = (x̄1, x2, y1, y2, u2, vi, qi, ri) ∈ R11 et soit (Ui, V
1
i , V

2
i , Q

1
i , Q

2
i , R

1
i , R

2
i ) tels que les

relations (3.54) et (3.55) sont vérifiées. Soit Ē l’élément intégral correspondant. On va
montrer que (m̄, Ē) est ordinaire au sens de Cartan. Pour cela on définit les formes diffé-
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59 Problème de Douglas

rentielles suivantes :

α5 = dv1 − V 1
1 dx1 − V 1

2 dx2 − V 1
3 dy1 − V 1

4 dy2,

α6 = dv2 − V 2
1 dx1 − V 2

2 dx2 − V 2
3 dy1 − V 2

4 dy2,

α7 = dq1 −Q1
1dx1 −Q1

2dx2 −Q1
3dy1 −Q1

4dy2,

α8 = dq2 −Q2
1dx1 −Q2

2dx2 −Q2
3dy1 −Q2

4dy2,

α9 = dr1 −R1
1dx1 −R1

2dx2 −R1
3dy1 −R1

4dy2,

α10 = dr2 −R2
1dx1 −R2

2dx2 −R2
3dy1 −R2

4dy2

α11 = du2 − U1dx1 − U2dx2 − U3dy1 − U4dy2.

Ensuite, on les complète par α1 = dx1, α2 = dx2, α3 = dy1 et α4 = dy2 pour obtenir une
base de l’espace tangent à R11 en m̄. En substituant du2, dvi, dqi, dri dans ωi, on obtient :

ω1 = A ∧ dx1 + α11 ∧ dx2 + α5 ∧ dy1 + α6 ∧ dy2,

ω2 = α5,

ω3 = α7 ∧ dx1 + α8 ∧ dx2 + α9 ∧ dy1 + α10 ∧ dy2,

où
A = y1α7 + y2α8 + F1α9 + F2α10.

On définit les sous espaces H∗0 , H∗1 , H∗2 , H∗3 de T ∗mR11 par :

H∗0 = Vect(α5),

H∗1 = Vect(α5, α7, A),

H∗2 = Vect(α5, α7, A, α11, α8),

H∗3 = Vect(α5, α7, A, α11, α8, α6, α10)

On définit :

c0 = dimH∗0 = 1,

c1 = dimH∗1 = 3,

c2 = dimH∗2 = 5,

c3 = dimH∗3 = 7.

D’óu on a :
c0 + c1 + c2 + c3 = 16.

Ce qui correspond exactement à la codimension de l’ensemble des éléments intégaux. Donc
d’aprés le théorème de Cartan-Kähler, il existe une varièté intégraleN de dimension quatre
contenant m telle que

TmN = E.
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CHAPITRE 4

Problème inverse en calcul des variations

4.1 Introduction
Pour T > 0, soit I = [0, T ] un intervalle de R et f ∈ L2(I). On considère le problème de
calcul des variations suivant :

(Pf )


inf Jf (u),

u ∈ H1(I, )

u(0) = u0, u(T ) = u1,

(4.1)

où
H1(I) = {u ∈ L2(I) , u′ ∈ L2(I)}, (4.2)

et

Jf (u) =

∫ T

0

[
L(
du

dt
)− f(t)u(t)

]
dt. (4.3)

Moyennant certaines hypothèses sur le Lagragian L, le problème (Pf ) admet une unique
solution notée uf ∈ H1(I). Soit G l’opérateur défini de L2(I) dans L2(I) par :

G(f) = u̇f , ∀ f ∈ L2(I), (4.4)

où u̇f désigne la dérivée de uf par rapport à t.

Dans ce chapitre, on montre que si la foncton L est régulière (par exemple de classe C2

sur R) et si elle vérifie certaines conditions de croissance, alors l’opérateur G défini de
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61 Problème inverse en calcul des variations

L2(I) dans L2(I) par (4.4) est différentiable au sens de Frechet. Inversement, étant donné
un opérateur

G : L2(I)→ L2(I)

différentiable, on donnera des conditions nécessaires et suffisantes sur G garantissant
l’existence d’un Lagragian L : R→ R, de classe C2 telle :∫ T

0

[
L(
duf
dt

)− f(t)uf (t)

]
dt = inf

u

{∫ T

0

[
L(
du

dt
)− f(t)u(t)

]
dt

}
∀ f ∈ L2(I),

où

uf (t) = u0 +

∫ t

0

G(f)(s) ds, ∀ t ∈ [0, T ]. (4.5)

En d’autres termes, on cherche une fonction L définie sur R, de classe C2 et strictement
convexe telle pour tout f dans L2(I), la fonction uf donnée par (4.5) soit l’unique solution
de l’équation d’Euler Lagrange

d

dt
[L′(u̇f (t))] = f(t), p.p t ∈ [0, T ].

4.2 Un résultat de régularité
On considère le problème (Pf ) et on fait les hypothèses suivantes :

L : R→ R, est C2 sur R;
∃ a, b ∈ R+ | |L′(w)| ≤ a+ b|w|, ∀w ∈ R;
∃ k0, k, > 0, | k0 ≤ L′′(w) ≤ k1 ∀w ∈ R.

(4.6)

Théorème 4.2.1 Sous les hypothèses (4.6), pour tout f ∈ L2(I), le problème (Pf ) admet
une unique solution notée uf ∈ H1(I) et de plus l’application G définie de L2(I) dans
L2(I) par (4.4) est différentiable au sens de Frechet sur L2(I).

Pour la preuve de l’existence, vous pouvez consulter Ekeland-Turnbull, [22].
Avant de prouver la régularité de l’opérateur G, nous commençons d’abord par reformuler
le problème (Pf ) et ensuite énoncer quelques résultats préliminaires qui nous seront utiles
dans la suite.

4.2.1 Préliminaires

Soit E, le sous-ensemble de L2(I) défini par :

E = {v ∈ L2(I) |
∫ T

0

v(s) ds = u1 − u0} (4.7)
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62 Problème inverse en calcul des variations

Soit v ∈ L2(I) on pose :

xv(t) := u0 +

∫ t

0

v(s) ds

Alors pour tout v ∈ E, on xv(0) = u0, xv(T ) = u1 et de plus :

ẋv(t) = v(t) p.p t ∈ [0, T ].

On introduit les fonctions φ et Ψ définies sur L2(I) par :

Ψ(v) =

∫ T

0

L(v(t)) dt, ∀ v ∈ L2(I),

φ(v) =

∫ T

0

f(t)xv(t) dt, ∀ v ∈ L2(I).

Ainsi le problème (Pf ) prend la forme suivante :

inf
v∈E

J(v), (4.8)

où J(v) est la fonctionnelle définie de L2(I) dans R par :

J(v) = Ψ(v) + φ(v). (4.9)

Proposition 4.2.1 (Krasnoselskii) Soient Ω un ouvert de Rn et g : Ω × Rk −→ R
satisfaisant :

∀η ∈ Rk, x → g(x, η) est mesurable,
pour presque tout x ∈ Ω, η → g(x, η) est continue.

Pour toute fonction mesurable u : Ω→ Rk, soit G(u) la fonction mesurable définie par :

G(u)(x) = g(x, u(x)), ∀x ∈ Ω.

S’il existe p, r ∈ [1,+∞[ tels que G(u) ∈ Lr(Ω) pour tout u ∈ Lp(Ω), alors G est continue
de Lp(Ω) dans Lr(Ω).

Preuve.
Soit un une suite de Lp(Ω;Rk) telle que ‖un − u‖Lp(Ω;Rk) → 0. On montre qu’il existe
une suite extraite (unk

) de (un) telle que ‖G(unk
) − G(u)‖Lp(Ω) → 0, ce qui prouve la

proposition. On définit h : Ω× Rk → R+ par :

h(x, η) = |g(x, η + u(x))− g(x, u(x))|r.

Soit (unk
) une suite extraite de (un) telle que ‖unk

− u‖Lp(Ω;Rk) ≤
1

2k
et soit vk = unk

− u.
Donc on peut supposer que vk(x)→ 0 presque partout sur Ω (quitte à prendre une suite
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63 Problème inverse en calcul des variations

extraite) et par continuité de g par rapport à son deuxième argument, h(x, vk(x)) → 0.
Comme h(x) ≥ 0 presque partout sur Ω, il existe une suite d’entier k(x) telle que :

sup
k
h(x, vk(x)) = h(x, vk(x)(x)).

Soit v(x) = vk(x). Alors la fonction x→ v(x) est mesurable et de plus∫
Ω

‖v(x)‖pRk dx ≤
∫

Ω

sup
k
‖vk(x)‖pRk dx ≤

∑
k

‖vk‖pLp(Ω;Rk)
< +∞.

Donc v ∈ Lp(Ω;Rk). En utilisant l’hypothèse sur G et le fait que v ∈ Lp(Ω;Rk), on en
déduit que la fonction x → h(x, v(x)) appartient à L1(Ω). Le théorème de convergence
dominée de Lebesgue et l’inégalité :

h(x, vk(x)) dx ≤ h(x, v(x))

entrainent ∫
Ω

h(x, vk(x)) dx → 0.

Ce qui prouve que G(unk
)→ G(u) dans Lr(Ω) �

Lemme 4.2.1 On suppose que les hypothèses du théorème 4.2.1 sont vérifiées. Alors il
existe des constantes a1 ∈ R+, b1 > 0 telles que :

|L(w)| ≤ a1 + b1|w|2, ∀w ∈ R. (4.10)

Preuve. Voir [22].

Lemme 4.2.2 Soit w : Rn −→ R différentiable telle que :

∃ a, b ∈ R+, p > 1 | ‖w′(x)‖ ≤ a+ b‖x‖p−1, ∀x ∈ Rn (4.11)

Soit Ω une partie mesurable de Rk de mesure finie. Alors l’application

φw : Lp(Ω,Rn) −→ R

définie par :

φw(x) =

∫
Ω

w(x(t)) dt, ∀x ∈ Lp(Ω,Rn)

est dérivable au sens de Gâteau et de plus on a :

φ
′

w(x) = w′(x), ∀x ∈ Lp(Ω,Rn)

63



64 Problème inverse en calcul des variations

Preuve. Soient k, z ∈ Rn. Comme w est différentiable on a :

lim
s→0

w(z + sk)− w(z)

s
= w′(z) · k

D’aprés le théorème des accroissements finis, il existe θ ∈]0, 1[ tel que :

w(z + sk)− w(z) = w′(z + sθk) · (sk)

Soit |s| ≤ c pour une constante c positive, alors on a :∣∣∣∣w(z + sk)− w(z)

s

∣∣∣∣ ≤ c|w′(z + θsk) · k|

L’inégalité de Cauchy-Schwarz et (4.11) entrainent , qu’il existe une constante réelle po-
sitive notée Cp telle :∣∣∣∣w(z + sk)− w(z)

s

∣∣∣∣ ≤ Cp
(
‖k‖+ ‖k‖.‖z‖p−1 + ‖k‖p

)
, ∀ k, z ∈ Rn. (4.12)

De (4.12) on en déduit : ∀ |s| ≤ c, ∀ t ∈ Ω et ∀ x, y ∈ Lp(Ω;Rn)∣∣∣∣w(x(t) + sy(t))− w(x(t))

s

∣∣∣∣ ≤ C(p)
(
‖y(t)‖+ ‖y(t)‖.‖x(t)‖p−1 + ‖y(t)‖p

)
.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz on montre que l ’application :

t ∈ Ω −→ ‖y(t)‖+ ‖y(t)‖.‖x(t)‖p−1 + ‖y(t)‖p

est intégrable sur Ω. Donc le théorème de convergence dominée de Lebesgue :

lim
s→0

φw(x+ sy)− φw(x)

s
= lim

s→0

∫
Ω

w(x(t) + sy(t))− w(x(t))

s
dt

=

∫
Ω

y(t).w′(x(t)) dt

L’inégalité (4.11) implique que w′(x) ∈ Lq(Ω;Rn), ∀x ∈ Lp(Ω;Rn) où q est le conjugué
de p. Par conséquent l’application définie de Lp(Ω;Rn) dans R par :

y −→
∫

Ω

y(t)w′(x(t)) dt

est linéaire et continue. Et enfin le théorème de Riesz entraine que :

φ′w(x) = w′(x), ∀x ∈ Lp(Ω;Rn).�
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Lemme 4.2.3 Sous les hypothèses (4.6), Ψ est de classe C2 sur L2(I) et de plus on a :

Ψ”(v)(k, h) =

∫ T

0

L
′′
(v(t))k(t)h(t) dt, ∀ v, k, h ∈ L2(I)

En outre, pour v̄ ∈ L2(I), l’application Tv̄ définie de L2(I) dans L(L2(I),R) par :

Tv̄(h) = Ψ”(v̄) · h, ∀h ∈ L2(I) (4.13)

est non dégénéré.

Preuve. D’aprés (4.6) , L est C2 et L′ vérifie :

|L′(w)| ≤ a+ b|w|, ∀w ∈ R. (4.14)

donc le lemme 4.2.2 entraine que Ψ est Gâteau différentiable avec :

Ψ′(v) = L′(v), ∀v ∈ L2(I).

L’inégalité (4.14) implique que L′(v) ∈ L2(I) ∀ v ∈ L2(I) et donc la proposition (4.2.1)
entraine que l’application définie de L2(I) dans L2(I) par :

v −→ L′(v)

est continue sur L2(I). Ce qui montre que Ψ est C1 sur L2(I) .
Soient maintenant v, k et h dans L2(I). En utilisant le fait que :

|L′′(w)| ≤ k1, ∀ w ∈ R (4.15)

et le théorème de la convergence dominée, on obtient :

lim
t→0

Ψ′(v + tw)− Ψ′(v)

t
.h = lim

t→0

∫ T

0

L′(v(s) + tw(s))− L′(v(s))

t
h(s) ds

=

∫ T

0

L
′′
(v(s))k(s)h(s) ds.

D’une part l’inégalité (4.15) entraine que :

L′′(v) ∈ L∞(I), ∀v ∈ L2(I),

d’autre part
k.h ∈ L1(I), ∀ k, h ∈ L2(I)

Donc
L′′(v).k.h ∈ L1(I), ∀ v, k, h ∈ L2(I)
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66 Problème inverse en calcul des variations

D’ où l’application :

(k, h) −→
∫ T

0

L′′(v(s))k(s)h(s) ds

définit une forme bilinéaire continue de L2(I) × L2(I) dans R. Ce qui prouve donc que
Ψ′ est dérivable et de plus on a :

Ψ”(v)k.h =

∫ T

0

L′′(v(s))k(s)h(s) ds, ∀v, k, h ∈ L2(I)

Par les mêmes arguments on montre l’application v → Ψ
′′
(v) est continue d’où v −→

Ψ(v) est de classe C2 sur L2(I).

Pour terminer nous allons montrer que pour tout v̄ ∈ L2(I), l’application Tv̄ est non
dégénéré. Soit h ∈ L2(I) tel que

Tv̄(h) = Ψ”(v̄) · h = 0

Donc on a :
c0‖h‖2

L2(I) ≤ Ψ”(v̄) · h · h = 0

d’où h = 0 et par conséquent Tv̄ est injective.

Pour la surjection, on montre que Tv̄ est à image fermée et dense dans L(L2(I),R).
En effet soit (vn) une suite L2(I) telle que Tv̄(vn) → ϕ dans L(L2(I),R). Soit n,m ∈ N,
alors on a :

c0‖un − um‖2
L2(I) ≤ Tv̄(un − um) · (un − um) ≤ ‖Tv̄(un − um)‖L(L2(I),R) ‖un − um‖L2(I)

ce qui entraine que (un) est de Cauchy dans 2(I) et donc elle converge dans L2(I) vers v.
D’où par continuité de Tv̄ on obtient ϕ = Tv̄(v) ce qui entraine que ImTv̄ est fermé dans
L(L2(I),R).

Soit v ∈ (Im(Tv̄))
⊥, donc ∀u ∈ L2I on a Tv̄(u) · v = 0. En particulier Tv̄(v) · v = 0 ce

qui implique que v = 0 et par conséquent on a :

(Im(Tv̄))
⊥ = {0}

Comme Im(Tv̄) est fermé, on en déduit que l’application Tv̄ est surjective et donc elle est
bijective.�
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4.2.2 Preuve du théorème 4.2.1

On interpréte d’ abord le problème (4.8) comme un problème d’optimisation avec
contraines d’égalité et ensuite écrire les conditions d’optimalité du premier ordre. Pour ce
faire on introduit l’application F définie de L2(I) dans R par :

F (v) =

∫ T

0

v(s) ds

de sorte que l’ensemble E des contraintes devient :

E = {v ∈ L2(I) | F (v) = u1 − u0}

Ainsi le problème (4.8) s’écrit sous la forme :
inf J(v) := [ Ψ(v) + φ(v)]
v ∈ L2(I)
F (v) = u1 − u0

(4.16)

Pour f ∈ L2(I), on fait la notation suivante :

Pf(t) =

∫ t

0

f(s) ds

En faisant une intégration par parties, on peut réécrire J(v) sous la forme :

J(v) = Ψ(v) + Pf(0)u0 − Pf(T )u1 +

∫ T

0

Pf(s)v(s) ds, ∀ v ∈ L2(I)

donc

J ′(v).u =

∫ T

0

L′(v(s))u(s) ds+

∫ T

0

Pf(s)u(s) ds, ∀ v, u ∈ L2(I).

L’application F est linéaire donc Frechet-différentiable et de plus on a :

F ′(v) = F 6= 0 ∀ v ∈ L2(I)

Maintenant on peut écrire les conditions d’optimalité du premier ordre de Lagrange du
problème (4.16) : si v est solution de (4.16), alors il existe un multiplicateur de Lagrange
noté λ ∈ R tel que : 

J ′(v) + λ F = 0

F (v) = u1 − u0

(4.17)
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Soit f̄ ∈ L2(I) fixé. Soit v̄ et λ̄ la solution et le multiplicateur de Lagrange associés à f̄ .
On a donc G(f̄) = v̄ et 

J ′(v̄) + λ̄ F = 0

F (v̄) = u1 − u0

(4.18)

Soit H l’application définie de L2(I)× R× L2(I) à valeurs dans L(L2(I),R)× R par :

H(v, λ, f) =

 J ′(v) + λ F

F (v) + u0 − u1

 , ∀ (v, λ, f) ∈ L2(I)× R× L2(I). (4.19)

Alors on a :
H(v̄, λ̄, f̄) = 0 (4.20)

On note par Hv,λ la dérivée de H par rapport à v et λ. Donc on peut écrire Hv,λ(v̄, λ̄, f̄)
sous la forme :

Hv,λ(v̄, λ̄, f̄) =

(
Ψ”(v̄) F
F 0

)
(4.21)

On va montrer que l’opérateur Hv,λ(v̄, λ̄, f̄) définie sur L2(I) × R est non dégénérée. En
effet soit (v, λ) ∈ L2(I)× R tel que :

Ψ”(v̄) · v + λ F = 0 (4.22)
F (v) = 0 (4.23)

En multipliant par v dans (4.22) et en utilisant (4.23) on obtient :

c0‖v‖2
L2(I) ≤ Ψ”(v̄) · v · v = 0.

ce qui entraine que v = 0. En le repportant dans (4.22) on déduit que λ = 0. Ce qui
prouve l’injectivité.

On se donne maintenant (ϕ, β),∈ L(L2(I),R) × R et on cherche (v, λ) ∈ L2(I) × R
tel que :

Ψ”(v̄) · v + λ F = ϕ (4.24)
F (v) = β (4.25)

Puisque Ψ”(v̄) est non dégénérée (voir le lemme 4.2.3), on peut exprimer v en fonction
λ à partir (4.24) et on le repporte dans (4.25). Ce qui donne

v = Ψ”(v̄)−1(ϕ)− λ Ψ”(v̄)−1( F ) (4.26)
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69 Problème inverse en calcul des variations

F
(

Ψ”(v̄)−1(ϕ)
)
− λ F

(
Ψ”(v̄)−1( F )

)
= β (4.27)

L’équation (4.27) donne λ si
F
(

Ψ”(v̄)−1( F )
)
6= 0 (4.28)

et c ’est exactement le cas. Pour cet effet posons :

w = Ψ”(v̄)−1( F ) (4.29)

alors w est non nul car F est non nul et Ψ”(v̄) est bijective. De (4.29) on en déduit :

F = Ψ”(v̄)(w) (4.30)

En l’utilisant dans (4.28), on obtient :

F
(

Ψ”(v̄)−1( F )
)

= Ψ”(v̄) · w · w ≥ c0‖w‖2
L2(I) > 0 (4.31)

ce qui prouve la surjectivité. Donc le théorème des fonctions implicites s’applique au point
(v̄, λ̄, f̄). D’où il existe un voisinage ouvert U de f̄ dans L2(I) et une unique fonction
Θ = ( Θ1, Θ2) définie et différentiable sur U à valeurs dans L2(I)× R tels que :

Θ(f̄) = (v̄, λ̄) (4.32)
H( Θ(f), f) = 0, ∀ f ∈ U (4.33)

De l’unicité de Θ, on en déduit que G = Θ1 sur U car la fonction ( G, Θ2) vérifie (4.33)
sur U où G est la fonction définie par (4.4). Ce qui prouve la différentiabilité de G.�
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70 Problème inverse en calcul des variations

4.3 Conditions nécessaires et suffisantes

4.3.1 Conditions nécessaires

Théorème 4.3.1 Sous l’hypothèse (4.6), il existe une fonction A : R → R, continue et
positive, une fonction ϕ : L2(I)→ R différentiable vérifiant :

Df [ G(f)(t)] = A

(∫ t

0

f(s) ds+ ϕ(f)

)[
X[0,t] + ϕ′(f)

]
∀ f ∈ L2(I), ∀ t ∈ I.

(4.34)

∫ T

0

G(f) ds = u1 − u0, ∀ f ∈ L2(I). (4.35)

En outre on a :
G(0)(t) = u0, pour presque tout t ∈ I. (4.36)

Où pour tout t ∈ I, Df [ G(f)(t)] désigne la dérivée par rapport à f de l’application :

f ∈ L2(I)→ G(f)(t)

Preuve. Soit G : L2(I) −→ L2(I) telle : ∀f ∈ L2(I)

uf (t) := u0 +

∫ t

0

G(f)(s) ds, ∀t ∈ [0, T ]

soit l’unique solution de (Pf ). Donc pour tout f ∈ L2(I), uf satisfait l’équation d’Euler-
Lagrange :

d

dt
[L′( G(f)(t))] = f(t), ∀t ∈ [0, T ] (4.37)

ou encore, il existe une fonction ϕ : L2(I)→ R dérivable telle que :

L′( G(f)(t)) = ϕ(f) +

∫ t

0

f(s) ds, ∀ f ∈ L2(I), ∀ t ∈ I, (4.38)

ϕ(f) = L′( G(f)(0)), ∀ f ∈ L2(I). (4.39)

D’aprés l’hypothèse (4.6), L est C2 et strictement convexe sur I, donc sa dérivée L′ est
inversible et de plus grâce à l’identité de Fenchel on a :

(L′)−1 = (L∗)
′

(4.40)

où L∗ est la transformé de Fenchel de L. En le repportant dans (4.38) on obtient :

G(f)(t) = (L∗)′
(∫ t

0

f(s) ds+ ϕ(f)

)
, ∀ f ∈ L2(I) ∀ t ∈ [0, T ] (4.41)
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71 Problème inverse en calcul des variations

Pour t fixé dans [0, 1], en différentiant (4.41) par rapport à f , on obtient :

Df [ G(f)(t)] · h = (L∗)
′′
(∫ t

0

f(s) ds+ ϕ(f)

)[∫ t

0

h(s) ds+ < ϕ′(f), h >

]
∀ f, h ∈ L2(I), ∀ t ∈ I.

On pose : A = (L∗)”. Alors A est continue et positive puisse que L est C2 et strictement
convexe et on a :

Df [ G(f)(t)] = A

(∫ t

0

f(s) ds+ ϕ(f)

)(
X[0,t] + ϕ′(f)

)
, ∀ t ∈ [0, T ], ∀ f ∈ L2(I).

où X[0,t] est la fonction caractéristique de [0, t].

Soit u la solution associée à f = 0, elle vérifie donc :

d

dt
L′(u̇) = 0 (4.42)

ce qui implique que l’application t→ L′(u̇(t)) est constante sur I. Comme L′ est inversible,
on en déduit que u̇ est constante presque partout sur I. Il existe donc une constante c0 ∈ R
telle que u̇(t) = c0 pour presque tout t ∈ I. En utilisant le fait que u(0) = u0 et u(T ) = u1,
on retrouve (4.36). Pour terminer, on remarque que (4.35) est juste une conséquence de
la définition de l’opérateur G.�

4.3.2 Conditions suffisantes

Théorème 4.3.2 Soitent u0, u1 ∈ R et T > 0 un nombre réel strictement positif. On
pose I = [0, T ]. Soit G un opérateur défini et différentiable de L2(I) dans L2(I) vérifiant :∫ T

0

G(f)(t) dt = u1 − u0, ∀ f ∈ L2(I) (4.43)

et il existe une constante G0 ∈ R telle que :

G(0)(t) = G0, pour presque tout t ∈ I. (4.44)

On suppose qu’il existe une fonction A : R → R continue et strictement positive, une
fonction ϕ : L2(I)→ R Fréchet-différentiable telles que :

Df [ G(f)(t)] = A

(∫ t

0

f(s) ds+ ϕ(f)

)(
X[0,t] + ϕ′(f)

)
, ∀ f ∈ L2(I), ∀ t. (4.45)
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Alors il existe une fonction L définie sur R, de classe C2 et convexe telle que : pour
f ∈ L2(I), la fonction de H1(I), uf définie par :

uf (t) = u0 +

∫ t

0

G(f)(s) ds (4.46)

est solution du problème de calcul des variations : inf
u

∫ T

0

[
L(
du

dt
)− f(t)u(t)

]
dt

u(0) = u0, u(T ) = u1

(4.47)

Preuve. Soit K une solution de :
K”(t) = A(t) sur R

K ′(ϕ(0)) = G0.
(4.48)

Donc K est C2 et strictement convexe sur R. Par conséquent (4.45) devient :

Df [ G(f)(t)] = K”

(∫ t

0

f(s) ds+ ϕ(f)

)(
X[0,t] + ϕ′(f)

)
, ∀ f ∈ L2(I), ∀ t. (4.49)

Donc il existe c(t) ∈ R tel que :

G(f)(t) = K ′
(∫ t

0

f(s) ds+ ϕ(f)

)
+ c(t) ∀ f ∈ L2(I), ∀ t ∈ I. (4.50)

En utilisant (4.48) et (4.44), on en déduit que c(t) = 0. Pour cet effet prenons f = 0 dans
(4.50), on obtient alors

c(t) = G(0)(t)−K ′(ϕ(0)) = 0, ∀ t ∈ I. (4.51)

K étant convexe donc il existe une fonction L au moins de classe C2 telle que L∗ = K,
où L∗ est la transformée de Fenchel de L. De plus K ′ est inversible et on a :

(K ′)
−1

= L′. (4.52)

En repportant (4.52) dans (4.50), on aboutit à :

L′ ( G(f)(t)) =

∫ t

0

f(s) ds+ ϕ(f), ∀ f ∈ L2(I), ∀ t ∈ I (4.53)

ou encore
d

dt
[L′( G(f)(t))] = f(t), pour presque tout t ∈ I. (4.54)

Donc pour tout f ∈ L2(I), la fonction uf définie par (4.46) vérifie l’équation d’Euler-
Lagrange associée au problème (4.47). Comme la fonction L est convexe donc uf est
solution de (4.47). Ce qui prouve le théorème. �
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Conclusion

Dans cette ths̀e, nous avons abordé trois types de problèmes inverses qui apparaissent
en économie et en calcul des variations.

Dans le premier chapitre, nous avons fait un bréf rappel des résultats de base du cal-
cul différentiel extérieur qui, aujourd ’hui est devenu un outil puissant dans la résolution
de beaucoup problèmes d’économie mathématique.

Dans le deuxième chapitre, nous avons étudié le problème de Sonnenschein dans une
économie où il y a moins d’agents que de biens dans le marché. Dans le cas analytique,
grâce à la théorie de Cartan, nous avons obtenu un résultat local, c’est-à-dire, étant donné
un champs de vecteurs X, défini et analytique sur un voisinage d’un point p̄ >> 0 de Rn et
un entier naturel K < n (représentant le nombre d’agents), nous avons donné des condi-
tions nécessaires et suffisantes sur X pour pour qu’il existe K fonctions de demandes
individuelles x1, . . . , xK telles que sur un voisinage de p̄ on a :

X(p) = x1(p) + . . .+ xK(p) (4.55)

Les arguments développés ici ne sont pas transposables dans le cas où X est C∞ et non
analytique. Cela résulte du fait que l’application du théorème de Cartan-Kähler nécessite
des données analyiques. Nous espérons pouvoir résoudre le cas non analytique dans des
travaux ultérieurs.

Le troisième chapitre a éte consacré à l’étude du problème de Douglas. L’idée a été d’abord
d’interpréter le système d’équations aux dérivées partielles (3.4) comme un système diffé-
rentiel extérieur et en suite d’appliquer le théorème de Cartan-Kähler. Dans le cas de la
dimension un, on retrouve le résultat de Bolza (voir [4]). Dans le cas de la dimension deux,
nous n’avons pas obtenu les résultats atendus, mais l’utilisation de Cartan-Kähler nous a
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révélé que l’introduction de l’equation (3.19) dans le système (3.18) était nécessaire pour
trouver à (3.18) un système differentiel extérieur qui lui est équivalent. De cette étude, on
peut en déduire que la classification des courbes extrémales vérifiant (3.16) repose essen-
tiellement sur l’étude du rang du système linéaire formé par les équations de RL1,RL2 et
RL2 et de la dimension des sous espaces H∗0 , H∗1 , H∗2 et H∗3 en fonction de F1 et de F2.

Dans le quatrième et dernier chapitre, nous avons étudié dans un cas simple, un problème
inverse en calcul des variations. Nous avons donné une caractérisation de l’opérateur qui,
au second membre d’une équation aux dérivées partielles non linéaire, associe la solution.
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Annexe

4.4 Preuve des relations RL3
Elles proviennent de l’equation ω1 = 0 où

ω1 = du1 ∧ dx1 + du2 ∧ dx2 + dv1 ∧ dy1 + dv2 ∧ dy2

4.4.1 Etape1 : Evaluation de du1 ∧ dx1

u1 = q1y1 + vy2 + r1F1 + uF2

donc
du1 = y1dq1 + y2dv + F1dr1 + F2du+ q1dy1 + vdy2 + r1dF1 + udF2

du1 ∧ dx1 = y1dq1 ∧ dx1 + y2dv ∧ dx1 + F1dr1 ∧ dx1 + F2du ∧ dx1 + q1dy1 ∧ dx1

vdy2 ∧ dx1 + r1dF1 ∧ dx1 + udF2 ∧ dx1

En développant l’expression de dv ∧ dx1 on obtient alors :

2dv ∧ dx1 = A0dx2 ∧ dx1 +B0y1 ∧ dx1 + C0dy2 ∧ dx1

où A0, B0 et C0 sont donnés par :

A0 = 2Q2
2 + (F1y1 − F2y2)U2 + F2y1R

2
2 − F1y2R

1
2 + u(F1y1x2−F2y2x2

) + r2F2y1x2 − r1F1y2x2

B0 = 2Q2
3 + (F1y1 − F2y2)U3 + F2y1R

2
3 − F1y2R

1
3 + u(F1y1y1−F2y2y1

) + r2F2y1y1 − r1F1y2y1

C0 = 2Q2
4 + (F1y1 − F2y2)U4 + F2y1R

2
4 − F1y2R

1
4 + u(F1y1y2−F2y2y2

) + r2F2y1y2 − r1F1y2y2
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On en déduit donc l’expression de du1 ∧ dx1.

du1 ∧ dx1 = A1dx2 ∧ dx1 +B1dy1 ∧ dx1 + C1dy2 ∧ dx1

avec :

A1 = y1Q
1
2 +

1

2
(y2A0) + F1R

1
2 + F2U2 + r1F1x2 + uF2x2

B1 = y1Q
1
3 +

1

2
(y2B0) + F1R

1
3 + F2U3 + r1F1y1 + uF2y1 + q1

C1 = y1Q
1
2 +

1

2
(y2C0) + F1R

1
4 + F2U4 + r1F1y2 + uF2y2 + v

4.4.2 Etape1 : Evaluation de du2 ∧ dx2

u2 = q2y1 + sy2 + uF1 + r2F2

On a :
du2 ∧ dx2 = A2dx1 ∧ dx2 +B2dy1 ∧ dx2 + C2dy2 ∧ dx2

où les coeficients A2, B2 et C2 sont données par :

A2 = y1Q
2
1 + y2S2 + F1U1 + F2R

2
1 + uF1x1 + r2F2x1

B2 = y1Q
2
3 + y2S3 + F1U3 + F2R

2
3 + uF1y1 + r2F2y1 + q2

C2 = y1Q
2
4 + y2S4 + F1U4 + F2R

2
4 + uF1y2 + r2F2y2

On a :
dv1 ∧ dy1 = V 1

1 dx1 ∧ dy1 + V 1
2 dx2 ∧ dy1 + V 1

4 dy2 ∧ dy1

dv2 ∧ dy2 = V 2
1 dx1 ∧ dy2 + V 2

2 dx2 ∧ dy2 + V 2
3 dy1 ∧ dy2

donc en remplaçant dans ω1 chaque terme par sa valeur on obtient :

ω1 = (A1−A2)dx2∧dx1+(B1−V 1
1 )dy1∧dx1+(C1−V 2

1 )dy1∧dx2+(B2−V 1
2 )dy1∧dx2+(C2−V 2

2 )

donc ω1 = 0 entraine : 
A1 − A2 = 0
B1 − V 1

1 = 0
C1 − V 2

1 = 0
B2 − V 1

2 = 0
C2 − V 2

2 = 0
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4.5 Idées de la preuve du théorème 2.3.1
On se donne un champ de vecteurs X : Rn → Rn, on cherche des fonctions λ1, . . . , λn

strictement négatives, des fonctions V 1, . . . , V n strictement convexes telles que :

X(p) = λ1(p)DpV
1(p) + . . .+ λn(p)DpV

n(p) (4.56)

p ·DpV
i(p) =

1

λi
, ∀ i. (4.57)

Stratégie utilisée.

On considère l’espace E = {p, λ1, . . . , λn,∆
1, . . . ,∆n} = Rn+n+n2

. Les ∆i seront inter-
prétés plus tard comme étant les DpV

i(p).

S’il existe une solution de (4.56)− (4.57), alors les équations

λi = λi(p) et ∆i = DpV
i(p)

définissent une sous variété différentielle S de E de dimension n ; et S est contenue dans
la sous variété M de dimension n2 définie par :

X(p) =
n∑
i=1

λi∆
i

p.∆i = 1/λi ∀i
(4.58)

Inversement, supposons qu’il existe des fonctions λi = λi(p) et ∆i = ∆i(p)
telles que :
• pour tout p, (p, λ1(p), . . . , λn(p),∆1(p), . . . ,∆n(p)) ∈ M
• Pour tout i = 1, . . . , n, ∆i(p) satisfait les équations :

d

(
n∑
j=1

∆ijdpj

)
=

n∑
j=1

d∆ij ∧ dpj =
∑
k< j

(
∂∆ij

∂pk
− ∂∆ik

∂pj

)
dpk ∧ dpj = 0

Alors d’après Poincaré, ∆i(p) est le gradient d’une fonction V i et (V 1, . . . , V n) constitue
une solution du problème. Cela revient à chercher une variété intégrale de dimension n
du système différentiel extérieur :

n∑
j=1

d∆ij ∧ dpj = 0 ∀i (4.59)

dp1 ∧ ... ∧ pn 6= 0 (4.60)
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Ce système est fermé dans le sens de Cartan. Donc les formes différentielles engendrent
un idéal différentiel.

L’idée consiste maintenant à considérer (4.59) et (4.60) comme un système différentiel
extérieur sur la variété différentielle M . Suivant l’approche décrite dans le premier cha-
pitre, la preuve se divise en deux étapes.

Etape1. On cherche une solution du problème linéarisé ( à un point p̄). Soit λi < 0,
∆i << 0 tels que ∆ = (∆1, . . . ,∆n) soit inversible ; ce qui demeure vraie dans un voisi-
nage de p̄. On suppose de plus que p̄, λ1, . . . , λn,∆

1, . . . ,∆n vérifient :

X(p̄) =
∑
i

λi∆
i

p.∆i = 1/λi ∀i

On linéarise λi et ∆i comme fonctions de p autour de p̄ :

∂λi
∂pj

= N i
j

∂∆i
k

∂pj
= M i

k j

Résoudre le probléme linéarisé revient é trouver des vecteurs N i et des matrices M i

satisfaisant (4.59) et (4.60) plus les équations traduisant le fait que
(p̄, λ1, . . . , λn,∆

1, . . . ,∆n) ∈ M . En plus on veut que les V i soient convexes. On a donc :
— ∆i est le gradient d’une fonction convexe ; ce qui entraîne que

M iest semi-définie positive, i = 1, ..., n

— (p̄, λ1, . . . , λn,∆
1, . . . ,∆n) ∈ M ; ce qui entraine :

DpX(p̄) =
n∑
i=1

(
∆iDpλ

′
i + λiDp∆

i
)

=
n∑
i=1

(
∆iN ′i + λiM

i
)

M ip+ ∆i = − 1

λ2
i

Ni ⇔ N ′i = −λ2
i (p
′M i + ∆i′)

et on montre que ce système admet une solution.

Etape2. Elle consiste à montrer que les éléments intégraux associés aux solutions du
problème linéarisé sont ordinaires aux sens de Cartan.

Conclusion Une fois ces conditions vérifiées, le théorème de Cartan-Kähler s’applique.
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